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PROLOGO

La Resistencia de Materiales, es una ciencia sobre los métodos de calculo a la resistencia, la rigidez y
la estabilidad de los elementos estructurales. Se entiende por resistencia a la capacidad de oponerse a la
rotura, rigidez a la capacidad de oponerse a la deformacion y estabilidad a la capacidad de mantener su
condicion original de equilibrio.

Por lo general, el dictado de los cursos de Resistencia de Materiales, se centran, en la descripcion
tedrica y en la resolucién de un escaso nimero de problemas, lo cual dificulta el proceso de aprendizaje,
mas aun tratandose de un curso eminentemente practico y con una diversidad de problemas.

El presente libro naci6, después de comprobar las grandes dificultades mostradas por los alumnos en
la resolucion de problemas aplicados en practicas calificadas y examenes, asi como en la realizacion de sus
trabajos domiciliarios.

Es por ello, que tomé el reto de escribir un libro, que haga mas didactico el proceso de estudio
individual, resolviendo en forma seria y con el rigor cientifico todas las practicas calificadas y examenes
aplicados por el autor en el periodo 2008-1I al 2010-11, correspondiente al curso Resistencia de Materiales |l
dictado en la Escuela de Ingenieria Civil de la Universidad de San Martin de Porres, propiciando, de esta
manera, una forma mas amena de convivencia con la Resistencia de Materiales y conducente a un mejor
dominio de la materia.

Este libro es un complemento perfecto a los editados anteriormente por el autor, denominados
Resistencia de Materiales y Resistencia de Materiales | Practicas y Examenes USMP, los cuales se usan
como textos base en las Carreras de Ingenieria Civil de muchas Universidades nacionales y extranjeras, asi
como en Centros de Investigacién en Ingenieria Estructural.

Como base se tomaé la experiencia adquirida en el dictado de los cursos de Mecénica de Materiales,
Resistencia de Materiales y Andlisis Estructural en la Universidad Peruana de Ciencias Aplicadas,
Universidad de San Martin de Porres y Universidad Privada Antenor Orrego.

En mi modesta opinion, el presente libro es Unico en su género, tanto en la forma de resoluciéon de
problemas; como en su contenido, que no es una repeticién de otros textos, editados anteriormente.

El presente libro consta de 4 Practicas Calificadas, Examen Parcial y Examen Final por cada ciclo,
siendo un total de 5 ciclos.

En la Préactica Calificada N° 1 se evalla el tema trabajo virtual.

En la Practica Calificada N° 2 se evallan los temas energia de deformacion, teoremas de Castigliano
y ecuacion de los tres momentos.

En el Examen Parcial se evallan los temas trabajo virtual, energia de deformacién, teoremas de
Castigliano y ecuacion de los tres momentos.

En la Practica Calificada N° 3 se evalla el tema método de las fuerzas.

En la Practica Calificada N° 4 se evalla el tema método de desplazamientos.

En el Examen Final se evallan los temas método de las fuerzas, método de desplazamientos,
resistencia compuesta y cargas de impacto.

El presente texto estd dirigido a estudiantes de ingenieria civil y docentes que imparten el curso
Resistencia de Materiales II; asi como, a ingenieros civiles, postgraduandos e investigadores en el area de
estructuras.

Este libro se lo dedico a mis alumnos de Mecanica de Materiales, Resistencia de Materiales y Analisis

Estructural de la Universidad Peruana de Ciencias Aplicadas, Universidad de San Martin de Porres y
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Universidad Privada Antenor Orrego; quienes con sus consultas me motivaron a escribir el presente libro y
con su energia renovada me permitieron culminar con éxito este trabajo.

De manera muy especial, dedico el presente libro a mi ahijada Chie Giulianna Villarreal Imamura,
quien con su inteligencia, amor y dulzura, fue un soporte invalorable en la culminacion de este trabajo,

rogando a Dios Todopoderoso podamos seguir juntos aportando al desarrollo integral de la sociedad.

Ph.D. Genner Villarreal Castro

genner_vc@rambler.ru

Lima, Marzo del 2013
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EVALUACION PRACTICA CALIFICADA N° 1 SEM. ACADEMICO | 2008 — Il
CURSO RESISTENCIA DE MATERIALES I SECCION 30F
PROFESOR Ph.D. GENNER VILLARREAL CASTRO | DURACION 110m
ESCUELA INGENIERIA CIVIL CICLO VI

METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Determinar el desplazamiento horizontal en B y el desplazamiento

vertical en E, si las areas de seccion transversal de las barras del cordén superior es de 4cm?, del

cordén inferior es 5cm?, de las montantes 6cm? y de las diagonales 3cm?®. Considerar que el material de

la armadura es acero con un modulo de elasticidad E =21.10" T/ m?

2T 4T 4T
4T AT
2T
Ty vD vF
v H
B v
VL
A K
C E G I
3m 3m ., 3m 3m 3m

1,5m

3m

(6 puntos)

2. METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Determinar la pendiente en el apoyo C de la viga mostrada en la

figura, si ElI = const para toda la estructura. Considerar sélo el efecto de flexién por momento flector.

16kN
4kN/m
7 l C D E
e Y. V. vV VvV VY O C
A B Z
4m 4m 2m 2m . 3m

(4 puntos)

3. METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Para el pdrtico mostrado en la figura, determinar el desplazamiento

vertical y la pendiente en H, considerando sélo la flexibn por momento flector y que la rigidez

El =12663T.m? es la misma para toda la estructura.

(6 puntos)



— O
> —
Ole——

6m

5T 5T

3m 6m ) 3m

4. METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Determinar el desplazamiento horizontal del punto F del portico en

voladizo mostrado en la figura. Expresar su respuesta en funcion del coeficiente de dilatacién térmica o
y considerar que la seccion transversal es rectangular con dimensiones a =0,4m y b =0,5m para

todo el portico.

............................ (4 puntos)
. 0°C E "
0°C E
0°C|10°C 2,5m
-20°C
C D
20°C

20°C|0°C 2.5m

o
E 20°C E
-10°C
3,5m
FECHA La Molina, 25 de Agosto del 2008




SOLUCIONARIO DE PRACTICA CALIFICADA N° 1
CICLO 2008 -1l

Determinamos las fuerzas internas en cada una de las barras de la armadura, sometida a la accion de

las cargas externas, tal como se muestra en la figura, utilizando, para ello, los métodos conocidos de la

Estética.
2T 4T 4T
4T
1T L 1 860 | g 4T
AT A . 7 21 2T
o s - s 721
2 q. C) ’%\ ' (\/ k,?&
43 O ® 14 ®
D 10,3
T > < >< >« b - X
,4% 6,13 6,13 9,45 9,45
9,7T *
10,3T

DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL EN “B”:

Determinamos las fuerzas internas en cada barra de la armadura, pero sometida a la accion de la

carga unitaria aplicada en el nudo B en sentido horizontal.

1 1 0,6
bt b, > 0,61
0,26
0,26
)
¢ 9 o
< \} 0,3
1
” i fa
~ % Ny
o8 AN
0,3
v @ 0,3

Calculamos las rigideces axiales en las barras, de acuerdo a los valores dados en el presente
problema, siendo estos los siguientes:

Diagonales EA, =6300T
Cordoén superior  EA, =8400T
Cordén inferior ~ EA, =10500T
Montantes EA, =12600T



Luego, determinamos el desplazamiento horizontal en el nudo B aplicando la férmula conocida del

trabajo virtual para armaduras, utilizando, para ello, los diagramas N, y N,

8 = L [-9,25.0,36.5,41 - 4,45.0,36.5,41-1,42.0,25.5 + 3,89.0,32.5 +10,06.0,36.4,24] +
3
+——[1.1.3+8,6.0,6.3+8,72.0,61.3,04 + 7,21.0,26.3,04 + 7,21.0,26.3,04]+
4
e [6,13.0,8.3+6,13.0,8.3+9,45.0,45.3+9,45.0,45.3] + L [-2,57.01.45+10,3.0,3.3]

5 6
87 =10,29.10°m =10,29mm —

DESPLAZAMIENTO VERTICAL EN “E”:
Determinamos las fuerzas internas en cada barra de la armadura, pero sometida a la accion de la

carga unitaria aplicada en el nudo E en sentido vertical.
0,8

e 081
0.35
035
o v
25 Y013 0
AT 4
s be"’ O &
> |04
oY
b b d » ,.\
R | Lalin sl ; u
0.4 0.6 06 %
vi

e ®
Luego, determinamos el desplazamiento vertical en el nudo E aplicando la formula del trabajo virtual

para armaduras, utilizando los diagramas N, y N,

1 [9,25.0,72.5,41+ 4,45.0,72.5,41-1,42.0,33.5+3,89.0,43.5+ 10,06.0,48.4,24] +

55 =

3

1

+ [8,6.0,8.3 +8,72.0,81.3,04 +7,21.0,35.3,04 + 7,21.0,35.3,04] +

4

1 1

[6,13.0,4.3+6,13.0,4.3+9,45.0,6.3+9,45.0,6.3]+ ——[-2,57.0,13.4,5+10,3.0,4.3]

5 6

85 =25,05.10°m = 25,05mm

+

Graficamos los diagramas de fuerza cortante y momento flector debido a la carga real, calculando
previamente las reacciones en los apoyos, de acuerdo a los conocimientos de Estatica. Las reacciones

y diagramas de fuerzas internas se muestran en la siguiente figura.



16kN

12,8kN.m 4kN/m l
<Az T1 1714 - E
A B z D !
T11,2kN
T14,4kN 6,4kN
4m . 4m ., 2m  2m _ 3m
11,2 9.6

_—y { 28 | (kN)

19,2

@ (KN.m)

19,2
Ahora, graficamos los diagramas de fuerza cortante y momento flector para el caso del momento

unitario aplicado en C

1 1

Ck Do
10,25 T0,25

3 O

0,25

% @

WO

®

0,5
1

En el tramo AB aplicamos Simpson-Kornoujov y en el tramo BC Vereschaguin, utilizando los diagramas

M,y M,
0. =i[—12,8.1+4.1,6.0,5]+i.1.4.19,2.3.1=%
6EI El'2 3

Como el signo es positivo, indica que la pendiente en C va orientada en sentido horario.
Graficamos el diagrama de momento flector, debido a la accion de las cargas reales aplicadas al

pértico, tal como se muestra en la siguiente figura:



30

/ \
6m 15 15
5T lST | 15 15\\

J—

T10T
3m_, 6m 1°TI 3m

DESPLAZAMIENTO VERTICAL EN “H”:

Ahora, graficamos el diagrama de momento flector debido a la accién de la carga unitaria en H
3

) © 3\\
0,5 175] .

3m 6m

Determinamos el desplazamiento vertical en H, aplicando trabajo virtual.

&b = L 30.6.1,5+15.6.3+1.3.15.2 _585_ 585 _ 0,0462m = 46,2mm ¥
El 2 El 12663

PENDIENTE EN “H”:

Graficamos el diagrama de momento flector, debido a la acciéon del momento unitario aplicado en H
1

[

6m 1

@ 1

P AN
11 /6

3m




Luego, determinamos la pendiente en H, aplicando trabajo virtual.

0, = L 30.6.0,5+15.6.1+1.15.3.1 _ 2025 2025 0,016rad =0,917°
El 2 El 12663

Como el resultado de la pendiente es positivo, indica, que dicha pendiente va en sentido horario.
Graficamos los diagramas de momento flector (figura a) y fuerza axial (figura b) debido a la accion de la
carga unitaria horizontal aplicado en el punto F

a) o b) c)
s t,;=0cC [
é @ é E t2 =0°C E
1 t;=0°C [ t,=10°C
1 i
2,5 ® P t,=-20°C
25 ty=20°C i
® ®
1 1 t;=20°C |
©) t,=-10°C
1

Para determinar el desplazamiento o pendiente, debido a la variacion de temperatura, se debe de tener
en cuenta las siguientes consideraciones:

a) El diagrama de momento flector indica que t; va hacia el lado del diagrama y t, hacia afuera
(figura c)

b) Por variacién de temperatura, donde existe mayor calor, la fibra ubicada a dicho lado se tracciona y
hacia el otro lado se comprime, mostrandose en la figura c) con linea punteada las zonas
traccionadas.

c) Si coinciden las zonas traccionadas de temperatura con el diagrama de momento flector, sera
positivo A;; debido al momento y si es opuesto, sera negativo.

d) En caso que no exista diagrama de momento flector, pero si exista fuerza axial, se recomienda
colocar t, alatemperatura mayory t, alamenor.

Aplicamos trabajo virtual por variacion de temperatura, a través de la siguiente formula:

b= Za@AME +Za@ANi

>

Donde:

o - coeficiente de dilatacion térmica del material
b - ancho de la estructura donde hay variacion de temperatura

t,,t, - temperaturas
AMi - &rea del diagrama de momento flector debido a la carga o0 momento unitario

A

- &rea del diagrama de fuerza axial debido a la carga 0 momento unitario
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Para entender el valor de “b”, lo esquematizamos en el siguiente grafico para un portico simple que nos

servira de guia.

TT777TTI77TTT77777777777777777777
En la formula, para determinar el area del diagrama de fuerza axial, se considera el signo positivo o

negativo, dependiendo de su valor.
Ahora, determinamos el desplazamiento horizontal en F, debido a la variaciéon de temperatura.

- 20-(-20 0-10 20-10
AFF'(T) :a—|20 0|.l.2,5.2,5+au.2,5.3,5—a| |.(2’5+5)'2'5 —oc| |.1.3,5
2 0,5 0,5 2 2

Ay = 6200 —

11
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EVALUACION PRACTICA CALIFICADA N° 1 SEM. ACADEMICO | 2009 — |
CURSO RESISTENCIA DE MATERIALES I SECCION 30F
PROFESOR Ph.D. GENNER VILLARREAL CASTRO | DURACION 110m
ESCUELA INGENIERIA CIVIL CICLO VI

METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Determinar el desplazamiento horizontal del nudo J y el

desplazamiento vertical del apoyo B, si E = 2.10° MPa para todas las barras de la armadura y las
areas de las barras del corddn superior es 64cm?, las del corddn inferior 60cm?, las montantes de

70cm?y las diagonales de 66cm?

............................ (6 puntos)
A C E G I
2m
4m J
H
< F v 40kN
%B v 50kN
v 60kN
70kN
3m 3m : 3m 3m

o
B
B
Al

METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Determinar la deflexion vertical a 2m a la derecha del apoyo Ay la
pendiente en el apoyo B. Considerar E = 15000\/E e I=bh®/12, siendo f, =210kg/cm?,
b =30cm, h =60cm

............................ (6 puntos)
10T
l 5T/m
A Yy V.V V. VY. vV v Y VB
é > 2El El
1,5m 1,5m ) 3m

METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Determinar el acercamiento vertical de los puntos D y E del portico

mostrado en la figura, sila rigidez El es constante para toda la estructura.
............................ (5 puntos)

12



4kN/m 3m

2m

4dm 4m

4. METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Determinar el desplazamiento horizontal del nudo F del poértico en
voladizo mostrado en la figura, si C, =0,03m; C, =0,02m y C, =0,02rad
............................ (3 puntos)

3m

3m

4m

FECHA La Molina, 23 de Marzo del 2009
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SOLUCIONARIO DE PRACTICA CALIFICADA N° 1
CICLO 2009 -1

Determinamos las rigideces de las barras de la armadura:

EA,, =2.10°.10°64.10 =128.10" N =128.10* kN
EA,, =2.10°.10°60.10 =120.10" N =120.10*kN
EA, =2.10°10°70.10 =140.10" N =140.10* kN
EA,, =2.10°10°66.10 =132.10" N =132.10*kN

Calculamos las fuerzas internas en todas las barras de la armadura, debido a la accion de las cargas
externas, tal como se muestra en la figura.

220kN
A
375kN A 240 C 240 E 48 G 48 |
— > < > < > < > <
Z,
2 9
5 o 160 % &Y
6257 X% P
J
H
o [F 13179 40KN
375kN 3,
—>§> 380173 D1 v 50kN
B 60kN
70kN @
(kN)

DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL EN “J”:

Determinamos las fuerzas internas en todas las barras de la armadura, producto de la accion de la

carga unitaria horizontal aplicada en el nudo J, tal como se muestra en la figura.
05 A 043 C 043 E 020 G 0,20 |
: — »><

J l
" 128.10°

L -[-62,5.0,08.4+40.017.2] + L ;
140.10 132.10

+(~169,025)(~0,15).4,610 +106,74.0,17.3,905 + (—62,482)(~0,26).3,905] = —1,514.10 “m

1104 [— 380,173.0,51.3,041—131,793.0,68.3,041.2]+

[240.0,43.3.2+ 48.0,20.3.2]+

+

[207,44.011.4,610 +

14



8, =—0,151mm «

DESPLAZAMIENTO VERTICAL EN “B”:
Determinamos las fuerzas internas en las barras de la armadura, debido a la accién de la carga unitaria

vertical aplicada en el nudo B, tal como se muestra en la figura.

A1l
A C _ E G __ |
A\ A\ \> A\

17 ) )

J
H
F
D
; Q)

"1

1
8y =———
140.10
Determinamos la rigidez El, necesaria para el calculo estructural.

E =15000+/210 = 217370,65kg/cm? = 2173706,5T / m?

[62,5.1.4]=1,786.10*m =0,178mm

3
El = 2173706,5.% =11738,015T.m?

Graficamos los diagramas de fuerza cortante y momento flector, debido a la accion de las cargas

reales, tal como se muestra en la figura.
10T 5T/m

l A 4 A\ 4 A 4 A 4 A 4 A\ 4 A 4 A

4 > 2El El

§
125 15m  15m 3m %3,75
11,25
® 1,25
=y ¥
13,75
15m _ 15m . f5m___ 15m

O,

(T.m)

16,875

18,75 18,906 15

DESPLAZAMIENTO VERTICAL EN “C”:
Ahora, graficamos el diagrama de momento flector, debido a la accion de la carga unitaria vertical en C

15



7@ 2EI El %

2/SI 2m ; 1m i 3m T1/3

1,5m 0,5m Tm ) 1,5m . 1,5m

0,5
1 1
1,333
8 = —[4 16,875.1+18,75. 1]+i[18 75.1+4.15.0,5]= 459375 _ 459315 _ 549 109m
6(2E 6EI El 11738,015
8 = 3,91mm \2

PENDIENTE EN “B”:
Graficamos el diagrama de momento flector debido a la accién del momento unitario aplicado en el

apoyo B
]
A B
74% 2E| El ? ;
T 3 3
106 m : m l e
1,5m ) 1,5m ) 1,5m ) 1,5m
0,25
0,5
0,75
1
3 33,75 _3
5= —[4 16,875.0,25+18,75.0,5]+ —[18,75.0,5+ 4.15.0,75] = === = 2,875.10 *rad
6(2E 6EI El
0, =0,165°

Como el signo es positivo, indica que la orientacién es correcta; es decir va en sentido antihorario.
Calculamos las reacciones en los apoyos y graficamos el diagrama de momento flector debido a la
accion de las cargas reales, tal como se muestra en las figuras a) y b). Luego, efectuamos lo mismo,
pero para las cargas unitarias aplicadas en D y E hacia el encuentro, tal como se muestran en las
figuras c) y d)

Ahora, determinamos el acercamiento vertical de los nudos Dy E

S =~ ta30244 3 [32.4+4.0.4—32.4]—%[32.4+4.8.2+0]=

R 3

42,667

16



a) 4kN/m b) 32
E F
8

4KN/m fekN
328

B —21,33kN 32

D

o
Bﬂ—%‘j 4/2/3_%
2 1 ©

4. Se sabe que:
n

A =—> R, C,

=1

Calculamos las reacciones en el apoyo A, debido a la accién de la carga unitaria horizontal aplicada en

el nudo F
Ly .
3m
D
3m
M, =6
B AE ‘%‘ Ha=1
TVA=0
4m ;

17



Ahora, determinamos el desplazamiento horizontal en F debido a los desplazamientos y giros en el
apoyo A

A, =—~(-H,.C, —M,.C;) =—(~1.0,03—6.0,02) = 015m —

18



b4 .
VERiis U NIVERSIDAD DE r'-J
5% Ll
P > i

<+ SAN MARTIN DE PORRES  uswr-Fia
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CURSO RESISTENCIA DE MATERIALES I SECCION 30F
PROFESOR Ph.D. GENNER VILLARREAL CASTRO | DURACION 110m
ESCUELA INGENIERIA CIVIL CICLO VI

METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Una armadura de acero soporta tres cargas de 30kN, 40kN y
20kN, tal como se muestra en la figura. Las areas de seccién transversal de las barras de la armadura

son las siguientes:

BARRA AREA (mm?)
ABy CD 4000
AE, EF, FGy GD 2000
BC 3000
BE, BF, CFy CG 1200

Determinar los desplazamientos horizontal y vertical del nudo F, considerando que el moédulo de

elasticidad del acero es E = 200GPa

............................ (6 puntos)
B C
3m
A D
AN I N A
v v
30kN 40kN 20kN
4m . 4m 4m = 4dm

METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Determinar la pendiente en E para la viga mostrada en la figura, si

su seccion transversal es 30cm x 60cm. Considerar que las temperaturas 40°C y 22°C son para

toda la viga.
............................ (3 puntos)
A B C 40°C D E
~ -
4m ) 2m 6m ., 2m

19



3. METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Determinar los desplazamientos horizontal y vertical del nudo D,

si E=29.10°Ib/plg® e 1 =1500plg* para todo el portico.

10 pie

10 pie

10 pie

............................ (5 puntos)

4. METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Determinar la distancia que se alejaran los nudos D y F en la

direccion de la linea recta que los une, si las rigideces en flexion para los elementos horizontales es 2El

y para los verticales es El

O

14kN

3m

4m

g

............................ (6 puntos)

3m

2m

FECHA

La Molina, 24 de Agosto del 2009
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SOLUCIONARIO DE PRACTICA CALIFICADA N° 1
CICLO 2009 - 1i
1. Calculamos las rigideces de las barras de la armadura.

EA 0, = 200.10°.1200.10 ° = 240.10° N
EA 05 = 200.10°.2000.10°° = 400.10° N
EA,, = 200.10°.3000.10° = 600.10° N
EA,05 = 200.10°.4000.10° =800.10° N

Determinamos las fuerzas internas en las barras de la armadura, debido a la accion de las cargas

reales.
86,67
<O N
’ 7) rb
63,33 63,33 56,67 56,67
T 30kN 40kN 20kN
47,5kN (KN) 42,5kN

DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL EN “F”:
Calculamos las fuerzas internas en las barras de la armadura, debido a la accién de la carga unitaria

horizontal aplicada en el nudo F

V.
Ay

41 » o

85 = _[6333.10°1.42]=127.10"m =1,27mm -
400.10

DESPLAZAMIENTO VERTICAL EN “F”:
Determinamos las fuerzas internas en las barras de la armadura, debido a la accion de la carga unitaria

4
N /
A

vertical aplicada en el nudo F
1,33
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A [29,17.103.0,83.5+37,49.103.0,83.5]+;[63,33.103.0,67.4.2+56,67.1O3.0,67.4.2]+
Y 240 0° 400.10°

o [86 67.10°1,33. 8]+ S0 1 [79 17.10°0,83.5+ 70,83.10°.0,83.5]= 5,08.10 °m

8F, =5,08mm |
En la figura a) se muestran los lados traccionados por temperatura en la viga y las reacciones en los

apoyos. En la figura b) se muestra el diagrama M,

! |
112 1/4 Je
4m " 2m ; 6m g 2m P
1
b)
————— ()
1/3
Luego:
40-22 2240
. :(x| |.(2+8)'1 | |.1 6.= =1200. (rad)
0,6 2 06 2 3

Como el signo es positivo, indica que la orientacién de la pendiente es en sentido horario.

Determinamos la rigidez del pértico:
El =29.10°.1500 = 43500.10° Ib.plg 2 = 302083,33Kk.p ie?

Graficamos el diagrama de momento flector, debido a la accion de la carga real.

30k
—
300
300 300
s ®
(k.pie)
600 7T

DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL EN “D”:
Ahora, graficamos el diagrama de momento flector, debido a la accion de la carga unitaria horizontal

aplicado en el nudo D
83 ; 1 .10.300. E A0+ ;.10.300.10 + L [300.10 +4.450.15 + 600.20]
302083,33 2 3 302083,33 6.302083,33

5p =0,36413pie = 4,37plg —
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10 /

20 TTIT

DESPLAZAMIENTO VERTICAL EN “D”:

Graficamos el diagrama de momento flector, debido a la accion de la carga unitaria vertical en D
1

l

ol | @

T77T7rrrr7

oL 103005+
302083,33 6.302083,33

[300.10 + 4.450.10 + 600.10] = 0,19861pie = 2,38plg 4

Determinamos el grado de indeterminacién del sistema:
GlL=3C-A=32-6=0

Calculamos las reacciones en los apoyos, debido a la accién de la carga real.

> M, =0 = V,()-14(3)=0 .. V,, =6kN T
> R =0 = V,+6-14=0 V, =8kN T
> R =0 = H,=0

Luego, analizamos el equilibrio de la parte izquierda de la estructura, efectuando un corte por las
rétulas.

> M, =0 =  8(3)-H.(3 =0 H. =8kN «
> R =0 = H,-8=0 Hy =8kN —

Como en la barra CF no hay momento flector, se cumplira que V. =0

23



Luego:

> R =0 = 8-V,=0 V, =8kN |
B c He
ty,
3m
HL,LD
A VD
2m
it
I
3m

e EEEE—

De esta manera, el equilibrio en la rotula D es la mostrada en la figura a) y las cargas aplicadas en el

lado derecho de la estructura las mostradas en la figura b) las cuales como se podra apreciar se
encuentran en equilibrio.

a) b)  8kN F
——90

SN leN

——

T D
4k

b
TGkN

Ahora, graficamos el diagrama de momento flector de la estructura, debido a la accién de la carga real.
a)

0 o . 24 o

24

24
l 24
14kN
(kN.m)
iR iR

TgkN /7773777 /7773777

T6kN

24



Andlogamente, graficamos el diagrama M, debido a la accién de las cargas unitarias aplicadas en D y

F, tal como se muestra en la siguiente figura.

a) c Fxl b)
B 0 e o o
24
5 G 2.4

o D i

ADfF:IMPMldx: L L aoa20a4t 1320224-%
El 2E1 2 3 El 2 3 El
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EVALUACION PRACTICA CALIFICADA N° 1 SEM. ACADEMICO | 2010 - |
CURSO RESISTENCIA DE MATERIALES I SECCION 30F
PROFESOR Ph.D. GENNER VILLARREAL CASTRO | DURACION 110m
ESCUELA INGENIERIA CIVIL CICLO VI

METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Determinar la deflexiéon vertical en el nudo C, si las areas de las

barras del cordén superior e inferior es 4plg® y las areas de las montantes y diagonal es 3plg®.

Considerar E =29.10°%Ib/plg?
............................ (5 puntos)

15 pie

% C E %ﬁ

v 30k v 60k
20 pie , 20 pie y 20 pie

METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Determinar la pendiente y deflexibn en el punto B de la viga
mostrada, si E =29.10°Ib/plg?, 1, =1800plg* e 1, =3600plg*

............................ (5 puntos)
60k 40k

10 pie ) 10 pie ) 10 pie

METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Determinar el angulo mutuo (hacia el encuentro) entre los apoyos
A e | del portico mostrado en la figura. Considerar que la rigidez El del pértico es constante en todos

sus elementos y que la barra BF trabaja Gnicamente en traccion.
............................ (6 puntos)
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2kN/m

G (,D‘ YVVYVYY

E I

3m
BP qQF

3m

H

o' —
4m } 4m 3m

£
A

K
£ x

METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Determinar el desplazamiento vertical del apoyo A del portico
mostrado en la figura.
............................ (4 puntos)

C *
i 0,01
I m 3m

P

0,015m
—
6m
0,02m
A
4,5m . 6m ) 4,5m
FECHA La Molina, 22 de Marzo del 2010
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SOLUCIONARIO DE PRACTICA CALIFICADA N° 1
CICLO 2010 -1

Determinamos las fuerzas axiales en las barras de la armadura, debido a la acciéon de las cargas

reales, tal como se muestra en la figura.

53,33

T“Ok 30k @ 60k T50k

Luego, calculamos las fuerzas axiales en las barras de la armadura, debido a la accién de la carga

unitaria vertical aplicada en el nudo C

gv
Y

v
T0’67 1 To,ss

Determinamos la deflexién vertical en el nudo C

8¢ = Wlou [(-66,67.10°)(~1,11)(25.12) + (~53,33.10°)(~0,88)(20.12) +

+(~83,33.10%)(~0,55)(25.12) + (53,33.10)(0,88)(20.12) + (66,67.10°)(0,44)(20.12) +

1

+(66,67.10%)(0,44)(20.12) |+ 51073 [(40.10°)(0,67)(15.12) + (~16,67.10%)(0,55)(25.12)

8 =0,6493plg

Calculamos las rigideces en k.pie®

El, =29.10°.1800 = 52200.10° Ib.plg* = 362500k.pie’
El, =29.10°.3600 = 104400.10°Ib.plg* = 725000k.pie

Graficamos el diagrama de momento flector de la viga, debido a la accién de las cargas reales, tal

como se muestra en la figura.
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A B C vD
' 1
7% ' I %
10"T 10pie . 10pie 4  10pie
; ' 190k
400
150 3
- ()
100 (kpie)

PENDIENTE EN “B”:

Graficamos el diagrama de momento flector, debido a la accion del momento unitario en B

A /B & D
L II I
|
VANLER 2%
0’051 10pie . 10pie |  10pie
: " ¥0,05
0,5
0,25
2 ®
W
0,5
0, =+ 110100.2.05+ 0 [-100.0,5+4.150.0,25] = 0,00069rad = 0,04°
362500 2 3 6.725000

Como el signo es positivo, indica que la orientacion de la pendiente es en sentido antihorario.
DEFLEXION EN “B”:

Graficamos el diagrama de momento flector, debido a la accién de la carga unitaria vertical en B

A lB C D
' | | |
;% ! I %
05] 10pie 10pie 4 10pie
lo,5
o ()
2.5
5
Vo-—t 11010025+ [00.5-4.150.25]= 2,2089.10pie = 0,0276plg L
362500 2 3 6.725000
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3.

Determinamos las reacciones en los apoyos y la fuerza interna en la barra BF, tal como se muestra en

la figura a); luego, graficamos su diagrama de momento flector, mostrado en la figura b)

> M, =0 =  6H,-2395=0 .. H, =9,5kN «

> R =0 = H,-95=0 H, =9,5kN —

> R =0 = V,-23=0 V, =6kN T

> Mpt=0 =  6.4-3T, =0 T, =8kN (TRACCION)
2kN/m b)

olw)
m

a)
c 3 J,_(E 5N,
|

8kN  8kN
—>

9,5kN
A:; G H =

TekN

9
24

Ahora, analizamos la carga unitaria, aplicando momentos unitarios en los apoyos A e |, tal como se

muestra en la figura a) y graficamos su diagrama de momento flector, el cual se muestra en la figura b)
a) b)

1
C g E (D O L
] E
1
0,5
1/3 1/3
BF— < F

jééii- G‘————jg‘*g DTJ;;: <::>

Determinamos el angulo mutuo (hacia el encuentro) entre los hudos A e |

Op = —i.1.3.24.1.1—i[4.3o,75.o,5+33.1]—1[9.1+ 4.2,25.1]= _88.25
El 2 37 6El 6EI El

El signo menos (-) indica que los apoyos A e | giran en direccidbn opuesta a la indicada por los

(rad)

momentos unitarios.

Aplicamos la carga unitaria hacia abajo en el apoyo A y calculamos las reacciones en los apoyos,
cuyos resultados se muestran en la figura.
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——
O

0.75 %}_g

0,75 <—g>—(>A
!

Determinamos el desplazamiento vertical del apoyo A

Ay =->'R;C; =—(-0,75.0,02-1.0,01-0,75.0,015) = 0,03625m = 36,25mm
j=1
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EVALUACION PRACTICA CALIFICADA N° 1 SEM. ACADEMICO | 2010 — I
CURSO RESISTENCIA DE MATERIALES I SECCION 30F
PROFESOR Ph.D. GENNER VILLARREAL CASTRO | DURACION 110m
ESCUELA INGENIERIA CIVIL CICLO VI

METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. La armadura mostrada en la figura se construye con nueve

barras, cada una tiene rigidez axial EA. En los nudos B y F actdan cargas P y 2P, respectivamente.

Determinar la deflexién vertical del nudo E y el incremento en la distancia entre los nudos Ey C

2P
E vF
b
A D
VAN i\
v
P
b b b

(5 puntos)

2. METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Determinar la deflexion méaxima y la pendiente en los apoyos, si
E =29.10°Ib/plg?

3. METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Determinar la distancia “x” a la cual

60k

l, = 2000plg*

l, = 2000plg*
B

,= 3500plg*

10 pie 10 pie

10 pie 10 pie

(5 puntos)

corresponde un

desplazamiento vertical nulo del nudo B. Considerar que la rigidez El es constante en todo el pértico.

32
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4,

A B

P y
A A

METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Determinar el angulo de giro en el nudo F del portico mostrado en

la figura, considerando que el apoyo A sufre un desplazamiento horizontal C; = 0,04m y el apoyo E

se asienta C, =0,03m

B 6C
Dp
A E
AN
—— AN

4m ) 3m

............................ (5 puntos)

2m

2m

FECHA

La Molina, 23 de Agosto del 2010
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SOLUCIONARIO DE PRACTICA CALIFICADA N° 1
CICLO 2010 -1

Determinamos las fuerzas internas para la armadura sometida a la accion de las cargas reales, tal

como se muestra en la figura.

o ®

5P/3

DEFLEXION EN “E”:
Luego, calculamos las fuerzas internas debido a la accién de la carga unitaria vertical aplicada en el

nudo E

O e A A G A
Db ({2 o]

Sy —6215P—b
EA

INCREMENTO DE DISTANCIA ENTRE “E” Y “C”:
Analizamos el incremento de distancia entre los nudos E y C, aplicando cargas unitarias en ambos

nudos, tal como se muestra en la figura.

SEC=§K 4;)([}() ( j[%(b){%(q(b) ( fj( Dfbv2 )}

O —1845P—b
EA
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2.

Determinamos las rigideces de cada tramo:
El, = 29.10°.2000 = 58.10° Ib.p Ig2 =58.10° K.p Ig2 = 402778k.pie2
El, = 29.10°.3500 =101,5.10° Ib.p Ig2 =101,5.10° k.p Ig2 = 704861k.pie2

Graficamos los diagramas de momento para la carga real (figura a), carga unitaria (figura b) y momento
unitario (figura c), sabiendo que la deflexion maxima seré en el centro de la viga.

a) 60k
A lC B
30k

5p|e 5p|e 5p|e 5p|e 5p|e 5p|e 10pie

b) 1
A lC B
Py 2N
tos -

_ 10pie 5p|e 5p|e 5p|e 5p|e 10pie i
@\‘ C B

_Spie Spie  10pie =~ 10pie =~ 10pie

O,

0.5
10875 0.75

DEFLEXION MAXIMA:

Yo = Yo =00 = : [1.10.300.2.5}2+10[300.5+4.450.7,5+600.10].2
402778 2 3 6.704861

Y. =0124pie=1,488plg |
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PENDIENTE EN LOS APOYQOS:

0, = L[4.150.0,875 +300.0,75]+ _ 20 [300.0,75 + 4.600.0,5 + 300.0,25] +
6.402778 6.704861
+ ! .1.10.300.2.0,25 =0,011rad = 0,63°
402778 2 3
La pendiente en A va en sentido horario, es decir el mismo que se mostré en la figura c)
Por simetria:
0, =0,63°

La pendiente en B va en sentido antihorario.
Esquematizamos los pérticos con la carga real (figura a) y carga vertical unitaria (figura b); para luego,

graficar los diagramas correspondientes debido a la carga real (figura c) y carga unitaria (figura d)

a) B b)
D l C D C
4’;1
a a
] ] B
ﬁA B éA v
a a 1

c) / P(a-x) d)

@ P(a-x) @

Px P al2

X P(a-x) \ al2 . al2

Por condicién del problema:

a P a
=0 —|Pxa—-4.—(a-2x) —=||=0 X =
Ve - 6EI{ 2( {2)}

w| o
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4,

Aplicamos un momento unitario en F y calculamos las reacciones en los apoyos, tal como se muestra

en la figura.
o C
Dp F’>1
= H-=0,25 Hgz=0,5
Ha=0.25 | o B | g DT
lVA=0,25 TVE=0,25

Calculamos la pendiente en F
¢ =—> R,C, =  ¢.=—(-H,C,-V.C,)=—(-0,25.0,04-0,25.0,03)

j=1

¢ =0,0175rad =1°

Como el signo es positivo, indica que la pendiente en F va en sentido horario.
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EVALUACION PRACTICA CALIFICADA N° 2 SEM. ACADEMICO | 2008 — Il
CURSO RESISTENCIA DE MATERIALES I SECCION 30F
PROFESOR Ph.D. GENNER VILLARREAL CASTRO | DURACION 110m
ESCUELA INGENIERIA CIVIL CICLO VI

1. ENERGIA POTENCIAL DE DEFORMACION. Determinar la energia potencial de deformacién para la
estructura mostrada en la figura, si es de seccidn constante. Considerar Unicamente el efecto de

momento flector.
............................ (4 puntos)

5m

2kN/m

3m

2. TEOREMA DE CASTIGLIANO. Determinar la deflexion en los puntos B y C de la viga mostrada en la
figura, si E =29.10°Ib/plg® e 1 =1750pIlg* para toda la viga.

............................ (5 puntos)
20k 40k

A S
o> pa

20pie ) 10pie ) 10pie

3. TEOREMA DE CASTIGLIANO. Resolver el siguiente portico y graficar los diagramas de fuerza axial,
fuerza cortante y momento flector, si E = 23000MPa, las columnas son de 30cm x 30cm y la viga de

30cm x 50cm
............................ (6 puntos)
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40kN/m

30kN

5m

FYYYVYVYIYIYIIIIIYIYY
ats X

S

3,5m

ECUACION DE LOS TRES MOMENTOS. Resolver la siguiente viga y graficar los diagramas de fuerza

cortante, momento flector y refuerzo, considerando que es de seccidn constante.

800N
600N/m

2m ) 4m

2m

............................ (5 puntos)

2m

FECHA

La Molina, 22 de Setiembre del 2008
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1.

SOLUCIONARIO DE PRACTICA CALIFICADA N° 2
CICLO 2008 -1l

Graficamos su diagrama de momento flector, tal como se muestra en la figura.

LLLLLLLLL

Determinamos la energia potencial de deformacion:

L 2 L

M2dx MMdx 1 [3 227,81

U= ~ == 2(4.2,252,25+9.9)+9.5.9 | = 527 (kI
Z! 2El Z! 2El 2EI{6( ) } g "

Determinamos la rigidez de la viga:
El = 29.10°.1750 = 50750.10° Ib.plg® = 352,43.10°k.pie’
DEFLEXION EN “B”:

| (20+P) oy 40y

rrlr,

20pie ~ 10pie . 10pie %

A

P
T

(20+0,5P) |
(40+0,5P)

TRAMO I-1 (0 < x <20)
M, = (20+0,5P)x

% = 0,5x
oP

TRAMO II-11 (20 <x <30)
M, =(20+0,5P)x — (20 + P)(x — 20)

My _ 0,5% — (x — 20) = 20— 0,5x
oP

TRAMO IlI-lI1 (30 < x <40)
M,, =(20+0,5P)x — (20 + P)(x —20) — 40(x — 30)

—aM mn = O'SX — X+ 20 = 20 - 0|5X
oP

40



Luego:

20 30 40
Vg = L j 20x(0,5x)dx + j 400(20 - 0,5X)dx + j (1600 — 40x)(20 — 0,5x)dx | = 63333,33
EI 0 20 30 EI
63333,33 i
= " —01797pie=2156plg
Ye = 350.43.10° P Pl
DEFLEXION EN “C”:
1 20 i (40+P) i
| | |
A—— ol | d
AN | i i ?%
T 20pie 10pie 10pie 4
(20+0,25P) I
(40+0,75P)
TRAMO I-1 (0<x <20)
M, = (20+0,25P)x
% =0,25x
oP
TRAMO lI-1l (20 <x <30)
M, = (20+0,25P)x — 20(x — 20)
% =0,25x
oP
TRAMO IlI-lIl (30 < x <40)
M,, = (20+0,25P)x — 20(x — 20) — (40 + P)(x — 30)
% =0,25x —x +30=30-0,75x
oP
De esta manera:
20 30 40
Ve = L j 20x(0,25X)dX + j 400(0,25x)dx + j (1600 — 40x)(30 — 0,75X)dx | = 48333,33
EI 0 20 30 EI
48333,33 .
= 7" - 0,1371pie=16457plg ¥
Ve = 35243.10° g Pl
Calculamos las rigideces de las columnas y viga.
3
El,,, = 23000.10°, 203" _ 15,525.10° N.m?

3
Eliga = 23000.106.% =71,875.10°N.m?

Para efectos de calculo y como sabemos que se va a simplificar el denominador, asumimos:
El_, =El
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El,,. = 4,6296El

viga

Eliminamos el apoyo By lo reemplazamos por V; y H, planteando las ecuaciones en cada tramo.

40kN/m
B0KN yVovvyyovevvvovevevy
e D

R [ | ————f-——- I [35m

5m

TRAMO I-1 (BD) (0<z<3)5)

M, =-Hyz
oM, 0
o0Vy

oM,
OH,

TRAMO lI-1l (DC) (0 < x <5)

M, = VX —35H, — 20X

oM,
EVA

oM,

=-35
oHg

TRAMO llI-ll (CA) (0<y <3)5)
M, =5V; —Hz(35-Yy)—-40(5)(2,5) —30y

oM . _ 5

YA

oM nm _ y -35
oHy ’

1ra ecuacion:
oW
Vg

Yg =
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1 5 1 3,5
— = | (V.x—=35H, —20x*)xdx + — | (5V, —3,5H. +H.y—500—30y)(5)dy =0
4’62965!(8 . ) EI!( : s +Hgy y)(5)dy
De donde:
96,5V, —40,075H,; =10343,75 .........ccccenennns (a)
2da ecuacion:
oW
XB = =
oHg

j( Ho2)(-2)dz + ——— j(Vx 35H, — 20x2)(-3,5)dx +

4, 6296

3,5
+ é [(5V, ~35H, +Hyy —500-30y)(y ~35)dy = 0

0

De donde:
40,075V, —41814H, =3906,875 ...l (b)
Resolvemos (a) y (b), obteniendo:

V, =113,602kN T
Hg =15,442kN «

Con estos resultados, calculamos las otras reacciones y graficamos los diagramas de fuerzas internas.

a) 40kN/m b)
30KN JIIIIIIiddddddisisiy -
15,442
3,5m (=) 86,398 113,602
14,558kN 15.442kN @
T 2 L
45 (KN
\I/36,99kN.m
86,398 kN T113,602kN
5m ,
86,398
c) d) 54,047
® 13,963 54,047
13,963
2,16m O o
@
14,558 (+) ®)|15,442
113,602 o
® e ®
—
(kN) 36,99 (kN.m)
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4,

Convertimos el voladizo en sus cargas equivalentes y el empotramiento lo reemplazamos por un tramo

de longitud cero y de inercia infinita.

1600N.m v800N 600N/ 900N
Ay ¢ ¥4 Y34y i v v v yB } c Co
PANEA

4m ) 2m ) 2m ) L=0

TRAMO ABC

3 2
M, (4) +2M (4+4) + M, (4) = —6{60;4 }6{90&4 }

Reemplazamos M, = —1600N.m y obtenemos:
16M; +4M. =-8600

AMg +Mg =-2150 e (@)
TRAMO BCC,

Mg (4)+2M (4+0) + M, (0) = —6{900'42 } —6[0]

Mg +2M, =—1350 (b)

Resolvemos (a) y (b), obteniendo:
Mg =-421,428N.m

M. =—-464,286N.m

Calculamos las reacciones en cada tramo de la viga:

VOLADIZO:
> F =0 = V\;"-800=0 V' =800N T
800N 1600N.m
l 5
JA
VOL
I V, =800N
2m
TRAMO AB:
> M, =0 = V,a(4)+1600-421,428—600(4)(2)=0 .. Vg, =905,357N T
>F, =0 = V,;+905357-600(4)=0 V,s =1494,643N T
1600N.m 421,428N.m

600N/m
CAHHHHHHHBD
A\ A\
T 4m I
Vag = 14'!94,643N Vga = 905,357N
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TRAMO BC:

S My =0 = Vg(4)+421,428-464,286-900(2)=0 .. V. =460,714N T
SF, =0 = Vg +460,714-900=0 S V. =439286N T
421,428N.m 900N 464,286N.m

(—r—s)
/\ 2\

T 2m ) 2m T

1 : |
Vgc = 439,286N Veg = 460,714N

Ahora, esquematizamos las reacciones en la viga original y graficamos los diagramas

correspondientes.

800N 900N
600N/m "
! ATIITI I e | cEj“’mN'
VAN VAN E
2m 4 4m f 2m , 2m T
2294!643N 1344,I643N 460,1714N
1494,643

439,286
° O,

O W
800 , 2,491m \ HR0IA

905,357
1600
o 421,430 }‘236
261,631 \457,{ (N.m)
c - S c > T REFUERZO
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ENERGIA POTENCIAL DE DEFORMACION. Determinar la energia potencial de deformacion para el

poértico mostrado en la figura con apoyo elastico en D. Expresar su respuesta en funcion de la rigidez

del portico El

y la rigidez del resorte K

8kN

A

12kN

|

4m

2m

3m - 3m

(4 puntos)

2. TEOREMA DE CASTIGLIANO. Resolver la siguiente viga y graficar sus diagramas de fuerza cortante,

momento flector y refuerzo, considerando El constante para toda la viga.

60k

1,2k/pie

B A 4 A b 4 A 4 A 4 A

Al

> VA

) 10pie ) 10pie

40pie

(5 puntos)

3. TEOREMA DE CASTIGLIANO. Resolver el siguiente portico y graficar los diagramas de fuerza axial,

fuerza cortante y momento flector, si El es constante para todo el portico.
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BY_Y ¥ v vV VvV VVYVY Vv 20k
C
10pie
D
A
10pie
A

VAN

30pie

4. ECUACION DE LOS TRES MOMENTOS. Para la viga continua mostrada en la figura, determinar las

reacciones en los apoyos y graficar los diagramas de fuerza cortante y momento flector, si el apoyo B

se asienta 10mm y el apoyo C se asienta 5mm. Considerar E =2,1.10°kg/cm? e | = 40000cm*

............................ (5 puntos)
%A B C
g | 7_/7 ; 31 ; ;
2,5m ) 3,75m
FECHA La Molina, 20 de Abril del 2009
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SOLUCIONARIO DE PRACTICA CALIFICADA N° 2

CICLO 2009 -1
1. Calculamos las reacciones en los apoyos:

Z M, =0 = -V, (6)-12(3)+8(6) =0 .. V, =2kN J
> F =0 = V,-12-2=0 V, =14kN T
2. F=0 = H,-8=0 © H,=8kN—
_ 8kN
B cl
12kN 4m
D
2m
WO A |vo=2un L
VA:14kNI 3m . 3m
Graficamos el diagrama de momento flector y determinamos la energia potencial de deformacién del
sistema.

2E| 2K,

_9)\2
U:i 1.6.48.2.48+9(48.48+4.6.6+36.36)+4.36.36+1.3.36.z.36 +( 2)
2El 2 3 6 2 3 2K

U= ilﬁ 3 (KJ)
El

\?\
48

36
36

2. Eliminamos el apoyo en By lo reemplazamos por Vg

TRAMO I-1 (0 < x <10)

:(6 2V, jx
3
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oM, 2x
oV, 3

TRAMO lI-1l (10 < x <20)

M, = (66 - 2\3/3 ]x —60(x —10)
aMu _ _2_X
N, 3

TRAMO liI-1l (20 < x <60)

M, = [66 - 2\3/5 jx —60(x —10)+ V; (x —20)—0,6(x — 20)°

oM 2X X
w2 x—20=2-20
N, 3 3
60k .
1]
:I l =“ 1,2k/pie
A E ! BV \ 4 v V‘ A\ 4 A4 A\ 4 A\ 4 A4 A\ 4 A4 A\ 4 v VC
F
Hro> | |
il il |V 1] 7
2V, V
(6 TB)‘[ 10pie _ 10pie _ 40pie (42'?8
Luego, aplicamos la condicion:
Y. = oW
5 = =
N,
GOK 1,2k/pie
A l BV A 4 A 4 A4 \ 4 v A 4 v A 4 \ 4 A 4 A 4 \ 4 VC
T 10pie  10pie 1 40pie 4
18,25k | | 71,625k 18,125k
29,875
18,25
2 O,
\I k
© 18,125( )
4175 24 ,896pie . 15,104pie
235
/@\ @
\/ Q (k.pie)
182,5 136,884
s > REFUERZO
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Reemplazamos las ecuaciones obtenidas anteriormente.

% {ljo(ae - 2\3/*3 jx(— %dex + ﬂ(aa -~ 2\3/8 jx —60(x —10)}(— Z—Jde +

0

+ TK% - 2\3/5 jx —60(x —10)+ V (x — 20)-0,6(x — 20)° }(g ~ 2ojdx} =0

20

De donde:

V, =71,625k T
Por equilibrio calculamos las otras reacciones y graficamos los diagramas de fuerza cortante, momento
flector y refuerzo, los cuales se muestran en la pagina anterior.
Determinamos el grado de indeterminacion del sistema:
Gl=3C-A=31)-2=1
El pértico es una vez hiperestético.

Eliminamos la componente horizontal del apoyo fijo A y lo reemplazamos por su reacciéon H, ,

obteniendo las otras reacciones en funcién de H ,

] 4k/pie
Y V. VIV V.V V. vV VY V: 20k
B C
Il
[T T
---------- Ha- 20
I I D ( A )
H
B . e T(ss,ss-?“

TRAMO I-1 (AB) (0<z<20)
M, =-H,z

oM,
oH

TRAMO lI-1l (BC) (0 < x <30)

M, = (66,67 +H—;jx —20H, —2x?

%:5_20
oH, 3

TRAMO liI-1ll (CD) (0<y <10)

M, = (66,67 + %j(BO) —4(30)(15) - 20y —H, (20-y)
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4,

%=10—20+y:y—10

A
Luego, aplicamos la condicion:

ow

X, = =0
AOH,

Reemplazamos las ecuaciones obtenidas anteriormente.

: {Zf(— H\z)(~2)dz + 10{(66,67 + H—;)x —20H, - 2x? }(g - Zojdx +

El [
10 H
+ IHBB,G? + ?A)(BO) - 4(30)(15) - 20y — HA (20 - y)}(y - 10)dy} =0
0
De donde:
H A= 18,167k —

Con este valor calculamos las otras reacciones y graficamos los diagramas de fuerza axial, fuerza

cortante y momento flector.

a) 4k/pie b)
FYNERARPRNY.
@
18,167
472781
1,833k () [72,722
18,167k T (k)
47,278k
T72,722k
c) 72,722 d) 363,34
11,8195pie
@ 11,8195pie e
e 363,34 18,33
Q \ @ 18,33
N 47,278 © S07 70 t
1,833 i :
o)l 18.167
1= (k) (k-pie)

Convertimos el empotramiento en A en un tramo adicional de longitud cero y de inercia infinita. Para
facilidad de calculo, las dimensiones de la viga las expresamos en centimetros.
Ay B

A &
VANV ANET T AN J‘1cm l5=120000cm* ﬁ 10,50m

L=0 ) 250cm A 375cm
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Ahora, analizamos tramo por tramo desde el extremo izquierdo de la viga hasta el final.
TRAMO A,AB

6 6
MAO(EJ+2MA(E+ 250 j+MB( 250 j:6.2,1.10 .0+6.2,1.10 (-1
o0

oo 40000 40000 0 250
0,0125M , +0,00625M,; =-50400  ................... (a)
TRAMO ABC
) oo ]2 ozt
0,00625M , +0,01875M, =67200  ................... (b)

Resolvemos (a) y (b), obteniendo:

M, =—-6988800kg.cm
Mg =5913600kg.cm

Calculamos las reacciones en cada tramo.

TRAMO AB:
> M, =0 — 5913600+ 6988800 —V,,(250)=0 .. V,, =51609,6kg J
SF, =0 =  V,,—51609,6=0 ..V, =51609,6kg T
6988800kg.cm 5913600kg.cm
C A B
/\ /X
T 250cm l
| v
VAB VBA
TRAMO BC:
> M, =0 = V., (375)-5913600 =0 5. Ve =15769,6kg T
>F =0 = =V, +15769,6 =0 S Vg =15769,6kg 4

5913600kg.cm

375cm

B C
A A
I )
v |
Vic Ves

Esquematizamos las reacciones en la viga y graficamos sus diagramas de fuerza cortante y momento
flector.
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6988800kg.cm

1A B C
1 | ; ; 3| ; ;
51609,6kgI 167379,2kg I15769,6kg
250cm y 375cm :
51609,6
®
© (ko)
6988800 15769,6
2 O,
5913600
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poértico mostrado en la figura, si es de rigidez constante.

10kN.m
A . C
VAN i A
4m
9kN
—>
2m

5m

D@

3m

ENERGIA POTENCIAL DE DEFORMACION. Determinar la energia potencial de deformacion para el

(4 puntos)

2. TEOREMA DE CASTIGLIANO. Resolver la armadura mostrada en la figura, considerando que la

rigidez EA es constante en toda la estructura.

30k >
B

20pie

15pie

(5 puntos)

3. TEOREMA DE CASTIGLIANO. Resolver el pértico mostrado en la figura, considerando El constante en

toda la estructura.

54
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2 4k/pie

élllllllllc

e |

1,2k/pie 30pie

YPYIVYIPII VY YYY Y,

*ij

20pie

ECUACION DE LOS TRES MOMENTOS. La viga ABC antes que se aplique la carga, descansa sobre
los apoyos Ay C, existiendo una pequefia holgura entre la viga y el apoyo B. Cuando se aplica la carga

uniformemente distribuida en la viga, la holgura desaparece y se desarrollan reacciones en los tres
apoyos. ¢,Cual debe ser la magnitud de la holgura A a fin de que las tres reacciones sean iguales?
Considerar E =2345000T/m? e | =312500cm* para toda la viga.

............................ (5 puntos)
12T/m

NERERERNRRERERNRREn
N A

-

5m ) 5m

FECHA La Molina, 21 de Setiembre del 2009
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SOLUCIONARIO DE PRACTICA CALIFICADA N° 2

CICLO 2009 -1l
Calculamos las reacciones en los apoyos y graficamos el diagrama de momento flector.
10kN 17,
a 1L b
) A ~ c )

/777;777 b ° /77;777 | 10,5

| T Jam

3,5kN 3,5kN

w) ®

om (kN.m)
oo 2
i 5m . 3m
Comprobamos el equilibrio en el nudo B
> My =0 =  10+18-17,5-105=0
10kN.m
17,5kN.m <‘ B v>10,5kN.m
9N

Determinamos la energia potencial de deformacién:

U= i.£.5.l7,5.2.17,5+i.£.3.10,5.2.10,5+i.£.2.18.3.18+i.4.18.18
2El 2 3 2El 2 3 2 3 2El
U— 1066,33 (k)
El
Determinamos el grado de indeterminacién de la armadura.
G.l.=9-2(4)=1

La armadura es una vez hiperestética.
Reemplazamos la fuerza interna AC por P y determinamos las otras fuerzas internas en funcion de P,

asi como las reacciones en los apoyos.

30K——> C
(40-0,8P) 0,8P
30« A D
A
40
v 40

Para mayor facilidad de célculo, elaboramos una tabla, en la cual se incluyan todas las caracteristicas

del andlisis de la armadura.
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BARRA L EA Fe) OFe) FEL
oP oP EA
AB 20 EA 40-0,8P -0,8 -640+12,8P
EA
AC 25 EA P 1 25P
EA
AD 15 EA 30-0,6P -0,6 —-270+5,4P
EA
BC 15 EA —0,6P -0,6 54P
EA
BD 25 EA —(50-P) 1 —1250+ 25P
EA
CD 20 EA -0,8P -08 12,8P
EA
Z_ — 2160+ 86,4P
EA
Luego:
— 2160+ 86,4P _0 N P — 25K
EA
En consecuencia, las reacciones y fuerzas internas finales son las mostradas en la figura.
30k——» 1 "
S ®
203 20
A
30¢+—— ><
15 e
o O
v (k) I40

Reemplazamos la componente horizontal en C por H., calculamos las reacciones en los apoyos y
planteamos las ecuaciones de momento para cada tramo.

TRAMO I-1 (CB) (0<x < 20)

Mg = (51+15H, )x —1,2x?

oM

" CB _ 1,5x
C

TRAMO II-1l (BA) (0<y <30)

Mg, = (51+1,5H, )(20) —480— H,y — 0,6y”
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Mg,

=30-
OH. y
I 2 4k/pie
gedeeddddtic ",

— B

m<J

—

=k

L Il T(51+1,5HC)
!
1,2k/pie [}

_’

—’

—’

!

>

-

>l A (H;+36)

l(3+1,5HC)
Como:
55 =0

Se tendré:

é 2jo(slx +15H X —1,2x? 1,5x )dx + 3jo(54o +30H —Hgy —0,6y2 (30— y)dy} -0
0

0
De donde:
H. =-22,3k «
Con los valores obtenidos, calculamos las reacciones en los apoyos y graficamos los diagramas de

fuerzas internas.

30,45
a) 2,4k/pie b) c) © 7,3125pie
| C 22,3k —
A o %
= T17,55k 22,30 17,55
_’.
=<
1,2k/pie (> (30,45
_’.
e
3
3 11,4167pie @
A 13,7k (k) 13,70 (k)

M

30,45k

—

d) 129
@ 7,3125pie

129& M

64,17

78,20

®
11,41 67pie[ @
)47; (k.pie)
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4. Calculamos las reacciones en los apoyos:

>R =0 = 3R-12(10)=0 o R=40T7T
Graficamos los diagramas de fuerza cortante y momento flector.
12T/m
JY by by bbb bbby
A
T40T 40T T40T
’ 5m " 5m .
40
N 2|0\ @
320 ()
40

3,33m 1,67m1,67m 3 33m

’" ®

66,6 66,6

Aplicamos la férmula, cuando existe asentamiento, conociendo que el valor del momento en B es
50T.m

50( 5 5 j _ 6(12.5° / 24) B 6(12.5° / 24) N 6.2345000.A N 6.2345000.A

+
312500.10°°  312500.10° 312500.10° 312500.10°° 5 5
De donde:

A =010m=10cm
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ENERGIA POTENCIAL DE DEFORMACION. Determinar la energia potencial de deformacion para el

poértico mostrado en la figura, si es de rigidez constante en toda la estructura y la rigidez del resorte en
Des k=EI/98

............................ (5 puntos)
8kN
12kN.m
A B
pan .
3m
D
F
o
3m
G
3m 2m 6m £

TEOREMA DE CASTIGLIANO. Resolver la armadura mostrada en la figura, si las areas de las barras
AB, AD, BC y CD son 1,5 veces mayor al area de la barra BD. Considerar que el mddulo de elasticidad

E es igual para toda la estructura.

............................ (5 puntos)
30k
20k xD
20pie
.
20pie , 20pie
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3.

4,

TEOREMA DE CASTIGLIANO. Resolver la viga mostrada en la figura, graficando sus diagramas de

fuerza cortante, momento flector y refuerzo.

60kN

% l

jA B

3m

3m

P ¥
£ L

(5 puntos)

ECUACION DE LOS TRES MOMENTOS. Resolver la viga mostrada en la figura, graficando sus
diagramas de fuerza cortante, momento flector y refuerzo.
............................ (5 puntos)
12kN
10kN.m Exlvn l
3%\ N B C
j J z 2l l 2l
3m ) 3m 6m 2m
FECHA La Molina, 19 de Abril del 2010
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SOLUCIONARIO DE PRACTICA CALIFICADA N° 2

CICLO 2010 -1
1. Calculamos las reacciones en los apoyos:
> Mg =0 = V,(5)-82)=0 V, =32kN T
> R =0 = H,=0
> M =0 =  —V,(6)+12+3,2(5)-8(2) =0 V. =2kN T
> F =0 =  32-8+V,+2=0 V, =28kN T
8kN
l 12kN.m
Ha=0 A B
[P ik
V,=3,2kN 3m
D
méw F
3m
Vp=2,8kN
B
3m ; 2m ” 6m IVG=2kN

Ahora, graficamos el diagrama de momento flector.

28,8
A B
C
9,6
16,8
@ D F
16,8

Determinamos la energia potencial de deformacion:

2
u=-y O Vo _ 1113962 064L206206+16288.2.288+3168.168+
2E| ToEI[ 27T T T 3

2
+£6_1618_g_16,8 28° 161184 38416 1996 .
2 3 2(E1/98) EI El
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2. Eliminamos la reacciéon en B y lo reemplazamos por “P”, obteniendo las otras reacciones y fuerzas

internas en funcion de P

[ERES ? t25-05p)

Para mayor facilidad de calculo, elaboramos una tabla, en la cual se incluyan todas las caracteristicas
del andlisis de la armadura.

BARRA L N ON N ONY) L
EA oP oP JEA
AB 20 25-0,5P -0,5 —-166,667 + 3,333P
15EA EA
AD 20\/5 —(7,071-0,707P) 0,707 —94,266 +9,425P
15EA EA
BC 20 25-0,5P -05 —166,667 + 3,333P
15EA EA
CDh 20\/5 —(35,355-0,707P) 0,707 —471,329+9,425P
15EA EA
BD E —P -1 ZO_P
EA EA
Z_ —898,929 + 45,516P
EA
Como:
8?, _ aﬂ _0 - —898,929 + 45,516P _0 P =19 75k
oP EA

Luego, las fuerzas internas finales y reacciones se obtendran reemplazando el valor de “P” en la
armadura anterior.

4,875 19,75 15,125
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Eliminamos el apoyo en C y lo reemplazamos por V., obteniendo las reacciones en el empotramiento

A en funcién de V.

60KN
@106V 4 i l L 30&“)”‘
A | B | CT
t ' 3m u ! 3m HVC
(60-V,)

TRAMO I-1 (0<x <3)
M, = (60— V_.)x—(210-6V,)

oM,
EVA

=-X+6

TRAMO II-ll (3<X <6)
M, =(60—-V,.)x—(210-6V,) —60(x —3)

M, _ -X+6
oV,
Luego:
1 3 6
E{I [(60— V. )x — (210 -6V, )| (—x + 6)dx + j [(60— V. )x — (210- 6V, ) — 60(x — 3)[(—x + 6)dx} =0
0 3
Resolvemos los integrales y obtenemos:
V. =26,25kN T
Con el valor obtenido, graficamos los diagramas finales requeridos.
60kN
30kN.m
52,5kN.m a l /‘)
a B Z
T 3m ) 3m 3
33,75kN i 126,25kN
33,75
= ®
© (N)
52,5 26,25
I\ |
@ / @
® (kN.m)
48,75
c : : S REFUERZO
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4. Eliminamos el empotramiento y lo reemplazamos por un tramo adicional de longitud cero y de inercia

infinita. El voladizo lo reemplazamos por su accion equivalente.

12kN
B6kN/ \
10kN.m T [~ 24kN.m
P S )
L=0 3m . 3m ) 6m
TRAMO A,AB
2
il )
M, (EJ+ZMA(2+EJ+ MB(QJ:—G(O) —
°\ oo o | I 00 I
12M, +6M, =15 e (a)
TRAMO ABC

gy L

| I | 21
6M, +18M,; =-105 (b)
Resolvemos (a) y (b), obteniendo:
M, =5kN.m
Mg =—7,5kN.m

Determinamos las reacciones en los apoyos, efectuando el equilibrio en cada tramo.
TRAMO AB:

> M, =0 = Vg.(6)-5-10-75=0 .. Vg, =3,75kN T
> R =0 = -V, +375=0 V,s =3,75kN |
5kN.m 10fkrim 7,5kN.m
A B
i—C—R
| 3m ) 3m 4
v ' 1
VAB =3,75kN VBA =3,75kN
TRAMO BC:
> Mg =0 = V. (6)-6(6)(3)-12(6)-24+75=0 V., =32,75kN T
> F =0 = Vg +32,75-6(6)-12=0 V.. =15,25kN T
12kN
7,5kN.m 6kN/m l
24KkN.m
C YVYYVVY VY F YV VYY Y V’Q
o 6m )
| 1
Ve = 15,25kN Veg = 32,75kN
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De esta manera, graficamos los diagramas finales de fuerza cortante, momento flector y refuerzo.

12kN
5kN.m ——— 6kN/m
A i B c
g vt | 2l 2l
| 3m . 3m T 6m T 2m
= 1 1
3,7%kN 19kN 32,75kN

12

(kN)
2,5417m
—_

20,75

(kN-m)

11,88
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1. ENERGIA POTENCIAL DE DEFORMACION. Para el portico de concreto armado de seccion constante

mostrado en la figura, se pide determinar la energia potencial de deformacién considerando todas las
fuerzas internas, si E=3.10"kPa ; G =0,43E =1,29.10'kPa; A=0,24m?; 1=7,2.10%m* vy
k=12

............................ (5 puntos)
8kN 16k

zZ

.m

4D

4m

A BE
rrrriTTTT

2m o Im , 1m 2m

K y
£ L % x A

2. TEOREMA DE CASTIGLIANO. Determinar las fuerzas internas en las barras de la armadura mostrada

en la figura, cuyas rigideces se dan en el mismo gréfico.

............................ (5 puntos)
10kN B EA C
&
m m
i ] EA 4m
iy
A E L
2EA 'D 2EA %
N
20kN
4m ) 4m
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3. TEOREMA DE CASTIGLIANO. El bastidor ABC mostrado en la figura esta cargado por las fuerzas P
que acttan en los puntos A y C. Los miembros AB y BC son idénticos y tienen una longitud L, rigidez
flexionante El y rigidez axial EA. Determinar el incremento en longitud A entre los puntos A y C, debido
a las fuerzas P, considerando los efectos de flexion y axial en las deformaciones.

(5 puntos)

4. ECUACION DE LOS TRES MOMENTOS. Determinar los momentos flexionantes M, M,, M,;, M,

M., M, M., My en los apoyos de una viga continua con siete claros de igual longitud L, cuando

s6lo esta cargado el claro central con una carga uniformemente distribuida de intensidad W

............................ (5 puntos)

FECHA La Molina, 20 de Setiembre del 2010
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1.

SOLUCIONARIO DE PRACTICA CALIFICADA N° 2
CICLO 2010 -1

Determinamos las rigideces por todo concepto.

El =3.10".7,2.10° = 2,16.10°kN.m?
GA =1,29.10".0,24 = 30,96.10° kN
EA =3.10".0,24 = 72.10°kN

Graficamos los diagramas de fuerzas internas.

a) 8kN 16kN.m b)
E \-/ o A @
4
- B ®
(kN)
W/WT#?T BO_%‘H(N TTTTITTTT BO_%
T 2m . Im . 1m | 2m g
8kNl * * * x
16 16

o

()4 V) B4 (m)

(kN) (kN.m)

T7rrrrrir

AV

Determinamos la energia potencial de deformacién.

U:ZI I;I;(z('FZkIVZdX"'ZIMZdX

2GA 2El

1 1
T 2.72.10° (B8 + (O] +12 2.30,96.10°

1 {l 2 1 2

t—— | --164.-.16.2+-.16.2.-.16 +16.2.16} =323,45.10°kJ = 3,2345]
2.216.10° | 2 3 2 3

[(-4)@)(-4) +8.2.8+4.4.4]+

Reemplazamos la fuerza interna de la barra AC por “P” y calculamos las otras fuerzas internas en

funcion de “P”, tal como se muestra en la figura. Previamente, se calcularan las reacciones en los
apoyos.
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15-0,707P

11 5kN

Para mayor facilidad de calculo, elaboramos una tabla, en la cual se incluyan todas las caracteristicas
del andlisis de la armadura.

BARRA L EA Fee) F) FﬁL
oP oP EA
AB 4 15EA | —(5+0,707P) | —0,707 1,8853(5+0,707P)
EA
AD 4 2EA 10-0,707P -0,707 |  1414(10-0,707P)
EA
AC 42 EA P 1 4/2P
EA
BD 42 EA 7,071+P 1 42(P +7,071)
EA
BC 4 EA | —(15+0,707P) | —0,707 2,828(15+0,707P)
EA
CD 4 15EA | 15-0,707P -0,707 | 18853(15-0,707P)
EA
CE 42 EA ~15.2 0 0
DE 4 2EA 15 0 0
> 49,421+16,9786P
EA
Luego:
oW _, _  49421+169786P _ P _ 2 011KN
oP EA

Con el resultado obtenido, calculamos las otras fuerzas internas, reemplazando el valor de P en cada

una de ellas, siendo las reacciones y fuerzas internas finales las mostradas en la siguiente figura.
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?1 5kN

Aplicamos una carga horizontal “H” en los puntos A y C, analizando el tramo AB, denotado como -1
TRAMO I-1 (AB) (0<x <L)
N, =(P+H)cosp

ON,

Ei cosf

M, = (P + H)(senB)(x)
oM,

T xsenf3

(P+H)

Como el tramo AB es igual a BC, simplemente en el proceso multiplicamos por dos, obteniendo:

A=Appy + Ay = 2.%@ cosp)(cosP)L + Z.éI(szenB)(xsen [3)dx

A 2PLcos’ B . 2PL’sen’p
EA 3El
Esquematizamos la viga y su carga, tal como se muestra en la figura.
w
1 2 3 4y vvvvyyed 6 7 8

PAY AL ZANNVANERVAN

77777777 77777777 77777777 77777777 77777777 JITI7777 TITTITT7
t . & . L . & . L . L . L

TRAMO 123
M, (L) +2M, (L + L) + M, (L) = —6(0) —6(0)
AM, +M, =0 (a)
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TRAMO 234
M, (L) + 2M, (L + L) + M, (L) = —6(0) — 6(0)

M, +4M,+M, =0 (b)
TRAMO 345
3
M, (L) +2M, (L + L) + M (L) = —6(0)—6{\’;: }
2
M3+4M4+M5:—WJ1' ..................... (©)
TRAMO 456
3
M, (L) +2Mq (L + L) + M, (L) = —G{V;Z }—6(0)
2
M, +4M, + M, = &
4
Por simetria M, = M, quedando:
2
M4+4M5+M3:—WJ1' ..................... )
De la ecuacién (a):
M, =—4M,
Reemplazamos en (b):
M, =15M,
Los valores obtenidos lo reemplazamos en (c):
2
56M2+M5:—WJ1‘ ..................... )
Efectuamos lo mismo con la ecuacién (d):
2
11|v|2+4|v|5=—w"1‘ ..................... 0
Resolvemos (e) y (f), obteniendo:
wL?
M = = —
2T 284
wL?
M = =
T
2
M, = M, = _15WL
284
M, =M; =0
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EVALUACION EXAMEN PARCIAL SEM. ACADEMICO | 2008 — Il
CURSO RESISTENCIA DE MATERIALES I SECCION 30F
PROFESOR Ph.D. GENNER VILLARREAL CASTRO | DURACION 110m
ESCUELA INGENIERIA CIVIL CICLO VI

ENERGIA POTENCIAL DE DEFORMACION. Determinar la energia potencial de deformacién para el

pértico mostrado en la figura.

12kN
CV
El=00
El
g A
4m

F
2El
El
2kN/m
DV
El=00
El
b
6m

.................. (5 puntos)

5m

3m

METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Una viga simplemente apoyada AB de longitud L y rigidez a
flexién El, soporta una carga distribuida triangularmente de intensidad maxima W , tal como se muestra

en la figura. Determinar las pendientes en los apoyos Ay B

................... (5 puntos)

METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Determinar el desplazamiento vertical del punto K del pértico

mostrado en la figura.

73
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2kN/m

2El 2El
3m El

T AO—(E El
L B ()—(E

6m 6m

¥
7

3m

>
b

4., TEOREMA DE CASTIGLIANO. Determinar las fuerzas internas en las barras de la armadura mostrada

en la figura, cuyas rigideces son iguales para todas las barras.

............................ (5 puntos)
20k 30k
20k +D +E 30k
10pie
C F I
20pie
A B )
30pie ) 30pie ) 30pie
FECHA La Molina, 29 de Setiembre del 2008

74



SOLUCIONARIO DE EXAMEN PARCIAL
CICLO 2008 -1l

Determinamos las reacciones en los apoyos (figura a) y graficamos su diagrama de momento flector
(figura b). Notese que en la viga CDE dicho diagrama se muestra en forma punteada, sélo con fines
académicos, ya que en un elemento rigido no existen diagramas de fuerzas internas. En la figura c) se
muestra el equilibrio en el nudo D, también con fines académicos de comprobacion.

: TR o
a) 2E| b)

El 1435
12kN L’ 3\6
2kN/m L S
' g
L Dy Yy Yy Yy Yy Y 4.5 .
El=00 El=00 4,5 7.5

El El
1,5kN " 5

/771777 ,77.2777

C D )36kN.m
43,5kN.m

Si analizamos la férmula de energia potencial de deformacién, podemos concluir que la energia
potencial de deformacion en la viga rigida CDE es cero.
Luego:

2
u-y M _ L1 s32a5+l755275- ()
2Bl 2EI[277T8TT 23 El

Para mayor exactitud, graficamos los diagramas, dividiendo la viga en cuatro partes iguales.

En la figura a) se muestra el diagrama de fuerza cortante y momento flector para la carga real, en la
figura b) el diagrama de momento flector debido al momento unitario aplicado en el apoyo Ay en la
figura c) el diagrama de momento flector debido al momento unitario aplicado en el apoyo B

Luego, determinamos la pendiente en los apoyos.

PENDIENTE EN “A”:

B R B SBRE e

Como el signo es positivo, implica que la pendiente en A va en el mismo sentido que el momento

unitario, es decir, en sentido horario.
PENDIENTE EN “B”:

e AR B AR Bl

Como el signo es positivo, en este caso, la pendiente en B va en sentido antihorario, es decir, igual a la

orientacién del momento unitario aplicado en dicho apoyo.
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3.

3w/ i
W,
o . ¢
A B A
L/4 4 U4 4
WL/3I 4 , L4 U4, LA TwL/6 1”_1 /4, Us U4 U ?1”_

wL/3 @ 1/4

112
3/4
©) 11wL/96 1

O g A 5
<] 2

24 13al ——lwL LN

96

y

6
@ tus  ua  us | LA

;1/L

O,

1/L]

\1}4\|@\
1/2

wL’ 7 5wl’ 34—
128 U 128 1
Calculamos las reacciones en los apoyos debido a la carga real.
ZMO =0 = H,(3)—-2(12)(6)=0 H, =48kN —
> R =0 =  48-H,=0 Hg = 48kN «
> R =0 = V.-2(12)=0 V. =24kN T

Graficamos el diagrama de momento flector debido a la carga real, mostrado en la figura a)

Luego, calculamos las reacciones en los apoyos debido a la carga unitaria.

> My =0 = H,(3)-112)=0 H,=4—>
D F=0 =  4-Hg=0 S Hg=4«
SR, =0 -  V.-1=0 Ve, =1T
Graficamos el diagrama de momento flector debido a la carga unitaria, mostrado en la figura b)
180 P=1 18
D 44 153 b} ‘*
12
144 12
K

48kN 4

— —
Determinamos el desplazamiento vertical del nudo K
8\'5 = i.1.3.144.Z A2 + i.1.6288.g 24 + L [144.12 +4.153.15 +180.18]+

El 2 3 ElI 2 3 6(2El)
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6
6(2El)
Determinamos el grado de indeterminacion de la armadura.
G.l.=13-2(6)=1

[108.6 + 4.63.3] = % \!

+

La armadura es una vez hiperestatica.
Eliminamos la barra AE y lo reemplazamos por una fuerza interna P, calculando las fuerzas internas en

el resto de barras de la armadura, todas ellas en funcién de P, tal como se muestra en la figura.
20k 30k

30-0,707P

10pie

20pie

16,665+0,707P \O

. 39,995+0,707P /m

”)

/

>

20+0,707P

30pie T30k 30pie T70k 30pie
1 1

Para mayor facilidad, elaboramos una tabla en la cual se incluyan todas las caracteristicas de la

armadura.
BARRA L EA Fe) Fe) FfL
(pie) oP oP EA
AB 30 EA —(20+0,707P) -0,707 4242 +15P
EA
AC 36,055 EA —24,039 0 0
AD 30 EA —(16,665+0,707P) —-0,707 353,464 +15P
EA
AE 42,426 EA p 1 42.426P
EA
BF 36,055 EA —36,059 0 0
BD 42,426 EA —(14146—P) 1 — 600,158 + 42,426P
EA
BE 30 EA —(39,995+0,707P) -0,707 848,294 +15P
EA
CD 31,623 EA 21,083 0 0
DE 30 EA 30-0,707P —-0,707 —-636,3+15P
EA
EF 31,623 EA 31,625 0 0
Z _ 389,5+144,852P
EA
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Luego:
389,5+144,852P
EA

Con el valor obtenido, determinamos las otras fuerzas internas, reemplazando P en cada una de ellas,

0 = P =-2,689k

obteniéndose los valores mostrados en la siguiente figura.
20k 30k

20k Dy
A
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EVALUACION EXAMEN PARCIAL SEM. ACADEMICO | 2009 — |
CURSO RESISTENCIA DE MATERIALES I SECCION 30F
PROFESOR Ph.D. GENNER VILLARREAL CASTRO | DURACION 110m
ESCUELA INGENIERIA CIVIL CICLO VI

ENERGIA POTENCIAL DE DEFORMACION. Determinar la energia potencial de deformacién para la

armadura mostrada en la figura, si es de rigidez constante EA

8kN B »

2m

2m ) 2m 2m

3m

(5 puntos)

METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. La estructura ABC mostrada en la figura estda empotrada en el

apoyo Ay libre en el extremo C. Los miembros AB y BC son perpendiculares entre si, tiene una

longitud L y una rigidez en flexién El. La carga P es horizontal y actia en C. Determinar las deflexiones

vertical y horizontal en el punto C

45° 45°

(5 puntos)

METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Determinar el desplazamiento horizontal del nudo D para el

pértico en voladizo mostrado en la figura, si es de rigidez constante El en toda la estructura.

79
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2kN/m

- Fvyvywyyvy VVVVVVV”_VVVVVVVV F VVV N
A B
3m
10kN.m
+ /E\ Dl— 4kN
3m
F
JTTT777TTT
6m 6m

¢ M
£ L

4. ECUACION DE LOS TRES MOMENTOS. Resolver la viga mostrada en la figura, graficando sus

diagramas de fuerza cortante, momento flector y refuerzo. Considerar que la rigidez El es constante
para toda la viga.

............................ (5 puntos)
150kN
30kN/m
gA BV VYVYVVVVVVVYVYYVYY VC
) 6m ) 6m ) 9m ,
FECHA La Molina, 27 de Abril del 2009
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SOLUCIONARIO DE EXAMEN PARCIAL

CICLO 2009 - |
Calculamos las reacciones en los apoyos y las fuerzas internas en cada barra de la armadura.
12kN
8kN =B: 8 =C‘ 8 E 16 G 16 |
18 ) Q@ |[3m
)
o o
16 F 0w Y J
VA=18kN| 2m & 2m A 2m 2m
]VF=30kN

Determinamos la energia potencial de deformacion.

n N2L. 1
U= L == [(-8)%2.2.2+16%2.2+(~16)2.2.2+ (-18)2.3+30%.5+ (-20)%.5
> A = Al ® (-16)2.2+(-18) (-20)"5]

4888

U=—— (KJ)
EA
Graficamos el diagrama de momento flector debido a la accion de la carga real, tal como se muestra en
la figura.
B
45° 45°
A C

DESPLAZAMIENTO VERTICAL EN “C”:
Graficamos el diagrama de momento flector debido a la accion de la carga vertical unitaria y

determinamos la deflexion vertical en el nudo C

ZI|v||\/|c|s 1 1LPL\/_2L\/_ L | PLy2 L\/§+4PL\/§3L\/§
1’2" 2 '3 2 6EI|] 2 = 2 4 4
PL
&8¢ =—
M=
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DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL EN “C”:

Graficamos el diagrama de momento flector debido a la accién de la carga horizontal unitaria y

determinamos el desplazamiento horizontal en C

_ZIMMds 11, PL\/_[z L\/_J:PB_)

E|'2' 2 (3 2 3El
B

3. Graficamos los diagramas de momento flector debido a la accion de las cargas reales (figura a) y carga

horizontal unitaria (figura b), determinando el desplazamiento horizontal en D

> MM S 2934 46.15)+ il123[2 3) 5 24344334123+
El 6El El 2 6EI

3
E| 2’ 3 El
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36

24
a) b)

9

12 3 3

12 \

~\l, [\

J @1A
16
2 TITT7T777 3 7T

Convertimos el empotramiento en A en un tramo adicional de longitud cero y de inercia infinita, tal

como se muestra en la figura.

150kN 30kN/m

AO A Bv VVYVVVVVVVVYVYYVYY YC

=0 | 6m ) 6m ) 9m

Ahora, analizamos tramo por tramo desde el extremo izquierdo de la viga hasta el final.
TRAMO A,AB

M, (0)+2M, (0+12) + M, (12) = —6(0) - 6{15(1,;22 }

M, +Mg =—675 oo @)
TRAMO ABC

2 3
M, (12) +2M (12 +9) + M (9) = _6{153-;2 }_ 6{30.9 }

2M, +7TM; =-226125 ... (b)
Resolvemos (a) y (b), obteniendo:

M, =-205,312kN.m
Mg =—-264,375kN.m

Calculamos las reacciones en cada tramo.
TRAMO AB:

> M, =0 =  V,.(12)+205312-150(6) —264,375=0 . V,, =79,922kN T

>'F, =0 = Vs +79,922-150=0 . Vs =T70,078kN 1
205,312kN.m 15(ikN 264,375kN.m
n )
2N /N

A 6m em A

V,5=70,078kN V5a=79,922kN
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TRAMO BC:
> Mg =0 = V. (9)+264,375-30(9)(45) =0 .. V., =105625kN T

>'F, =0 =V, +105625-30(9) =0 . V. =164,375kN T
264,375kN.m 30kN/m

BYYYYVYYVYIVIVYYYGC
7ANRERRYAN

Vgc=164,375kN Vg=105,625kN

Esquematizamos las reacciones en la viga y graficamos sus diagramas de fuerza cortante, momento

flector y refuerzo.

150kN
205,312kN.m l 30kN/m
C?A B‘V VVVVVVVVVYYVYYVYY ‘VC
T 6m ) 6m 4 9m 4
1 ‘ 1 1
70,078kN 244,297kN 105,625kN
164,375
70,078
®

. . ®

| (kN)
79,922 ,ﬂ}

105,625
264,375

205,312
I\ /9\

. )

185,930

215,156

) . g REFUERZO

84



b4 .
"ERiis UNIVERSIDAD DE r'-J
5% Ll
P > i

<+ SAN MARTIN DE PORRES  uswr-Fia

EVALUACION EXAMEN PARCIAL SEM. ACADEMICO | 2009 — Il
CURSO RESISTENCIA DE MATERIALES I SECCION 30F
PROFESOR Ph.D. GENNER VILLARREAL CASTRO | DURACION 110m
ESCUELA INGENIERIA CIVIL CICLO VI

ENERGIA POTENCIAL DE DEFORMACION. Determinar la energia potencial de deformacion para el
portico mostrado en la figura, si EI = oo para toda la estructura y las rigideces en los apoyos elasticos

son k, =2k, k; =k y ky, =k/2

............................ (5 puntos)
16kN
l 16kN.m
g A c v D f)
—>|
—>
—
6kN/m [ 5m
—|
—
—>
—>|
_.’ A
B E
4m . 5m N 3m N 4m . 2m

METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Determinar los desplazamientos horizontal y vertical en E,

considerando E =29.10°Ib/plg® y las areas son las indicadas en la figura en circulos, expresadas

en plg?
............................ (5 puntos)
30k 30k

A ® ic @ L

@ © @ 6 15pie

B @ D

v

. 20k .
20pie ) 20pie

METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Determinar la pendiente en D para el portico mostrado en la
figura. Considerar que la rigidez a flexién para las columnas es El y para las vigas es 3El

............................ (5 puntos)
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2kN/m

an JITTTTLITTTTTY f)

o

4m . 4m

G H
2m
oD
2m
o
2m

y
£ x

¥
* A

4. TEOREMA DE CASTIGLIANO. Una viga en voladizo AB de longitud L y rigidez a flexion El soporta una

carga uniforme de intensidad “w” sobre su mitad derecha, tal como se muestra en la figura. Determinar

las deflexiones en los puntos C y B de la viga.

............................ (5 puntos)

% A A

A

A

A

F VYVVYVYVVYYVYY

gA C

L/2

L/2

P M
£ x

FECHA

La Molina, 28 de Setiembre del 2009

86



SOLUCIONARIO DE EXAMEN PARCIAL

CICLO 2009 -1l
1. Calculamos las reacciones en los apoyos.
> ME =0 = V,(4)-16=0 V, =4kN T
Z M. =0 = H;(5) +16+16(3)-6(5)(2,5) —-4(7)=0 .. Hg =7,8kN «
ZFX:O = 6(5)-78-H, =0 H, =22,2kN «
> R =0 =  V.+4-16=0 V. =12kN T

Luego, como el pdrtico tiene rigidez El = o, se trata de una estructura sélida o indeformable, es decir,
no existe diagrama de momento flector.
Calculamos la energia potencial de deformacion:
2 2 2 2
T o
i=1 i A B D
2. Calculamos las rigideces de las barras de la armadura.

EA, =29.10°2 =58.10°Ib = 58000k

(kJ)

EA, =29.10°4 =116.10°Ib =116000k
EA, =29.10°6 =174.10°Ib = 174000k
EA, =29.10°.8 = 232.10° Ib = 232000k

Determinamos las fuerzas internas para la armadura ante las cargas reales (figura a), la armadura ante

la carga vertical unitaria (figura b) y la armadura ante la carga horizontal unitaria (figura c).

Q) gk 30K sk P
146,667 40 l 2,667 i .
«— E — > =
) [0)
146,667 2,667 |> A
— — st

DESPLAZAMIENTO VERTICAL EN “E”:

8= NE'\XL = 58(1)00 [40.1,333.20.12 + (—40)(~1,333).20.12 + (-50)(—1,667).25.12] +
P [80.1.15.12+50.1.15.12] + 1 [(~133,333)(~1,667).25.12] +
116000 174000
PR [146,667.2,667.20.12]
232000

5E =1,862plg
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DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL EN “E”:
SE — Z NNIL _ 1

" EA 232000
Por Estética, graficamos los diagramas de momento flector debido a la accion de las cargas reales

1

146,667.1.20.12 40.1.20.12] = 0.317p|
[ ]+ 58000[ ] plg —

(figura a) y debido a la accidon del momento unitario en D (figura b). Para ambos casos la barra CD
trabaja Unicamente en traccién o compresion.

28
a) b)

5
0,5

%),75
1

A

2 2
N,

N

Q

Determinamos la pendiente en D, dividiendo, para ello, la multiplicacion de diagramas en el mayor

ndmero de tramos, con la finalidad de tener una mayor exactitud.

0, =2 [42.0,25-4.05]+—2
6EI 6(3El)

[-4.05+4.2.0,25]+ 4
6(3E

5 [4.10.0,25 + 28.0,5] +

+i[2o.o,5+ 4.10.0,75]
6EI

56
° " 3El

Como el signo es positivo, indica que la pendiente en D va en sentido horario.

Planteamos las ecuaciones para cada caso.

DEFLEXION EN “C”:

<ﬂ+m2> ¥
2 8 EI oI w
3 I VYV VVVVVVVYYVYY
gA i C B
h Il
4 L/2 u L/2
| ]
W

wl
<P+ 2 >
TRAMO I-1 (0<Xx<L/2)

2
M, = P+W—L X — &+3WL
2 2 8

oM, L

oP 2
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TRAMO II-ll (L/2<x <L)

2 2
M, = P+W—L X— &+3WL -P x—E v x—L
2 2 8 2) 2 2

oM,
oP
Determinamos la deflexién vertical en C

L/2 2
8y = L I wix _ 3wl (x —Ejdx
Eldl 2 s 2

=0

<

56 - 7wl
192El
DEFLEXION EN “B”:
2
<PL+3%L> il I ow ‘
3 : VVYIVYVVVVVVYYVYVY
C gA | 2]
I I
I L/2 : L/2

TRAMO Il (0<Xx<L/2)
2
M, :(P+W—ij— pL 4 WL
2 8
oP

TRAMO II-ll (L/2<x<L)

2 2
M, =[P+ pL WL Wi, L
2 g | 20 2

oM,
oP

Determinamos la deflexién vertical en B

=x-L

L/2 2 L 2
58 1 {J (wLx_?;wL J(X_L)d)“r J- (WLX_3WL —ﬂ[x

B2 8 Jl 28 2
4
5o AL |
384E|
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EVALUACION EXAMEN PARCIAL SEM. ACADEMICO | 2010 - |
CURSO RESISTENCIA DE MATERIALES I SECCION 30F
PROFESOR Ph.D. GENNER VILLARREAL CASTRO | DURACION 110m
ESCUELA INGENIERIA CIVIL CICLO VI

1. ENERGIA POTENCIAL DE DEFORMACION. Determinar la energia potencial de deformacion para la

viga mostrada en la figura. Considerar que el resorte en A es de giro, el resorte en C es vertical y como

rigidez del resorte kK = EI /2

............................ (5 puntos)
1kN/m 9kN 11kN
A F YYYVYVYYVYY l l ~\ l
k=4k EI=0 El EB 2E| C% k,=k
6m . 2m  2m . 3m ; 5m . 2m

M y
£ * * x * x A

2. METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. La armadura simétrica ABCD tiene una altura H = 6pie y una

longitud de claro L =16pie, tal como se muestra en la figura. En el nudo D actGa verticalmente una
carga P = 24K. El area de la seccion transversal de cada barra a traccion es A, =2plg® y la de
cada barra a compresion es A, =5p lg>. La armadura estad hecha de acero con médulo de

elasticidad E =30.10°ksi . Determinar el desplazamiento horizontal en el apoyo C y la deflexion

vertical en el nudo D
............................ (5 puntos)

L/2 y L/2

3. METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Determinar el desplazamiento vertical del punto D del pértico
mostrado en la figura. Considerar b =0,2m y o = const para toda la estructura.

............................ (5 puntos)
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4. ECUACION DE LOS TRES MOMENTOS. Determinar las longitudes de los voladizos en la viga
continua mostrada en la figura, de tal manera que los momentos en los tres apoyos sean iguales.
Considerar que la viga es de seccién constante.

............................ (5 puntos)

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAALN

FECHA La Molina, 26 de Abril del 2010
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SOLUCIONARIO DE EXAMEN PARCIAL
CICLO 2010 -1

1. Por la Estética, calculamos las reacciones en los apoyos (figura a) y graficamos el diagrama de

momento flector (figura b), considerando que en el tramo de rigidez infinita no existe diagrama.

a)
9kN 11kN
45kN.m 1N l
A A A YVYVYVYVYY l 1 O
k=4k EI=0 El SB 2El C% k,=k
T 6m .2m  2m . 3m T 5m T 2m |
, ’ ’ ’ } ; ;
10,5kN 2,8kN 12,7kN
22
b) 13,5
©,
~ (kN.m)
9

Determinamos la energia potencial de deformacion a través de la formula:
2

M?dx & R;
U_Zj 2EI +§2k

U=—|1922902+2135321351 +1(13,5.13,5+4.17,75.17,75+ 22.22)+
2EI| 2773 2 3 2 62
2 2 2 2
L 1os02,5, 1] My VE 58158 45" 127° 58158 33377
2 37 2] 2k, 2k, EI  2(4k) 2k El k
y_58L58 333772 124912 \
El El El

2. Calculamos las reacciones en los apoyos y las fuerzas internas en las barras de la armadura debido a

la accién de la carga real (figura a), a la accién de la carga horizontal unitaria (figura b) y a la accion de

la carga vertical unitaria (figura c)

T12k %k) T1 2K @

DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL EN “C”:
¥ 1
H 3
30.10°.2

[16.1.8.12.2]=0,0512plg —
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DESPLAZAMIENTO VERTICAL EN “D”:

1

0%5

85 = ;3 [16.0,667.8.12.2 + 24.1.6.12] + [20.0,833.10.12.2] = 0,0896p g
: 30

30.10°.2
Esquematizamos con linea punteada las zonas traccionadas por temperatura (figura a). Por Estatica
calculamos las reacciones en los apoyos (figura b) y graficamos los diagramas de momento flector

(figura c) y fuerza axial (figura d), debido a la accion de la carga vertical unitaria aplicado en D

mﬁ

1
T
0,5

a) b)

v 9)
|
|
O«
o
b
@
00
O fe—-

M pad

0,5

c)

2
B C @
1

1

IO
A %

Aplicamos trabajo virtual por variacion de temperatura, a través de la siguiente formula:

t, -t t,+t
AiT :Za| - b 2|AMi +ZOL| : 2 2|ANi
A\S(T) :—aw.i.2.2+QM.EA.Z—OLM.EA.].—OLM.O,S.Z—
0,2 2 02 2 02 2
|30 + 10| |10 + 30|
—-ao——14—-0—14
Apry =—2650a T

Reemplazamos los voladizos por sus acciones equivalentes, tal como se muestra en la figura.

WX wX

W

7@"111111111111

Buuumu"c)z
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Aplicamos la ecuacion de los tres momentos para el tramo ABC

wL® wl®
M, (L) +2M (L + L)+MC(L):—6[ 5 }—6{ 5 }

wx?

2

Por condicion del problema M, =My =M, = -

Reemplazamos en la ecuacion:
wx? wx? wx? wl’
- L)+2 — 2L)+| — L)=-12

=0,408L

De donde:

X =

L
J6
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EVALUACION EXAMEN PARCIAL SEM. ACADEMICO | 2010 — I
CURSO RESISTENCIA DE MATERIALES I SECCION 30F
PROFESOR Ph.D. GENNER VILLARREAL CASTRO | DURACION 110m
ESCUELA INGENIERIA CIVIL CICLO VI

1. ENERGIA POTENCIAL DE DEFORMACION. Determinar la energia potencial de deformacién para la
armadura mostrada en la figura. Considerar que la rigidez EA es constante para toda la estructura.
............................ (5 puntos)

4m

4kN 2kN
4m y 4m ) 4m

2. METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Un pértico rectangular ABCD esta empotrado en el apoyo Ay libre
en el extremo D, tal como se muestra en la figura. Los tres miembros tienen longitud L vy rigidez a
flexién El. La carga vertical P actia en D. Determinar los desplazamientos horizontal, vertical y la

pendiente en el extremo libre.
............................ (5 puntos)

3. METODO DEL TRABAJO VIRTUAL. Determinar la pendiente en H para la viga mostrada en la figura,

considerando los desplazamientos lineales y angular en los apoyos.
............................ (5 puntos)
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8 c1=0,o1rﬂ%«<\

‘[C4=0,04m B ’Q D ’E\ H E EICfolozm

O -
C5=0,03m

2m 4m . 2m 4m . 2 2m . 2m . 2m

M y
£ % * * x L x x A

TEOREMA DE CASTIGLIANO. Una barra curva delgada AB tiene una linea de centros en forma de un
cuadrante de circulo con radio R, tal como se muestra en la figura. La barra estd empotrada en el
apoyo Ay libre en B, donde actda una carga horizontal P. Determinar el desplazamiento horizontal, el
desplazamiento vertical y la pendiente en el extremo libre.

............................ (5 puntos)

FECHA La Molina, 27 de Setiembre del 2010
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SOLUCIONARIO DE EXAMEN PARCIAL
CICLO 2010 -1

Calculamos las reacciones en los apoyos y determinamos las fuerzas internas en las barras de la
armadura, cuyos resultados se muestran en la siguiente figura.

10kN
4—

)

£ Y =
AN ANy

6,326
6 Q‘%\) O\‘N) [0)
10kN \'\
—_— < e P

T v v
6kN 4k 2kN

Determinamos la energia potencial de deformacion.

nONZL, 1
U= "=t == _|(—6)%.4.3+(-10)%.4 + (5,657)2.4+/2 + (6,326)2.12,649
> ea = gEa O 43+ (-10)" 4+ (5657)" 42 + (6:326)" 12649
U=759,61 (k)
EA

Graficamos los diagramas de momento flector debido a la accion de la carga real (figura a); a la accién
de la carga vertical unitaria (figura b); a la accién de la carga horizontal unitaria (figura c) y a la accion
del momento unitario (figura d), tal como se muestra en la figura de la siguiente pagina.

Calculamos los desplazamientos y pendiente en el extremo libre.
DESPLAZAMIENTO VERTICAL EN “D”:

p_1/1 2
8y =2 {2 (L)(PL)[B.LJ.2+(PL)(L)(L)}
50 — 5PL° |
3El

DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL EN “D”:

o_1 Lt
Sn=g [(PL)(L)[ 2j+ ; (PL)(L)(L)}

3
S P
El

PENDIENTE EN “D”:

_1
El

2PL?

0
o El

S PLOO2+ LWL | -

Como el signo es positivo, la pendiente va en el mismo sentido que el momento unitario, es decir, en
sentido horario.
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B AF B AF
E E
D D
C c
l l
P 1
F E
PLE— F L —
PL L
P L
c) d)
B AF B AE
2 2
C De—i c DD1
y 2 2
L 1
3
1
]

O O

3. Por Estéatica determinamos las reacciones en los apoyos, iniciando en el tramo EF y continuando con la

parte derecha e izquierda de la viga, tal como se muestra en la figura.

1/4 1 1/4

AN o

1116 3/16 1/4
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Determinamos la pendiente en H por la formula:

n

=—>'R;C;

j=1
0, =— —i.0,04+§.0,03+1.0,02+3.0,01 =-0,01875rad
16 8 4 2
El signo (-) indica que la pendiente en H va en sentido opuesto al momento unitario, es decir, en

sentido antihorario.
Analizamos cada uno de los casos en forma independiente, existiendo un solo tramo en todos ellos.

DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL EN “B”:

B (P+H)
—T>
' R(1-cos @)

Rcos ¢

TRAMO I (0< @< 1t/2)
M, =—(P+H)R(@—coso)
oM

' = —R(1-cos
H ( ?)
ds = Rde
Luego:
ds 1 7% PR® "¢
52 =IM ( ] E—I —PR(1—cos @) [- R(1—cos p)|Rdp = = I(l—cosw)zd@
S 0 0
5o — PR’ (3n-8) -
" 4RI
DESPLAZAMIENTO VERTICAL EN “B’:
Vv
PL
R(1-cos @)
Rcos ¢

TRAMO I (0< @< 1t/2)
M, = -PR(1-cos¢) — VRseno

oM,
—— =—Rsen
oV ?
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ds = Rde

Luego:
aM dS 175/2 3 n/2
8 =M | —L === [-PR(1-cos)[- Rsenp|Rdop = 1—cos @)(seno)d
0=l .[aV]E, g1 | [-PRO-coso)]-RenpRde =5 [ (- cose)(seno)do
PR?®
58 =
Vo 2EI

PENDIENTE EN “B”:

TRAMO Il (0< @< 1/2)

M, =-PR(@—cosp)—M

(')M,__
oM
ds = Rde
Luego:
6M dS 17:/2 2 ml2
0, =|M,|—|===| |-PR(@1L-coso)|(-DRdp = 1—cos p)d
| .(W]E, g1 | [PRO-cos)l-DRdo = - [(a-coso)de
PR?
0, = -2
R (n-2)

Como el signo es (+) indica que la pendiente va en el mismo sentido que el momento ficticio M, es

decir, en sentido horario.
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CURSO RESISTENCIA DE MATERIALES I SECCION 30F
PROFESOR Ph.D. GENNER VILLARREAL CASTRO | DURACION 90m
ESCUELA INGENIERIA CIVIL CICLO VI

METODO DE LAS FUERZAS. Resolver el pdrtico mostrado en la figura y graficar sus diagramas de

fuerza axial, fuerza cortante y momento flector.
............................ (10 puntos)

10kN/m
YYVYVYYYYYIYYY
2El
20kN El El 3,5m

74% 2E| 2E| 747‘%

El El 4m

AN VAN

25m = 25m | 6m ) 5m

P
£ % A x

METODO DE LAS FUERZAS. Resolver el pértico mostrado en la figura, considerando
E =15000. f. ; f. =210kg/cm?; 1=0,000675m" y graficar sus diagramas de fuerza axial,

fuerza cortante y momento flector.
............................ (10 puntos)

T 2E| 2E| %
El

2m

q>=0,01radg:\ “
NTTTIT
3m

) 4m

K y
Ls * A

FECHA La Molina, 27 de Octubre del 2008
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SOLUCIONARIO DE PRACTICA CALIFICADA N° 3
CICLO 2008 -1l

Determinamos el grado de indeterminacion del sistema.
GlL=3C-A=33)-6=3
El portico es tres veces hiperestatico y como tiene un sistema de estructura compuesta (montaje una

sobre otra), podemos analizarlo en forma separada cada sistema, iniciando con la estructura superior.
SISTEMA I:

10kN/m
G 2El o
El El 3,5m
F J
e R
6m

Determinamos su grado de indeterminacion de este sistema:

Gl=31-2=1
Eliminamos la componente horizontal en el apoyo J, calculando sus reacciones en los apoyos para la
carga real (figura a) y carga unitaria (figura b). Luego, graficamos los diagramas de momento flector

debido a la accién de la carga real (figura c) y carga unitaria (figura d)

a) 10kN/m b)
G 2E| H G H
El El
=1
/759777 iJ ‘1_ G J —X1—’
T30kN
TSOkN
c) d) 3,5 3,5
35
45

La ecuacién candnica para el sistema sera:
0, X, +A,; =0

O, = 2.i.1.3,5.3,5.2.3,5 + i.3,5.6.3,5 = 65333
El 2 3 2El El
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0 [4.45.35]= 315

A, =—
' 6(2EI)
Luego:
65,333 X, + 315 0
El El
De donde:

X, =H, =—-4821kN «

De esta manera, las reacciones en los apoyos y los diagramas de fuerzas internas, para esta parte de
la estructura, serén las mostradas en la siguiente figura.

30

10kN/m
m

° i ~9
30
-] 4,821 (+)4,821
4,821kN  |F 4l 4,821kN @
—> R T ¢— - —
T30kN TSOkN
16,873 16,873
16.873 I\ y
©) 16,873
4,821
28,127
(3 |30 () |30

Ahora, analizamos el sistema Il, aplicando las reacciones obtenidas en el calculo previo.
SISTEMA II;

20kN  30kN
A «——— 4.821kN
T 2E| F
4m El
B
o
2,5m 3 2,5m

Determinamos su grado de indeterminacion de este sistema:
Gl=31-2=1
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Eliminamos la componente horizontal en el apoyo A y analizamos el pdrtico AFB, en forma analoga a lo
realizado con el sistema |, es decir, debido a la accion de la carga real y sus transmisiones de las
reacciones de los apoyos de la parte superior, asi como a la accion de la carga unitaria, graficando sus
respectivos diagramas de momento flector.

a) b)
20kN 30kN
X4=1
A l e 4.821KkN 1 :ZA; F
0.8

T13,857kN l

B B 1
¥ —» 4,821kN i € ——

» F N
36,143kN 0.8

c) d) 2 3
19,284 mzw

La ecuacion canonica sera:
0, X, +A,; =0

O, = i.1.4.5.2.4+i.1.4.4.g.4 = 34,667
2El 2 3 2 3 El

Ap :—i 1 252.— 2 34 642——[2 34,642 + 4.3.26,963 + 4.19 284]—i 1 4.4, 3 19,284

2El 2 3 6(2El El 2 3

229,628
BT TR
Luego

34,667 X, - 229,628 0
El El

De donde:

X, =H, =6,624kN —»
De esta manera, las reacciones en los apoyos y los diagramas de fuerzas internas, para esta parte del

sistema, serd la mostrada en la figura de la siguiente pagina.
Ahora, analizamos el sistema lll, aplicando las reacciones obtenidas en el célculo del sistema |
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20kN 30kN

8,558
6.624kN A l LF 4,821kN [ ® |
' ‘ ®
T8,558kN R
1,803
B 1,803kN @ I
A
41,442kN
7,21
- 721
I ©)
6,624
21,395
©) 41,442

SISTEMA lI:
30kN
4,821kN R4 D .
1y 2E| RO
El 4m
m70977

5m

Determinamos su grado de indeterminaciéon de este sistema:

GlL=30-2=1
Eliminamos la componente horizontal en el apoyo D y analizamos el pértico CJD, calculando las
reacciones en los apoyos debido a la transmisién de acciones del sistema | (figura a) y carga unitaria
(figura b). Luego, graficamos los diagramas de momento flector debido a las cargas reales (figura c) y
carga unitaria (figura d)
La ecuacién candnica sera:

0, X, +A,; =0

0y = ii _5.2.4+i.1.4_4.2.4 = 34,667
2El 2 3 2 3 El
Ap=—rrta5219084- L 144219080 107128
2EI'2773 El'2° 3 El
Luego:
34,667 167128 _,
El El
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De donde:
Xl = HD =4,821kN «

a) 30kN b)
4,821kN | X4=1

Lt o3 g
T l

3,857kN 0,8
4,821kN 1
26,143kN 0,8

c) d
19,284

)
\ e

De esta manera, las reacciones en los apoyos y diagrama de fuerza axial para esta parte de la

estructura es la mostrada en la figura. Se debe indicar, que no existen diagramas de fuerza cortante y

momento flector en esta parte de la estructura.

30kN
4.821kN 4,821kN
T © |
4,821
0| ©
R
TSOkN

De esta forma, el diagrama final de fuerzas internas sera la suma de los tres diagramas de los tres
sistemas analizados en forma separada, siendo los diagramas finales de fuerza axial, fuerza cortante y
momento flector los mostrados en la figura de la siguiente pagina.

106



30

4,821 30
(014,821 (94,821
O[30 8,558
C
g O VOB 7 O R
6,624 4,821 11,442
@ 41,442 1,803
/7779777—® S T @ T
(kN) (kN)
16,873 16,873
16,873 \ / 16,873
128,127
.21 S
21,395

Calculamos la rigidez a flexion El

E =15000+/210 = 217370,65kg/cm? = 2173706,5T / m?
El = 2173706,5.0,000675 = 1467,252T.m?

Determinamos el grado de indeterminacién del sistema.

G.l=32)-4=2
Planteamos el sistema principal, eliminando dos conexiones adicionales, de tal forma que se convierte
en isostatico, determinando sus reacciones en los apoyos y graficando sus diagramas de momento
flector correspondientes, tal como se muestra en la figura de la siguiente pagina.

El sistema de ecuaciones canonicas es:
0, X, +0,,X, +A, . =0

0,,X; +0,,X, +A,. =0

5= L3323, 1 343-90°
2E1'27 737 EI El
5, = —— 344=-28
El El
5ot Taa2a, L ggq 14867
2EI'2° 737 EI El

A, =—(-3.0,01) = 0,03
A, =—(~1.0,02+4.0,01) = 0,02
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Reemplazamos valores:

@Xl —4—8X2 +0,03=0
El El
—4—8Xl + 74,667 X,-0,02=0
El
Luego, multiplicamos el término independiente por El obtenido anteriormente, siendo los resultados los
siguientes:
40,5X, —48X, =-44,017
—48X, +74,667X, =29,345
De donde:
X, =V, =—-2,608T |
X, =V, =-1283T{
a) b)
B C F B
A A

7rrrrriry 7777

7777

De esta manera, las reacciones en los apoyos y diagramas finales de la estructura son las mostradas

en la figura de la siguiente pagina.
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B C b
| I
1,283T
| 3
2,608T 1T
2,692T.m\1/
3,891T
2,608|(®) 75;;;;;7
(™ | 3,891
(T)

7777

7777

109

1,283

)
©
2,608
VAN
ITrriTTT
7,824
5,132
@ 2,692
(Tm)
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EVALUACION PRACTICA CALIFICADA N° 3 SEM. ACADEMICO | 2009 — |
CURSO RESISTENCIA DE MATERIALES I SECCION 30F
PROFESOR Ph.D. GENNER VILLARREAL CASTRO | DURACION 90m
ESCUELA INGENIERIA CIVIL CICLO VI

METODO DE LAS FUERZAS. Resolver el siguiente portico y graficar sus diagramas de fuerza axial,
fuerza cortante y momento flector. Considerar que la rigidez El es constante para todo el pértico.
............................ (10 puntos)

20kN _

(0]

4m

2m 3m 3m . 2m

METODO DE LAS FUERZAS. Resolver el siguiente pértico, considerando que es de concreto armado
(1
con coeficiente de dilatacion térmica o =1,2.10 5[%j el modulo de elasticidad es E =2.10" kPa

y las dimensiones de la seccion transversal para las columnas son 30cm x 30cm y para la viga de
30cm x 50cm

............................ (10 puntos)
30°C
23°C

15°C|23°C 23°C|0°C  [4m

5m

FECHA La Molina, 25 de Mayo del 2009
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SOLUCIONARIO DE PRACTICA CALIFICADA N° 3
CICLO 2009 -1

1. Determinamos el grado de indeterminacion del sistema.
GlL=312)-4=2

Elegimos el sistema principal (figura a) y graficamos los diagramas M;, M, y Mp, mostrados en las
figuras b, cyd

a) _ X4=1 _ b) 3
Xzibl 4—Xz_1 \
\
TX1:1 3
3 @ s
|13
AN 3 AN
c) d)
16
4 4 30 //
4 64
El sistema de ecuaciones candnicas es:
0., X, +0,X, +A, =0
0,,X; +0,,X, +A,, =0

O, = i_1.3_3£.3_4 + i.3.4.3.2 = @

El 2 3 El El
O, = i.3.4.1.4 —i.3.4.1.4 + i (34+4.04-34)=0

El 2 El 2 6El
0,, = i.1.4.4.2.4.2 + i.4.6.4 = 138,667

El 2 3 El El
Ap = i.3.4.1.80 + i (3.64+4.0.40-3.16) = %

El 2 6El El
Ay = i.1.4.4.g.80 + i(4.64 +4.4.40+4.16) = M

El 2 3 6El El
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Reemplazamos valores y obtenemos:

108, 024 g — X, =-5778kN
El El
138;567 X+ 138;667 S0 o X, ——10kN

Para graficar los diagramas finales, reemplazamos los valores obtenidos en la figura a) de la pagina
anterior, siendo dichos diagramas finales los mostrados en la siguiente figura.

5778kN
20kN. 0N q0kN
5 778kN o)
5778
10|® ol10

8kN (kN)
17,334
5 17,334 / 17 334
©)
10 17,334
5,778[® 57780
10 16
200 ® ® 6,666
22666 | _—— . 22,666
@ =
16
(kN) (kN.m)

Calculamos las rigideces a flexiéon de columnas y viga.

3
El = 2-107.103.% —1,35.10" N.m? = El

, 03.0,5°

El . =2.10".10 5 6,25.10" N.m? = 4,63EIl

viga
Determinamos el grado de indeterminacién del sistema.
GlL=301-1=2

Elegimos el sistema principal, eliminando dos conexiones adicionales, convirtiendo la estructura en

isostatica y graficando sus diagramas de fuerza axial y momento flector, tal como se muestra en la
figura de la siguiente pagina.

El sistema de ecuaciones candnicas es:
0., X, +0,X, +A;; =0
0,,X, +0,,X, +A,; =0
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A D
TTTT77777 T TT7777777 — TTTT77T777
5
W1 X1 =1
4
B C 4
©
1
A, A D
TTTTITITT +— TTTTITITT TTTT
X2=1
Determinamos los coeficientes del sistema de ecuaciones canénicas
8,y = 1 le525,1545-109
463El 2 3 El El
b =- ! ls54-Lg4p-_%08
463El 2 El El
622=i.1.4.4.3 1 454-59%
El 2 3 4,63El El
2315 23-30 1 23+18  ,  [8+0
gm0 —54_g = 1 554014 1.4 = 388,330
0,3 05 2 2 2
15-23 1 3023 L0-23 1 30+23
oT =——.—44+0———45- A4—0—.1.5=-67917a
03 2 0,5 0,3 2 2

En la siguiente figura, se muestran las zonas traccionadas por accion de la temperatura

30°C

23°C

15°C|; 23°C 23°C i|0°C

>

De esta manera, las ecuaciones seran:

109 5 ~208 % 388330 -0
El El
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50,8
El
Efectuando simplificaciones, se tendra:

109X, —50,8X, =—-62909,46
—50,8X, +59,94X, =110025,54

59,94
+

X, X, —679170. =0

De donde:
X1 = VD = 460,05N = 0,460kN T
X2 = HD = 2225,49N = 2,225kN «

Con estos valores graficamos los diagramas finales:

e
0,46
(3 |2,225 @ | 2,225
2,225kN 2,225kN %
_’ TTTTITITT <—
2,3kN.m\LJ ; ; -
0,46kN T0,46kN 5 _6—_-/’
6,6 8,9
©

0,46 2,225

© @ 0,46®

|| (kN) L 2&3 (kN.m)
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ESCUELA INGENIERIA CIVIL CICLO VI

METODO DE LAS FUERZAS. Resolver la armadura mostrada en la figura esquematizando sus fuerzas
internas. Considerar que la rigidez EA de la armadura es constante.
............................ (10 puntos)

4m

A D £

v
15kN
4m 4m

METODO DE LAS FUERZAS. Resolver el pértico mostrado en la figura y graficar sus diagramas de
fuerza axial, fuerza cortante y momento flector. Considerar El constante en toda la estructura.
............................ (10 puntos)

10kN/m

"BLHlHHHHHClHHHHHio

2m
BN
2m
- Lp
; 6m . 6m ;
FECHA La Molina, 26 de Octubre del 2009
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SOLUCIONARIO DE PRACTICA CALIFICADA N° 3
CICLO 2009 -1l

Determinamos el grado de indeterminacion.
GlL=B-2N=13-2(6)=1
La armadura es una vez hiperestatica.
Eliminamos la barra BD y lo reemplazamos por su carga unitaria (figura a), analizando también bajo la

carga real (figura b), calculando sus reacciones y fuerzas internas.

b)
~ F 30kN ~
\J N A\
<7
0 7 O
30kN
© E = >
v
15kN
La ecuacién candnica sera:
0, X, +A,; =0
5, = z N;N,L _ (-0,707)(-0,707).4 a4 (1)(1).4\/5 o 19,312
EA EA EA EA
A = Z N,N.L B (-0,707)(30).4 4 (1)(—21,213).4\/5 N (-0,707)(-15).4 _ _162,418
“’ EA EA EA EA EA
Luego:
19,312 X, — 162,418 ~0
EA EA
De donde:

X, = Ngp =8,410kN (TRACCION)
En consecuencia, las fuerzas internas seran calculadas por la relacion:
N=N,X, +N,
Siendo sus valores los siguientes:

N sz = (-0,707)(8,410) + 0 = —5,946kN (COMPRESION)
N, = (-0,707)(8,410) —15 = —20,946kN (COMPRESION)
N = (1)(8,410) — 21,213 = —12,803kN (COMPRESION)
Ng. = (—0,707)(8,410) + 30 = 24,054kN (TRACCION)
N, = (-0,707)(8,410) + 0 = —5,946kN (COMPRESION)
N =0

N =21,213kN (TRACCION)
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Nz =—15kN (COMPRESION)
Ne =0

De esta manera, la distribucion de fuerzas axiales sera:

F
30kN o
<~
<,
75 O
30kN
pada » E
A 20,946 15
v
15kN @ 15kN
Determinamos el grado de indeterminacion de la estructura.
G.l=32)-4=2
El portico es dos veces hiperestatico.
Elegimos el sistema principal y graficamos sus diagramas M, M, y Mp
a) b)
B C D
/
i 3
X, =1 X,=1 |4m 6 @
A
TTTriTrrT 777777
6m . 6m
720
405
c) d)
180 45
_J/(Is/‘%/ 720
12— | 9
12 @ 728
TTTTI7777 736 7777

El sistema de ecuaciones canonicas sera:
0., X, +0,X, +A, =0
0,,X; +0,,X, +A,, =0

iy = | .6.6.2.6+6.4.6 | =
Ell2 3 El

8y, = i[12.6 +4.9.3]+ 1 641p-488
6EI El El

8,y = 219122 19410400 (=112
Ell2 3
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Ap =2 [6.720+43.405]- 1 62720~ = [6.720+ 4.6.728+ 6.736] = - 20220
6EI El 6EI El
A =2 [12.720+ 46,180 —.12.2.720 - -2 [12.720 + 4.12.728 +12.736] = — 20 2
6EI El 6EI El
Luego
26, 468, 26556
El El El
468, 1152, 60672 _,
El El El
De donde:

X, =V, =73,739kN T
X, =V, =22,710kN T

Con los valores obtenidos calculamos las reacciones en el empotramiento y graficamos los diagramas

finales, tal como se muestra en la figura.

10kN/m
V¥ V V¥ V¥V vV VY Y vV Yy VY VY VY YyYyYyy
SkN, ;T”! (> | 23,551 @
73,739kN T22,710kN
WW‘M TTTTITT77 (kN)
W21,046KN.m
23,551kN
43,740
37,290 2,3551m
23,551
@ 2,271m 5,046 2,271m
2,3551m @ \I 5,046
22,710
S,E 36,449 22,686 25787
e @ 21,046 7
(kN) (KN.m)
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METODO DE LAS FUERZAS. Resolver el siguiente portico y graficar sus diagramas de fuerza axial,
fuerza cortante y momento flector. Considerar El constante para toda la estructura.
............................ (10 puntos)

6m

6m

METODO DE LAS FUERZAS. Resolver el pértico mostrado en la figura, si la rigidez El es constante

para toda la estructura. Considerar b = 0,4m para todo el pértico y que el coeficiente de dilatacion

térmica es o

............................ (10 puntos)

-60°C
& 20°C 3
-60°C|20°C
4m
C -60°C
20°C|-60°C
AN i
20°C|20°C
4m
A
8m 5 8m
FECHA La Molina, 24 de Mayo del 2010
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1.

SOLUCIONARIO DE PRACTICA CALIFICADA N° 3
CICLO 2010 -1

Determinamos el grado de indeterminacion de la estructura.
GlL=301-1=2
El portico es dos veces hiperestatico.

Elegimos el sistema principal y graficamos los diagramas My, M, y Mp

X1 =1
2) Xp=1 l Xo=1 b)
_’ ‘_
3
45
6
N \6
6 OB
TTTT7TT7T TTTTITT7T 777777777 777777777
d)
30
60
.
17T TT777 TITT7TT77 JTTT7777T
El sistema de ecuaciones canonicas sera:
0., X, +0,X, +A, =0
0,,X; +0,,X, +A,, =0
8, = el 66\/_ 6+6.6.6 2= 032047
EI 2 El
0y, =0
8,, = EEY 6\/_ 6 2+i[6 6+4.9.9+12.12]2= 1211647
EI 2 6El El
Ap = 32 32 [6.60+4.45.30] + = 6.6.60 = 2 20220
6El El
A,y = 32 ~2~[6.60+4.4,5. 3o]+i[6 60 +4.9.60+12.60] = 3876,396
6El 6EIl
Luego:
635,647 X, + 2796,396 _0 N X, = _4.4kN

El El
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1211,647 3876,396
— X, ——=
El El

0 =  X,=-32kN

Con los valores obtenidos, graficamos los diagramas finales de fuerza axial, fuerza cortante y momento

flector, orientando X, y X, en sentidos opuestos.

20kN

|

o> v
e
O 156 2.4|0
3,2kN 3,2kN @
» ¢ Trrrrirri’ (kN)
4,8kN.m\T/ \ijkN.m
15,6kN 4.4KkN

Determinamos el grado de indeterminacién de la estructura.
G.l=32)-4=2
El pértico es dos veces hiperestatico.

Las zonas traccionadas, por efecto de temperatura, son las most

punteadas.
e -60°C
20°C
-60°C|i20°C
0
B D 20°C
; ;7 20°C
20°C| 20°C
A

radas en la figura con lineas

-60°C

B

o AN

Elegimos el sistema principal y graficamos los diagramas de fuerza ax

uno de ellos, tal como se muestra en la figura.
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a) EC—F b) o—
C D
! e ©
X1=1 @
/777'7677‘ B TTTT77777
VL RPAN A
1
d) Fo—F e) [0 ©
1
g D 11

B X2=1

—’1777'76‘77' — TITTITTTT
AAEVAN VAN
L t4

El sistema de ecuaciones candnicas sera:

0., X, +0,X, +A;; =0

1

0,,X, +0,,X, +A,; =0

T7rrrrrirz7 ;;

) /

1.8 =-11360a

5, -—|Lgg28+848|=2250667
Ell2° 3 El
5, = —— [84+486+88]=—2
6El El
5,-— Leg2g3=>12
EI'2° '3 El
20— (-60)| 1 20+ 20|
pea 2 288 a1 4= 64800
04 2
20 - (~60 —60-20 —60-20 20 + 20
N ) PR ol B PP it I PP CCL S P
04 2 04 2 0,4
20— 60) - 60+ 20 60+ 20
PO i B P At Y P Mt
Luego:
426667 192 oene o
El El
192 +212% 113600 =0
El El

Resolvemos y obtenemos:
X, =V, =-6,26Ela
X, =H; =19,84Ela «
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Con los valores obtenidos, graficamos los diagramas de fuerzas internas.

EO F )
©)
1084@®] 1984
G 19,84 |
D
é % 13,58(*)
19,84EIQL | A B 19,84El0L @
6,26EI0L —> rrrrirr D — TITITTTT (E'a)
208,80EI10L
13,58EIQL 19,84E10L 158.72
158,72
_C / |
o
19,84
19,84|(> 50,08

® 19,84 _— | \r9.46

© 129,44
® A O
TITTITTIT(EIQL) 77777 208,80 (ElO0) : ;
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METODO DE LAS FUERZAS. Resolver el portico mostrado en la figura, graficando sus diagramas de
fuerza axial, fuerza cortante y momento flector. No considerar la flexibilidad del arriostre CD
............................ (10 puntos)

6kN
F l
: 2E| 2El G
El El 2m
cp o )
El El 2m
2% %i
6m 2m

METODO DE LAS FUERZAS. Resolver el siguiente portico de concreto armado, graficando sus
diagramas de fuerzas internas, si el apoyo A se desplaza horizontalmente 0,05m hacia la derecha, el
apoyo B se desplaza verticalmente 0,03m hacia arriba y el apoyo F se desplaza horizontalmente 0,07m

hacia la izquierda. Considerar que la rigidez El es constante para toda la estructura, siendo

E =15000,f, ; f, =210kg/cm’ e | =540000cm*
............................ (10 puntos)

6m

6m

FECHA La Molina, 25 de Octubre del 2010
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1.

SOLUCIONARIO DE PRACTICA CALIFICADA N° 3
CICLO 2010 -1i
Determinamos el grado de indeterminacion de la estructura.
GlL=3(2)-4=2

El pértico es dos veces hiperestético.
Elegimos el sistema principal y graficamos los diagramas M;, M, y Mg, tal como se muestra en la figura.

b 1
2) Xi=1 %=1 )
Nal— F G 1 A
E . e
N 1
0,75 0,75
Xuf %=1
o] “«—D 05 0,5
VAN AN
2
o) d) \
0,5 05

®)
VAN VAN

El sistema de ecuaciones canonicas sera:
0., X, +0,X, +A, =0

0,,X; +0,,X, +A,, =0

5=~ 142104 1 161-207
El'277 73 2E| El
L 0521-2 (051+4407505) |2=—2
El 2 37 6EI El
8., _i 1 212_14:@
El'2773 El
Ap=-+141262-_10
El'2° 73 El
Ay =| 21212302 (13440545 2-12
El'277737  6El El
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Luego:
5667, 2, 16 _j,

El El El
2, 2667, 12 _

il 220X, +=2 =0
El"" EI % El

De donde:
Xl =168kN.m

X, = —3,24kN

Graficamos el diagrama de momento flector utilizando la relacion M =M, X, + M, X, + M,

w7 N

1,080 01,08

A partir del diagrama de momento flector y con las condiciones de equilibrio, determinamos las
reacciones en los apoyos y graficamos los diagramas de fuerza axial y fuerza cortante, considerando

gue el arriostre CD trabaja Gnicamente en compresion.

6kN 27
®
3,24kN 3,24kN 2|ob d O s
©
3,24
0,54kN 0,54kN @
—

PN i AN

lsz TSkN 0
®
©)
27|® 2 Ol27
8
054 054
(kN)
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Determinamos el grado de indeterminacion de la estructura.
G.l.=3(3)-8=1
El pértico es una vez hiperestético.
Esquematizamos el portico de acuerdo al problema (figura a), calculamos las reacciones en los apoyos
para el portico isostatico con carga unitaria (figura b) y graficamos el diagrama de momento flector

debido a la carga unitaria (figura c)
0,07m X, =1

—_— b) c)
AV <<t } =
F
6m
4
4
C D 1
4
6m
A<E@ 4%10‘03”"_‘ @‘_2/3 @
0,05m 5/;!: %
— 1
8m
La ecuacién candnica sera:
8, X, +A, =0
811 = i 1.4.6.2.4.2 + 1.4.4.2.4.2 = 106,667
El| 2 3 2 3 El
2 2
Ay = =75:0.05+1.003-2.0,07 | 0,05
Luego:
106,667 X, +0,050
De donde:
=V, = 0,05El _ _0,05.11738,015 _ 55T A
106,667 106,667
Siendo:

E =15000,/f, =15000+/210 = 217370,65kg/cm? = 2173706,5T / m’
| =540000cm* =5,4.10°m*
El = 2173706,5.5,4.10® =11738,015T.m’

Con el resultado obtenido, graficamos los diagramas finales, mostrados en la figura de la siguiente

pagina.
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5,6T

55| @

3,67T
—

<
-

.
()

<l
\

O,

67

(T.m)

\

)

ﬂ&
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METODO DE DESPLAZAMIENTOS. Graficar el diagrama de momento flector para el pértico mostrado

en la figura.
............................ (10 puntos)

6kN

El

El 4m

2m 4m

METODO DE DESPLAZAMIENTOS. Graficar el diagrama de momento flector para el pértico mostrado

en la figura.
............................ (10 puntos)
6kN.m
3
(2\‘ 2E| 3
3El 3El 6m
1 4 L
TTTT/7TT77T TTTT/TT7T 7
)72 8m y
FECHA La Molina, 17 de Noviembre del 2008
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SOLUCIONARIO DE PRACTICA CALIFICADA N° 4
CICLO 2008 -1l

Determinamos el grado de indeterminacion cinemaética del sistema.
n=n,+n,=1+0=1

Donde:

N - grado de indeterminacion cinematica

N, - ndmero de nudos rigidos
N, - nimero de desplazamientos lineales

Como se podra apreciar la Gnica incognita es @, , por ser el tnico nudo rigido.

Luego, determinamos la rigidez por unidad de longitud.

izszgzio
4

i21:E=i0
4

Posteriormente, analizamos el equilibrio del nudo 2, reemplazando el voladizo por su accion
equivalente, es decir, carga puntual y momento.
NUDO 2:

> M, =0 = M,=M,+M,,+12=0
Siendo:

M,, = 2i,,(20, + ¢, —3y,,) + M,, = 2i_(2¢,) = 4i ¢,
M, = 2i,,(20, + @, —3y,,) + M, = 2i_(2¢,) =4i 0,
Reemplazamos valores y obtenemos:

4i,0, +4i, 0, +12=0

1,0, =—15

V. =6kN
M2 M23
(ﬂ v 2 \ R
,7!) / e N23
M2V=12kNm V23

V214—

M24

N21

Ahora, determinamos los momentos flectores en los nudos, reemplazando el valor obtenido
anteriormente.
NUDO 2:

M,, = 4i_¢, = 4(~15) = —6kN.m
M, = 4i ¢, = 4(-15) = —-6kN.m
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NUDO 1:
My, = 2i,, (29, +¢, —3y;,) + My, = 2i,¢, = 2(-1,5) = ~3kN.m

NUDO 3:
Mg, = 2i,5(205 + @, —3y55) + My, = 2i,¢, = 2(-1,5) = ~3kN.m

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama final de momento flector, teniendo en cuenta que la

orientacién del momento va hacia la parte con linea punteada mostrada anteriormente.

12

A

Z
T

()

(kN.m)

3
777

2. Determinamos el grado de indeterminacién cinemaética de la estructura.

n=n,+n,=1+1=2
El Unico nudo rigido es el nudo 2 y el desplazamiento lineal es horizontal, siendo sus incognitas @, y

A
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Para determinar el numero de desplazamientos lineales, también se puede aplicar la siguiente relacion,

siempre y cuando el esquema esté articulado, como el mostrado en la pagina anterior.
ng=2N-B-R=2(4)-3-4=1

Donde:

N - ndmero de nudos

B - nimero de barras

R - nimero de reacciones

Luego, determinamos la rigidez por unidad de longitud.

2El El
=g 4
3El El

i21:i34=?=?=2|o

De esta manera, el sistema principal sera el mostrado en la figura.

6kN.m
2 3
ig
2ig 2ig
1 4
77777777 77777777

Ahora, analizamos el equilibrio en el nudo rigido 2
NUDO 2:
> M, =0 = M,=M,+M,,-6=0
Siendo:

. : . A : .
M,y =2i,,(20, +¢; —3y,) + M, = 2(2|o)(2(|32 _SEJ =8l,0, —21,A

Mys = 3i,5(P, —53) + My = 31,0,
Reemplazamos valores y obtenemos:

1li,p, -21,A—6=0 ... (@)

6kN.m 2

Para obtener la ecuacién adicional, efectuamos un corte en el pértico, tal como se muestra en la figura

y analizamos su equilibrio.
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CORTE EN EL PORTICO:

SR, =0 —  R-V, -V, =0
R=V, +V,, =0
Siendo:
V=20, 0,20+ Vi = -2, 22 |- 20, + 066671,
3, 3(2i,)

V= (P4 —W43) +V;4 ==

L 6
Reemplazamos valores y obtenemos:

—2i ¢, +0,8334i A=0

[— %j = 0,1667i,A

6kN.m
2 %@E R .
V21<l— V34T
N34 N34

Resolvemos las ecuaciones (a) y (b), obteniendo:
i ¢, =09677
I,A=23223

Con los valores obtenidos, determinamos los momentos en los nudos.
NUDO 2:

M,, =8i ¢, — 2i,A =8(0,9677) — 2(2,3223) = 3,097kN.m
M., =3i @, = 3(0,9677) = 2,903kN.m

3,097
NUDO 1:

. : . A . .
My, =2i,, (20, + ¢, —3y,,) + My, = 2(2|o)((|32 _3€J =41,0, - 21,A
M,, =4(0,9677) — 2(2,3223) = —0,774kN.m
0,774
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NUDO 4:

M s =3i,5(0, — W) + M = 3(2i0)(— %) =i A =-2,322kN.m

2,322

4

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama final de momento flector.
3,097

0o

0,774
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METODO DE DESPLAZAMIENTOS. Graficar el diagrama de momento flector para el pértico mostrado

en la figura.

o

............................ (10 puntos)

El 6m
1kN/m
AXTTIITIITE? ER— o4
El 6m
L

9m

9m

METODO DE DESPLAZAMIENTOS. Graficar los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento

flector para el pértico simétrico mostrado en la figura.

4kN.m

............................ (10 puntos)

4kN.m

q 2El

3ElI 3El 3El
1 2
T7777777 J7777777 7777
4m 4m

5 2El 6‘3

6m

FECHA

La Molina, 15 de Junio del 2009
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SOLUCIONARIO DE PRACTICA CALIFICADA N° 4
CICLO 2009 -1
1. Determinamos el grado de indeterminacion cinemética del sistema.
n=n,+n,=1+1=2
El Gnico nudo rigido es el nudo 3 y el desplazamiento lineal es horizontal, siendo sus incognitas @, y

A

bEps

P
b

Comprobamos el nimero de desplazamientos lineales, aplicando la relacion ya conocida, obteniendo:
ng=2N-B-R=2(5-4-5=1

Luego, determinamos la rigidez por unidad de longitud.

. 2El 4.

Iy =134 = 9 :50
El .

I31=|35=E=|o

De esta manera, el sistema principal es el mostrado en la figura.

1kN/m

2 3 3
4io 13 YR

ITTITiT7irT
Luego, analizamos el equilibrio del nudo 3
NUDO 3:
> M, =0 = M,=M;+M,,+M,;+M,, =0
Siendo:

. . . A i .
M, =203 (20; + 0, —3y3) + My, = 2'0(2@3 _SEJ =41,¢0; —1,A

] " 4 . ]
My, =3igy (@3 —ya,) + Mg, = 3[5'0)((\03) =41,0,
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. . . A . -
Mg =3i35(@; —W35) + Mg = 3'{@3 _(_ Eﬂ =31,0; +0,51,A

] " 4. 1.92 .
My, =3ig (03 —Ya,) + Mg, = 3(5'0)(@3) + 3 =4i,9, +10,125

Reemplazamos valores y obtenemos:
15i 9, —0,51,A+10125=0

N35

Para la ecuacion adicional, efectuamos un corte en el pdrtico y analizamos su equilibrio.
CORTE EN EL PORTICO:

> R =0 = R+V,-V,=0
R=V,,—V, =0

Siendo:

6i : 6i, A . .
Vay = =2 (@5 + @, —2y5) + Vg = __((Ps - 2_j =—l,9; +0,33331,A
L, 6 6

3i . 3i, A . .
Vs = _i((Ps —Was) + Vs = __{(Ps _[_ _ﬂ =-0,51,¢, —0,0833i,A

L, 6 6
Reemplazamos valores y obtenemos:
—-0,51,¢, +0,4166i ,A =0
N3s5

V35

1kN/m

2EHHH$HH & i ::E_,R

Vi3

l

N34
Resolvemos las ecuaciones (a) y (b), obteniendo:

i, =—0,7031

ioA =-0,8439
Con los valores obtenidos, determinamos los momentos en los nudos.
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NUDO 3:
M,, = 4i ¢, —i A = 4(-0,7031) — (~0,8439) = —1,968kN.m

M., = 4i ¢, = 4(-0,7031) = —2,812kN.m
M, = 3i_@, +0,5i A = 3(~0,7031) + 0,5(~0,8439) = —2,531kN.m
M., = 4i ¢, +10,125 = 4(-0,7031) +10,125 = 7,312kN.m

NUDO 1:
. . . A . .
My; =215 (20, + 03 —3y,,) + M; =2i | ¢4 _BE = 21,05 —1,A

M,, =2(-0,7031) + 0,8439 = —0,562kN.m

Para graficar el diagrama final de momento flector, agregamos el diagrama de momento flector de una
viga simplemente apoyada para la barra cargada, en este caso la barra 23, obteniéndose el diagrama

final como la suma de los dos diagramas anteriormente indicados.

7,312
4,5m 2,812

2,531 \W3777
S dis

6,469
0,562[ (kN.m)
7777

Por simetria: O, =0
¢s =0
A=0

En consecuencia, el grado de indeterminacion cinematica se reduce a uno, siendo la incégnita @,

Determinamos la rigidez por unidad de longitud.
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=— =1
4 2 °

i =i 3Bl _El i

41 52 63 6 2 (o]
Analizamos el equilibrio del nudo rigido 4
NUDO 4:

>M, =0 = M,=M,+M,-4=0
Siendo:

M, = 20,20, + ¢, —3y,,) + |\/|I41 =2i,(20,) =40,
M5 = 2i,5(20, + 05 — 3w ,5) + M'45 =2i,(20,) =40,
Reemplazamos valores y obtenemos:
8i,p,—4=0
0,=05

4kN m

Con el valor obtenido, determinamos los momentos en los nudos.
NUDO 4:

M,, =4i ¢, = 4(0,5) = 2kN.m
M, = 4i @, = 4(0,5) = 2kN.m
NUDO 1.

My, = 2,20, + ¢, —3v,,) + My, = 2i,0, = 2(0,5) =1kN.m

NUDO 5:

M., = 2i . (29, + ¢, — 3y, ;) + M;, = 2i_ ¢, = 2(0,5) =1kN.m
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My, = 2i5, (205 + @, —3ys,) + Mlsz =0
Msg = 2i56(205 + @5 —3Wss) + Mg = 21,0 = 2(-0,5) = ~1kN.m

NUDO 2:
M, = 2i5, (29, + @5 —3ys,) + Mvzs =0

NUDO 6:

Mgs = 2i56 (20 + @5 —3ys) + M;as =2i,(29,) = 41,9, = 4(-0,5) = —2kN.m

Mgs = 2i53(205 + @5 —3yg;) + M'63 =2i,(29,) = 4i, ¢, = 4(-0,5) = —2kN.m
4KkN.m

NUDO 3:
Mag = 2i65(205 + 0 —3W¢;) + My = 21,0, = 2(-0,5) = ~1kN.m

DIAGRAMA DE MOMENTO FLECTOR:
Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama final de momento flector, teniendo en cuenta que si

el portico es simétrico y las cargas también, entonces su diagrama de momento flector también sera

simétrico, tal como se muestra en la figura.

1
P - 9

(kN.m)
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DIAGRAMA DE FUERZA CORTANTE:
Para graficar el diagrama de fuerza cortante, tenemos en cuenta que si el pértico es simétrico y las
cargas también, entonces su diagrama de fuerza cortante sera antisimétrico.

V.=V, = —# = —0,75kN

V, =V, = —% = —0,5kN

Vg =V, = % = 0,75kN

V,, =V, = ZTH = 0,5kN

0,75
®
©
0,75
(-10,5 (0,5
777777 77777777 /7. /7
(kN)

DIAGRAMA DE FUERZA AXIAL:

Las fuerzas axiales las obtenemos a partir de la condicién de equilibrio de los nudos, considerando que
la fuerza cortante es positiva si gira al nudo en sentido horario. Para facilidad de célculo orientamos las
fuerzas axiales en el sentido positivo (sale del nudo).

NUDO 4:
> R=0 = N, =-05kN (COMPRESION)
>R, =0 =  N,, =0,75kN (TRACCION)
0,75
4’f1_.w45
1
Ny
NUDO 5:
D R = = N, =-0,5kN (COMPRESION)
DR = = N, =—15kN (COMPRESION)
5
0,5—’ l l—PNSG
0,75 | 0,75
N52
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NUDO 6:

>F =0 = 05-05=0 (0K
SF, = = N, =0,75kN (TRACCION)
0,75

05—
o

05—

R

6

N3
Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama final de fuerza axial o normal.
o)
0,5
0,75|® G |15

(kN)
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CURSO RESISTENCIA DE MATERIALES I SECCION 30F
PROFESOR Ph.D. GENNER VILLARREAL CASTRO | DURACION 90m
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METODO DE DESPLAZAMIENTOS. Graficar los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento

flector para el pértico mostrado en la figura.

1

747; 2El

6m

2 “
El 2m
8kN —»
2m
3
77777777

(10 puntos)

METODO DE DESPLAZAMIENTOS. Graficar el diagrama de momento flector para el portico mostrado

en la figura.
............................ (10 puntos)
14kN.m
2 El 3]
El El El 4m
1 4 5
77777777 77777777
4m 3m )
FECHA La Molina, 16 de Noviembre del 2009
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SOLUCIONARIO DE PRACTICA CALIFICADA N° 4
CICLO 2009 -1l

Determinamos el grado de indeterminacion cinemaética del sistema.
n=n,+n,=1+0=1
El tnico nudo rigido es el nudo 2 y su incognita es o,

Luego, calculamos la rigidez por unidad de longitud.

El
Iy = ? =1,
2El 4
2T T3
Ahora, analizamos el equilibrio del nudo 2
NUDO 2:
>M, =0 = M,=M,+M,,=0
Siendo:

. " 4 . )
M,, =3y (0, —wy) + M, = 3-§|0(P2 =410,

. , . 8.4 .
Mys = 2i55(29, + 05 =3y ,5) + M3 =21 (29,) +? =40, +4
Reemplazamos valores y obtenemos:

4i,0, +4i, 0, +4=0

O

N21 < \
M21

V23<—

23
N23
Con el valor obtenido, determinamos los momentos en los nudos.
NUDO 2:

M, = 4i ¢, = 4(-0,5) = —2kN.m
M., =4i ¢, +4=4(-05) + 4 = 2kN.m
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NUDO 3:

Mg, = 2i,5(20; + @, =3y ,3) + Méz =2i,9, _8.?4 =2i,¢, —4=2(-0,5) -4 =-5kN.m

5

I77r77rrrr7

DIAGRAMA DE MOMENTO FLECTOR:

Para graficar el diagrama final de momento flector, agregamos el diagrama de momento flector de una

viga simplemente apoyada para la barra cargada, en este caso la barra 23, obteniéndose el diagrama

final como la suma de los dos diagramas anteriormente indicados.

®

DIAGRAMA DE FUERZA CORTANTE:

Determinamos los valores de la fuerza cortante en cada tramo.
2

V12 = E =0,333kN

45+2
st ==

= —3,25kN

45+5
V52 =

= 4,75kN

De esta manera, el diagrama final de fuerza cortante es el mostrado en la figura.

0,333

(kN) ® 4,75

DIAGRAMA DE FUERZA AXIAL:

Analizamos el equilibrio del nudo 2

> R =0 = N, =325kN (TRACCION)

> R, =0 =  N,; =0,333kN (TRACCION)
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0,333

Ny +—F 2
-

T3,25
N23
Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama final de fuerza axial o normal mostrado en la figura.
3,25
@

@ @]0,333

(kN)

7777

2. Determinamos el grado de indeterminacion cinematica de la estructura.

n=n,+n,=1+0=1

El Unico nudo rigido es el nudo 2 y su incognita es @,

Para comprobar el nimero de desplazamientos lineales, analizamos la formula:
ng=2N-B-R=2(5-4-6=0
2 3

1 4 5

Se comprueba que no hay desplazamiento lineal.
Calculamos la rigidez por unidad de longitud.

. . El .

Iy, =lg = 7 =125i1,

El

Iy = " =1,25i,
I35 = E =1,
5
Ahora, analizamos el equilibrio del nudo 2
NUDO 2:
> M, =0 = M,=M,+M,,-14=0
Siendo:

M., = 2i,,(20, + ¢, —3w,) + My, = 2(1,25i,)(2¢,) = 5i,0,
My; =3iy(P, — W) + Més =3(L251,)(9,) = 3,751 0,
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Reemplazamos valores y obtenemos:

5i,¢, +3,75i,¢, —14=0

io(Pz :1’6
M, 14kN.m Mas
2
l / »N23
Va3
Voje——
"Mz
v
N34

Con el valor obtenido, calculamos los momentos en los nudos.
NUDO 2:

M, =5i ¢, =5.1,6 = 8kN.m
M, =3,75i,¢, = 3,75.1,6 = 6kN.m

2_'>6

\j
8

NUDO 1:
My, = 2i,, (20, + ¢, —3y,,) + My, = 2(1,25i,)(,) = 2,5i,¢, = 2,5.1,6 = 4kN.m

4

o

1
NUDO 4:
M,; =3i,,(9, —y,3) + MI43 =0
NUDO 5:

Mg, = 3ig5(Ps —Wgs) + Mlss =0

De esta manera, el diagrama final de momento flector es el mostrado en la figura.

—

8
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1. METODO DE DESPLAZAMIENTOS. Graficar los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento

flector para el pértico mostrado en la figura.
............................ (10 puntos)

12kN ~?~ '5)
A1 2El 0
3E| 3m
J 12kN/m
Fyvvvvvvvveyvy, 3EI
43 2E| %]
8kN.m
3m
1 6
TTTT77T777T TTTT7 7777
4m ) 4m

2. METODO DE DESPLAZAMIENTOS. Graficar los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento

flector para el pértico mostrado en la figura.
............................ (10 puntos)

4kN/m
¥ A 4
2 3El 3 3El 5
2El 2El 2El 6m
4
PaN - VAN
6m ) 6m .
FECHA La Molina, 14 de Junio del 2010
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SOLUCIONARIO DE PRACTICA CALIFICADA N° 4
CICLO 2010 -1

1. Determinamos el grado de indeterminacion cinemética del sistema.
n=n,+n,=1+1=2
Hay un nudo rigido y un desplazamiento lineal horizontal, siendo sus incégnitas ¢, y A

Para comprobar el nimero de desplazamientos lineales, analizamos la formula:

n,=2N-B-R=2(6)-5-6=1

4 5
o—0
%—()Z
3
1 6
1777%777' 177797777'
Luego, determinamos la rigidez por unidad de longitud.
i = 2El _El i
32 45 4 2 o]
. . 3El .
14, =|21=?=EI =2i,
P 3El __El i
56 6 2 (o]
Ahora, determinamos el angulo de desviacion.
Vi, =0
V, =0
A
Wy = g
A
Wse = E

Analizamos el equilibrio del nudo rigido 2
NUDO 2:
> M, =0 = M,=M,+M,,+M,,-8=0
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Siendo:

My, = 215, (20, +¢, —3y,,) + My, = 2(2i,)(29,) = 8i,0,

2

_ : . 12.4 .
M5 =2i5,(2¢, + @3 —3y3,) + My, =21 (20,) + 12 4,0, +16

. " . A . .
My, =3i,(0, —W4) + My, = 3(2|0)[(P2 _Ej = 61,9, —2I,A
Reemplazamos valores y obtenemos:
8i,p, +4i,0, +16+6i,¢, —2i A—8=0
9,0, -1,A+4=0

N21
Para determinar la ecuacion adicional, analizamos el equilibrio de fuerzas horizontales de una parte del
pértico, que incluya la reaccién en el apoyo ficticio.
CORTE EN EL PORTICO:

> R =0 = R=V,+V,-12=0
Siendo:
3i " 3(2I ) A i,A
Vi = =20, =Y y,) + Vg, = ( __J
L., 3
3i . 3i,( A
Vg = L:: (@6 —Ws5) + Vs = _?(_ gj = 12
Reemplazamos valores y obtenemos:
. 2i A i A
—2i ° +2°2—-12=0
o(Pz 12
8i,p, -3, A+48=0 ... (b)
4 5
12kN —»T T{—»Rw
T T
N2 56
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Resolvemos las ecuaciones (a) y (b), obteniendo:
1,0, =1,8947

i A=210523

Con los valores obtenidos, determinamos los momentos en los nudos.
NUDO 2:

M,, =8i ¢, = 8(1,8947) =15157kN.m
M,, = 4i_@, +16 = 4(1,8947) +16 = 23 579kN.m
M, =6i ¢, — 2i A = 6(1,8947) — 2(21,0523) = —30,736kN.m

NUDO 3:

NUDO 1:
My, = 2i,, (29, + @, —3y,,) + Mllz =2(2i,)(p,) = 4i, ¢, = 4(1,8947) = 7,579kN.m

7,579

NUDO 6:
i ; . i, A
Mgs = 3igs (05 —Ws6) + Mgs =3, -2 S 210523 =-10,526kN.m
6 2 2
10,526

DIAGRAMA DE MOMENTO FLECTOR:
De acuerdo a los resultados obtenidos, graficamos el diagrama de momentos en los nudos y en la
barra cargada agregamos el diagrama de una viga simplemente apoyada sometida a la carga externa,

obteniéndose el diagrama final de momento flector.
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23,579
12,210
No,ns
i 6,105 \*15,157
2m
! e

>77,579 10,526
777! 77T

()

(kN.m)
DIAGRAMA DE FUERZA CORTANTE:

Determinamos la fuerza cortante en cada uno de los tramos.

_23579-12210 124

V,, = Z = 21158kN
v, = 23579 ;12,210 124 e sioin
V,, = 22738 _10 245k

v, - 15187 ; 7579 _ 7 o

v,, = 10926 1 75gn
6

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama final de fuerza cortante mostrado en la figura.

O O—

21,158

10,245| (B
BN

] (P[1,755
©)
O|7,578
26,842
(kN)

DIAGRAMA DE FUERZA AXIAL:

Analizamos el equilibrio de fuerzas en los nudos.

NUDO 4:
> R =0 =  N,+12-10,245=0 N, =—
> R, =0 = N,=0

152
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12kN 4

>N 5
10,24541—
N4
NUDO 2:
DR = =  10,245+7578-N,,=0 .. N, =17,823kN (TRACCION)
DR = = N, +26842=0 o N,, =—26,842kN (COMPRESION)
— 10,245
N2z l 2
26,842
—l—>7,578
N21
NUDO 5:
D F= = 1755-1755=0  (OK)
DR = =  Ng,=0
1,755 5
41—1,755
N56

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama final de fuerza axial o normal, tal como se muestra

en la figura.
o ©) O
1,755
17,823
4 @
@ O |26,842
(kN)
ITTT77777 ITTTiTrT
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COMPROBACION DE EQUILIBRIO TOTAL:

Analizamos el equilibrio de todo el pértico, utilizando el DCL de la estructura.

D R =0 =  -17,823+12+7,578-1755=0  (OK)
>R =0 =  21158+26,842-12(4) =0 (OK)
> M =0 =

21,158(8) —17,823(3) —12,210 —12(4)(6) +12(6) + 26,842(4) + 7,579-10,526 + 8 ~0 (OK)

12,210kN.m 12kN/m
17,823KN{¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢,,
I N 8kN.m
21,158kN
7,578L ‘_1,755kN
7,579kN.H/ Kj‘|0,526kN.m
26,842kN

Determinamos el grado de indeterminacién cinemética de la estructura.
n=n,+n,=1+0=1
Por simetria se tendra:
Py =—Q5
A=0
En consecuencia, el grado de indeterminacion se reduce a uno, siendo la incognita ¢,

Luego, calculamos la rigidez por unidad de longitud.

i, =iy mig = oo =Bl
21 34 56 6 3 0
E_E 15

| =1 = —

23 35 6 2 0
Ahora, analizamos el equilibrio del nudo 2
NUDO 2:

> M, =0 = M,=M,+M,,=0
Siendo:

M,y = 3i,,(0, —W,1) + My, =3i0,

4.6

Mg = 3i55(, —Wp3) + My, = 3(L5i, )(9,) - =4,51,p, —18
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Reemplazamos valores y obtenemos:

3i,p, +4,51,0,-18=0

1,0, =24
M, Mos
/ 2
l / > N23
V23

Con el valor obtenido, determinamos los momentos en el nudo 2
NUDO 2:

M, =3i_¢, =3(2,4) = 7,2kN.m
M., = 4,5i ¢, —18 = 4,5(2,4) —18 = —7,2kN.m

DIAGRAMA DE MOMENTO FLECTOR:

De acuerdo a los resultados obtenidos, graficamos el diagrama de momentos en los nudos y en las
barras cargadas agregamos el diagrama de una viga simplemente apoyada sometida a la carga
externa, obteniéndose el diagrama final de momento flector.

7,2\ /7,2
7,2 o 7,2
14,4 14,4
3m 3m
N = Wi
(kN.m)

DIAGRAMA DE FUERZA CORTANTE:

Determinamos la fuerza cortante en cada tramo.
0-7,2 46

V23 = — + 7 =13,2kN
V,, =— 0-72_48 _ 158N
6 2
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0+7,2

V,, =— = —1,2kN

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama final de fuerza cortante, mostrado en la figura.
13,2

10,8
N N
10,8

13,2

(kN)

AN - AN
DIAGRAMA DE FUERZA AXIAL:

Analizamos el equilibrio de fuerzas en los nudos.

NUDO 2:
> R =0 =  N,+12=0 N,, =—12kN (COMPRESION)
> R =0 = -N,,-132=0 N,, = —13,2kN (COMPRESION)

2

l >N o3
13,2
T1,2

N34
NUDO 3:
DR = =  Ni+12=0 N.; =-12KkN (COMPRESION)
>R, =0 = -N,-108-108=0 N,, =—216kN (COMPRESION)

10,8

3
1,2 >l O l =N35
10,8 [

N34
Con los resultados obtenidos, graficamos el diagrama final de fuerza axial o normal, mostrado en la

figura.
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METODO DE DESPLAZAMIENTOS. Graficar los diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento

flector para el pértico mostrado en la figura.

% El El

El

3m ) 6m

3m

3m

.............. (10 puntos)

METODO DE DESPLAZAMIENTOS. Graficar el diagrama de momento flector para el pértico mostrado

en la figura, siendo L, = L,,. No considerar la flexibilidad de los arriostres 2-4 y 2-5

............... (10 puntos)

4\3m

FECHA

La Molina, 15 de Noviembre del 2010
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SOLUCIONARIO DE PRACTICA CALIFICADA N° 4
CICLO 2010 -1i
Determinamos el grado de indeterminacion cinematica del sistema.
n=n,+n,=1+0=1
El tnico nudo rigido es el 2, siendo su incognita ¢,
Comprobamos los desplazamientos lineales, a través de la formula.
ng=2N-B-R=2(4)-3-5=0

Luego, calculamos la rigidez por unidad de longitud.

. El .

I, = ? =2,

. El .

Iy = E =1,

. El .

Iy = E =1,

Analizamos el equilibrio del nudo 2

NUDO 2:

> M, =0 = M,=M, +M,,+M,, =0
Siendo:

M,, =3i, (9, —y;,) + M;l =3(2i, )(9,) = 6i,0,
M,; =3i,5(9, —y,3) + Més =3i,0,
- " - 16 2 -
My, =3i,,(0; —y,,) + My, =310, +E(1_3-0’5 )= 3,0, +2

Reemplazamos valores y obtenemos:

6i, o, +3i,¢, +3i,0,+2=0

io([)2 =-0,1667
/ Vas MZ/’ Mos
2
N21< I l >N,
M21 \ V23 /
V244—
\l/Mm
N4

Con el valor obtenido, determinamos los momentos en el nudo 2
NUDO 2:

M, = 6i,, = 6(-0,1667) = —1kN.m
M., =3i,@, = 3(~0,1667) = —0,5kN.m
M,, =3i @, + 2 = 3(~0,1667) + 2 =15kN.m
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DIAGRAMA DE MOMENTO FLECTOR:
Para graficar el diagrama final de momento flector, agregamos el diagrama de momento flector de una
viga simplemente apoyada para la barra cargada, en este caso la barra 24, obteniéndose el diagrama

final como la suma de los dos diagramas anteriormente indicados.

0,5
1,5 I

M\ >

-—

8,75

DIAGRAMA DE FUERZA CORTANTE:

Determinamos la fuerza cortante en cada tramo.
0+1
V12 = V21 = T =0,333kN

V,, =V, = 0'5—6+0 — 0,083kN
Elegimos un punto 5, ubicado en el lugar de la accion del momento de 16kN.m
V,. =V, = —% =—-2,916kN

8,75+0

V., =V, =— = —2,916kN

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama final de fuerza cortante.

0,333

0,083
[® ® |
G 2,916
(kN)

DIAGRAMA DE FUERZA AXIAL:
Determinamos el equilibrio del nudo 2
NUDO 2:
> R =0 = N, +2916=0 o N,, = —2,916kN (COMPRESION)
Z F, =0 = 0,333-0,083—-N,, =0 N,, = 0,25kN (TRACCION)
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0,333 0,083
2
N21=0: I l > N23

— 2,916

v
N24

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama final de fuerza axial o normal.

VAN i et

0,25|® 2,916

(W
Z% (kN)

Determinamos el grado de indeterminacién cinematica de la estructura.

n=n,+n,=3+0=3
Los nudos rigidos son 2, 3y 4, siendo sus incognitas ¢,, @3 Y @,
Para comprobar el nimero de desplazamientos lineales, analizamos la formula:
ng=2N-B-R=2(5-6-4=0
Se corrobora, que no existe desplazamiento lineal.

Luego, calculamos la rigidez por unidad de longitud.

i12 :%ZZiO
i3 :%ZZio
i34 =E:io
8
i45 zﬂzio
8
Analizamos el equilibrio del nudo 2
NUDO 2:
> M, =0 = M,=M,+M,,=0
Siendo:

My, = 213,29, +¢, —3y,,) + M, = 2(2i,)(29,) = 8i,0,

Mas = 2i55(20, + @5 —3W55) + My = 2(20,)(2¢, +9;) =8i,, +4i,0;
Reemplazamos valores, simplificamos y obtenemos:

4i, 0, +i,0,=0
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V23
2 N2g
M2
Vay Nas
N21 M21
NUDO 3:
> M, =0 = M,=M,,+M,, =0
Siendo:

Mg, = 2i55(205 + @, —3y55) + My, = 2(20,)(205 +¢,) = 41,0, +8i,9;

Mg, = 215,205 + ¢, —3y3,) + My, = 21,29, +,) = 4,0, +2i,¢,
Reemplazamos valores, simplificamos y obtenemos:

2i, 0, +6i,0, +i,0, =0

M, Ma
D

Vi, Va4
N32 M32
NUDO 4:
> M, =0 = M,=M,;+M, =0
Siendo:

M,s = 2i5, (20, + @3 —3y,,) + M'43 =2i,29, + ;) =2i,0, +4i,0,

. . . 9.8? .
M s = 2i,5(20, + @5 —3y,5) + M5 =2i,(20,) - 12 =4i,p, —48
Reemplazamos valores, simplificamos y obtenemos
1,0, +4i,0,—24=0 ...
Vg
4
N434—6T
M43
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Resolvemos las ecuaciones (a), (b) y (c), obteniendo:
i_p, =0,2857

i o, =—11428
i o, =6,2854

Con los valores obtenidos, determinamos los momentos en los nudos.
NUDO 2:

M,, =8i ¢, = 8(0,2857) = 2,285KN.m
M., =8i ¢, +4i ¢, = 8(0,2857) + 4(-1,1428) = —2,285kN.m

/)2,285

2,285&/"
NUDO 1:

My, = 201,29, + 0, —3y;,) + My, = 2(2i,)(0,) = 4,9, = 4(0,2857) = 1143kN.m
1,143

NUDO 3:
M, = 4i,0, +8i,¢, = 4(0,2857) + 8(~1,1428) = ~8kN.m

M., =4i,¢, + 2i,0, = 4(—11428) + 2(6,2854) = 8KN.m

NUDO 4.
M, = 2i @, +4i, ¢, = 2(~11428) + 4(6,2854) = 22,856kN.m

M, =4i, o, —48 = 4(6,2854) — 48 = —22,856kN.m

NUDO 5:

2

M., = 2i,c(205 + @, —3W,5) + My, = 2i_¢, +% = 2(6,2854) + 48 = 60,571KN.m
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5
Para graficar el diagrama final de momento flector, agregamos el diagrama de momento flector de una
viga simplemente apoyada para la barra cargada, en este caso la barra 45, obteniéndose el diagrama

final como la suma de los dos diagramas anteriormente indicados.
22,856

60,571

164



A UNIVERSIDAD DE

Yy

-

<+ SAN MARTIN DE PORRES  uswr-Fia

EVALUACION EXAMEN FINAL SEM. ACADEMICO | 2008 — Il
CURSO RESISTENCIA DE MATERIALES I SECCION 30F
PROFESOR Ph.D. GENNER VILLARREAL CASTRO | DURACION 90m
ESCUELA INGENIERIA CIVIL CICLO VI

METODO DE LAS FUERZAS. Resolver el portico mostrado en la figura, graficando sus diagramas de

fuerza axial, fuerza cortante y momento flector. Considerar El constante en toda la estructura.

6kN
3kN/m

‘llllllllllllllc

12kN.mC"

2m ) 4m

4

2m

2m

(10 puntos)

RESISTENCIA COMPUESTA. Determinar el esfuerzo normal maximo en valor absoluto y la ubicacion

del eje neutro en la seccion mas peligrosa de la viga.

P=240kN
g
&
p// <
Tm 0,5m

(5 puntos)

CARGAS DE IMPACTO. Un peso W = 4000Ib cae desde una altura h =1pie sobre un poste vertical

de madera de 20pie de longitud y 12plg de didmetro, que se supone perfectamente empotrado en su

extremo inferior, tal como se muestra en la figura. Determinar el méximo esfuerzo de compresion G en

el poste, si E =1,5.10°psi y el peso no rebota del poste.

165

(5 puntos)



W=4000Ib

d=12plg

T1pie

L=20pie

FECHA

La Molina, 24 de Noviembre del 2008
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SOLUCIONARIO DE EXAMEN FINAL

CICLO 2008 -1l

Determinamos el grado de indeterminacion del sistema.

Gl=3C-A=32-4=2

El pértico es dos veces hiperestético.

En la figura a) se muestra el sistema principal y en las figuras b), ¢) y d) se muestran los diagramas de
momentos unitarios y de cargas reales para dicho sistema principal.

a) b)
X1= 1 C
A B T
X2= 1
D
TTTTiTrrT
c) d)

()

El sistema de ecuaciones canonicas sera:

0., X, +0,X, +A, =0

I7rrrrrir’

0,,X, +0,,X, +A,, =0

Siendo:

5o 11,2, 2133
El El

5, =~ Laaa__32

El 2 El

3,, AL 442 44444]-85%38
Ell2 3

Ap=1|L1221p, (3122 5,1 168
Ell 2 El

384

4 1
Ay = —@[4.24+4.2.6+0]— E[4.2.12+4.2.24]= -
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24

12

7777
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2.

Luego:

21,333 X 32 X 168 _ 0

PR +_
El ' EI ? EI

32, 85333, 384,
El El El

De donde:
X, =H, =-2571kN «
X, =V, =3536kN T

Con los resultados obtenidos, esquematizamos las reacciones en los apoyos (figura a) y graficamos los

diagramas de fuerza axial (figura b), fuerza cortante (figura c) y momento flector (figura d)

a) b)
GIN 3kN/m 2571
2,57&3 : Jyvbevbevbeviy gg_é O] ;
12kN.m(\4 3,536kN O 14,464
D 2571kN 15H)
P > Irrrrrrir
O,428kN.n"1\I/
14,464kN
8,464 i<
9,856
c) d)
@
%_T 5 < S;;3 o 2,144\2’_0|?3ﬁ7;,777
6 1,1787m 1,1787m
) e
(=) 2,571 4,714 7,286
(kN) (kN.m)
rrrrriri’ ’777_;707’428

De acuerdo a los conocimientos de Estética, calculamos los momentos flectores maximos respecto a

losejes Y, Z
7 P=240kN

m ) 0,5m

M, . = —240.1,5 = —360kN.m
M, . = 240.1= 240kN.m
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Determinamos los momentos de inercia de la seccién transversal respecto a dichos ejes coordenados.

| 12.20°
v 12

2012

=8000cm* =8000.10°m*

=2880cm* = 2880.10°m*

IZ

Como nos pide en valor absoluto, entonces, consideramos el valor absoluto de los esfuerzos respecto

a ambos ejes.

360.10° 10.10-% + 240.10°
8000.10° 2880.10°°

Ahora, determinamos la ubicacion del eje neutro:

3 -8
o= 2010 800010 _, or = o =arctgl8518 = 6163°
~360.10° 2880.10

Para la deflexion de la barra debido al peso W se calculara por la relacion:

o= 8est ++ 5§st + 2h8est

6.107% = 950MPa

|GméX|:

Siendo:
_ WL
est EA

De esta forma, obtenemos la relacion para el esfuerzo normal.

ES W \/(sz 2WhE
c=Ee=—=—+||—| +——

L A A AL

Reemplazamos valores y obtenemos el esfuerzo de compresion.

= 2338,93psi

__ 4000 | 4000 2+2.4ooo.(1.12).1,5.1o6
(n/4).12%  \\ (n/4).122 (n/4).12%.(20.12)
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1. METODO DE LAS FUERZAS. Resolver el portico simétrico mostrado en la figura y graficar sus

diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector, debido al asentamiento ¢ = 0,Im en los

apoyos Ay D. No considerar la flexibilidad de la barra GH
............................ (10 puntos)

F G H J
2EI 2El|
El El El El 6m
A B G D
4m ) 4m ) 4m )

2. METODO DE DESPLAZAMIENTOS. Determinar el desplazamiento vertical del nudo 2
............................ (10 puntos)

11 2 3
| 2El 2El %
3m
3m
4 <E
6m ) 6m
FECHA La Molina, 22 de Junio del 2009
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SOLUCIONARIO DE EXAMEN FINAL
CICLO 2009 -1

Determinamos el grado de indeterminacion del sistema.
GlL.=3C-A=33-6=3
El pértico es tres veces hiperestatico.
Como el portico es simétrico, elegimos el sistema principal (figura a), calculando sus reacciones
(figuras b, d, g) y graficando los diagramas de momentos unitarios (figuras c, e, h)

a) Xi=1  X=1
—_— —
X3 X;=1 | X,=1
— A ——
%=1 K=

b)

d)

1 X;=1
e) 6
6 6 6 6
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h)

\ /3
O

El sistema de ecuaciones candnicas es:
O, X, +0,X,+08,,X;+A,. =0
O, X, +8,,X, +0,.X; +A,. =0
0,3X, +0,.X, +0,,X; +A,. =0
Como los diagramas M; y M, son simétricos y el diagrama M, es antisimétrico, se tendra que
0,3=0y 8,3=0
De las reacciones se puede deducir que A,. =0y A,. =0 por no tener reacciones verticales en A'y

D. En consecuencia X, =0
De esta manera, el sistema de ecuaciones canonicas se reduce al siguiente sistema:
8, X, +06,X,+A,. =0
0,,X; +0,,X, =0
Determinamos los coeficientes del sistema de ecuaciones candnicas:

_ 1 16.4.3.6.2+i.1.6.6.g.6.2=1§—2

S = — .=,
t2EIT2 3 El 2 3

5, =+ Leagost lep2gp-210
2E1 2 273 E

5, -~ 66264+t 646222
El'27 '3 2El El

A =—(15.01).2=-03

Reemplazamos valores y obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

I52, 26, o
El El

o, w2y
El El
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De donde:

X, =0,003572El
X, =-0,001786El

En la siguiente figura, se muestra el diagrama de cuerpo libre del pdrtico (figura a) y sus diagramas de

fuerza axial (figura b), fuerza cortante (figura c) y momento flector (figura d)

a)

<Q.001786E

|

0,005358El

O
-~

0,005358EI

0,003572El

0,001786El
ey

!

0,005358El

!

0,001786EL

0,005358El

|

0,005358El

0,005358EI

®

©)

0,001786EI
@

@

0,001786EI

O,

0,001786EI
o

0,001786El
)

0,003572E|
0,001786El 0,001786El

b) ® ® ®

] ] ] |
e} [c0] [ce) [ce]
o} v v w0
3D {NO) G |8 ® |38
o o o o
S S S 3
o o o o

0,0010716EI
) 0.0010716E! 0,0010716EI

O,

Para determinar el nimero de desplazamientos lineales de los nudos, elaboramos el esquema del

pértico con rétulas, ingresando articulacién en el nudo rigido.

Ahora, determinamos el grado de indeterminacion cinematica del sistema.

n=n,+n,=1+1=2

En consecuencia, el grado de indeterminacién cinemética es dos, siendo las incégnitas @, y A

Determinamos la rigidez por unidad de longitud.
_2El

2i
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Calculamos el angulo de desviacion de la barra.

A
AP =E
A
Vo3 :_E
Yoy =0

Esquematizamos el sistema principal, ingresando en el nudo rigido 2 un empotramiento elastico que

impide el probable dngulo de giro de este nudo. También se ingresé una barra adicional que impide el
desplazamiento lineal de los nudos del pértico.

Analizamos el equilibrio del nudo rigido 2
NUDO 2:

> M, =0 = M,=M,+M,,+M,,=0 ... ()

Siendo:
. : . A . i
M, = 2'12(2@2 T ¢, _3‘If12)+ M;, = 22'0(2@2 _3-Ej =8l,¢p, —21,A
: . . 3 .
M., =3'24((P2 _\V24)+ M., :3|o((P2)+E-4'6 =3l,p, +4,5

) " . A . .
M,; = 3'23(@2 _Wza)"' M,; = 32'0[@2 +Ej =61,p, +1,A

Reemplazamos valores en la ecuacion (a) y obtenemos:

17i,¢, —i,A+45=0
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Ahora, elaboramos la segunda ecuacién, a partir de la condicion de igualdad a cero de la reaccion en la
barra adicional. Para ello, efectuamos un corte en el portico, analizando la parte de la barra adicional

gue impide el desplazamiento lineal y planteamos la ecuacioén de equilibrio de la parte cortada del
portico a analizar, en funcién de las fuerzas cortantes.
CORTE EN EL PORTICO:

> R =0 = R=V,-V,=0 . (©)

Siendo:

3i . 3.2i A ) .
V23 = —L—Z?’((p2 —\I]zs)-‘r‘ V23 = —TO((PZ +€J = —|O(P2 —0,1667|0A
23

6i . 6.2i A . .
V= _L_lz((Pl +¢, - 2\V12)+V21 = _TO((Pz - ZEJ =—21,¢, +0,66671,A
12

Reemplazamos en (c), obteniendo:
1,0, —0,8334i A=0
1,0, =0,8334i A

2
N21: T i) l > N23
V23
4kN
4 +«—V,
5
R

Reemplazamos (d) en (b), obteniendo:
17(0,8334i,A)—-i,A+4,5=0
131678i ,A =—-4,5

. El
Como I, =E se tendra:

13,1678.%.A =-45
De donde:
A 2050
El

El signo negativo, indica que el desplazamiento del nudo 2 va hacia arriba, tan igual que el apoyo
movible 4
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METODO DE LAS FUERZAS. Resolver el portico simétrico mostrado en la figura y graficar sus

diagramas de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector.

................ (10 puntos)

4dm

20kN 20kN
A l B - l D
% El El El
El El
F G
TTTTiTTT 7777
3m 3m 3m 3m 3m ~ 3m

RESISTENCIA COMPUESTA. Determinar el esfuerzo normal maximo en valor absoluto y la ubicacion

del eje neutro en la seccién més peligrosa de la viga, si las caracteristicas del perfil metélico se dan en

la siguiente tabla.

Tm

176

Area (A) W, W, I, I,
cm’ cm?® cm?® cm? cm?
100 1589 123 39727 1043
............................ (5 puntos)
P,=20kN z
| A



3.

CARGAS DE IMPACTO. Un amortiguador de choques para vagones de mina se construye con un

resorte de rigidez k =1000lb/plg, tal como se muestra en la figura. Si un vagon que pesa 15001b

viaja a bmph cuando golpea el resorte, ¢ Cuél es la deflexion maxima & de éste?

<+«—— 5mph

(5 puntos)

FECHA

La Molina, 23 de Noviembre del 2009
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SOLUCIONARIO DE EXAMEN FINAL
CICLO 2009 -1l

Determinamos el grado de indeterminacion del sistema.
GlL.=3C-A=33-5=4
El pértico es cuatro veces hiperestético.

Elegimos el sistema principal (figura a) y graficamos los diagramas de momentos unitarios (figuras b, c,
d, e) y de carga real (figura f)

X2=1
a) | b)
)(1=_1_> <_)_(1=1
x,=1 n Fx,=1
=1 YX,=1 4 "
77777777 77777777 7777 @ 7777
) ; d)
\
3 6 6
3 3 6 6
/7777777 @ / @
K 6\ ! /6 0 60\
ekﬁ 6 60 60

/7 % /777777 / LY

El sistema inicial de ecuaciones canonicas es:
0,1 X, +0,,X, +0,,X5 +8,,X, +A,, =0
O, X, +0,,X, +0,,X, +8,,X, +A,, =0
813X, +0,5X, +8,,X, +0,,X, +A, =0
04Xy +0,,X, +04,X;5 +8,,X, +A,, =0
Como los diagramas M,, M; y M, son simétricos y los diagramas M, y M, son antisimétricos, se

desprende que los coeficientes 8,,, 8,,, 0,5, O3,, A,y ¥ A,p serdn iguales a cero y, en

consecuencia, el sistema de ecuaciones canonicas del método de las fuerzas tendra la forma:
0, X, +0,.X;+A,, =0

815X, +0,,X; +A,, =0
8,,X, +0,,X,=0
8,,X, +0,,X,=0
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La solucién del sistema de ecuaciones correspondiente a las dos Ultimas ecuaciones es X, =0y

X, =0, esto es, las incégnitas antisimétricas por accién de cargas externas simétricas resultaron ser

iguales a cero.
Luego, determinamos los coeficientes de las dos primeras ecuaciones.

5, =~ L4424y 42067
El'2° '3 El
5,=~ Laagp-20
El 2 El
8= —|166.26+646[2=232
Ell27 3 El
Ap=—2 14460290
El 2 El

Agp = —i[m4.4,5.30+6.60].2—i.6.4.60.2 __3780
6EI El El

De esta manera, las ecuaciones seran:

42667, 96 960
X, + X, =
El El El

96 432, 3780

—X, + X
= R = [ =

Resolvemos el sistema de ecuaciones y obtenemos:
X, =5,625kN

X, = 7,5kN

Con los valores obtenidos, calculamos las otras reacciones en los apoyos (figura a) y graficamos los

diagramas de fuerza axial (figura b), fuerza cortante (figura c) y momento flector (figura d)

20kN 20kN
a) l l b) 5,625
o S
12,5
% % © ©
5,625kN 5,625kN T
7’5kNT 7777777 77777777 > 7,5kN
7,5kN.m\T_/A ‘\T/?,skN.m @
(kN)
12,5kN 12,5kN
©) 75 12,5 d) 5 1

1 5
[® ] ~ ® /15A15\

o Be o N/ )\
(05,625 7,5
5,625

[ @ 22,5 Z @ k 22.5
7,5 ' 7,5
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Los momentos flectores maximos surgen en el empotramiento, siendo sus valores.

M, 1 =—20(1) —10¢0s30°(2) = —37,32kN.m

M =—10sen30° (2) = —10kN.m

Z,max

Como nos pide en valor absoluto, entonces, consideramos el valor absoluto de los esfuerzos respecto

a ambos ejes.

B My, M _ 37,32.10° .\ 10.10°
MW, W, 1589.10° 123.10°

o =104,787MPa
Para determinar el punto méas peligroso, determinamos la ubicacion de la linea neutra. El coeficiente de

giro de la linea neutra es:

M ) 3 -8
Ctgo o Meme by | 1010° 3072710° o0
My 1, 37,32.10° 1043.10

Y, méx

Luego:
o = arctg(—10,206) = —84,4°

El signo negativo implica que se girara en el sentido horario respecto al eje Y

Por datos del problema, se tiene que:
P =1500Ib

g =32,2pie/s® =386,4ply s*

V =5mph= S[i—g)pie/s = (2—32}12p Igf s =88ply s

Para una carga de impacto, cuando el objeto que se desplaza horizontalmente golpea el extremo de
una barra o resorte, donde la energia cinética de la masa movil es MV? /2 y la energia de

deformacion de la barra es EA8? /2L, se puede formular la siguiente ecuacion de conservacion de
energia:
MV? B EAS®
2 2L

Siendo:
O - deflexién maxima del extremo de la barra o del resorte

Por lo tanto, para nuestro caso se tendra:

2 2 2
8:\/MVL:\/PV :\/ 1500.88 _5.483plg

EA ok 386,4.1000
Donde:
_P
g
k=EA
L
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METODO DE LAS FUERZAS. Resolver el portico mostrado en la figura, graficando sus diagramas de

fuerzas internas y determinar el desplazamiento horizontal del apoyo A, debido a la variacion de
temperatura en las barras BC y CE, en las cuales la temperatura exterior es —10°C y la temperatura
interior es 20°C . En el resto de barras del pértico no existe variacion de temperatura. Considerar
El = const para todo el portico; b =0,5m y o = const para las barras BC y CE

(10 puntos)

A B -10°C C
A
20°C |-10°C  |3m
D E

> A

P M y
£ x A

METODO DE DESPLAZAMIENTOS. Resolver el pértico mostrado en la figura y graficar los diagramas
de fuerza axial, fuerza cortante y momento flector.

............................ (10 puntos)
12kN
l 2kN/m
R st lidd i

L {2 2El 3 2El

L

) El El |4m
1kN/m :: El

[, 4 6 )

- PN

> 2m

— 1

4m 4m 6m

>
£
o

Al

FECHA La Molina, 21 de Junio del 2010
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SOLUCIONARIO DE EXAMEN FINAL
CICLO 2010 -1

Determinamos el grado de indeterminacion del sistema.
GlL=3C-A=32-5=1
El pértico es una vez hiperestético.
Elegimos el sistema principal y graficamos los diagramas M, , N,, asi como esquematizamos las

zonas traccionadas por temperatura.

a) X4= 1 b) e
A B G A B (&
D E D : E
T2,333 11,333
c) d)
t,=-10°C
t,=20°C
O (2,333 |® t,=20°C i t,=-10°C

@ 1,333

- A

8, X, +A; =0

La ecuacion canonica sera:

Siendo:
S TE PRIV PR NI £

2 3 2 3 El

[-10-20 1 20-10|
A =—a—— = 43+0"——"7.1333.3=-3400

0,5 2 2
Reemplazamos valores:
37,333 X, -340a0 =0
El
De donde:
X, =9107Ela

De esta manera, las reacciones en los apoyos y diagramas finales de fuerza axial, fuerza cortante y

momento flector, son los mostrados en la figura.
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I

(-] O
9,107El0L
@ 21250 12,143
(ElQ)
21.250EIQ 45 4143E),
c) 12,143 d) 36,428
@ /\
| ©)
9,107
(Elo) (EIQ)

Para calcular el desplazamiento horizontal en A, aplicamos una carga horizontal P =1 en el sistema
principal y en el punto requerido, graficando sus diagramas M,, N,, asi como esquematizando las

zonas traccionadas por temperatura.

a) b)
P=1A B 2 3
3
<« D E :
1
A
(5 d
) ) t,=-10°C
® [ 4=20°C

1 11 O t=20°C§ t,=-10°C

Determinamos el desplazamiento horizontal en A

It +1,|

ZI 2ds+z | | +ZoanANz
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A 11 2 20+10] 1 20-10|
Ny =—=.2.(36,428El0).3.- 3+ ———.=.33-a———.1.3=1457160 —
El 2 3 05 2 2

X
2. Para determinar los desplazamientos lineales, esquematizamos el portico con rétulas.

A

20

Determinamos el grado de indeterminacion cinematica del sistema.

n=n,+n,=2+1=3
Siendo, las incognitas los desplazamientos angulares ¢@,, @, y el desplazamiento lineal A

Determinamos la rigidez por unidad de longitud.

i, = E = E =i

23 8 4 (o]

.. = E = ﬂ i

35 6 30

. El

lay =lsg =— =1,

i.. = E — E i

21 6 3 (o]
Calculamos el angulo de desviacion de la barra.

A
Vo E
A
W3s = Wee = Z
Was =Was =0
12kN
2kN/m
2 YYVYYYYYIVYYTY
Ly io 3 4 ST 7
— 3
io i0
1kN/m [3] 3io 4 6

IR RREY!
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Esquematizamos el sistema principal, incorporando los empotramientos elésticos en los nudos rigidos
2, 3y la barra adicional en el nudo 5, tal como se muestra en la figura de la pagina anterior.

Analizamos el equilibrio del nudo rigido 2

NUDO 2:

Zlvlz:o = M,=M, +M,, =0

Siendo:

2
M,, = 2i,,(2¢, + ¢, =3y, )+ M), = 2.§i0[2@2 —3%) + 112 = 2,6667i,¢, —0,6667i A+3

. - . 12.8 . .
M,, = 2'23(2@2 + Q3 _3‘1123)"' My, = 2'0(2@2 +(P3)_T =41,¢, +21,¢; -12
Reemplazamos valores en la ecuacion (a) y obtenemos:

6,6667i,¢, + 2i ¢, —0,6667i A—9=0

/| S

V&
M21
N21
Ahora, analizamos el equilibrio del nudo rigido 3
NUDO 3:
> M, =0 = M,=M,,+M,,+M,=0 .. ()
Siendo:

. - . 12.8 . .
M,, = 2'23(2([)3 +O, _3W23)+ M,, = 2'0(2@3 +(P2)+T =21,0, +41,0; +12

. " : A . .
M,, = 3'34(@3 _\If34)+ Mg, = 3'0(@3 _Zj =319, —0,751,A

. " 4. 2.62
M, :3|35((P3 _Wss)"' Mg :3'§|0((P3)_

=4i,0, -9
Reemplazamos valores en la ecuacion (c) y obtenemos:

2i,¢, +11i @, — 0,751 A+3=0

A M3/; M35 X
T =)

N32<

|

4



Ahora, elaboramos la tercera ecuacion, a partir de la condicion de igualdad a cero de la reaccién en la
barra adicional. Para ello, efectuamos un corte en el portico, analizando la parte de la barra adicional

gue impide el desplazamiento lineal y planteamos la ecuacién de equilibrio de la parte cortada del
portico a analizar, en funcién de las fuerzas cortantes.
CORTE EN EL PORTICO:

> R =0 = R=V,+V,+V,=0 (€)

Siendo:

6i .
V= _i((Pz + ¢ _2W21)+V21 ==

6(2i, /3)( A
L,, 6 2

¢ _ZEJ 126 —0,6667i,¢, +0,2222i A—3

3i .3 A : .
V,, = —L—34((p3 — Yy )+ Vg, = —T((ps - Zj =-0,75i,¢, +0,1875i A
34

3i . 3i A .
V., =——235 - +V,, =——2| —— [=01875i A
56 L. ((Pe \Vsa) 56 4 ( 4j o

Reemplazamos valores en la ecuacién (e) y obtenemos:

0,6667i0(p2 + 0,75i0(|)3 - 0,5972i0A +3=0 .. ()
12kN
l 2kN/m
N?» HHHHHT_%_,R
3
V21T V34T Vse‘—
Ny 34 Nse

Resolvemos las ecuaciones (b), (d) y (f), obteniendo:

¢, =21182
i, =—01686
i A=71757

Con los valores obtenidos, determinamos los momentos flectores en los nudos.
NUDO 2:

M,, = 4(2,1182) + 2(-0,1686) —12 = —3,8644kN.m
M,, = 2,6667(2,1182) — 0,6667(7,1757) + 3 = 3,8644kN.m

NUDO 1:

2
M,, = 2i,,(2¢, + ¢, 3y, )+ M., = 2.§i0[(p2 —3%) - 1‘2 ~1,3333i_¢, — 0,6667i A —3
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M,, =1,3333(2,1182) —0,6667(7,1757) —3 = —4,9598kN.m
4,9598

NUDO 3:
M,, = 2(2,1182) + 4(-0,1686) +12 = 155620kN.m

M, = 4(~0,1686) —9 = —9,6744kN.m
M,, = 3(-0,1686) —0,75(7,1757) = —5,8876kN.m

15,5620 C 3 ) 9,6744

NUDO 6:
Mys = Sicg(Qg — Weg )+ Mg = 3io(— —) = —0,75i A = —0,75(7,1757) = —5,3818kN.m

5,3818

DIAGRAMA DE MOMENTO FLECTOR:

Con los valores obtenidos graficamos el diagrama de momentos en los nudos y para obtener el
diagrama final de momento flector, al diagrama de momentos en los nudos le agregamos el diagrama
de cargas en cada barra, asumiendo como una viga simplemente apoyada. Los diagramas de

momentos en los nudos y final se muestran en las figuras a) y b) respectivamente.

- 15,5620 15,5620
Siriec 9,6744
3,8644 5,8876
3,8644/73
4,1628
44121 14,2868
5,3818
49598 |1 (m)
77T
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DIAGRAMA DE FUERZA CORTANTE:

Determinamos la fuerza cortante en cada tramo.

v, = 3,8644 +4 14,2868 _ 45378KN
v, = 14,2868 115,5620 _ 74622k
V,, = _0-96744 26 _ 7,6124kN
4 2
V,, = _0-96744 26 =—4,3876kN
6 2
v, = 38644-4,9598 16 _ 31826KN
6 2
v, = 3,8644-4,9508 16 _ 2 8174kN
6 2
~ 58876

Vs = Vig ==, =LATIN

Vg =V, = &fm =1,3455kN

Con los valores obtenidos graficamos el diagrama de fuerza cortante, agregando en los tramos
cargados el efecto de dichas cargas.

7,6124
4,5378
O) O
2,8174f= -
@ \Q 4,3876
1,4719
77 77
3,1826 T @

DIAGRAMA DE FUERZA AXIAL:
Analizamos el equilibrio de cada nudo, determinando las fuerzas axiales en las barras.
NUDO 2:

> R =0 =  N,, =-2,8174kN (COMPRESION)

>R, =0 = N, =—4,5378kN (COMPRESION)

2 l_> N23
‘ 4,5378

—» 28174

.

N21
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NUDO 3:

SR =0 = N, +28174-14719=0 .. N, =-13455kN (COMPRESION)
SR, = = N, -7,4622-7,6124=0 -. N,, =—150746kN (COMPRESION)
2%1 = l—» N3s
7,4622 7,6124

1,471 «—

N34
NUDO 5:
DR = = 13455-13455=0 (OK)
DRy = = =N -4,3876=0 . Ny =—4,3876kN (COMPRESION)

1,3455—» 3
4,3876
1,3455¢—
NSB

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de fuerza axial.

© O 4

28174 1,3455
: 4,3876
O |4.5378 ) 15,0746 ©)

777’7’777 I7rrrrrir

ITrrrrrrr @

(kN)

COMPROBACION DE EQUILIBRIO TOTAL:

Analizamos el equilibrio de todo el pértico, utilizando el DCL de la estructura.

> R =0 =  —31826+1(6)—14719-13455=0 (OK)
> R =0 =  4,5378-12+15,0746 — 2(6) + 4,3876 = 0 (OK)
d>M, =0 =

4,3876(6) +5,3818 — 2(6)(3) +12(4) —1(6)(1) + 4,9598 — 31826(2) — 4,5378(8) ~0  (OK)
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12kN

l 2kN/m

. YYYVYYVIVIYY
_>
-
|

1KN/m]

B A
A 14719 ¢——  1,3455 «——
—| 5,3818
_’

BflGEbe 15,0746 4,3876

g=

4,9598
4,56378
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fuerza axial, fuerza cortante y momento flector.

2. RESISTENCIA COMPUESTA. Determinar los esfuerzos normales maximo G,y minimo ¢

como la posicion del eje neutro en la seccién mas peligrosa.

16kN.m

A B

N ¢
%a EIJ}%

D
77777777
1

3m ,5m

v M
£ %

P=60kN

Z 6cm
A

L\ 28 cm
A -

24cm

[TTTTTTITITITTT777

191

4m

METODO DE LAS FUERZAS. Resolver el pdrtico mostrado en la figura y graficar sus diagramas de

(10 puntos)

min » asl

(5 puntos)



CARGAS DE IMPACTO. Un collar deslizante de masa M cae desde una altura h sobre el extremo

inferior de una barra no prismatica, tal como se muestra en la figura. La parte superior de la barra tiene

diametro d, y la parte inferior tiene didmetro d,. Las longitudes de las dos partes son L, y L,,

respectivamente. El material de la barra permanece linealmente elastico con médulo de elasticidad E .

Determinar la deflexion maxima o y el esfuerzo de tracciébn maximo ¢ debidos al impacto, si las

dimensiones y propiedades son las siguientes: M =5kg, h =10mm, E =200GPa, d, =5mm,

d, =10mm, L, =300mm, L, =100mm

i
T

............................ (5 puntos)

FECHA

La Molina, 22 de Noviembre del 2010
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SOLUCIONARIO DE EXAMEN FINAL
CICLO 2010 -1i
Determinamos el grado de indeterminacion del sistema.
GlL=3C-A=32-4=2
El portico es dos veces hiperestatico.

Elegimos el sistema principal (figura a) y graficamos los diagramas de momentos unitarios (figuras b y
c), asi como de carga real (figura d)

a) b)
T \\ 3
X,=1 o
3
TTTTiT777T 77777777
16
c) d)
3 //
3 16
()

rrrrrrir’?

El sistema de ecuaciones canonicas sera:
0., X, +0,X, +A, =0
0;,X, +0,,X, +A,, =0

Siendo:
5,-—|133231343]-%
5, = -+ 343=-0
El El
5,-—|13323,343[-%
A, =+ 3416-122
El El

A,y = —£[16.3+ 4.16.2,25 +16.1,5]—i.3.4.16 __246
6EI El El
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Reemplazamos valores:
By By 192
El El El
By A5, 26
El El El
Resolvemos el sistema de ecuaciones y obtenemos:

X, =V, =0,296kN T

X, =V, =5704kN T

Con los valores obtenidos, esquematizamos las reacciones en los apoyos (figura a) y graficamos los

diagramas de fuerza axial (figura b), fuerza cortante (figura c) y momento flector (figura d)

a) 16kN.m b)
£ ) AN
0,296kN 5,704kN 6| @
(kN)
77777777
0,224kN.m\i/
6kN 7.444
c) 0,296 d)
I @
0,888
@ 1,112
5704 0,224
® ORI

(kN)

(kN.m)

Calculamos las caracteristicas geométricas de la seccién transversal.

A =24.20 = 480cm?

3
l, = 24.20° _ 1 5000cm*
12
3
I, = 2024 _ 53040cm*
12
Los cuadrados de los radios de inercia son:
i2 = !y 16000 33,333cm?
A 480
; = I_Z = @ = 48cm?
A 480
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Las fuerzas internas que surgen en cualquier seccion son:

Ny, =-P

M, =—Ple,|

M, =—Ple,|

Donde, las coordenadas del polo (lugar de accion de la carga, es decir, punto C) son:

e, =6cm

e, =5cm

Para determinar los puntos peligrosos de la seccion, trazamos la linea neutra, calculando previamente

los tramos de longitud a.,, a, que intersecan a los ejes centrales principales.

+2
ay = 88 =-8cm
eY
+2
a, = _ly 33338 —6,667cm
eZ

Efectuando el trazo de la linea neutra, observamos, que los puntos mas alejados son el punto A

(Yo =12cm, z, =10cm) , en el cual surgen los esfuerzos de compresion y el punto B

(yg =—12cm, z, =-10cm), en el cual surgen los esfuerzos de traccion.

>

L.N.

\ T
\ s |5em
L

[ J@)]

\
\
H

N N comp __

=0, = -5MPa

max

G:;axch—NerMYZBJrMZyB
A, l,
3 3 -2 3 -2
Opmex =Op = 00107 _ £0.10°5.10 (—10.10-2)—M(—12.10-2) =2,5.10°Pa

48010 16000.10°° 23040.10°®

o, =04 =25MPa

max
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Omgx =OA = + ZA + yA
IY IZ
3 3 -2 3 -2
O =Op == 60'1074 8019 '5'198 (10.10°2) - 22290107 '6'1?8 (12.107%) =-5.10°Pa
480.10"  16000.10 23040.10

o¥ =c, =-5MPa

Iniciamos calculando una rigidez equivalente K para la barra. Si una carga estatica P, actta en el

extremo libre de la barra, el alargamiento resultante 6, sera:

s _PL PL, P (LlAZ - LZAlj

" EA, EA, E| AA,
Ademas:
9 2 —6 2 —6
P EAA, 200.10°.(/ 4).5%.107°.(n/ 4).10%.10 _12.08MN/m

8, LA,+L,A, 300.10°(r/4).10%10° +100.10 % (x/4).5210°°
Luego:

W _ Mg 5981
* k  k 12,08.10°

En consecuencia:

8 =5, +1/0%, +2h3,, =0,00406++/0,00406° + 2.10.0,00406 = 0,289mm

est

=4,06.10"°m = 0,00406mm

La carga estatica P que producira la misma deflexion o es:
P =k&=12,08.10°.0,289.10 % = 3491,12N

Por lo tanto, el esfuerzo maximo sera:

o=t o B2 177 8MmPa

A, (n/4)52.10°
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