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PREFACIO

El gusto que tengo por el calculo y el analisis de las estructuras sumado a mi vocacién de
docente universitario y complementado con el apoyo y las inquietudes que recibo de mis
alumnos del curso de Analisis Estructural Il de la FIC-UNCP, me permitieron con el favor
de Dios y con el apoyo de mi familia, escribir este nuevo libro titulado “Analisis Estructural
Matricial en 3D” que viene hacer el complemento del texto “Analisis Estructural en 2D —
Método de las Rigideces” publicado en el afio 2008.

Con el apoyo de la tecnologia y el avance informatico, se puede conjugar y alternar la
ensefianza del analisis estructural de céaiculos manuales con la ensefianza digitalizada,
automatizada y entretenida mediante el uso de los programas comerciales MATHCAD y
MATLAB y los lenguajes de programacion existentes a la actualidad que nos permiten
elaborar nuestros propios programas. En efecto, en el afio 2011 se elaboré con fines
académicos el programa de analisis estatico lineal y elastico de estructuras tipo Parrilla,
Tridimensional, Seudotridimensional y Armaduras en 3D, denominado CASTORSOFT
v1.0 desarrollado en MATLAB y que se conté con el apoyo de los estudiantes de la FIC-
UNCP, Abner Ramos Zuasnabar y Frankiin Sedano Rutti y que en esta oportunidad
presentamos junto con esta edicion.

El analisis estructural de una edificacion puede desarrollarse mediante un analisis plano
(en 2D) o un analisis tridimensional (en 3D). Para el analisis por ambos procedimientos,
al considerar por ejemplo el efecto de la torsion en planta de la edificacion, existen
diferencias en el planteamiento, en el andlisis plano la torsién se analiza
complementariamente e independientemente al analisis de sus pdrticos o muros de ejes
definidos, mientras que en un analisis espacial, todos los efectos; incluido la torsién, se
incluyen conjuntamente en el andlisis global de la estructura. Esta y otras ventajas .
presenta el analisis estructural matricial en tres dimensiones.

Esperando que este texto les sea de gran utilidad y que pueda cumplir su cometido de
contribuir en la formacién académica de los estudiantes y futuros profesionales de la
carrera de Ingenieria Civil, me queda agradecer :a todos y cada uno.de ustedes amigo
lector, por la acogida y preferencia que le pueda brindar a este trabajo. De igual manera
expresar mi agradecimiento al estudiante de la FIC-UNCP, Heli Loardo Justo, por el
disefio de la portada.

Huancayo, Agosto de 2013.

EL AUTOR







INTRODUCCION

El andlisis estructural en tres dimensiones nos permite visualizar mejor el
comportamiento global de la estructura ante las acciones de cargas
gravitacionales y cargas laterales impuestas por el sismo. Se supone que la fuerza
sismica de inercia actla en el centro de masas de cada nivel y la estructura
resiste a través de su centro de rigidez de dicho nivel, si ambos centros no
coinciden se presenta excentricidad y se produce el efecto de torsion que genera
rotacion de la estructura en planta por un eje vertical que pasa por su centro de
rigidez debido al momento torsor generado por la excentricidad que .se presenta
como producto de una mala configuracién, estructuracion y/o construccion de la

edificacion.

Para el analisis de la torsién en planta de la edificacion, la excentricidad directa
del calculo de un analisis plano en 2D se obtiene entre el centro de masa de cada
piso y el centro de corte de cada entrepiso, mientras que en un analisis
tridimensional en 3D la excentricidad se obtiene entre el centro de masa y el
centro de rigidez de cada piso. Para ambos analisis, adicionalmente debera
considerarse la excentricidad accidental como producto de la incertidumbre en la
localizacion de los centros de masa en cada nivel; en los planos la ubicacion de
los centros de masa tiene un cierto valor mientras en la construccion fisica de la

- estructura presenta otro valor,

Cada uno de estos aspectos se desarrollan en el presente texto, lg cual contiene
ademas la teoria necesaria y la aplicacion de la misma a través de problemas
resueltos asi como un niimero determinado de problemas propuestos para que el
estudiante pueda reforzar y afianzar sus conocimientos de analisis estructural
matricial en tres dimensiones.

El primer capitulo, trata sobre las estructuras tipo parrilla, entendiéndose que son
estructuras contenidas en un plano y cuyas cargas actian perpendiculares a su
plano que la contiene, por la que se producen solicitaciones por efectos de flexion,
torsion y corte. Se toca la parte teorica, se demuestran las matrices y expresiones
de calculo y la aplicacion de problemas resueltos y propuestos.




El segundo capitulo, trata sobre el analisis tridimensional de sistemas aporticados,
cuyos elementos verticales y horizontales son ortogonales entre si, la losa se
considera como un transmisor de cargas gravitacionales y no se toma en cuenta

en el aporte de resistencia ni de rigidez. Se presenta la teoria necesaria y la

_resolucion de problemas asi como se incluyen problemas propuestos.

En el tercer capitulo, se desarrolia lo relacionado al analisis seudo tridimensional,
en ella se considera el aporte de la losa como un diafragma rigido, como un
elemento de acoplamiento de los elementos verticales, es un método simplificado
y facil de programar. Se considera la introduccion al analisis sismico por el método
estatico de fuerzas estaticas equivalentes y por el método dinamico de analisis

matricial seudo tridimensional por superposicion modal espectral.

El cuarto capitulo, trata. sobre el analisis de armaduras en tres dimensiones, se
considera la parte tedrica la parte de la resolucion de problemas y el
correspondiente a los problemas propuestos para que el estudiante pueda reforzar

sus conocimientos del tema.

Para terminar, quiero agradecer a mis alumnos del curso de analisis estructural Il
de la FIC-UNCP del ciclo verano desarrollado de enero a marzo de 2012, que con
su apoyo e inquietudes contribuyeron para la culminacion de la presente

publicacion.

“Nunca consideres el estudio como una obligacién, sino como una oportunidad

para entrar en el maravilloso mundo del saber”............................ Albert Einstein

Ing. Ronald Santana Tapia
Docente Asociado UNCP-FIC
Profesor de Analisis Estructural
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CAPITULO |
PARRILLAS

Stephen W. Tsai

El Interés por la investigacion del profesor Tsai, logro que
desarrollara la metodologia de disefio para estructuras de materiales
compuestos. Fue el primer investigador en aplicar esta tecnologia a
las estructuras tipo parrillas. Como una tecnologia emergente, los
materiales compuestos ofrecen prestaciones Unicas para estructuras
que combinan un peso ligero y durabilidad. Claves para el éxito de
la utilizacion de los materiales compuestos son Ia previsibilidad en el
rendimiento y el disefio de las estructuras de costo efectivo
anisotrépico, laminado. El énfasis actual estd puesto en la
comprensién de los modos de falla, y la simulacion por ordenador

para el disefio y la estimacion de costos.
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INTRODUCCION

El analisis estructural de una estructura tipo parrilla al igual que las
ofras estructuras, tiene como fin primordial el obtener las magnitudes de
las fuerzas internas en los elementos producidos por efectos de flexion,
corte y torsion y los asociados a los desplazamientos; giro por flexion,
desplazamiento vertical y giro por torsién, cuya magnitud solicitada es
transmitida por la accién de un sistema de cargas aplicada
transversalmente al plano que contiene a la estructura, resistiendo su
aplicacion sin perder su estabilidad, siendo esta una caracteristica

importante de una estructura tipo parrilla.

Con la llegada de las computadoras se ha hecho necesario plantear
meétodos matriciales, con este fin se credé uno de los métodos mas
completos, el método de las rigideces o de los desplazamientos. En el
presente capitulo se desarrolla la parte tedrica resumida, la demostracion

de la matriz general de elementos de parrilla y la aplicacién en forma

didactica, secuencial y metodolégica, ~ .
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Las estructuras tipo parrilla son estructuras reticulares sometidas a cargas
gue actian perpe ndicularmente a su plano. Podemos encontrar muchas de
ellas en las estructuras industriales, en losas de entrepiso con viguetas en
dos direcciones, en tableros de puentes, culatas de bodegas y fabricas
sometidas a la accién del viento. Los nudos se suponen rigidos en
consecuencia las acciones principales sobre sus miembros son torsion,

flexién y corte.

Para la determinacion de la matriz de rigidez de los elementos de la
estructura, se desprecian las deformaciones axiales y de corte, en
consecuencia cada nudo presentard tres grados de libertad; dos
rotacionales asociados a los giros con respecto a los ejes principales X e

Y, y una traslacional (deflexion vertical).

Esquema de una parrilla tipica

Definicion:

Los elementos estructurales considerados hasta ahora tienen en comun la
propiedad de transferir cargas en una sola direccion, desde el punto de
vista estructural seria mas eficiente tener una "transferencia bidireccional
de carga". Esta dispersién se obtiene mediante entramados (parrillas o
reticulas de vigas) y placas, que actian en un plano. (Salvadori y Heller,
1963). Una reticula de vigas es un sistema de vigas que se extiende en
dos direcciones con las vigas en cada direccion unidas unas con otras. Las
reticulas estan normalmente apoyadas en los cuatro lados de un bastidor
aproximadamente cuadrado y el peralte total de las vigas puede ser menor

que la de un sistema de vigas en una direccién.
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Comportamiento:

En la reticula, las vigas individuales son parcialmente soportadas por vigas
perpendiculares que se intersectan, las cuales estan a su vez parcialmente
soportadas en otras vigas que tambien se intersectan. Cuando un punto de
carga se aplica en la interseccién de dos vigas en una reticula, ambas
vigas se flexionan junto con las otras vigas cercanas. Ademas de la fiexion,
esta interaccion produce la torsion de vigas adyacentes como resultado de
las conexiones fijas en las intersecciones de las vigas. Estas dos vigas
perpendiculares entre si deben sufrir en su interseccion igual deformacion

aunque tengan distintas Iongitudés o distintas secciones.

Esquema del comportamiento de una parrilla.

Las cargas tienden a moverse hacia el soporte a lo largo de los senderos
de accion mas cortos, determinando la relacién de los lados del rectangulo,
llamada relacion de aspecto, que debe ser menor de 1,5 para mantener la

accion bidimensional.
Materiales:

Las vigas en las reticulas necesariamente se intersectan y su continuidad
una tras otra es esencial a su caracteristico comportamiento de flexion
bidimensional. Esta continuidad es mas facil de lograr™ en algunos
materiales que en otros. En concreto es facil formar reticulas
proporcionandole el refuerzo de acero extendido de forma continua a
través de las intersecciones. La seccion cuadrada de vigas de acero se
puede soldar en la interseccion para proporcionar la continuidad necesaria.
Por otra parte, las vigas de madera serian necesariamente discontinuas (al

menos en una direccion) en las intersecciones y, por consiguiente,
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inherentemente inadecuadas para el uso en una reticula de vigas. (Moore,
1999; Salvadori y Heller 1998)

Ventajas:

Los sistemas de entramado son particularmente eficientes para transferir
cargas concentradas y para lograr que toda la estructura participe en Ia
accién portante. Esta eficiencia se refieja no sélo en la mejor distribucion
de las cargas sobre los apoyos, sino en la menor relacion espesor a luz de
los entramados rectangulares. Las vigas de acero pueden tener menor
espesor que las de concreto pretensado; las de concreto armado lo
tendran mayor, y sera mayor aun el espesor de las vigas de madera; pero
la relacién de espesor a luz no puede ser muy inferior a 1:24, si las vigas
han de ser practicamente aceptables desde los puntos de vista de
resistencia y deformacion. Los sistemas de entramados rectangulares
pueden proyectarse en forma econdmicas con relaciones espesor a luz

desde uno a treinta, hasta uno a cuarenta,

Losa de nervadura en dos direcciones
Matriz de rigidez de un elemento prismatico sometido a torsion y su

aplicacion al analisis de parrillas:

Cuando se tiene un elemento prismético sometido a torsion, se sabe que

el giro producido por ella esta dado por:

s —— { 5 oo
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Ddnde:
@, = Giro relativo entre los extremos.
M, = Momento torsor
L = longitud
] = Constante torsional.

G = Maodulo de corte.

4z
|
: b
I // Y
I ’
i 47
| s
MxiOx TV MxjOxj
Sl o o o il s e -5

i J
Representacion esquemadtica de un elemento prismatico sometido a torsién
| Cuando tenemos secciones circulares macizas o huecas, la constante

torsional es el momento polar de inercia.

Para secciones rectangulares, en cambio, podemos calcular con la

siguiente formula:

J = Cht?

C= %— 0.21 (%) [1- -1%(-:;)4] , donde (t<b)

byt son las dimensiones transversales del elemento.

My. L
IG

De la ecuacion. By =

Hallando la matriz de rigidez del elemento, tenemos: 8,; = 1
Podemos despejar:

i 0. ]G JG

| Myi = L Myj = —

|

| 1,06 JG
ij—‘_L" Mx]"—"—r

P S L 1-6 ,i T .
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Por lo que la matriz de rigidez queda de la siguiente manera:

9 g
k| & L
G G

= B

Las estructuras tipo parrilla quedan contenidas en el plano horizontal X-Y y
las cargas quedan actuando verticalmente en la direccion del eje Z. Esto
permite el empleo de las matrices de transformacién para estructuras que

no son ortogonales entre si, como se vera mas adelante.

Desarrollaremos la matriz general para las estructuras tipo parrillas el cual
lo haremos en las dos direcciones fundamentales x e y, en que estan

orientadas los elementos estructurales.

La matriz de rigidez se obtiene por el mélodo de los desplazamientos

unitarios, resolviendo los seis casos siguientes:

DEMOSTRACION DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ ORIENTADO EN EL EJE
LOCAL:

1. ELEMENTO SOMETIDO A FLEXION Y TORSION, ORIENTADO

EN EL EJE X:
& A
T 4, %6
Y s
v g L J 5
X

Er.
s
w

|

S =
LT, M)
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1% Columna: W; =1

Az

Por Maney:
2El 2EI
Mi]' = —L~(29; + Bj s 3(pij) Mii = T(Bi + 291 e 3(91-{)
2EIl 1 2El 1
| Mij=T(O+0*—3.E) Mii=T(0+2.0—3*E)
I
| —~GEl ~6E]
! i 12 M;; = L2
| 6B, 6El
| e sl UEE
| L
I
; 12El —12El
i W= 13 Vi= E
| La 1ra. columna sera:
|) & 3
12El,
E
‘ 0
| 6El, ¥
g ey
12Ely
=
0
6El,
RIS
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2% columna: 6, =1

2 v
.Y
4 Ok= 1 2
e "
-..‘I | ' Vs
] e
oy 1 T —
e ! |8, *
= L
Podemos despejar:
0,.]JG 1G
My = xL My = r
1.]JG ]G
My = —— My = ——

L

Ahora como solo hay torsidén se entiende que las demas fuerzas aplicadas
son igual a cero ya que no generan ningun tipo de cambio en la estructura.

La 2da. columna sera:

3% columna: By;=1

GJ
Myij = T Byi



A
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Pero

Por Maney:

2EI

Mij - T(ZG, + G] - 3(_pii)
2El

Mi]' "—-—l-"‘(2+0'—30)
4EI]

My = -+

6EIl
oy

La 3ra. columna sera:

4El = ZEI

| 6§ Ely
e

6,; = 0 ya que no hay giro en el sentido x, en otras palabras

no hay torsion en ese eje. Por lo tanto: My = =M; =0

2El
Mji = "'L— (9, 4 28] = 3(‘pjl)

2El

2El1

ji-L
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4% columna: w; =1

Az *
¥
+ BEl
. Lz'
! Wi=1

Por Maney:

2El 2El
Mii = T(Zﬁi + ﬁj - 3(.pii) ij = T (8; + 29] s 3({311)
2El 1 2EI 1
iiI—E—-(0+0—3.""‘1:) Mii=—£*(0+2.0—3."'z)
6El GEI
My =7 i =72
ul , e
7 12 L2
L
—12El 12E]
i= L3 i 13
La 4ta. columna sera:
i 3
_l'ZEly
L3
0
6EI,
. 12
12Ely
L3
0
GEIy
T,
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5% columna: By =1
]
TZ
| o E}x;=1."‘\f.,.l
g 4 |
| i
g
|
i l/ \‘ s “
iy : %
| el I @y
L I3
GJ
Mags =By
GJ
Entonces M,; = = 1
. Podemos despejar:
0,.]G JG
'. My; = XT My =~
| :
.i G _JG
| e by
’- La 5ta. columna sera:
[ 3
0
1G
| IF;
f, 0
! i >
| 1
|
0
| )%
L -
.0/
6% columna: By =1
GJ
Myt =784
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Pero By; = 0 ya que no hay giro en el sentido x

Myji = —Myj; = 0

Por Maney:
2EIl 2EIl
2EIl 2El
2E1 4E1
i T Wi ET
2El1 :I_-El
V= R,
L
6El 6EI
i U
La 6ta. columna sera:
r 3
{:)]Eily
i 1
0
2[{[‘.’r
sl OB \
6El,
12
0o
4EI_‘,
SR
e o~ s e B L i e e
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Por lo tanto uniendo las columnas de matrices calculadas anteriormente

obtendriamos la matriz de rigidez de un elemenio tipo parrilla orientado en

el eje X"
- 12EI}, 0 A 6EI}, _ 12Ely 0 5 6Ely'
L3 LZ LS L2
GJ GJ
0 — 0 0 _— 0
i L
_GEL o 4BL  6EL 2EI,
o LA a L
LB, 6Bl 12EL 6El,
1° I L L*
GJ GJ
0 - 0 0 — 0
I I
6El, ZEL, BEL, 4EI,
L L L E L (6x6)

2. ELEMENTO SOMETIDO A FLEXION Y TORSION, ORIENTADO
EN EL EJEY:
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12 Columna: w; =1

V=

Por Maney:
2El
M[] = T(Zﬁi + Bi —_ 3cpij)
2El 1
Mij =T(”+°*‘3":)
6El
S
_ 12El
i - L3

La 1ra. columna sera:

2El
My=- (8; + 26; — 3;i)

2Bl 1
Mii —T(0+2.U_3‘*E)

6El
My =17
6EIl 6EI
T
L

—12El
L s




g
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2* columna: 8,=1

Pero 8;; =0 ya que no hay giro en el sentido x, en otras palabras
no hay torsion en ese eje.

Por lo tanto:
Myij = =My;i = 0
Por Maney:
2El1 2El
My = T(Zei +6; — 3¢y) Mji = ——(0; + 20 — 3¢5)
2El1 2El
Mijo(2+0—3.0) Miiz—L—(1+2*D-—3,0)
4EI 2El1
M= M=
4E1 2EI
TR vuR
I8
_ 6E 6EI
L V=
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l.a 2da. columna sera:

6EL,

2El,

3% columna: 8 = 1

F
=y
Az
By=
A I
Gl
L
Podemos despejar:
Byi .JG ) JG
yi
My T My; = o=
1.JG 1G
Myj=—— My = —7

Ahora como solo hay torsion se entiende que las demas fuerzas aplicadas
son igual a cero ya que no generan ningun tipo de cambio en la estructura.
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La 3ra. columna sera:

]G

4? columna: w; = 1

v
12 Elx
L3
6 Elx
e - — - = = e = - = =*
Por Maney:
El, : 2EI o
Mj; =T(29i +6; — 39y) Mji = — (8; + 26 — 39;)
2El 1] 2EI ' 1
Mii:T(0+O_3.E) Mﬁ=—L—'(0+2.0—3.E}
6El 6El
=1 4T i
SEL . 85l
Y R
IRGRE

L e | i 3 s)'
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—12Ei 12El
Vi = L3 V] = I_,?‘

La 4ta. columna sera:

5% columna: 6,; = 1

SR S Sl
GJ
Myji = 10y
Pero By; = 0 ya que no hay giro en el sentido X" My;; = —My;; = 0
Por Maney:
2E1 2EI 3
Mjj = T(zei + 8 — 3qy) My = ~— (8 + 26; - 3¢y)
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2El 2EI
Mjj=—(0+1~3.0) Mii=T(O+2.1*3.0)

L
2El 4El
M]'i - "1"-

2El | 4R

55 s 4
L

_6EI 6EI
S 4

La 5ta. columna sera:

6El,

2El,

6® columna: Byi =1
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GJ
Myii = Oy
Entonces
8, .]G . 1G
¥ 1
My = - My ==
1.]JG ]G
Myi=—1~ My =T
La 6ta. columna sera:
3
0
0
1G

0

Uniendo las columnas de matrices obtenidas anteriormenie tenemos la

matriz de rigidez de un elemento de parrilla orientado en el eje Y:

- 12EI,  6ElL, 12El,  6EI, .
'E L2 IEE 12 0
6El,  4El, 6EI,  2El,
1. TR 0
0 0 oL 0 0 <.
e L - L
- 12EI,  6El, 12E1,  6El,
= 7 ¢ = "7 !
6El,  2EI 6EI,  4El,
_E— X 0 e 2.‘{ X O
L L L
G G
| 0 0 - B 0 o
L L “exe)

e g BB )
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3. MATRIZ DE RIGIDEZ DE UN ELEMENTO ORIENTADO
ARBITRARIAMENTE EN EL PLANO X-Y:

Para obtener la matriz de rigidez de un elemento de parrilla orientado
arbitrariamente en el plano X-Y con grados de libertad referida a
coordenadas globales, hay que efectuar el triple producto de matrices:

KTk §

ff: Matriz de rigidez de un elemento orientado en la direccion X (eje local)

T': Matriz de transformacion

Hallando fa matriz de transformacion:

e

En el extremo “i" del elemento estructural los vectores a rotar son los

correspondientes a los grados de libertad 2 y 3 es decir “x" y "y".

42,7

Del gréfico:
(X',Y") : Vectores sistema Coordenada Local

(X,Y) :Vectores sistema Coordenada Global
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B4+ BC= y
yi'
£ -
X. tagh + = y
o ’ 8 + y. cos® 1
* cosB®  cosB y y %.5end + y. cos (1)
-{j§ + BD = x'

X
— +y'tagh = x’

cosb
1 +( o+ 6) senf i
—+ (—x .cos8).—— =
cosf X SERE T Y. COSU) Cos0 X
X ' senzﬁl+ _——
cos8 - cosg | Y oeRe =X
X (1 =5ed) 4 = ! 8+ 4] 2
y—————— VL L — x' = x.cos .
e y.sen x.cos8 + y.sen (2)
De (1) y (2):
x' = x.cosb + y.senb
y' = —x. senf + y.cosb

Expresamos matricialmente:
[x’} [ cosf senﬁ] {X}
y' —sen® cosB] Y
Ahora aplicando el primer grado de libertad que esta orientado en el eje Z:

La matriz resultaria:

B’ 1 0 0 8
x'y=10 cosf senB|<x
y' 0 —senf cos@

Para simplificar las formulas vamos a tomar como:

cosf = Cx

senf = Cy
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La matriz de transformacion seria:

1 0 0 0 0 0
0 553 C; 0 0 0
0 =Cy G, 0 0 0
T® -
- 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 Gy L.
0 0 0 0 =Gy Gl i

Recordando que la matriz de rigidez, referida a coordenadas generales se

puede obtener mediante el triple producto:

Remplazando en esta formula las matrices definidas por las ecuaciones se
llega a la siguiente ecuacién general aplicada al elemento de parrilia
arbitrariamente orientado en el plano de esta, con esta matriz es posible

resolver toda clase de estructuras planas.

MATRIZ DE RIGIDEZ DE UN ELEMENTO ORIENTADO ARBITRARIAMENTE EN
EL PLANO X-Y

r 12El 6EI 6El 12El 6EIl 6El
B 7Y " = Y T
GEL G 2. 4EI_ ., G} 4El © GEl G] 2, 2El G] Z2El
—_— —C. 4+ —1, —_——— | O, -— S _ -|—+—]C,
7 O Lo+ 6 (% ;,)C*Cf 7 O (L i CY) (T+ L)C*c
6EI G] 4El GJ 3 4El . GEIl v ¢G] 2El G) 2 2El
& G-T)es TerTE we -@ e -(Fo-Ee
kfe)
12El GE] c 6EI 12E1 6EIl c 6EI
5 “TY T o = "B o
GEI G] ., Z2El 2 G] 2El 6EI G . 4El _, G] 4El
76 -fe-Te) -F+Des e I&F TG (T-T)os
6El G] 2El G ., Z2El_, 6EI G] 4El G}, 4El
T -(TrT)es Fe-T4 & (T-T)o 15 e
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PROBLEMAS DE APLICACION

PROBLEMA N° 01: Encontrar ta matriz de rigidez de un elemento orientado
arbitrariamente en el plano X-Y, con los GDL enumerado tal como se muestra en

la figura.

SOLUCION:

1°. Matriz de rigidez en el eje local:
La matriz de rigidez calculada debe de ser segln los grados de libertad
asumidos por el problema. Como se demostrd anteriormente para la
matriz en el eje local “X” con grados de libertad 1, 2, 3 a Z, X, Y,
respectivamente, debemos determinar una nueva matriz con el nuevo
orden de grados de libertad que nos da el problema de 1,2,3 a X, Y, Z

respectivamente.

12 Columna: 6,;=1




e
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2° Columna: By,;=1

4z

4* Columna: 8,5 = 1

4El

6EI

2Ely L2

2El

6EI
L 12

6El

12EI
13

L 1-26 J——
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5% Columna: Gyj =1

AEly
E
e
6° Columna: wj=1
4Z .
._ 2 ¥ 6 ey
‘ Ry

B0 o -E o
) B0 o B 0
R E PEVY

'S |
a6kl
=
12E!

e

|
0
iE_.E
L#
12El

L L3 J

0 A
6El

1z
_12EI

L3

0

6EIl

2
12El

L “rexe)
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Hallando la matriz de transformacion:

Hallamos la matriz de transformacién como io calculado anteriormente solo que
los vectores a rotar son los correspondientes a los grados de libertad 1 y 2 es

decir X" y "y", obteniendo la siguiente matriz:

{;{'} a, [ cosh sene} {1]
. —senf cosB] Y

Aplicando el tercer grado-de libertad que esta orientado al eje "Z" resultaria:

%' cosB senf 0] (x
y' ¢ =|—senB cos® 0|4y
g’ 0 0 1) \8
Para simplificar las formulas vamos a tomar como:
cos8 = Cx
senf = Cy
Y la matriz de transformacion seria:
& o0 g - B 0 0 07
= R A 0 0 0
0 0 1 0 0
TE8) .
] o Beg sl g el ne 5
0 B Sy s R T
L0 0 0 0 0 1J(6x6)
Y la matriz transpuesta seria:
(oS o SR Tyl 0 0
G Cepy DL B B ¥ Y
g 0 0 1 0 0 0
Tl 0 UrTL T, b
0 0 TR R
Lo 0 0 0 0 1 xe
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Por consiguiente la matriz de rigidez, referida a coordenadas generales se puede

obtener mediante el triple producto:

Y remplazando en esta férmula obtendremos la matriz de rigidez en el eje global

para los grados de libertad que asume el problema.

- G 4E1 G] 4El 6E1 Gl 2EL
e+ T E-T)ee Te  TerTo
G] 4El G _ . 4El . 6EIl G] 2El
G-Tes 1o+ TS -Ee -([ErT)es
GEl 6El 12E1 6El
% BT g i
k@ —
G) .., 2Bl _, G 251) 6EI Gj ., 4EL_,
LTS T+T)es Fo T TO
G] 2El G 2E1 . GEL G} 4El
-Err)es  —pett TS e (T-T)eS
BEI 6EIl 12E1 © 6EI
B 7o T “F
PROBLEMA N° 02:

G] 2Ei
. (r 4 T) Gl

Gl ., 28,

E =Y Tk

6El
&

G] 4El
(T'T) Eely

GI _, 481,
T TS

6El
7o

Analice completamente la estructura de la figura, ambos elementos tienen una seccion

de (300x350) mm? E=19 KN/mm?, G=7.5KN/mm?

Vi
|
| 7
I . ¥
/
I s
| v
I #
;5«7 o SOHNIm
a:v v ¥ ¥ v v o %
=

4m

Despreciar la deformacién axial y de corte (EA =%, @ = 0), y deberéa considerarse la

matriz obtenida en el problema 1.

e -_-______Mi'g [ :E__“__ SRS S

“{6x6)
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SOLUCION:

e Numero de elementos: 2
» GDL:3

1° Calculos previos:

= Cib.t?

o 300 1 r300\*] _
¢=31-021(%) [1 ‘E(ﬁ) ] =0.1614
] = 0.1614.350.300% = 1,5255x10 3 m*
G] = 7.5%10°x1.526x1072% = 11441.25KN. m?

) 19x106x%0.3x0.353
% 12

El

= 20368KN.m?

2° Matriz de rigidez de los elementos:

Elemento 1:
Dx=x-x=4
" .
3!
= £ s Dy=yj=»=0
=7 (000) ) (400
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Elemento 2:

Cx=m=1
X = L =
G] , 4El_,
T T
1| (6] 4EI
<¢=|f-T)u
6El
Y
©
r2860.3125
=l o
L 0

Cy=Dy/L=20
G] 4El 6EI '|
T-T)oe T
G] ., AEl_, 6El
TG rTE T
6EI 12EI
7 B
@ @
0 0 &)
20368 7638 @)
7638 38194343 l'::_’:*

Dx =% —x; =3
Ry =H~F=4
Dz=0

L = /Dx% + Dy%2 + DZ? =5

Cx =Dx/L=13/5

G] 4EI 6El 1
(I*T)Cxcy =%

G] .,  4EI_, 6El
TG T TS &

6EIl 12El

T =

H(3x3)

Cy = Dy/L=4/5

“(3x3)
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£y o, -
3 £ F el
L4 L f, i

(11252186 —6722952  3910.6561 (D)
K*=|-6722952 7330464  —2932092] @
3910656 —2932992 1955328 luyy) @

3° Matriz de rigidez de la estructura:

r14112.4985 —6722.952 3910.6567

L=

=|—-6722.952 27698.464 4705.008

- 3910.656 4705.008 57743281543

4° Vector de fuerzas externas en los nudos:

fn:ﬂ

—

5° Vector de fuerzas de empotramiento perfecto:

Elemento 1:
0y KEN-m©®
Z‘ I.;;'-II-D\ICHM }:?1 = 40 KN — m @\,"
Y X i - i
60 KN (3
Elemento 2:
( O YkN—mn @

r2 -
fo* =1 —625V kN —m @

Lo J KN D
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x —Cy 0 3/5  —4/5 0
T=lcy ¢ o =45 355 0
|
| L0 0 Hiaxgy L0 0 1323y
I
|
| Como:
r 50 KN —m (D) r 50
fﬂz=f*f52=4—37.5>KN—m @& .-.{9=< 2.5 ¢
\ 50 / €N 3 \110/
6° Vector de fuerzas externas del sistema:
f=lh—-fo
(0Y  kN-m®
T =last  KN-m®
KN (@

\—110/ (31)

7° Vector de desplazamiento de la estructura:
kuc f

0.00825607 rad
~ % =1{0.00707916 } rad

—0.0304095/ m
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8° Vector de fuerzas internas en los elementos:

fezfﬂe-i-ki-lf

Elemento 1:
fafisid o
(0 28603125 0 i e
{1440 itk 0 20368 7638 .4 0.00707916
gt |5 A 7638 381945,5) \-0.0304095/ ;5,1

23.6149 \ KN —m
fl
=< —48.0794 } KN — m

—2.063267 KN —m

En el gje local:

i (T
R Cy 0
Pelty & 0
e 0 0 1 (3x3)
[1 0 07 (236149 23.615 \ KN —m
£ .
_=[0 1 0[.4-48.0794} =4 ~48080 ' KN —m
o 32 gaanE —2.063 KN

Elemento 2:

fl‘ :fﬂz + kj-uz

—
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50 (11253186 ~ —6722952  3910.656 1 (0.00825607
2
f*=1-3750p+|-6722.952 7330464  —2932.992|.10.00707916
50 [ 3010656 -2932.992 1955328 1 \—0.0304095 sy

~23.61510\ KN —m
2 f* =1 4807920 SKN —m

2.06298 KN

En el eje local:

- Cx Cy 0-‘
12 2
fe=1*f Toleey o 0
L o 0 U

3/5  4/5 0y (—23.61510 24.294y KN —m

ff={-a/5 3/5 0}.{ 4807920 47.740 } KN —m

Il

0 0 1 2.06298 2.063 KN

9° Diagrama de momento. flector:

{57,045 KN

WNy €21°002
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10° Diagrama cle fuerza corfante:

A %

NA 80°¢eL-

11° Diagrama de la deformada:

.‘/

& o
S

-0.0304 m

PROBLEMA N° 03:
Considere la viga de balcon mostrada en la figura:

NUDO X (m) Y (m)
A 0.00 0.00
B 1.20 0.00
c 1.20 3.60
D -3.20 3.60

Para todos los elementos:
I =0.03m*
] =0.01m*
E = 2x10%ton/m?
G = 0.4E
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Por accién de dos fuerzas verticales en B y C, resultan los desplazamientos:

u; = —1.350x10"*m uy = —8.793x107*m
u, = ~1.885x107%rad ue = —2.056x10"*rad
uz = 1.729x107%*rad ug = 5.414x10™*rad

a. Determine la fuerza en los extremos de cada elemento.
b. Cuales son las fuerzas aplicadas.
c. Dibuje el diagrama de momentos flectores, fuerzas cortantes y deformada.

SOLUCION:

e Numero de elementos: 3
e GDL:6
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1° Calculos previos:

[=0.03m*

] =0.01m*

E = 2x10°ton/m?

G=04E G = 8x10°ton/m?

ELEMENTO L (m) GJIL 2EI/L 4EIL BEI/L? 12EIL°
AB 1.20 6666.666667 | 100000.00000 | 200000.00000 | 250000.00000 | 416666.666667
BC 3.60 2222222222 | 33333.333333 | 66666.666667 | 27777.777778 | 15432.00877
DC 2.40 3333.333333 | 50000.00000 | 100000.00000 | 62500.00000 | 52083.333333
2° Matriz de rigidez de cada elemento:

Elemento 1 AB:
-12E|:. 6ElL;
2} e 0 =
’ =
i Y
et e o
K’ 0 - 0
3 = 0 i
B & L -(3x3)
¥
@ @
@
416666,666667 0 2500001 @
k' = 0 6666.666667 0 @
s 250000 0 200000433y (3

Teniendo los desplazamientos del primer elemento calculamos las fuerzas de

dicho elemento:

o

=
=

[y

It

~
[y

!
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416666.666667 0 2500007 ~1.350x10™* (Ve
0 6666.666667 0 —1.885x107* p = { Myp
250000 0 2000004(ax3) * 1.729x107* \Myg

Vi —13.0250y tn ()

= {Mygy={ -12567 }tnxm 3

0 B 0.8300 / tnxm (3;

Elemento 2 BC:

- 12E, 6EI, ;
o B
2EI
= B
L
GJ GJ
0 0 — 0 .
™" L L
- 12El,  6EI, 12El,  6El,
T3 Y 0 3 T2 0
L L L L
6EL, 2Bl 6EZIX o
L* L L L
G G
0 o I 0 d
- L L “ex6)
I - e e e Lt —L ] |_| \.JI J_ e SRS S
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o

=

¢ 15432.09877

sy

g}

27777.777778

27777777778 6666.666667
0 0
~15432.09877 ~-27777.777778
27777.777778  33333.333333
0 0

O
fen

=15432.09877  27777.777778

=27777.777778 33333.333333

2222222222

15432.09877 —27777.777778

=27777.777778  6666.666667

—2222.222222

0 0

222227223

a

222202R222

Teniendo los desplazamientos del segundo elemento calculamos las fuerzas de

dicho elemento:

—1.350x107%

—1.885x10™*

1.729x10~*

—8.793x10~*

—2.056x10~*

\ 5.414:;10"'J

Elemento 3 DC:

m

rad

rad

rad

rad

MXB

ﬂdYB

ﬂ{XC

kMij

4 ;

r 0.53889 tn

{a

1.2550 | tnam (&)

—0.81889 | tnam (3)
—0.53889| tn {4

0.68500 | tnxm (5

Y

\ 0.8189 / tnxm

128, 6EL
] L2
GJ
= -~ 0
H L
6EI,, 4El,
e L

(3x3)
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r52083.333333

62500

3333.333333

Hallamos las fuerzas en el tercer elemento:

r52083.333333

L 62500

. {=2.056x107* p =<

625007

Wt/

1000004323 %

(—8.793x107™%y (Ve )

\ 5.414x107*/

tn (4)

0 62500
33333.333333 0
0 1000004 (33)
Ve -11.9594
jf: Myc p = {4 —0.6853 ptnxm(5)
Myc —0.8162 / tnami6;

3° Fuerzas aplicadas:

Fp, = 12.486 ton
Fg, = 12.498 ton

| A—

\2
\’
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4° Diagrama de momento flector;

=21 67 ton.m

3.60 tor.m

16,58 lon.m

5° Diagrama de fuerza cortante;

11.858 KN

~0.539 K

-13.025 KN

6° Diagrama de la deformada:

|
Tix10e4m

02x10e-4m




ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS TIPO PARRILLA

PROBLEMA N° 04:

Analice completamente la estructura de la siguiente figura, todos los
elementos tienen una seccion de 300mmx350mm, E=19kN/mm?2,

G=7.5KN/mm? , considere la matriz obtenida en el problema 1.

SOLUCION:

Enumeramos los grados de libertad y los elementos.

<

GDL=3

# ELEMENTOS= 4

1° Calculos previos:
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b=030m h=035m
b.h3
A=bh = rg
A = 0.105 m? =0.001071875 m*

E=19kN/mm? G= 7.5KN/mm?

Momento polar de inercia (] ):

] =C.bit?
=1 02122 [1 -2 (300)] 2
B 3 0.21 350) [1 12 350) ] = 0.161430

} = 0.161430.350.300° = 1.52551x10"3*m*
GJ = 7.5x10%x1.52551x1073 = 11441.325KN, m?

19x10%%0.3x0.35°

s - = 20365.625KN. m?

2° Matriz de rigidez de los elementos:

Elemento 1:
A
z)
: Dx=3
,,,,, v
31 + B L Dy=0 L=.,/Dx?+Dy?
7 Cx = X CE=1
s L1
2 ¥ B gL T ;
£ _ by _
Cr=+<3 Cy=0

L=3
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Gl 5 G] 4EI 6EI
et T (f-T)ey  TO
i _| (Gl 4EI Gl ., 4El 6EI
= (”E"'Tf) GG TH T T
6E] 6EI 12EI
T & E
€ ) @
13.814x10° 0 0 )
K= 0 2.715X10* —1.358X10* @&
0 ~1.358X10*  9.051X10% J(3xa) &
Elemento 2:
¥
Y
Dx=20
Dy=5 L = /Dx? + Dy?
Dx
Cx -—'IT Cx=10
By -
Cy== Cy=1
G] ., . 4B, G] 4EI 6EI
e hos S LU
2 _|(G] 4EI Gl ., 4Bl , 6EI
tellz-Tien YRS tph
6EI 6EI 12EI
L TS TR E

4(3x3)

~(3x3)

L=5%
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D
[1.629};104
K=l o
14.888x107
Elemento 3:
A
Z;
R 4
Y
1
L "
X
GJ 4E]
& TS

s _| /61 4EI
C=(T-T)o

6El

L2 CY

@

3.814x10°

|
o

2.715x10* 1.358x10% @

1.358x10*  9.051x10% )33y &

@ &
0 4.888x10%] a
2.288X103 0 &
0 1.955x103 353y (&)
Dx=3
Dy =0 L =/Dx? + Dy? L=3
Dx
Cx= "L- Cx=~—1
Cy = -?—’ Cy=0
G] 4EI 6El 1
C-T)es -Fo
GJ ., A4EI_, 6El
19+ TH &
6EI 12EI
e P Jdaxsy
0 0 @
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Elemento 4:
& v
A 3 ¥ Dx =0
o 4 Dy=5 L = /Dx? + Dy? =35
_bx -
Cx= 5 Cx=10

G] , 4El_, G] 4EI 6El _ 7
- e U =
4 | (G] 4EI G, 4El_, 6El
e=lT-T)es 1o+ TE TO
6E] 6EI 12EI
i qe ¥ 2 L3 Jaxay
@ @
- 1.629%10* 0 —4888x10%1 @
k= 0 2.288x10° 0 @)
L—4,888x103 0 1.955x10% J(343y @
3° Matriz de rigidez de la estructura:
@ @ @
-40212.565598 0 0 D
= 0 58884.872692 0 @
0 22012.977778)ax3y &

L | =45 l_..._.__.__ SIS
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4° Vector de fuerzas externas en los nudos:

fn = 4

~

5° Vector de fuerzas de empotramiento perfecto:

Elemento 1:

£
Z
! L
| s : 3
! L Y ( . | KNam (D)
| P
|
1 ”
fo = ~50.093333 p kNxm ()
Mij = 50.093 KN.m o
Vij = 71,929 KN A “H).»S \ 71928889 / kN ©®
Miji = 38.307 KN.m
Vi = 48.071 KN
Elemento 2:
A
2 \ v
b4
66.667\ KNxm (7)
2
{E = 0 KNxm (3
Vii=80 KN
TR 80 KN (3
Mij=66.667 KN.m_ &
Vij=80 KN
Elemento 3:
A
;. 2
|
v
= Y 0 y\ KNxm (D
3 :
),CE = 0 ¢ KNxmiZ)
A
& o
Mij= 0 KhLm o 0 KN fg}‘
S
X

Mji= 0 KN.m
i Vii=0 Ki

2 I T {ib' Ill_
e
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Elemento 4:

yiE
| A hd
T ~i S —41.666667y KNxm (1)
£
; i Wji=41.67 KN.m f4
--.':'-‘-j:-;;-_.\_HE Vji=a7.05 KN —E = 0 K @
A 37.5 KN {3
X

Vi=87.5 KN

Vector de fuerzas de empotramiento perfecto, resulta:

25 KNxm (3)
0={ ~50.093 } KNxm {7}

189.428889/ KN (3)

6° Vector de fuerzas externas del sistema:

f S fn --fO
=25 KNxm (1)
f={ 50003 }kNxm ()

—189.428889/ KN (3

7° Vector de desplazamiento de la estructura:
k " E — f

(—6.217x10~*) rad )

1l

18

) 8.507x10* prad (3

\-8.605x1073) m (&

s

. ._._._____“..,L fomdf :_.'_- J____..._ il i
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4° Vector de fuerzas externas en los nudos:

fn:ﬂ

~—

5° Vector de fuerzas de empotramiento perfecto:

Elemento 1:

Z

o
_ Y ( 0 KNxm {33

- L

1
fo ={-50,093333 } KNxm (3

A
Wij = 50.093 KN.m

KN (3

Vij = 71.928 KN &, X \ 71.928889 /

Mji = 38.307 KM.m
Vi = 48.071 KN

Elemento 2:

4
Z ‘ v
! k §
66.667Y KNxm (%)
Mji=66.667 KN.m 3= 0 KNxm (3)
Viji=80 KN B /
I.‘:’_‘f&_ = “k‘,‘_x 80 KN @
) Mi=66.667 KN.m_ &
Vij=B0 KN
Elemento 3:
A
H b ‘
s A
| ¥ 0 \ KNxm (D

Vij= 0 KN

Mji= 0 KN.m

Vji=0 KN
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Elemento 4:
24
: el v
" ! [ e Y
== 0 7 —41.666667\ KNxm (1)
£~
' Mji=41.67 KN.m i
ﬁ. i ' fo = 0 KNxm (7}
: e Mij=62.5 KN.m Vji=37.05 KN o ;
‘Ié Tk ‘
s 37.5 KN (5
X

Vij=87.5 KN

Vector de fuerzas de empotramiento perfecto, resulta:

25 KNxm (1)

0= ~50.093 KNxm fi‘j

189.428889/ KN (&)

6° Vector de fuerzas externas del sistema:

f = }:11 —_ fU
-25 KNxm (1}
f={ 50093 }kNxm®)

v
—189.428889/ KN (3)
7° Vector de desplazamiento de la estructura:

Bl

1%

~6.217x10"*\ rad (D

~ X =1 8507x10~* prad O

—8.605x1073/ m (O

Wl
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8° Vector de fuerzas internas en los elementos:

fe - fa—‘+ke.ue

Elemento 1:
1= f 4 kit
0 103 —
3.814x10 0 0 ~6.217x10
£ ={-50003p+| o 2.715X10*  -1.358X10*| .{ 8.507x10~*
716954 0 —1.358X10*  9.051X10° 1.5, \~8.605x1073
~2.371 KN —m
~fl ={ 89842 KN ~m
-17.511/ KN
Elemento 2:
f2 = f§ 4 k%.u?
66.667\ [1.629x10* 0 4.888x10° —-6.217x107*
P={ 0 }+ 0 2.288x10° 0 -1 8507x107*
80 4.888x10° 0 1.955X10%) 3,5y \-8.605x1073

14477y KN —m
o
wF=01947 YEN —-m

60.137 KN
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Elemento 3:
S Bl il
(9 fas14x10° 0 0 —6.217x107*
F={ 0 t+| o 2.715x10* 1.358x10* 8.507x10™*
L o ) 0 1.358x10" 9.051x10%) 53y \—8.605x107°
2371\ KN-m
2 ={-93735} KN = m
~66.340/ KN
Elemento 4:
(4= it
—41.67 1.629x10* 0 —4.888x10° -6.217x107*
F={ 0 0 2.288x10° 0 8.507x10™*
375 / l-4888x10° - 0 1.955x10% 1) \-8.605%107%

—9.735y KN —-m

wft=1 1947 YKN-m

23714 KN
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9° Diagrama de momento flector:

-111.28 KN.m

-99.473 KiN.m

10° Diagrama de fuerza cortante:

99,86 KN

~115.57 KN.m
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11° Diagrama de la deformada:
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PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA N° 01:

Analice completamente la estructura de la figura, todos los elementos tienen

una seccion de 300x350 mm, E=19kN/mm?2, G= 7.5KN/mm?

PROBLEMA 02:

Resuelva completamente la parrilla mostrada, por el método matricial de los
desplazamientos. Seccién 300*350 mm, E=19 KN/mm2, G=7.5 KN/mm2.
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PROBLEMA 03:

En la figura se muestra el modelo matematico simplificado de vigas que actdan en un
plano.

Se pide:

Analizar completamente la estructura conformada por vigas principales y secundarias
de la figura; las vigas principales tienen una seccion de 300x400 mm, las vigas
secundarias tienen una seccion de 300x 200 mm. El material del cual estan hechas
son de concreto armado f'c=245 kg/cm2.

Las cargas que actlian son como sigue:

CM=2.5 Tn/m, CV=4Tn/m.

Im i 3m t am
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CAPITULO I

TRIDIMENSIONAL
SISTEMAS APORTICADOS

COURANT nacié en la ciudad Polaca de Lublinitz, que formaba parte de la
provincia de Silesia del Reino de Prusia. En su juventud residié en Glatz, Breslau y,
a partir de 1905 en Berlin. El permanecio en Breslau y fue a la Universidad de
WROCLAW, pero continué sus estudios en Zarich y la Universidad de GOTINGA

Cabe resaltar que debido a su elevada habilidad organizativa, se les
reconocen contribuciones importantes a las matematicas. Una muestra de esto
sucedi6 junto con David Hilbert con quien escribi6 el influyente “Métodos de fisica
matematica”. Asi como con Herbert Robbins publicaron la obra divulgativa ¢ Qué es
la Matematica?”, que actualmente se reimprime. COURANT esta directamente
asociado al método de los “Elementos Finitos”, reinventado posteriormente por los
ingenieros. Pero fue él quien le dio una base matematica firme. En la actualidad este
método se usa para resolver ecuaciones en derivadas parciales numéricamente.
Entre otros logros suyos podemos mencionar la Condicion de Courant—Friedrichs—
Lewy y el "Principio Minimax de Courant” '

Finalmente en 1933 Courant escapo de la Alemania Nazi, antes que muchos de sus
colegas considerados como Judios, trasladéndose a Norte América, falleciendo en
la Ciudad de Nueva York. Donde educo a sus 4 hijos: Ernest es un fisico de
particulas y un innovador en aceleradores de particulas, Gertrude es doctora en
biologia; Hans es un fisico que participé en el "Proyecto Manhattan" y Leonore fue
musico profesional.

P
i,
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INTRODUCCION

En el presente capitulo se hara el andlisis tridimensional para cualquier tipo de
estructura comenzando con las de tipo aporticadas que en general son las méas
comunes al contar con elementos estructurales de vigas y columnas ortogonales entre
si, el cual es el sistema bésico para cualquier tipo de construccién, para lo cual se
analiza teniendo en consideracion todos los efectos que puede sufrir una estructura
debido a las cargas que estan sometidas en cualquiera de los ejes X, Y 0 Z.

Para este tipo de analisis se hace uso de matrices de rigidez con la diferencia que hay
una fuerza y momento en cada eje X, Y o Z en cada extremo del elemento por ello
contienen 12 grados de libertad en total para cada elemento que se analiza.

Su importancia de este andlisis se da cuando se ve un incremento en las reacciones
que fiene la estructura ya que el analisis en un plano no se puede apreciar los efecios
que esta sometido como la torsién, esfuerzo biaxial que pueden causar el pandeo de
las columnas o en las vigas se notara un incremento de los momentos y fuerza
cortante la cual causaria una mayor deflexion que se incrementaria o podria causar
una falla del elemento estructural, lo cual lo haria poco factible un analisis cuyo

disefio no funcicnara en su totalidad.

Cabe indicar que a partir del estudio de este anélisis en tres dimensiones, se va a
formar la base fundamental para el desarrollo del analisis seudo tridimensional, el cual
toma como base este analisis de poérticos para poder obtener, un calculo mas
simplificado, el cual se describe con mas detalle en el capitulo II.

|

Para el tema a tratar se dio como base estudiar estructuras mas complejas desde el
uso de matrices y la introduccién del método de elementos finitos en 1940 en el cual
se dio los primeros usos en la ingenieria estructural con la idealizacion de vigas y

columnas como elementos basicos para el analisis de estructuras.
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Después en 1947 Levy desarrollo el método de flexibilidad y fuerzas para luego se
desarrolle el método de rigidez y desplazamientos, peroc era necesario una gran
dedicacion y labor para su solucion a mano, por lo que para esta solucion
numérica se dehié de usar computadoras para facilitar los célculos y sea popular ya
que los métodos energéticos el problema radica en la complejidad de las estructuras

lo cual dificulta su calculo.

Luego en 1954 Argyris y Kelsey desarrollaron el analisis estructural por medio de
matrices empleando los métodos energéticos pero de manera sistematica lo cual
marcaria tendencia y ejemplificaria la importancia que juega hoy en dia al

momento de disefiar cualquier tipo de estructura.

El estudio de estructuras tridimensionales se da en 1961 en el cual se hacia
considerando cada elemento de la estructura su propia matriz de rigidez que depende
del tipo de apoyo que tiene en los extremos y la seccion que tenga luego se ensambla
en la matriz general de toda la estructura y se podia obtener el vector de

desplazamiento.

Como se puede ver a lo largo del analisis estructural el método matricial trata de
remplazar una estructura real continuo en un modelo matematico cuyos elementos
estructurales son finitos y sus propiedades se expresan matricialmente, mientras mas
minucioso es el analisis es mas confiable los valores resuliantes que depende del
elemento que se analiza porque en un eje el momento puede ser flector pero para otro

elemento sera un momento torsionante.
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ANALISIS TRIDIMENSIONAL DE ESTRUCTURAS APORTICADAS

El caso general de estructuras, es el de pérticos en el espacio cuyos nudos tienen seis
grados de libertad, correspondientes a tres desplazamientos y tres rotaciones. Estos
resultan, a su vez, de seis solicitaciones: Fuerza Axial, Corte en des direcciones,
Flexiéon Biaxial y Torsién, en la cual se ha supuesto que las cargas que las originan

estan contenidas en los planos principales del elemento.

Para facilitar el célculo manual de pérticos espaciales ortogonales, se presentan las
deducciones de las matrices de rigidez de los elementos orientados en los tres ejes
principales X, Y Z.

MATRIZ DE RIGIDEZ DE UN ELEMENTO ORIENTADO EN LA DIRECCION X

GDL en el Eje Global:

Z
iy Pay
6 f o
g » “F 12 4
9 Sﬁf(u T 11 _ Pl
3 i J';.,s-’ ,,_-:_._.-V’“I T
s R 9 A B
..4:‘3\ }J/ /ﬂ.’ "1 0 e N e e x
1 L jo7
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Extremo i:

1 = h. h3
s =12

b

Para la 1ra Columna: Ui =1

-~

Z

£

I
'
1

AL LT EA
I

]:/'/ - pen ‘L S
® i j
=
+==t

m

SN o000 =

i
f

oo oD

—

Para la 2da Columna Vi= 1 2

oo o OO0 OO0 NO

[oa]
m
—
N
—
3
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Para la 3ra Columna: Wi =1

Para la 4ta Columna: 6xi= 1

Qoo &

Para la 5ta Columna: Byi= 1

e

—

M

o W oo U O W oo

o =

O OO0 MO WOoo 00 5 00000 M OOO

o o
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Para la 6ta Columna: Bzi = 1 9
L R Y
z =l e
Y 12
| Y 0 0
b 0 0
0 0
4E1
£ . 8
T 0
_GEIZ 8
LZ
0 0
0 0
0 0
ZEIZ 12
SR
Extremo j:
zz’.
Y -
e b. h?
Iy = =t
X
"i'-" : h.h?
z i | | WS
e 12
Para la 7ma Columna: Uj = 1 7
7 g B0 4
A 1
; Y 0 0
; 0
} ‘,ﬂ’f 0 0
t 115 0
iSf y 0
ER ik L Gt EA @ ) A
L i1 L X EA { 7-
e R 1
@ 1:1 0 g
i g 0
0
- 0
0

g
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Para la 8" Columna Vj = 1

Para la 9" Columna: Wj = 1

Z
s = o
: Vi y sen ()
i ol i
1 QE-.!X_ _‘»""‘ 5 -j-\'
L e [ W=t
L i
. L2 e R IO SO S SR Tl s
i : > X
126y |
12Ely e
@V T ©)
Para la 10ma Columna: 8xj = 1
7
? )
i Y ;
] e ;
z ¢ e
i =1 N
@QJ_ AL O =1 e GJ
b Fige™ NS e X
oy ’_‘j S :

ke

co-|Doocoo er|l@ooo 3

L

L= oo o (R - - 1 o N < TN o i e O, R

-
L8]

0O W o0 oW oD

o I

OO0 & OOCO

-t
o

o o
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Para la 11va Columna: 0yj = 1 T

z 0

o W OO0 O W oo

I

3

o
S
-
-

,_
o
o

Para la 12va Columna: 8zj = 1 12
0 0

I
i
o

o
oD 0 O 4 OO0

o
T3
-
™~
-
]

- Las demostraciones anteriores se hacen para cada efecto que pueda tener los
nudos de un elemento en particular de la estructura como base del analisis que

tratamos de lograr en un estado de equilibrio de fuerzas.

- Los esfuerzos se pueden ver que son por: Fuerza Axial, Fuerza Cortante,
Momento Flector y Momento Torsor en un estado de deformacion en el que se

tendra un giro o un desplazamiento ;= 10" 6 = 1.
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Finalmente como resultado al ensamblar todos los vectores del elemento para cada
”m wEn

condicion que puede tener sus apoyos en ‘i’ o “j", podemos obtener la matriz de

rigidez de un elemento orientado en la direccién X tal como sigue:

- EA EA 1
= 0 0 0 0 - 0 0 0 0 0
128 . i 6Elz " 12Elz . o Em
S % E ™
12Ely 6Ely 12Ely 6Ely
5 G
0 0 0o 9 0 0 0 0 = 0
L L
6Ely 4Ely 6Ely 4Ely
6 0 D= 0 = 0 0 0 “ % e 0
6Elz o o o Ao 6Elz 4 o 2Em
pe LZ L 2 L
e E EA
- g 0 0 0 0 -~ 0 0 0 0 0
. LEz o 6Elz 12Elz 5 3 6Elz
N L? E L2
1ZEly 6Ely 12Ely 6Ely
0 B sl g ot B 0 0 o =
&
0 0 0 —Ef—] 0 0 0 0 0 T! 0 0
6Ely 2Ely 6Ely 4Ely
0 (] -'-'—l:f-" 0 F—* 0 0 0 - Iz 0 3 0
6Elz 2Elz 6Elz 4Elz
i 2 ¢ 1 5 = 0 = . - Jazx12)

Para este tipo de anélisis se considera que la estructura se comportara lineal y elastica

'

por lo que K es constante y simétrico. I

Ademas siguiendo el mismo proceso de andlisis se encontraran las matrices de rigidez
para elementos orientados tanto en el eje Y como Z, asi como la matriz de rigidez

genérica para un elemento orientado en cualquier direccion.
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MATRIZ DE RIGIDEZ DE UN ELEMENTO ORIENTADO EN LA DIRECCION Y

GDL en Eje Global:

Por lo tanto la matriz de rigidez en el eje Y sera:

{ 12Elz 6GElz 12Elz
- o 0 0 - T
EA
0 —_ 4] 0 0 0 0
L
12EIx 6Elx
o o HF [ 0 0 0
6EIx  4Elx
°o 0 T % #
0 0 {] 0 ¢l 0 0
L
6Elz 4Elz 6Elz
TR L L . A
o 12Elz . . - 6Elz  12Elz
o oL B ™
EA
0 —--L— 01 0 0 0 0
12EIx 6Elx
0 5~ = 0 0 0
6Elx 2Elx
o 0 T T 0 0
0 0 0 0 9 0 0
L
6Elz 2Elz 6Elz
| = ® & ¥ 9 T g

[

0 0 0
FA
== D 0
L
12EIx 6Elx
O - I
0 6Elx  Z2Elx
L* L
0 0] ]
0 0 0
0 0
EA
-l-.._ 0 0
12Elx 6EIx
b T TR
6EIx 4EIx
0 ——— -
o L3
0 0 0
0 0

6Elz ]

L

2Elz

6Elz
-

laz2x12)
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MATRIZ DE RIGIDEZ DE UN ELEMENTO ORIENTADO EN LA DIRECCION Z

GDL en Eje Global:

—
=
1l

Por lo tanto la matriz de rigidez en el eje Z sera:

12Ely 5
h?
0 12EIx
h3
0 0
6Elx
N
6Ely
- 0
h*
0 0
12Ely
S 0
a 12Elx
h?
0
6EIx
0 e
6Ely
h? b
0 0

0 0
6EIx
T The
EA 0
h
4EIx
0 e
0 0
0 0
0
6EIx
h2
EA
o 0
0 2EIx
h
0 0
0 0

GEly
h?

4Ely
h

6Ely
~h?

2Ely
hl-'l

Gl
h

12Ely
i

6Ely

h#

12Ely @

h3

6Ely

9
WL
4 1
SO 2/,;.’- #
5 ‘:/.'/ |
' |
!
0 i
6EIx
h?
EA 0
h
8 2EIx
h
0
0 0
0
6EIx
h2
EA
_— 0
h
4EIx
h
0
0 0

Z
T
8
i
h
i ‘j./
3
&
6Ely
h?.'
0
0 0
0 0
2Ely
h?
GJ
s ol
6Ely
- 2 0
0 0
0 0
0 ]
4Ely
g
Gl
R g

fazx12)
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MATRIZ DE RIGIDEZ DE UN ELEMENTO ORIENTADO ARBITRARIAMENTE EN
EL ESPACIO

Matriz de Rigidez General:

¥

& ; Y
) i o
:_.'\\ / /[
J
\ & e i X
3 Bzx' ¢ L
5 i 4 “\\.‘ @ yx ot
§ N\ @
- / i, - ® >
Y ) & xx’
g ~ X

Los sistemas de coordenada local y global estan relacionados mediante los cosenos
directores, como sigue:

@xx’ = Angulo entre X y X’
@xy" = Angulo entre Xy Y’

@xz’ = Angulo entre Xy Z°

@Gyx = Angulo entre Y y X’
@yy" = Anguloentre Yy Y’

@yz" = Anguloentre Yy Z°

@zx’" = Angulo entre Zy X’
Gzy = Angulo entre Zy Y’

(zz' = Angulo entre Zy Z°

L-as fuerzas nodales resultan relacionadas como sigue:

X’ = X.Cos @xx” + Y.Cos @xy" + Z.Cos @xz’

Y’ = X.Cos @xy” + Y.Cos @yy" + Z.Cos @zy’

7" =X.Cos @xz" + Y.Cos @yz’ + Z.Cos Dzz’
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Remplazando matricialmente:

X’ Cos @xx” CosfPxy’ Cos@xz'] [ x
{ Y’] = |Cos@xy” Cos@yy Cos fzy’ [ Y }
A Cos Pxz" Cos Pyz” Cos@zz’| \ Z

Matriz de Transformacion:

Cos fixx” Cos@xy’ Cos (Ixz’
To=| Cos@xy" Cosfyy Cos@zy
Cos @xz" Cos@yz" Cos (zz’
Y (3 x 3)
Ahora, para los doce grados de libertad, la matriz de transformacion de coordenadas

locales a globales del elemento, resultan:

To 0 0 0
To—| 0 To 0 O
~ 0 0 To 0
0 0 0 To @ x 3)
0 0 0
O=190 0 o
0 0 0
(3 x 3)

Para obtener la matriz de rigidez de un elemento de pértico espacial, referida a
coordenadas global, hay que efectuar el triple producto de las matrices:

k =TT k' T

—

K" : Es la matriz de rigidez de un elemento orientado en la direccién X.

~

En la siguiente pagina procederemos a mostrar la matriz de rigidez que se emplea
para elementos orientados en cualquier direccién usando los cosenos directores que
tiene el elemento con respecto a un eje principal.

Denominada LA ULTRAMATRIZ

La cual por efectos de facilidad visual y se muestra en 2 partes para que se pueda

apreciar las variables que se usan para su calculo.
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De la matriz para un elemento orientado en cualquier direccion las columnas 1, 2y 3:

; ; ' e*d. A
e — - Lo
Ly L* L . R i
i2.Ed.f I,T 12E.g.40y Afac Jeed 1“5’5“;‘“1!-'.4.3'5'0'
1* i3 ik Lx ) L# i L
6.Ed.g.ly 6.£.dg.l, E.ged. &Edkl,
iz 0 FE] = iz
B.E.d.h1, 6.Eg.el, 6.Erel, 6.EAel
Iz - 53 Iz 1z
6.Ed.il. 6Ef.gl, t.Eiel. &Ef.RI,
P i I
12.E.d%1, 12.E.¢°d, ALg* 12.E.d.ed;, 12E.g.hi. AEabd
- 1z It L 1= FE) 1
i2Edel 12.Eghl, Afab LZERAD, 13.E.6%0. AEN
T B L » 12 L
126450, 12EpilL, Af.a¢ 12.E.fied, 12ERLI, AEbc
- 1z i I N 7 - D P 1% i
6.Ed.gl. 6.L.dgl, 6.E. g2, 6.4l
I“_; L: 12 %2
6.E.d ki, 6.Eg.ely 6.Ehel 6Ehel,
iz - Iz 32 - =z
6.Ed.il, 8Ef.pl 6.5iel 6.EJ.RJy
4% Lt ¥ t*

De la matriz para un elemento orientado en cualquier direccién las columnas 4, 5 y 6:

@

®

6.E.g.el, 6Edhl,
12 1?
6.Eheld, 6Ehel,

17 12
6.Eted, GEfhI,

2 L2

®

6. 5.da i,
7 L’
6.E.f.hl, 6 EiLel,
12 = 12
6.E.fil, 6.E.f LI,

L2 L2

L e
6.Edg.l. 6E.dgl

4.E.4%1. 4E4°0 6] 4Edeld, 4Eghil, Glab 4Edfl,  4Egil. Glac
=+ + + + o =+
i L L E L L L L L
4.E.del, 4Eghl, G]abd 4.5 h? 1,_.;4.5.e3.1:_.;6.j.bz 4.E.fed, 4ELL G.]be
L il L L L L L ' L L
4.B.d.f.l, ’é.E.g.i.fséLG.j.a.c 4Efel, 4BALL G Jbc 4EfLL  4EPL,  GJcf
+ + + * &+
1 L L & L L

0
6.£.7.9.0, 6Edil

Slelelclceloloclocle

L:: it 12 12 17 12
6.E.dhl, 6Egel 6.E hel. 6Ehel 6.E 1. 6.ELed,
L? 1# i I L* L2
G.E‘d‘i..lj,_é.E\f.g.f; 6. E.Le .{,.,_6.5.}‘..?1.!; 6.E.fil. &E[.LIL
. B2 ) 1# I LF L £
2.E¢8°1, 2Eg"l. G.Je 2.8.d.ef. Z.Eghl 6GJab 2Edfd., 2.Epgil. CG.jac
L : L i L ' L L L ’ L L
2.E.del, 2Eghl, GJab 2E RN 2 E,EZJ‘: & ] 2E.fied, 2EWLL G lbe
A 1 : - & L L. & L
AEAFL, S Epid Glae ZLEfel. SEWRLL Blbie 2B ” 2E.*L, &Gl
L ' L I L ) L L L YT L
AR e 45> F e

®

-

SRSEONONCAOROROXC)
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De la matriz para un elemento orientado en cualquier direccion las columnas 7, 8y 9:

® ® ®

12.E.d%4, Ll AL 12.8.d.el. 12.Ephl. AEab 12.Edfl 12.Fpil, AEac)
= 5 [E L2 L 2 L L
12.E.d.e.l, 12 B A8ESL A8 12.E.fie.l. 12.Ehil, AEbe
L3 ? i¥ L L L3 13 L
12.B.d.f.0, 12.Eg4l. AE.ac 12.8.f.e., 12.Ehid. AEbc 12.E.f%.10, 12.E.4%5. AEB.?
r L L3 1 L ] L L
6.Edgl, 6Edol 6.E. g6, 6.E.d. Tl 6.£.f.0.0. 6.E.dil,
E = e 12 £ 12 S - 12
A & b e Fo)
6.E.d.hd, 6.E.pgel 6.Ehel. 6.Ehel, S.E.f.h, 6.E.del
L2 L 12 L* 5 &
6.8dLl, GEFol 6.Eded, 6.Efhi .Ef 4D, B.Ef.ALL
N L7 3 2 2 L’ 12
12.E.d%0, 12.E.¢°.1.  AE& 12.Eded, 12.Ephl, AEab 12LE4LFL 12.Egil, ABac

e [E L &) 2 ) ¥ B "1
12.Edel, 12Eg.hl Afab 12.EW.M, 12BN, AEH 12.Efel 12.Ehil,  AEbc

SESISIOIOIIOICIOIOIONS,

L3 L3 i LE ’ I3 ik LE L3 g
12.E.d.f.l, 12.Eg.il, AEac 12Efed, 12Ehkil AEkc 12.Ef%1 1281, LABL
L* L3 ’ L 2 L? L L2 L3 )
6.5dgl, 6Ed.gl 6.E.dhl. 6.5 gel, 6E.dil. 6.E.f.g.l,
2 - I 12 - FES 2 = 72
6.Epg.el. &Edil 6.Ehel, G.Ehel, 6.5.Led, GEfII,
1? L 12 L2 2 it
6.E.fp.l, 6.EdLY 6.E.fhd,. 6E{el 6.8 fiLl. 6L f.0LL
L L 1z s __r': g 2 d

De la matriz para un elemento orientado en cualquier direccidn las columnas 10, 11 y 12:

@® @ @

6.5.d.g.I, 6.Edg.lL 6.Eg.ed, 6Edhl 6.E.f.0., 6.Edil .
12 JE; 12 IF JE;

6.E.d.hl 6.E.

g.ed, &.E hed, 6Ehel, S.Ef.hl  6.Elel,
12 T 12 12 = L1 L2 - 12
6.E.did 6.Ef. gl 6 E.Lel. 6.Ef.hlI, 6.E.fil, 6Efil,
L 1F 27 e g L2

2.Ed%.l. 2.Ep°1. G.J.d 2.Edel, 2Eghl -6Jab 2.Edfl, 2EBgil 6.})ac
L ' L L L i L L ' L L
2E WL 2Ee€NL, 6B 2.E eid,  2.Ehil, G.Lbc
T L L & : L L ' L L
2.E.d.fdy 2E.g.il 6.Jac 2Efel 2EHLL GJbe  2EfLL | 2.Ei%0, 6jc
N L i L A L
6.E.d.g.l, 6.E. g.ed, 6.Edhl, 6.E.fg.l., 6.Ed.ilL
1? 17 12 1? &7 Tz
€.E.d.h.l, BE.g.el, 6.E hel, 6.Ehed 6B f hl, 6.Eiel
12 L} _L_Z ‘r‘: Lz 12
6.E.dil, BEfgl, 6.Eiel, 6.Efhl 6.5.f.ll, 6.Ef.il
12 N 1z L2 L= 17 iz
4Ed°1, 4Eg° 0, GlL& 4Edel, 4Eghl  G6lab 4Bdfi. 4Egil GJlac
L . L X L ' L Y4 L L L
4Edel, 4Eghl Glab 4ER.L 4Ed, 6B  4.Efel, 4ERLL G6.]be

13
try
B
m

4
1
tn

o
o
i
[

-
a5
5

B b

A

T L oo L L
4Ed.fl, 4Bgil Glac 4Efel  4Ehil, 6Jbc 4Ef, 4E% 6.J6

SRSERONORCNOIOROXONOXE,

P | L L % L ' T




ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS APORTICADAS EN TRES DIMENSIONES

PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 01: Resuelva matricialmente el pditico de la figura. Despreciar la
deformacion ax:alyde corte (EA = o0; @ = 0)
E = 22 KN/mm? <> 22x10°/KN/m?; G = 8.5 KN/mm? <> 8.5x10° /KN/m?

: e
3m
300mm e
q C = LﬁU{Jmm 7
}
|
I
Z i"-:- ,' TR e TR
¥ A (—;ﬁ, 300mm
/'/7 R
L_',___._.._}. A00mm
X _‘I ................................................. B :\,
5m
Solucion:
1. Calculos Previos:
Elemento 1:
£
A = 0.30x0.40 = 0.12 m?
0.30 x 0.403 ” i3 N® de Elementos = 3
ly = ————=0.0016 m
= A GDL= 6
0.40 x 0.30°
= —%-—-» = 0.0009 m

b = lado mayor
J=Cbt3 C=2— 0213 [1— e ] y

t = lado menor

=—— 0.21. 9-3—“»[1 s "f] = 0.179986
3 12 “0.40

J = 0.179986 x (0.40) x (0.30)* = 1.94385 x 10° m*
GJ =8.5x 10° x (1.94385 x 10 ?) = 16522.725 KN — m?

Ely = 22 x 10° x (0.0016) = 35200 KN — m?
Elz = 22 x 10° x (0.0009) = 19800 KN — m?
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Elemento 2:

A = 0.40%x0.25 = 0.10 m?

_0.40x 0.253
12

Ix =5.208333 x 104 m*

_0.25x0.40°
- 12

Iz =1.333333 m"*

= § G 2 ._,_1___{4.] b = lado mayor
J=Cbit? C=2 0.21.b[1 L

t = lado menor

C=-1___0.21.n.30[1_ 1 ,0.30
3

[E—— — — 4 —
0.40 12 (0.49) ] 0.203752

J =0.203752 x (0.40) x (0.25)% = 1.273450 x 10° m*
GJ = 8.5 x 10°x (1.273450 x 10°%) = 10824.325 KN — m?

Elx = 22 x 10° x (5.208333 x 10™) = 11458.3326 KN — m?
Elz = 22 x 10% x (1.333333) = 29333.326 KN — m>2

Elemento 3:

A = 0.30x0.40 = 0.12 m?

0.30 x 0.40°3

ly =0.0016 m*
12
0.40 x 0.30°3
IX = _%2,__ = 0.0009 m*

b = lado mayor
= S otz iy~ Liyel-
J=C.b.t ,C—3 0,21.5[1 = (_b) ]

t = lado menor
C==—121, 280 [1 - -1—(——["3“)4] = 0.179986
3 0.40 12 “0.40

J =0.179986 x (0.40) x (0.30)° = 1.943850 x 102 m*
GJ =8.5x 10°x (1.94385 x 10 ®) = 16522.725 KN ~ m?

Ely = 22 x 10° x (0.0016) = 35200 KN — m?
Elx = 22 x 10° x (0.0009) = 19800 KN ~ m?




ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS APORTICADA

S EN TRES DIMENSIONES

2. Matriz de Rigidez de los elementos

Elemento 1;

z .
i Y
4 _
. s i ~ SO
B |8 c~E
i 0 0 0 0 0
L
12Elz 6Elz
0 0 0 3
12El 6EI
0 d .
) L* L?
e e
) 0 0 0 ) 0 0
L
6Ely 4Ely
b B —
0 Iz [ 0
6Elz 4Elz
0 — (6% 6
0 0 ") (6 % 6)
o 0 6o @ 6o ©®.
HLOoUuUY u u u u V]
0 19008 O 0 0 4752
|
0 0 33792 0 —8448 0
kM _
0 0 0 3304545 0 0
0 0  -8448 0 28160 0
L0 4752 0 0 0 15840

©
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Elemento 2:

4
_." s 33 X
12Elz 6Elz 1
L? D Peis 0L
0 e 0 0 0 0
L
12EIx 6EIx 0 0
k(z} 3 LF; l"
H " 6Elx 4EIx ;
12 L
0 0 0 0 ) 0
L
6Elz 4Elz
|- 0 0 0 — |68

@® @ ® ® ® ®

- 13037.03378 0 0 0 0 ~19555.55067 1 @
733333.3333 0 0 0 0 2
R @
0 0 5092592267 7638.8884 0 0 @)
K@ _
0 0 7638.8884 15277.7768 0 0 @)
0 0 0 0 3608.108333 0 (5)
L -.19555.55067 3911110133
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Elemento 3:
b L y 4
‘3
| 4 1 ) o Py x
| v i G Ve PO g S
2~ B
A
- 2
5 h=3m
par
12Ely 6Ely
w0 0 0 —g o
12Elx 0 6EIx 0 B
h? h2
EA
0 e 0 0 0
k(3) _ h
- 6EIx 4FIx
0 = 0 0 0
hf-
6Ely 4Ely
st 0 i S
h? 0 h
G
0 0 0 0 0 -l-;j- (6 x6)
- 15644.44444 0 0 0 -2346666667 0 1 (D
0 8800 0 13200 0 0 @
0 -_ 0  8B0O0O0DO O 0 0 @
k@ _
0 13200 0 26400 0 0 (@)
—23446.66667 0 0 0 4693333333 0 ®
| 0 0 0 0 0 55075750 (6)
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3. Matriz de Rigidez de la Estructura

556681.4782 0 0 0 ~23466.66667 —1955555067 1
0 744038.1333 0 13200 0 4752
0 0 888471.7923 7638.8884 -8448 0
k@ _
0 13200 7638.8884  44982.3218 0 0
~23446.66667 0 -8448 0 78701.44166 0
L ~19555.55067 4752 0 0 0 60458.67633 1 (6 X 6)

4. Vector de Fuerzas Externas de Nudos: E

5. Vector de Fuerzas de Empotramiento Perfectos:

Elemento 1:

!
|
CICICICICIC

!
EEEEOE
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Ensamblando el vector de fuerzas de empotramiento de la estructura se obtiene:

0
0
112.50
26.25
-50
0

Jo =

~—

6. Vector de Fuerzas Externas del Sistema

o fn— g

0

—112.50
w2625
50
0

(.—n

7. Vector de Desplazamiento de la Estructura:

f=k.u

—

2.68731x107°
1.00059 x 1075
—1.15749 x 10~
—~5.66842 x 1074

6.309 x 1074
7.90572 x 107

m
m
m

rad

rad
rad

8. Vector de Fuerzas Internas de los Elementos

ie:foe-{-lf.

Elemento1_:

fl

—~

~—

f01+ lfj

ue

ut i

~

Después de remplazar los valores para el elemento 1 se obtiene:

0 528000 0 0 0
0 0 19008 0 0
aloeol oo 0 33792 0
- 0 0 0 0 3304545
-50 0 0 —8448 0
0 0 4752 0 0

0 0 2.68731+107°

0 4752 1.00059 = 1073

—8448 0 ~1.15749 «107*

0 0 —5.66842 * 107*
28160 0 6.309 = 107%

0 15840 7.90572 107
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El vector de Fuerza Interna para el elemento 1 sera:

14.189 y KN
0.057 KN
FO _ | 54279 | KN

-=1.873 KN -—m
—31.256 | KN—-m
0.173 KN —m

Elemento 2:
fz — f92+ 1{2_112

~—

Después de remplazar los valores para el elemento 2 se obtiene:

0 528000 0 0 0 0 0 268731 x 1075

0 0 1900:8 0 0 0 4752 1.00059 x 10-5
£ _ ) 5250 { . 0 0 3379.2 0 —8448 0 -1.15749 x 10~*
~ 26.25 0 0 0 3304.545 0 0 "] =5.66842 x 10~

0 0 0 —8448 0 28160 0 6.309 x 10~

0 0 4752 0 0 0 15840 7.90572 x 106

El vector de Fuerza Interna para el elemento 2 sera:

0.196 KN

7.338 KN

£(2) .. ] 47.5805 { KN
o 16.706 KN —m
2.276 KN —m
—-0.216 KN -m

Elemento 3:
is - 1:'03 + lfj .u3

~— iz

Después de remplazar los valores para el elemento 3 se obtiene:

15644.44444 0 0 0  —23466.6667 . 0 2.68731+ 107"
0 8800 0 13200 0 0 1.00059 * 10~°
= 0 0 880000 0 0 0 |,) -115749s 107"
- 0 13200 0 26400 0 0 —5.66842 = 107"
0 0 | 0 0 46833.33333 0 6.309 » 10™*
—23466.66667 0o " 0 0 0 6507.575 7.90572 * 105

El vector de Fuerza Interna para el elemento 3 sera:

~14.385 \ KN
-739 | KN

£® _ ) —101859 | KN

~ ~14.833 [ KN —m

28.980 KN —m
0.044 KN —m
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DIAGRAMA DE FUERZA CORTANTE (Unidades: KN)

DIAGRAMA DE MOMENTOS FLEXIONANTES (Unidades: KN — m)
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DIAGRAMA DE FUERZA AXIAL (Unidades: KN)

104.858
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PROBLEMA 02: En el esquema siguiente se muestra el sistema aporticado, {odas
las columnas son de la misma altura, el cual soporta el sistema de cargas como se
muestra, se pide determinar los giros y las reacciones en los exiremos de los

alementos. E = 22x10°Ton/m?% G = 8.5x10° Ton/m?

12 Ton/m

6m e Mg
Las secciones son; Columnas: 0.30 X 0.30m?; Vigas: 0.30 x 0.60 m’

SOLUCION:

Para la solucion tendremos la siguiente configuracion y numeracion de elementos con
sus GDL en cada nudo.

N° de elementos = 8

GDL =24

L I
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1

Calculos Previos

Elementos 1y 3:

A = 0.30x0.60 = 0.18 m?

_ 0.30x0.60°

ly =0.0054 m*
12
0.60 x 0.303
Iz = -——mifz—-ﬂ- = 0.00135 m’

: b = lado mayor
J=c.b,t3,c=1-0.21.3[1 = jb(i)“’] i
3 b 12 b

t = lado menor

c=i-gp1 22 [1 — = (52)*| = 0.22888
2 0.60 12 "0.60

J = 0.22888 x (0.60) x (0.30)* = 0.003708 m*
GJ = 8.5 x 10° x (0.003708) = 31518 Ton — m?

Ely = 22 x 10° x (0.0054) = 118800 Ton — m?
Elz = 22 x 10° x (0,00135) = 29700 Ton — m?

Elementos 2y 4:

A = 0.30x0.60 = 0.18 m?

0.30 x 0.60°
I = + = 0.0054 m*
.60 x 0.30%
A0S0 - oo tee o
12
b = lado mayor
y=cbtdc=2-021.5[1- 2] y
3 b 12 b
¥ b A : t = lado menor
C=-—0.21.— [1 - = ('—)‘*] =(0.22888
3 0.60 12 “0.60

J = 0.22888 x (0.60) x (0.30)® = 0.003708 m*
GJ = 8.5 x 10° x (0.003708) = 31518 Ton — m?

Elx = 22 x 10° x (0.0054) = 118800 Ton — m?
Elz = 22 x 10° x (0.00135) = 28700 Ton — m?
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Elemenios 5y 6:

A = 0.30x0.30 = 0.09 m?
0.20x0 ).303
ly = === 0.000675 m*

0.30 x 0.303
Ix = —-—11‘2— = 0.000675 m*

- b = lado mayor
J=C.bt 3,c=%—0.21.5[1 - i(i)’*] g
3 b 12 b

t = lado menor

0.30 0.30
=2-021. @[1 - 25 ] 0.140833

J = 0.140833 x (0.30) x (0.30)* = 0.001141 m*
GJ = 8.5 x 10° x (0.001141) = 9698.5 Ton — m?

Ely = 22 x 10° x (0.000675) = 14850 Ton — m?
Eix = 22 x 10°% x (0.000675) = 14850 Ton — m?

Elemenios 7 y 8:

A = 0.30x0.30 = 0.09 m?

0.30 x 0.30%
ly = -—”1‘2———-— = 0.000675 m’

0.30 x 0.30°3
Ix = —;'"'2— = 0.000675 m’*

b = lado mayo
J=cbtdc=2-021:[1- = yor

t = lado menor
0.30 1
=_.~021 .___.[1._ I

0.30 12 0'—10) ] BiaiEe

J = 0.140833 x (0.30) x (0.30)* = 0.001141 m*
GJ = 8.5x 10° x (0.001141) = 9698.5 Ton — m?

Ely = 22 x 10° x (0.000675) = 14850 Ton — m?
Elx = 22 x 10° x (0.000675) = 14850 Ton — m?
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0S6b- 0 0 0 0S9T O 10§60~ O 0 0 0S91- O
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Eiementos 2:

| -4950

660000
0

-660000

0]
6600

-6600
19800
0
0

0
19800
79200

-19800
35600
0
0

5252.80078

-5252.80078
0

@

-4950

® ® ® ® O
1-1650 O ) 0 0 -495
| 0 -660000 O 0 0 0
L0 0  -6600 19800 0 0
|0 0 -19800 39600 0 0
0 0 0 0 -5252.8008 O
je50 6 . o0 .8 . 0___ 900
1650 0 0 0 0 4950
| 0 660000 O 0. 0 0
|0 0 6600 -19800 0 0
' 0 0 -19200 79200 0 0
L0 0 0 0 525280078 O
! 4950 0 0 0 0 19800,

®RREEREEEEEEX
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00861 0O 0 0 0S6- O 10066 O 0 o oser 0 |

0  00z6L 0 00861 0 0 | o 0096¢ 0 00861- 0 0

0 0 BOOXEGLS ¢ 0 A0 o 1o 0 80087575 O 0 0

0 0086T 0 0099- O O | 0 0086l 0 0099- 0 0

0s6v- 0 0 0O 0S9T O |0S6t- O 0 0 0S9T- 0 |
G 5= hiir o B =0 - 9 000089 o0 oo St AL Ll T

0066 O 0 0 o0S6»- O 00861 O 0 0 o0s6k _ 0 =3

0 0096€ 0 00861 O 0 _ 0 00z6L 0 00861- O 0

0 0 800852~ 0O O oS 0 800875¢S O 0 0 |
0 0086T- 0 0099- 0 0 | O 0086T- 0 0099 O 0

0s6% 0 0 0 0s9T- 0 loser 0O 0 0 09T O
0 0 0 0 0 000083-' 0 0 0 0 0 000099 |
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g

:¢ ojuawIa|g




ES

RES DIMENSION

ORTICADAS EN

ATRICIAL DE ESTRUCTURAS AP

ANALISIS M

o

Elementos 4:

0

660000

-660000
0

0
0
0

0

6600 19800
19800 79200

-6600 -19800
19800 39600

0
0

°o®

0
0

®
0
0
0

0
5252.80078

-5252.80078
0

® ® &
-4950 -1650 O
O | 0 -660000
0 | o 0
0 | 0 0
0o | o 0
19800 14950 0O
4950 | 1650 0
0 | 0 660000
0 i 0 0
0 | 0 0
0o | 0 0
9900 {4950 O

@ @ @ @
0 0 0 -4950 |
0 0 0 0

6600 19800 0 0

-19800 39600 0 0
0 0 -5252.8008 O
0 0 0 9900
0 0 0 4950
0 0 0 0
6600 -19800 0 0

-19800 79200 0 0
0 0  5252.80078 0O
0 0 0

ARRREEE®W®E
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Elemento 5:

Z o
6 Y
P
-
Fl T K] ‘f‘/
ij :;f'
2 7 il
5 .- % E T X
25
h=35m
i’
4156.268222 0 0 4 0 -7273.469388 0
1
0 4156.268222 0 1 7273.469388 0 0
(5) i
L N 0 565714.2857 ! 0 0 0
0 7273.469388 0 | 16971.42857 0 0
-7273.469388 0 0 : 0 16971.42857 0
0 0 0 ; 0 0 2770.392857
Elemento 6: z
Ay
i
i Y
12 i o 4
: e
h ,"’
o
P AN
8 7 ~ 10
1;”_/ F > X
€ | h=35m

4156.268222

0
je 0

-7273.469388
0

®

0
4156.268222

7273.469388
0
0

B

0
0
565714.2857

1
1
I
]
I
1
1
[

=]

0 -7273.469388
7273.469388 0
0 0
1697142857 o
0 16971.42857
0

forf
® @ @ @

2770. 392857J

P@EEOEE

SISIEICIC)C)
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Elemento 7:

Z—..
|
151 Y
¥ _ir?
4
?sf’ B
i il 13
] T 16
17 " g _—
!ﬂ h=35m

&) @ @ @® @ @®

4156.268222 0 o 0 -7273.469388 0 @3
0 4156.268222 0 i7273.469388 0 0
K 0 0 565714.2857 | 0 0 0 @
0 7273.469388 0 | 16971.42857 0 0 @)
-7273,469388 0 0 i 0 16971.42857 0 @
)
. o 0 0 i 0 2770.392857 @®
Elemento 8: Z
247 Y
2 Ao o
Thea 18 ’
I
et i
2-.,3—*"-' H Tea X
h=35m
o

[ 4156.268222 0 o ' 0 -7273.469388 0

0 4156.268222 0 17273.469388 0 0

R 0 0 56571428571 0 0 0

0 7273.469388 0 116971.42857 0 0

-7273.469388 0 0 .: 0 16971,42857 0

0 0 0 : 0 0 2770392857 |
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dez de la Estructura
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-557493.732 0 0 0 -7273.46939  -4950  662506.268 0 0 0 -7273.46939
0 -657493.732 0 7273.46939 0 -4950 0 -654193.732 0 7273.46939 0
0 0 552514.286  -19800 19800 0 0 0 565714.286  -19800 -19800
0 7273.46939 19800  51318.6278 0 0 0 727346939 19800  61824.2294 0
-7273.46932 0 -19800 0 51318.6278 o |7273.46939 0 ~19800 0 90918.6278
4950 4950 0 0 0 225703929 | -4950 4950 0 0 0
662506.268 0 0 0 -7273.46939  -4950 | -657493.732 0 0 0 -7273.46939
0 -654193.732 0 7273.46939 0 4950 | 0 -657493.732 0 7273.46939 0
0 0 552514.286 19800 19800 o | o o 552514.286 19800 19800
0 727346939  -19800  61824.2294 O o 0 7273.46939  -19800  51318.6278 0
-7273.46935 0 19800 0 90918.6278 0 -7273.46939 0 ~19800 0 51318.6278
4950 -4950 0 0 0 32470.3925 4950 4950 0 0 0
665806.268 0 0 0 -7273.46939 0 -654193.732 0 0 0 -7273.46939
0 665806.268 0 7273.46939 0 -4950 | 0 662506.268 0 7273.46939 0
0 0 565714.286  -19800 19800 o | 0 0 565714.286  -19800 19800
0 7273.46939  -19800  101424.229 0 0 0 7273.46339  -19800  90918.6278 0
-7273.46935 0 19800 0 101424.229 0 -7273.46939 0 -19800 0 61824.2294
0 -4950 0 0 0 423703926 | 0 4950 0 0 0
-654193.732 0 0 0 -7273.46939 0 665806.268 0 0 0 -7273.46939
0 662506.268 0 7273.46539 0 4950 0 665806.268 0 7273.46939 0
0 0 565714.286  -19800 -19800 o | o 0 578914.286  -19800 -19800
0 7273.46939  -19800  90918.6278 0 o 0 727346939 -19800  101424.229 0
-7273.46935 0 15800 0 61824.2294 0 |-7273.46939 0 -19800 o 101424.229
0 -4950 0 0 0 32470.3929 0 4950 0 0 0

4950
4950
0
4]

8]
32470.3929
-45850
-4950
0
0
0
22570.3929
4]
-4950
0
0
0
32470.3929
o]
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0
0
0
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3. Vector de Fuerzas Externas de los Nudos
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4. Vector de Fuerzas de Empotramiento Perfecto
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Elemento 2:
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Ensamblando todo los valores para el vector de Fuerzas de Empotramiento Perfecto
de la estructura:

0
0

36
=7
=225

0

5. Vector de Fuerzas Externas del Sistema i = EI} - ff-}

5 = i)
0 0
0 36
0 295
0 “ine
0 0
0 0
0 0
0 36
0 22.5
0 22.5
f= g b= 8 \ !
0 0
0 36
0 ~30%
0 30 &
0 0
0 0
5 0
0 36
0 99 8
0 -325
0 L o
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£l vector resultante de Fuerzas Externas sera:

=
il
fon]

6. Vector de Desplazamiento de la Estructura
f - k. u

(9.12x1075
-2.16x 1073
—4.63x 1075
2.59x 1077 Rad
1.69 x 107% Rad
—-1.42 x107° Rad
1.18x 1074 m
216 x 1075 m
1.60 x 1075 m
-568x10"%| Rad
'! -2.23x10™* Rad
—3.62x1075 | Rad
1.09x10™* m
1.41x107° m
244 x107% m
5.68x 1074 Rad
—-399x10~*| Rad
481 x107° Rad
1.40x 1074 m
—141x107%| m
—2.74x10™* m
~259x1077 Rad
346 x 107 Rad
261x10"% / Rad
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Después de remplazar los valores para el elemento 2 se obti:
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Elementos 4:

Después de remplazar los valores para el elemento 4 se obtiene:

0 (0]
1] 0
6600 19800
19800 79200

-6600 -19800
19800 39600
0 0
0 0

0
-5252.800781
0

-4950 1-1650
0o 1 0
B 56
o o
o o

|
19800 ! 4950
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0
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D e s e e
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Fi
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Elemento 7T:

~

P~ K
Después de remplazar los valores para el elemento 7 se obtiene:
4156,268222 0 0 0 -7273.469388
0 4156.268222 0 7273.465388 0
7
M = 0 0 565714.2857 G 0
0 7273.469388 0 16971.42857 0
-7273.469388 0 0 0 16971.42857
0 0 0 0 0
Elemento 8:
B* ok

—~

Después de remplazar los valores para el elemento 8 se obtiene:

4156268222 0 0 0
0 4156.268222 0 7272.469388 0
£ 0 0 565714.2857 0 0
0 7273469388 0 1697142857 0
7273.469388 0 0 0
.0 0 0 0 0

-7273.465388

16971.42857

~1

u

—~

0
0
0
0
0
2770.392857

o o o o

0
2770.392857

i ™
1.092534E-04
1.405018E-05

X )2 -04l =
Ambhpwmmmo o

5.684404E£-04
-3.990728E-04
f.ra‘mowmhw m‘om

< N
1.400304E-04
-1.405018E-05

-2.744301E-04\ =

3.456222E-04
2.612475E-05
~ -

P
3.356730304| KN
4.1929303 | KN

138.1073682| KN

9.749439505] KN -m
-7.567487069 KN -m
(0.133234931) KN -m

i =X
-1.931868737| KN
-0.060277238] KN

-155.2490316{( KN

\=
-2.585981E-07 A-O.Hommmmwmm KN -m

4.847195881| KN -m
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DIAGRAMA DE FUERZA CORTANTE (Unidades: KN)
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DIAGRAMA DE FUERZA AXIAL (Unidades: KN)
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PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 01: Los nudos del pértico mostrado en la figura, tienen las coordenadas

siguientes.
NUDO X (m) Y (m) Z (m)
A 4 0 0
B 0 0 3
C 4 0 3
D 9 0 3
E 4 3 3
F 4 0 6

Todos los elementos son de la misma seccién transversal con |3 = 41, y J = 13/10. Por
otro lado E = 2.5G en las vigas, el eje fuerte es horizontal. En las columnas el eje
fuerte se orienta segtin Y puede suponerse que las deformaciones axiales son
despreciables, es decir (que las componentes de traslacion del nudo C son 0) y que
las componentes de giro X y Z del nudo C son nulas, esto significa considerar un solo
GDL asociada a la componente de giro Y del nudo C.

Determine los momentos flectores y torsores en cada elemento.

.......... s ma e ..f..\._.,.,._ s S

TR T T I E:
M A we dh oy oy sb sb g e :;‘E
d
:
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PROBLEMA 02: La estructura que se muestra a continuacién es un portico
conformado por una columna inclinada en el plano XZ y dos vigas horizontales

incluyendo la fuerza sismica de 10 KN en el eje X.

Se pide determinar el calculo de los giros y desplazamientos de la estructura teniendo
en consideraciéon todos los efectos que recaen sobre dicha estructura; asi como
también los respectivos diagramas de fuerza cortante, diagramas de momento flector
asi como la deformada de la estructura.

E=22x10°KN/m? E=25G

am
16KNIm 350mm

' ' T BO0mMm
a4

TOKN

P

z !
f?‘" P % : .
& H }_] n
g 1 P : t:
; & 5
TR i
* 350mm
e ¢
500 mm
0.5m 5m

PROBLEMA 03: El presente esquema hace referencia a una columna inclinada en el
espacio, la cual estd sometida a las cargas que se muestran en dicho esquema,
ademas las coordenadas de los nudos de |a estructura seran:

Nudo X 4 Z
A 0 0 0
B 0.5 0.5 3
C 0.5 -0.7 3
D 4 0.5 3
E 0.5 3 3
F -0.5 1.5 3
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Las secciones de los elementos seran:

En el eje X: 0.30 x 0.55 m” E =2 x 10° Ton/m

En el eje Y: 0.30 x 0.50 m* 1 = 0.30, Coeficiente de Poisson
Elemento Inclinado: 0.30 x 0.40 m?

Se pide determinar las reacciones en cada elemento de la estructura asi como sus
respectivos diagramas de diagrama de fuerza cortante, momento flector y diagrama

axial, asi como la respectiva deformada.

18 Ton |

10 Ton
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CAPITULO 1l

SEUDOTRIDIMENSIONAL

Ing. ERIC REISSNER

Matematico e ingeniero desarroll6 la teoria cortante-deformacion de la placa, que
explica matematicamente cémo los objetos pland$ responden a la deformacién
cuando una fuerza se aplica a ellos. Esto llevé al modelamiento de fuerzas en las
superficies como los suelos estructurales y la corteza metélica de las alas del
avion, y permitié los adelantos significantes en la ingenieria civil y aeronautica. El
también dirigié la importante investigacion de los principales comportamientos de

vigas elasticas, platos y cascaras. ]
Aportes:

- La teoria para las placas del piso con las deformaciones transversales.
- Los principios de la variacién lineal y teoria de elasticidad monolineal.
- Formulacién de la ecuaciéon simultanea para las deformaciones finitas

axisimétricas de cascaras elasticas de revolucion.




ING. RONALD SANTANA TAPIA

INTRODUCCION

Una estructura espacial puede ser modelada como un ensamble de
porticos planos, con propiedades de rigidez solamente en sus planos
respectivos, admitiendo que las rigideces ortogonales a sus planos
son bastante menores y pueden no ser consideradas. La hipéteéis
fundamental es relativa a las losas de piso, las cuales son
consideradas como cuerpos rigidos que conectan a los porticos;
elementos de acoplamiento. Para fines del analisis seudo
tnd:mensronal ios grados de libertad para Ias losas de piso son tres:
dos trasfacmnes honzontales y una rotacion tors:onal en planta, De
este modo, tampoco se toman en cuenta las deformaciones axiales

en las columnas.

Los analisis sismicos seudo tridimensionales pueden realizarse

considerando las dos componentes horizontales del movimiento de la

base y, si se trata de fuerzas estéticas equivalentes, dos fuerzas w
horizontales y un momento de torsién en planta por cada piso, en un |
punto que generalmente es el centro de masas del piso. La matriz de

rigidez del sistema resulta de la suma de las rigideces laterales de

cada portico, previamente transformadas para ser consistentes con

los grados de libertad del entrepiso. El proceso en el que se realiza

esta transformacién se denomina Condensacién Cinematica y se

basa en relacionar, en un piso dado, los desplazamientos globales

|del entrepiso con el desplazamiento lateral de cada pértico.
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DESCRIPCION DEL ANALISIS EN 3D

& b
Estructuras
aporticadas i e —
' Albafileria
SISTEMAS ; Estructuras con S
ESTRUCTURALES muros de corte . e
Concreto armado
MDL (Muros de
i - ductilidad limitada)
; Estructuras mixtas e o
. o duales

gwrg,g;.ow s .----.-7:;«-.-»--&-:.-55«}
2

1 A;-;éiis{is portacarga L i Fuj:quivamm::m q
sismica estatica p———3p H
i | (NTEE0.30) |

ANALISIS SISMICO §

{ ,E . , Analisis modal
L “Espectral”
/ | (NTE-E0.30)
Analisis por carga TR T R S e
sismica dinamica j _— B
Andlisis modal
“Tiempo historia”
| (NTE-E0.30)

MODELO PARA EL ANALISIS DE ESTRUCTURAS

El modelo para el analisis debera considerar una distribucion espacial de masas
y rigidez que sean adecuadas para calcular los aspectos mas significativos del

comportamiento dinamico de la estructura.

Se tiene un edificio de 2 pisos, aporticado:

k@

i we=[ ]12)(12 [{(e)

=i co..=[ l2x12

t. ¥ -5 } S
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Pl GM
:
! Fy2
1
I
I
# ELEM =8 !
(2 PISO) 64 Fﬂl C)Z(M
L
31 I
2 [y‘l
1 41
i ke
# ELEM (1pis0) = 8
Z
A SISTEMA
,,mg_»x - _
# ELEM totaL = 16 ESI‘ST. = [ lasxas

Si pretendemos analizar el sistema considerando los 48 GDL que presenta la
estructura, nos enfrentarfamos a un analisis de calculo engorroso, por lo que
para efectos practicos simplificaremos el analisis considerando hipoétesis
razonables como el considerar a las losas como elementos de acoplamiento
rigidos (diafragma rigido), asi como despreciar las deformaciones axiles de los

elementos verticales. En efecto, para edificios en los que se pueda

razonablemente suponer que los sistemas de piso funcionan como diafragmas ~

rigidos, se podra usar un modelo con masas concentradas y 3 GDL por

diafragma, asociados a dos componentes ortogonales de traslacion horizontal y
una rotacién en su plano. En tal caso, la distribucion en planta de las fuerzas
horizontales debera hacerse en funcién a las rigideces de los elementos

resistentes.

Debera verificarse que los diafragmas tengan la rigidez y resistencia suficientes
para asegurar la distribucion mencionada, en caso contrario, debera tomarse en

cuenta su flexibilidad para la distribucion de las fuerzas sismicas.

Para los pisos que no constituyan diafragmas rigidos, los elementos resistentes

seran disefiados para las fuerzas horizontales que directamente les corresponde.
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Bajo estas condiciones de diafragma rigido y de 3 GDL por piso en el modelo
estructural o modelo matematico, desarrollaremos lo que se llama el analisis

matricial seudo tridimensional.

ANALISIS MATRICIAL SEUDO TRIDIMENSIONAL

El analisis sismico seudo tridimensional se realiza para cada direccion
independientemente. Se considera diafragma rigido en cada piso y fres grados
de libertad por diafragma correspondiente a dos componentes de fraslacion y
una de rotacion. Para el analisis sismico deberad considerarse ademas de la
fuerza de inercia la correspondiente al momento torsor debido a la presencia de
la excentricidad directa y el exigido por la norma E-030 como la excentricidad
accidental. La matriz de rigidez de la estructura resulta del ensamble de las
rigideces de cada piso y estas a su vez seran la suma de las rigideces de los

elementos (porticos que definen los ejes) de cada piso.

a. Para este caso, se toman como elementos a los porticos, muros o mixtos,
orientados en X-X, Y-Y o X-Y.

b. Se consideran 3 GDL por piso o diafragma.

% 7—®

ez

' T
xé’x @
ELEVACION PLANTA TiPICA

c. Los GDL estan asociados a los desplazamientos laterales y a las fuerzas
sismicas de inercia.

d. La fuerza sismica actiia en el centro de masa de cada piso.

e. Para cada piso, si el centro de masa no coincide con el centro de rigidez, se

origina una excentricidad real, produciéndose un momento de torsion el cual
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produce un incremento en los cortantes de los elementos verticales, estos
incrementos deben ser considerados para efectos de disefo.

f. Asimismo, la incertidumbre en la localizacién de los centros de masa en cada
piso, se considerara mediante una excentricidad accidental perpendicular a la
direccion del sismo igual a +0.05 veces la dimension del edificio en la

direccién perpendicular a la direccién de analisis.

| 5
1 “
cii :
Fx -—-ll-h- k%f;A-"—.“ 4 E(Z plsg). . [ ]3){3
i
]
# ELEM 2piso) = 4 7 2
|
! 2
! 4
i 4{_\
Fx _...J_pcdwx 5 11 k(l piso) _
A o =1 Jsxs
1/
# ELEM (1 piso) = 4 T
i
i " SISTEMA
- o e
# ELEM toraL = 8 z| v Kosr= [ Jaxe
ﬂ"ﬁ; »X mim

ANALISIS POR EXCENTRICIDAD PARA CADA DIRECCION PRINCIPAL:

Direccién de anélisis X-X:

e
s Fi
Fx >’( | Iey Dy

Dx

PLANTA

— e —— e ._.-—_.i “ | « & E_ e —
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Excentricidad directa ey =Yeu— Ycr =€ (ejede rotacion CR)
Excentricidad accidental e gce = 10.05 Dy

Direccion de analisis Y-Y:

. Dy

Dx
PLANTA

Excentricidad directa €y =Xcm— Xcr =€ (ejede rotacion CR)

Excentricidad accidental € gce = +0.05 Dx

MOMENTO POR TORSION EN PLANTA PARA CADA DIRECCION

En cada piso ademas de la fuerza actuante directa, se aplicara el momento

torsor bajo dos condiciones siguientes:

Condicion 1 : My = Fi(1.5exe4c) ; Cuando ambas excentricidades
tienen el mismo signo.

Condicion 2 My =F(eteqe) ; Cuando ambas excentricidades
tienen signos diferentes.

"i"

Dénde: F;: fuerza horizontal sismica en el nivel

MATRIZ DE RIGIDEZ DE UN ELEMENTO: K©
Compatibilizando la deformacién del elemento con el diafragma rigido (losa):
8ij = u; cosa + v; sena +1y; 6;
L

Expresando matricialmente: 6;; = [Cosa Sena 1ij].{ i

6;
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En forma concisa:

1=
e

5{'}' =

En donde:
d;;: Desplazamiento local; lateral, del elemento
[T]: Matriz de transformacion del sistema global a eje local

{u}: Vector de dezplazamientos de piso a nivel global

2T )

En el sistema-local:

L=ku .@
(1) en (2): . F=K T u
Por: T" T f=T"KTu
F’-erorfﬁf-f, . f-T KT u
En el sistema global:
f=Kk.2,
k=T T

En donde:

ky = |_<_' ; Rigidez lateral del elemento

ST L -8 2 o ———
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Desarrollando:
Cosa Cosa.Sena rfj.Cosa]
[Kg)] = K |Cosa. Sena Sen’a Tij. Sena
13;.Cosa 1. Sena ri:}

Asimismo, facilmente se puede demostrar que:

b= (xf,-' i xu:'Mi)-Sen-a i (yaf == ycM;). Cosa

Dénde:

(xi;,yij):  Unpunto cualquiera del elemento o del alineamiento del mismo.

Demostracion de: 1y

Y A

i Vik

Bi .ch XCM; YCM
0 Lﬁy
{:rr.v-vEl: TR gt

.
;.—"“""‘k\ ......

Yeurysllano

Xz = Xeu)

TU:CM +_Q

1

rij = (Yem — vip)seca + [(xi; — xem) = (vem — yij)tana]sena

1 sen’a

cosa (}’cm = qu') e 2 (x;j = xCM) sena

1y = (Yem = vij)
Tij = (yCM T J’:’j)CGSCE “+= (IU- &= xcm)sena

= (xij o xCM)sena T (J’ij — ¥em )COSG
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Elementos orientados en X-X: (a = 0°)
1 0 TU'

Kel=KJf0 © O

Ti i 0 Tﬁ'
Elementos orientados en Y-Y: (a = 90°)
0 0 0

[Kﬁy]=KL0 SRR

0 i j ¥ i

Por lo tanto para el piso “i".

[Klpisor » = TIKE] + T[KS,] + B[Ke ]

[T}

Para un edificio de “n” pisos:
[ Kl i K.z "Kz 0 asy 0 0
~K, Ky*Ks Kz 0 0
0 —K3 K3 + K"l' wan 0 0
Kn = '
0 0 0 Kp-1 + Ky —Ky
0 0 0 ~Kqu K, 1(3n % 3n)

L1301

Para el sistema geneérico /"

K; = [Kilzx3)
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PROBLEMAS DE APLICACION

PROBLEMA 01:
Para la estructura aporticada de un piso mostrada en la figura (ver planta y
elevacion) realizar un analisis matricial seudo tridimensional por el método de la

rigidez al actuar una fuerza horizontal de 10 ton aplicada en el centro de masas.

Se pide calcular:
- El desplazamiento horizontal a nivel de losa.
- La distribucién de la fuerza horizontal en cada elemento.

- Verificar el equilibrio.

r kg | 7 K o
Concreto Armado: f'. = 280— [ E = 15000./f7 (C—n‘i) = 2.5%10° Ton/m?

YJ
A+ D
E
@7 2% |
10 IOLM(},Q
c E¥ol |
¥
@+ T 45m
T
{ Em | 6m
@ 6m f 6m ]
PLANTA PERSPECTIVA
. Vigas: (0.30x0.6) m?
) :
) KL=12.906 Ton/cm Columnas: (0.30x0.3) m?
{ 6 m i 6 m I KL: 1290.6 TO?I/TH
¥
PORTICOS EJES; 1,2,Ay B
Vigas: (0.30x0.6) m*
B
o KL=8.560 Ton/cm Columnas: (0.30x0.3) m?

; & m | K,:856 Ton/m

PORTICOS EJES; 3y C
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SOLUCION:

1) Matriz de rigidez de cada elemento: E(e]

2

cos” a cosa.sena r.cosa
(e)
]_f = K |cosa.sena sena® r.sena
7. cosa . sena # 1{3%3)

1ij = (Xij — Xcari)- Sena — (¥ = Yem)- Cosa

CM(x,y) = (45,4.5)m

_E'?;I:sﬁ?:g .(x:i,.}fi) m| «a ‘cosa séna r; (m)| K, (Ton.f.m)
1 (0,0) 1 o | 45 1290.6
2 (0,6) 1 o | -15 | 12006 |
A% (0,12) 1 0 7.5 856
A (0,0) 90 0 1 4.5 1290.6
s (6,0) 90 0 1 15 1290.6
c (12,0) 90 0 1 75 856
Elementos orientados en X-X;
g 0 45 1 [12906 0 58077 ]
,15(1)=1290.6 0 0 0 (=] o o 0
45 0 (4.5)4 5807.7 0 26134.65 |
coo- [1 0 =-157 [12906 0 —19359]
k? 12006l 0 0 o = o o o
-1.5 0 (-1.5)) l-1935.9 0 2903.85 |
1 0 =757 [ 86 0 —6420]
_‘fmz gsel 0 0 o0 |=| o 0 0
[-75 0 (=75)] | -6420 0 48150 |
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Elementos orientados en Y-Y:

0 0 0 1 To 0 0

!((A)

k¥ = 12906(0 1 -45 | =0 129060 -5807.7
0 —45 (-45)2] lo -5807.7 26134.65.
0 0 0 1 [o 0 0

k(B)

kK™ = 120060 1 1.5 |=|o 12906 19359
0 15 (15?4 lo 19359  2903.85 |
0 0 0 1 [0 0 0

K©

kK™ = g56f0 1 75 |=|0 856 6420
o 75 (75°%] lo 6420 48150 |

2) Matriz de rigidez del sistema: k

3437.2 0. —25482
kK= o 34372 2548.2
~25482 25482 154377 1 (3x3)

3) Vector de fuerzas externas del sistema:
10
f=1o
0)@3x1)
4) Vector de desplazamientos del sistema: %

kW1
2.94584x 1073 ) m
= {-364952x107> ¢ M

4.92275x 107> ) rad

=

5) Desplazamiento Lateral de cada elemento. §°

€ = u;.cosa + vi.sena +17.8;
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Elemento

- a Sena Cosa r; (m) 8¢ (m)
1 0° 1 0 4.5 3.167363 x 1073
2 0° i 0 -1.5 2.871998 x 1073
3 0° 1 0 -7.5 2.576633 x 1073
A 90° 0 1 -4,5 —2.580189 x 107
B 80° 0 1 1.5 3.734605 x 107
C 90° 0 1 b 3.327110x 10~*

6) Fuerza cortante y fuerza lateral de cada elemento. F°

«— P

Fc =0.285 Ton

Fe = KL . 5E
Elemento o ;
K (Ton/m) 6¢ (m) F¢ (ton)
portico
1 1290.6 3.167363x 1073 4.088
2 1290.6 2.871998 x 1073 3.707
3. 856 2.576633x 1073 2.206
A 1290.6 —2.580189 x 10~* -0.333
B 1290.6 3.734605 x 1075 0.048
c 856 3.327110x 10™* 0.285
Yll
Fa=2.206 Ton @ % "
|
F2=3.707T
. —E'r;“ @ g, {1— 6
10 ’?’on% +
CM
F1=4.088 Ton @ & X
©
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FPROBLEMA 02:

En la figura se presenta la planta de una estructura de concreto armado de un
piso, compuesta por siete porticos ortogonales entre si, unido en su parte
superior por una losa que puede considerarse como infinitamentie rigida para
acciones en su plano. La altura de los porticos, desde la cara superior de las

zapatas a los ejes de las correspondientes vigas es de 3.5m.

|. Las columnas son todas de seccion cuadrada .de 0.30m de lado. Las vigas
son de seccién transversal rectangular de 0.30mx0.60m. Para todos los
elementos: E = 2.4x10%ton/m?. Las inercias de las columnas pueden
considerarse como b t3 /12. Para las vigas, considere el 70 % de la inercia
correspondiente a la seccion bruta, excepto donde se indica, desprecie las

deformaciones axiales y de corte.

Para los porticos se han obtenido las siguientes rigideces laterales:

Ejes K (ton/m)
1 823.9
2,3,4 1237
AB 1668
C 1213

1. Determine la matriz de rigidez para la estructura con los tres grados de
« libertad indicados en la planta, correspondiente al punto de coordenadas
- (7.20m, 3.70m).

b HI-15 | e

!
P
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Por accion de una fuerza horizontal de 15 ton en correspondencia al grado de

libertad 2, se obtienen los desplazamientos:

u = —0.64709 x 10~ m v = 033502x10"%m
@ = 0.65154x10"*rad
2. Calcule el desplazamiento horizontal (a nivel de la losa) para cada pértico.

3. Determine las correspondientes fuerzas laterales y verifique el equilibrio.

Il. Sien lugar del portico en el eje 1 se construye una placa de 20cm de espesor,
la correspondiente rigidez lateral seria K;, = 90490 ton/m (en los computos
se han incluido las deformaciones de corte en la placa). Para la misma fuerza

horizontal antes considerada se tendrian los desplazamientos:

u=—0.30568x10"*m v =0.22782x10"2m
0 =0.30780 x 1073 rad

4. Calcule el desplazamiento horizontal (a nivel de la losa) para cada portico.

5. Determine las correspondientes fuerzas laterales y verifique el equilibrio.

SOLUCION:

I PARTE:

1°) Matriz de rigidez de cada elemento: ,k_(e)

Vi = (xij bz xcm).Seno: = (y.-j = J’cm)— Cosa

CM(x,y) = (7.20,3.70) m

ELEMENTO | (xy)m | =« "’;'enq___: __'(_:__osg_l (r:‘) " Ky (ton/m)
1 (0,0) 90° 1 0 -7.20 | 8239
2 (3,0) 90° 1 0 -4.20 1237.0
3 (8,0) 90° 1 0 0.80 1237.0
4 (13,0) 90° 1 0 5.80 1237.0
A (0,0) 0 1 3.70 1668.0
) (0,4) 0 1 -0.30 1668.0
C (3,8) 0 1 -4.30 1213.0

eSS sTe s e e ____ﬁ._.._.'{ fI-16 }___.__.__u_w__._ S e e
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Elementos orientados en Y-Y: (o« = 90°)

0 0 b -3 0 0 0
k@ _ga39 o 1 ~72 1= lo 8239  -593208
6 ~72 (=7.2)) 0 —5932.08 42710.976
0 0 0 1 TJo 0 0
2
kK@ _1237 o 1 -42 |=|0 1237  —51954
0 42 (-42)%] |0 -5195.4  21820.68 |
0 0 7 - TD 0 0
K® 4237 lo 1 08 |=|o 1237 989.6
0 08  (0.8)% [0 9896 791.68
0o 0 0 0 0 0
k@
kK™ 21237 o 1 58 |=|0 1237 7174.6
0 58 (58)?%] 0 71746  41612.68
|
Elementos orientados en X-X: (a = 0°)
1 0 3.7 (1668 0 6171.6
A
k® _ 1668 |0 0 0o |= 0 0 0
37 0 (3.7)? 61716 0 2283492 |
r1 0 =03 (1668 0 6171.6
B
E( ) _ 1668 0 0 0 2 0 0 0
|03 0 (-0.3)% 61716 0 22834.92 |
1 0 —43 ] [ 1213 0 ~5215.9
G
KO _1p13 10 o0 0. |-= 0 0 0
-43 0 (-43)2] |-52159 .0 2242837 |
2°) Matriz de rigidez del sistema: E
4549 0. 455.3
k= | o 45349 ~2963.28

4553 =2963.28 152349.426 1 (3x3)

——- —L u-17 §
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3°) Vector de fuerzas externas del sistema: E

0
f = 15
0/(Bx1)

4°) Vector de desplazamientos del sistema: Y

—0.64709 x 1075} m
=14 0.33502x1072% ; m

0.65154 x 10~* J rad

u

5°) Desplazamiento lateral de cada elemento:  §¢

8¢ = ui.cosa + vi.sena + 1. 0;

ELEMENTO| =« Sena | Cosa | r (m) 8¢ (m)
1 90° 1 0 -7.20 2.881091x1073
2 90° 1 0 -4.20 3.076553 x 10~3
an 90° 1 0 0.80 3.402323x 1073
¥ i 90° 1 0 580 | 3.728093x10-7
} A 0° o | 370 | 2345989 x10*
\_ B 0° 0 1 -0.30 | —2.601710x105 |
] s Crse 0° 0 1 -4.30 | —2.866331x10~*

6°) Fuerza lateral o cortante en cada elemento: F¢

Fe = [f, 8°
ELEMENTO | K; (ton/m) 8¢ (m) Fe (ton)
823.9 2.881091 x 1073 2.374
o i 1237.0 3.076553 x 1073 3.806
1237.0 3.402323 x 1073 4,209

L tE-18 J . L
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4 1237.0 3728093 x 10~2 4612

A 1668.0 | 2.345989x 10~* 0.361

B 1668.0 -2.601710 x 10~5 -0.043
¢ | 12130 | —2866331x10°%| -0.348

YT
Fc =0.348 Jon

Gt £3 £]
Fs=0.043 Jon _ J ;”_.:vah &
sem*
Fa=0.391 Ton
I} r:1— L} {1 P X
c = L'.'T E'T
2 = = =
<t w2 [=}] o™
3 2 ] o
ol o < 2
n ] 1 n
w w [t i
il PARTE: ,
N e k 1)
7°) Matriz de rigidez del muro: %
0 0 0 0 0 0
1
kD _ 90490 [0 1 72 | =lo 90490 —651528
] 0 =72 (-7.2)? 0 —651528 4691001
8°) Matriz de rigidez del sistema: E
4549 0 455.3
k = 0 94201 —648559.2

4553 —648559.2 4800640.05 1 (3 x3)

SR IL HI-19 j—"——---—-—--
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Vi

—

9°) Vector de desplazamientos del sistema:
ku_ f

-0.30568x 107"y m
Y={022782x107% } m
0.30780 x 1072 J rad

10°) Desplazamiento lateral de cada elemento: ¢

8¢ = w. cosa + v.sena + 1. 9;

ELEMENTO a .Sena | Cosa | r (m)- o 8% (m)
PLACA: 1| 90° 1 0 -7.20 6.204x 105
2 90° 1 0 -4.20 9.8544 x 10~*

3 90° 1 0 0.80 2.52444x 1073
4 90° E 0 5.80 406344 x 1072
A - 0 0 1 3.70 1.108292 x 1073
B 0° 0 1 -0.30 | -122908x107*
c 0° 0 1 -4.30 | —1.354108x 1073

11°) Fuerza lateral o cortante en cada elemento: F¢

Fe = Kf . §¢

ELEMENTO | K, (ton/m) | &% (m) | F® (ton)

PLACA:1 | 904900 | 6204x10° | 5614
w2iEe 1237.0 9.8544x 10~* 1.219

1237.0 252444x10~% | 3123

4 1237.0 406344 x 1073 5.026
A 1668.0 1.108292x 1073 1.849
B 1668.0 ~1.22908x 107* -0.205
c 1213.0 —1.354108 x 1073 -1.643
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YT
Fc = 1.643 Ton
s —— (& I3 m

Fe =0.205 Ton
o8 4

)
L

M
1.k

I
= 0
-ET

Fa=1.849 To
ong 5 oS 5] # X
=] = [ o =
QT DT OT (=}
= = = -
~ o ™ ©
= & - 8
w - o 1
] i n n

Cabe mencionar que el analisis matricial seudotridimensional se encarga de distribuir
la carga lateral (fuerzas de sismo) que actia en el centro de masa de cada piso a
través del elemento de acople (diafragma rigido), este analisis debera realizarse para

cada direccion principal independientemente tal como especifica la norma E-030.

El andlisis complementario entonces se realizard para cada pdrtico plano 2D
considerando ademas del estado de carga por sismo, los estados de carga
gravitacional (carga muerta mas carga viva con los dameros de cargas alternadas) con

las combinaciones correspondientes que especifica la norma E-060.
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INTRODUCCION AL ANALISIS SISMICO POR CARGAS
SISMICAS ESTATICAS Y DINAMICAS

METODOS DE ANALISIS SiSMICO:

- ESTATICO { - FUERZAS ESTATICAS EQUIVALENTES
(NTE E-030)

- DINAMICO - MODAL ESPECTRAL (NTE E-030)

- TIEMPO HISTORIA

ANALISIS SiSMICO:

E! andlisis sismico tiene como ohjetivo calcular los esfuerzos y deformaciones de
las estructuras causadas por las fuerzas de sismo (generalmente horizontales),
para ello usamos los espectros de aceleraciones de la norma E-030 que nos
permite calcular las aceleraciones espectrales a través de los parametros
sismicos y el tipo de estructura a analizar. El analisis sismico lo podemos realizar
de dos formas, cada uno de ellas con sus propias ventajas y desventajas. Para
nuestro trabajo se ha realizado de las dos formas, es decir se ha realizado un

analisis sismico estatico y dinamico.

Las deformaciones que se producen en las edificaciones obviamente estan
relacionadas con las caracteristicas de la misma, una caracteristica importante
gue definira el comportamiento de una edificacion en caso de sismo es si esta

cuenta con diagramas rigidos o no. ]
DIAFRAGMA RIGIDO:

Se denomina diafragma rigido a la losa que sirve como techo para cada piso,
generalmente son de concreto y tenemos 3 tipos: las losas macizas, son de
concreto en su totalidad, las losas nervadas, que presentan nervaduras que
tienen entre si huecos que no son llenados o rellenados con ningldn material, y
finalmente tenemos las losas aligeradas que presenta un espesor de losa 5 cm

de concreto en la parte superior, la viguetas sobresalen hacia debajo de ellas en

et i e e 2.1 by - 22 | —
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una altura que varia (12cm, 15cm, 20cm, ...) y son rellenadas con bloques o con
otro material (este relleno no cumple funcion estructural). Para que una losa sea
considerada como rigida el porcentaje de huecos no debe ser mayor al 50 % del

area bruta.
DIAGRAMA FLEXIBLE:

Son losas de concreto las cuales tienen un porcentaje de area hueca mayor al

50% del area bruta.
DIAFRAGMA NO RIGIDO:

Son los techos metélicos o de madera, los cuales no pueden distribuir la fuerza
aplicada al centro de masa a los elementos, en este caso los elementos

absorben la fuerza sismica en proporcién a su peso.
ESTRUCTURA SIMPLE

Lina estructura simple es aquella que se puede idealizar como un sislema que
esta constituido por una masa concentrada en la paﬁe superior soportada por un
elemento estructural de rigidez K en la direccion considerada. Es importante
entender la vibracién de este tipo de estructuras, las cuales estan sometidas a
fuerzas laterales en el tope o a movimientos horizontales del suelo debido a

sismos, para asi facilitar la comprensién de la teoria dinamica.

PARAMETROS DE DISENO SISMORRESISTENTE (NORMA E-030):

Los parametros para el disefio sismorresistente de la norma E-030 vigente', son

los siguientes:

1. PESO DE LA EDIFICACION (P)

El peso P, se calculara adicionando a la CARGA MUERTA un porcen{aje de
la CARGA VIVA o SOBRECARGA que se determinara de la siguiente
manera:

P =Peu+ 0% Pey

o = 50% Para EDIFICACIONES de las categorias Ay B.

o= 25% Para EDIFICACIONES de la categoria C.

o = 80% Para DEPOSITOS DE ALMACENAJE.

o = 100% Para estructuras como TANQUES, SILOS y SIMILARES.
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CATEGORIA DE LAS EDIFICACIONES

CATEGORIA DESCRIPCION
A Cuya funcién no deberia interrumpirse inmediatamente
EDIFICACIONES después que ocurra un sismo:
ESENCIALES - Hospitales

- Centrales de Comunicaciones

- Cuarteles de Bomberos y Policias

- Subestaciones Eléctricas

- Reservorios de Agua

- Centros Educativos

También se incluyen edificacions cuyo colapso puede
representar un riesgo adicional, como grandes hornos,
dep6sitos de materiales inflamables o toxicos.

B Donde se reunen gran cantidad de personas como: ‘
EDIFICACIONES - Teatros
IMPORTANTES - Estadios

- Centros Comerciales

- Establecimientos Penitenciarios

O como edificios que guardan patrimonios valiosos:

- Museos

- Bibliotecas y Archivos Especiales

También se consideraran:

- Depésitos de Granos

- Otros almacenes importantes para el abastecimiento

C Cuya falla ocasionaria perdidas de cuantia intermedia
EDIFICACIONES como:
COMUNES - Viviendas
- Oficinas
- Hoteles

- Restaurantes

- Depésitos e Instalaciones Industriales, cuya falla no
acarree peligros adicionales de incendios, fugas de
contaminantes. !

2. FUERZA CORTANTE EN LA BASE (V)

La fuerza cortante total V, en la base de |a estructura, se determinara por la
siguiente expresion

En donde:

V = Fuerza Cortante en la Bagse de“la Estructura
Z = Factor de Zona

U = Factor de Uso e Importancia

S = Factor de Suelo

C = Coeficiente de Amplificacién Sismica

R = Coeficiente de Reduccién de Solicitaciones Sismicas
P = Peso Total de la Edificacion




ANALISIS MATRICIAL SEUDOTRIDIMENSIONAL

Debiendo considerarse para: C/R20.125

Como el analisis puede hacerse independientemente en cada direccion del
sismo, se tomard el valor total de la fuerza cortante V, fanto para la direccién X
coimo para la direccion Y.

ESTUDIO DE LOS PARAMETROS SISMICOS

FACTOR DE ZONA (Z)

Es un parametro de sitio, que involucra la zonificacion sismica fterritorial
nacional, el mismo que esta dividido en TRES ZONAS, segln se muestra en la
figura adjunta:

La zonificacion propuesta se basa en:

- Ladistribucion espacial de la sismicidad observada.

- ‘Las caracteristicas generales de los movimientos sismicos
- Laatenuacion con la distancia epicentral y,

- Informacion Neotectonica.

FACTORES DE ZONA

T7ONA “FACTOR Z(g)
5 0.4
2 0.3
1 0.15
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FACTOR DE USO E IMPORTANCIA (U)

Cada estructura debe ser clasificada de acuerdo a las categorias indicadas en la
siguiente tabla; segtin la clasificacion que se haga se usara el coeficiente de uso
e importancia U,

CATEGORIA DE LAS EDIFICACIONES

CATEGORIA DESCRIPCION FACTOR U
A Cuya funcion no deberia interrumpirse inmediatamente 1.5
EDIFICACIONES | después que ocurra un sismo:
ESENCIALES - Hospitales

- Centrales de Comunicaciones

- Cuarteles de Bomberos y Policias

- Subestaciones Eléctricas

- Reservorios de Agua

- Centros Educativos

También se incluyen edificacions cuyo colapso puede
representar un riesgo adicional, como grandes hornos,
depasitos de materiales inflamables o toxicos.

B Donde se reunen gran cantidad de personas como: 1.3
EDIFICACIONES - Teatros
IMPORTANTES - Estadios

- Cenfros Comerciales

- Establecimientos Penitenciarios

O como edificios que guardan patrimonios valiosos:

- Museos

- Bibliotecas y Archivos Especiales

También se consideraran:

- Depositos de Granos

- Otros almacenes importantes para el abastecimiento

C Cuya falla ocasionaria pérdidas de cuantia intermedia 1.0
EDIFICACIONES | como:
COMUNES - Viviendas
- Oficinas
- Hoteles
- Restaurantes

- Depdsitos e Instalaciones Industriales, cuya falla no
acarree peligros adicionales de incendios, fugas de
contaminantes. |

D Cuyas fallas causan pérdidas de menor cuantia y nor- * !
EDIFICACIONES malmente la probabilidad de causar victimas es baja:
MENORES - Cercos de menos de 1.50 m de altura

- Depésitos Temporales

- Viviendas Temporales

- Construcciones similares temporales
(*) En estas edificaciones, a criterio del proyectista, se podra omitir

el analisis por fuerzas sismicas, pero debera proveerse de la resis-
tencia y rigidez adecuadas para acciones laterales.
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FACTOR DE SUELO (S)
Es un parametro de sitio, que involucra la Microzonificacion Sismica, Estudios de
Sitio y Condiciones Geotécnicas locales.

Para la eleccion del factor de suelo 8, y su correspondienie periodo Tp de
vibracion, debera considerarse las propiedades del suelo y el tipo de perfil que
mejor describa las condiciones locales, segtin la tabla siguiente:

PARAMETROS DE SUELO

TIPO DESCRIPCION Tp S
(Seg)
S1 Roca o suelo muy rigidos 0.4 1.0
S2 Suelos intermedios 0.6 1.2
S3 Suelos flexibles o con estratos
de gran espesor 0.9 1.4
Sa Condiciones excepcionales *) (*)

(") Los valores de Tpy S para este caso seran establecidos
por el especialista, pero en ninglin caso seran menores
que los especificados para el perfil tipo S3.

En los sitios donde las propiedades del suelo sean poco conocidas se
podran usar los valores correspondientes al perfil tipo Ss. Solo sera
necesario considerar un perfil tipo S4 cuando los estudios Geotécnicos asi
lo determinen.

COEFICIENTE DE AMPLIFICACION SISMICA (C)

De acuerdo a las condiciones de sitio, se define el factor de amplificacién
sismica C. Este coeficiente se interpreta como el factor de amplificacion de la
respuesta estructural respecto a la aceleracién en el suelo.

C=2.5[_IE_J 1 C<25
T

En donde:

Tp = Periodo de vibracion del suelo (Tabla anterior)
T = Periodo fundamental de la estructura

El periodo fundamental para cada direccion se estimard con la siguiente
expresion:

i i-27 } —
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En donde:

hn = Altura total de la edificacion en metros.

Cr=35 Para edificios cuyos elementos resistentes en la direccion
considerada sean Unicamente porticos.

Cr=45 Para edificios de concreto armado cuyos elementos
sismorresistentes sean porticos y las cajas de ascensores y
escaleras.

Cr=60 Para estructuras de mamposteria y para todos los edificios
de concreto armado cuyos elementos sismorresistentes
sean fundamentalmente muros de corte.

COEFICIENTE DE REDUCCION POR DUCTILIDAD (R)

Los sistemas estructurales se clasificaran seguin los materiales usados y
el sistema de estructuracién sismorresistente predominante en cada
direccién tal como se indica en la tabla. Asimismo, segun la clasificacién
que se haga de una edificacion se usara un coeficiente de reduccion de
fuerza sismica R, segln se indica en la misma tabla.

COEFICIENTE DE REDUCCION DE FUERZA SISMICA
Sistema Estructural Coeficiente de Reduccion, R
Para estructuras regulares (*) (**)
Acero |
Pérticos ductiles con uniones resistentes a
momentos. j 9.5
Otras estructuras de acero
Arriostres Excéntricos 6.5
Arriostres en Cruz 4o 6.0
Concreto Armado
Pérticos'".
Dual®.
De muros estructurales®.
Muros de ductilidad limitada®®. s

Albaiiileria Armada o Confinada®®.
Madera (Por esfuerzos admisibles)

~Njw A O N @

1. Porlo menos el 80% del cortante en ia base actiia sobre las
columnas de los pérticos que cumplan los requisitos de la
NTE E.060 Concreto Armado. En caso se tengan muros
estructurales, éstos deberan disefiarse para resistir una
fraccién de la accion sismica total de acuerdo con su rigidez.




2.  Las acciones sismicas son resistidas por una combinacion
de porticos y muros estructurales. Los porticos deberan ser
disefiados para tomar por lo menos 25% del cortante en la
base. Los muros estructurales seran disefiados para las
fuerzas obtenidas del andlisis segin Articulo 16 (16.2)

3. Sistema en el que la resistencia sismica esta dada
predominantemente por muros estructurales sobre los que
acttia por lo menos el 80% del cortante en la base.

4. Edificacién de baja altura con alta densidad de muros de
ductilidad limitada.

5.  Para disefio por esfuerzos admisibles el valor de R sera 6

(*) Estos coeficientes se aplicaran unicamente a estructuras en
las que los elementos verticales y horizontales permitan la
disipacién de la energia manteniendo la estabilidad de la
estructura. No se aplican a estructuras tipo péndulo
invertido.

(**) Para estructuras irregulares, los valores de R deben ser
tormados como % de los anotados en la Tabla.

3. DISTRIBUCION DE LA FUERZA SISMICA EN ALTURA (Fi)

Una vez obtenida la fuerza horizontal en la base del edificio V, se distribuye
en cada nivel segun la siguienie expresion:

Fi= Pihi_V
YPj hj

En donde:

Fi = Fuerza sismica en el nivel i

Pi = Peso del nivel i

-hi = Altura del nivel i, con respecto al nivel del terreno.
V = Cortante basal en la base del edificio

Si el periodo fundamental T, es mayor que 0,7 seg, una parte de la fuerza
cortante V, denominada Fa, debera aplicarse como fuerza concentrada en la
parte superior de la estructura. Esta fuerza Fa se determinara mediante la
expresion:

F, =007-T-V<015-V

Donde el periodo T en la expresion anterior sera el mismo que el usado para
la determinacién de la fuerza cortante en la base.

. =1 I
E., IHE-29 i
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El resto de la fuerza cortante, es decir (V - Fa) se distribuira entre los distintos
niveles, incluyendo el tltimo, de acuerdo a la siguiente expresion:

Pi-hy
=i (v,)
ZP,h

=1
4. ANALISIS DINAMICO

Para edificaciones convencionales podréd usarse el procedimiento de
superposicion espectral; y para edificaciones especiales debera usarse un
analisis tiempo-historia.

A. Aceleracion Espectral

Para cada una de las direcciones analizadas se utmzara un espectro
inelastico de seudo — aceleraciones definido por:

ZUscC
B g

S, =
R

Para el analisis en la direccion vertical podra usarse un espectro con
valores iguales a los 2/3 del espectro empleado para las direcciones
horizontales.

B. Criterios de Superposicién

La respuesta maxima elastica esperada (r) correspondiente al efecto
conjunto de los diferentes modos de vibracién empleados (r)) podra
determinarse usando la siguiente expresion:

F= 0252 Ir|+0.75 ’Zr
f=1

En cada direccién se consideraran aquellos modos de vibracién cuya
suma de masas efectivas sea por lo menos el 90% de la masa de la
estructura, pero deberd tomarse en cuenta por lo menos los tres
primeros modos predominantes en la direccién de analisis.

5. DESPLAZAMIENTOS LATERALES PERMISIBLES

Los desplazamientos laterales se calcularan multiplicando por 0.75R los
resultados obtenidos del andlisis lineal y elastico con las Solicitaciones
Sismicas Reducidas.

El maximo desplazamiento lateral relativo de entrepiso, no debera exceder la
fraccion de la altura de entrepiso que se indica en la siguiente tabla:
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MATERIAL PREDOMINANTE DESPLAZAMIENTO
MAXIMO
Concreto Armado (L.007 ™ hel
Acero 0.010 * hei
Albaifiileria 0.005 * hei
Madera 0.010 * hei

hei : Altura del entrepiso i

6. EFECTOS DE TORSION
Si el centro de masas no coincide con el centro de rigideces se produce un
momento torsor el cudl produce un incremento en los cortanies, estos
incrementos deben ser considerados para efectos de disefio.

El momento torsor se evallia en cada nivel y en cada direccién de analisis
del sismo. '

A. Cilculo de excentricidades

Direccién de _analisis X:

Excentricidad directa : ey = Yo~ Ycr = €
Excentr. accidental : €acc = £0.05 DY

Direccion de analisis Y

Excentricidad real . X =XcM— XcrR = €

Excentr. accidental : €acc = £0.05 DX

B. Céalculo de Momentos Torsores

En cada nivel ademas de la fuerza cortante directa, se aplicara el
momento torsor bajo dos }:ondiciones siguientes:

Direccién de analisis X:

Condicién 1 : Mtsx = Vi (1.5 € * acc)

CO!’] dicién 2 i MtZ: = Vi (8 * eacc)

Direccion de anélisis Y:

Condicion 1 Mtsy = Vi (1.5 € % €zcc)

Condicion 2 : Mtzy = Vi (€ £ €acc)

{ Hi-31 §
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- Dénde:

Vi = Fuerza cortante del piso “i".

C. Incremento de fuerza coriante por torsién:

Direccion de analisis X:

Condicion 1 : AVix = Mtix . Kxi . (yi— ycr)
EJ

Condiciéon 2 AVix = Mtz . Kxi . (yi— ycr)
EJ

Direccién de anélisis Y:

Condicion 1 : AViy = Mt1y . Kyi . (xi = Xcr)
EJ
Condiciéon 2 : AViy = Mtay . Kyi . (Xi — Xcr)
EJ |
N Ky =2 —(Kyi =2
J=ZL“§”Y )*Z[“Eylx ]i X = Xr= XcR P Y=VimYeR
Ddnde:
J = Momento polar de inercia.

| xi,yi = Ubicacion del elemento respecto a un sistema de referencia.

7. ELEMENTOS NO ESTRUCTURALES

- Se consideran como elementos no-estructurales, aquellos que estando o
no conectados al sistema resistente a fuerzas horizontales, su aporte a la

rigidez del sistema es despreciable.

e e tﬁ i - 32 ‘E_v_ =58 e e e e T
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En el caso que los elementos no estructurales estén aisiados del sisterma
estructural principal, éstos deberan diseiiarse para resistir una fueiza

sismica (V) asociada a su peso (P) tal como se indica a continuacién.

V=Z.U.C,;-P

Los valores de C+ se tomaran de la siguiente Tabla.

VALORES DE Cq4

- Elementos que al fallar puedan precipitarse fuera

de la edificaciéon en la cual la direcciéon de la fuerza

es perpendicular a su plano. 13
Ll

- Elementos cuya falla entrafie peligro para
personas u otras estructuras.

- Muros dentro de una edificacion (direccion de la 09
fuerza perpendicular a su plano). "

- Cercos. 0,6

-Tanques, torres, letreros y chimeneas conectados a
una parte del edificio considerando la fuerza en 0,9
cualquier direccion.

- Pisos y techos que actlian como diafragmas con

, i 0,6
la direccion de la fuerza en su plano.

- Para elementos no estructurales que estén unidos al sistema estructural
principal y deban acompaiar la deformacién de la misma, debera
asegurarse que en caso de falla, no causen dafios personales.

- La conexion de equipos e instalaciones dentro de una edificacion debe
ser responsabilidad del especialista correspondiente. Cada especialista
debera garantizar que estos equipos e instalaciones no constituyan un
riesgo durante un sismo y, de tratarse de instalaciones esenciales,

debera garantizar la continuacion de su operatividad.

oo I J11-33 L : =
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PROBLEMA DE APLICACION

PROBLEMA UNICO: Para el edificio aporticado de concreto armado de un piso
mostrado en la figura, se pide realizar el analisis sismico seudotridimensional

usando el método de las rigideces. (Considerar g=9.80m/seg?)
Aplicar los métodos de anélisis siguientes:

- Analisis sismico estatico (fuerzas estaticas equivalentes).

- Analisis sismico dinamico (modal espectral).

Para ambos anélisis se hara uso del cddigo peruano de disefio sismorresistente.
(N.T.E. E-030)

YIL
i
£
@+ J'- s a
G
£ itm’
-~ £— Bl
! Em ! 6m 4 I 6m ; 6m ]
® ® © PERSPECTIVA
PLANTA
E E
(fp] i
fe]
0 6 m i 6m ; I 6m :
I 3 T = ! 1
PORTICOS EJES; 1,2, Ay B PORTICOS EJES; 3y C
|
\
Vigas : (0.30x0.6) m?

Columnas : (0.30x0.3) m?
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DATOS GENERALES:

- Ubicacién : Lima, Pueblo Libre

- Uso : Vivienda

- Sistema estructural : Aporticado

- Suelo de cimentacion : Tipo s1 (suelo rigido)

DATOS DE DISENO:

f'. =210 kg/cm*
fy = 4200 kg/cm?

E. = 15000,/f7_ = 217.371 ton/cm?

SOLUCION:

1°) Rigidez lateral local de los elementos: K

3.5m

1 6m L, 6m :

i i
PORTICOS EJES; 1,2, Ay B

Por Wilbur: (Base Empotrada)

=1

o ABE| 4hy by g
L=
h I Iy Ak
! X(h)l Z(h)1+ 122(11)1
30x30° I
e = e = 67500 cm* (-l-l‘i) = 192.857 cm®
B ("’ = 900 cm3
T R e f) AR
H .3 i
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48x217.371| 4x350 5 350 + 0
T Y g
350 3x192.857 25900 + 3x1‘i.:.35?

K, = 11.426 ton/cm

3.5m

L 6m ;
J 1

PORTICOS EJES; 3y C

_ 48x217.371| 4x350 R 350
] 350 2x192.857  ggg i 2x192.457
12

K, = 7.443 ton/cm

2°) Centro de masas: CM (Xg,Yp)

_XPX TP.Y
R

2P
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_0.Py+ 6.P, + 12.Py + 0.P; + 6P + 12.P + 0.P; + 6.Py

0=

P-j_ "E" {“2 + P3 + Pq_ + PS “}‘ Pﬁ ’}" P}' "I' Ps

_0.P,+0.P, +0.P;+ 6. +6.P; +6.P +12.P, + 12.Bg

0=

P+ P, + P+ P+ P+ P+ P, +Pg

VALOR APROXIMADO: Centro geométrico del drea en planta.

_xAX . _2AY
%=~z ' Yo =33
)
@t T 5
E
0w
@+ ¢ Ad o
: A
@ ..|... (=} L} X
I 6 m ' 6 m '
® ® ©
_ (6x12)x3 + (6x6)x9 _ (6x12)x6 + (6x6)x3
07 " (6x12) +(6x6) 07 T(6x12) + (6x6)
3°) Centro de rigidez: CR(Xg,Yr)
K', . X Ko ¥
XR = Z }'.r YR = Z ji
Ky LK
EHE-37 J
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YJ\
o o
8 5
: :
= 2
@l | )
i i kS
o= v g
n u
.'\f ‘m :
x N 3
~
u
_U
o} Ta® X e X
Y
r-3
r‘r ]
K'as = 7.443 Ton/cm
Er L} i
Kz= 1126 Tonlem |
9 £ L » X
K1 = 11.426 Ton/cm
¥ K4(0)+K56) +K-12)
Xp = o s S S
K+ RLa K,
K1(0) + K, (6) + K 5(12 ‘
e 1(), 2€) ;3( )___5.211m |
Ki+Ky;+Ks

CR (5.211,5.211)
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4°) Excentricidad: e

Y
Y!L T
@ P, r @ T T - o 7
E
= ®
@+ oy — @1 T
Fk—-—w—h@- wOR
oh et
E| £ MI [y
o w £ Fy
) Ly
-+ & -+ X - @ g £1 +
O] — O] ! = X
} 6m_ : 1 } & m : 6m i
® ® © ® ©

Direccion de analisis: X

Excentricidad directa:
| ey = Yo — Yp = —0.211m
Excentricidad accidental:
€acc = +0.05Dy = £0.6m
Excentricidad real:
Condicion 1: e = 1.5eg; * €acc
e; = 1'5(—0f211) —0.6 =—0.9165m
Condicion 2:

€ = edir T €acc

e, = —0.211 + 0.6 = 0.389 m

5°) Momentos torsores: M,

Direccion De Analisis: X

Direccion de analisis: Y

ey = Xy — Xg = —0.211m

€ace = £0.05Dy = +0.6m

e, = 1.5(=0.211) — 0.6 = —0.9165 m

l

e; =—0.211+ 0.6 =0.389m

Direccidon De Analisis: Y
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Condicién 1:

Mtl = F)\"El Mtl = Fy.el

Condicion 2:

MtZ R FX" ) MtZ = Fy.ez

I ANALISIS SISMICO ESTATICO

6°) Calculo del cortante basal: V

ZUSC

= Pp ~~ {1}

Parametros Sismicos:
Z=04 (Lima)
U=1.0 (Vivienda)
S=1.0 (Suelo Rigido) = T, = 0.40 seg
R=6.0 (Sistema aporticado e irregular)
C=25(2) C<25

Periodo fundamental de la estructura.

h, = 3.50 m. Cr =35 (Sistema Aporticado).
T= I e ool o pi
i e i e
0.4
C=25x (6*1-) =10 > 25, w C=25

Peso fotal del edificio:

Ton 1]
Pr= IFX(6X61{3) = 108 ton

Reemplazando en (1):

Ve 0.4x1.0x25x1.0

= X108 = 0.167 (16.7%)Pr

.V = 18.04 ton.
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Anéalisis en la direccion del sismo: X=X

7°) Calculo del vector de fuerzas externas:  F

Para el sismo en X-X:

-1 O
CASO - *: = [ tdirecto
j L] X
CASO - 2: S Feang=1
: B B
CASQO - 3: o P Fcand.—z
18.04
CASO 1: F={ o
0 GBx1)
CASQO 2:
My = Fy.eq :
M, = 18.04 x (—91.65)
My = —1653.366 ton — cm.
18.04
Bl 0
—1653.366/ (3x 1)
CASO 3:

My, = Fx.e;
My = 18.04x%(38.9)
Mtl = 701.756 tDl‘l = cm.

18.04

8>
i

0

701.756/ (3x 1)

8°) Calculo del vector desplazamiento: 2

Koo
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5.96087 x 10~} cm
CASO 1: U =1{-6.08960x10"*} cm
2.88392x 10~5 ) rad.

5.93444 x 10~1Y cm
CASO 2; U ={ 203416x1073 ; cm
—9.63338 x 1075/ rad.

5.97209 x 10~1) cm
CASO 3: U =4-173081x10"3 ; cm
8.19678 x 1075 / rad.

5.97209 x 10~%) cm
Se eligen los de mayor valor: «  H=14{ 203416x10"2 } cm

—9.63338 x 1075/ rad.

DESPLAZAMIENTO LATERAL: A, < 7%4h;

NORMA: NTE - E030:

Los desplazamientos obtenidos del analisis deberan ser corregidos por 3/4R.

3 3
Ay= ZR # U= ZXG.X 5.97209x 107! = 2,687 cm £ 7% h; = 2.45 cm, NO PASA!

Por lo que debera reestructurarse (aumentar la rigidez en X-X) y recalcularse la

estructura.

9°) Calculo del desplazamiento de cada elemento: §;

§; = ugcosa + vosena + r;8,

(o0 = 0°): _ (x = 90°):
ai = Uy + l'ieg 65 =Vy + riBEI
- T &i(cm)
ELEMENTO a cosa | Sena

{em) | CASO 1 CASO 2 CASO 3

1 0° 1 0 500 0.610507 0.545277 0.638193

2 0° 1 0 | -100 | 0.593203 0.603077 0.589012
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3 0° 1 0 -700 0.575900 0.660878 0.539832
A 90° 0 1 -500 | .0.015029 0.050201 -0.042715
B 90° 0 1 100 0.002275 -0.007599 0.006466
c 90° 0 1 700 0.019578 -0.065400 0.055647
10°) Calculo de la fuerza cortante de cada elemento: V;
Vi = Ky §
X KLI 8i (Cm) . V| (tOﬂ)
ELEM;, {5ihe oo : sty
. |ftonem) | CASO1 | CASO2 | CASO3 | CASO1 | CASO2 | CASO3
11426 | 0610507 0.545277 0.638193 | 6.976 | 6.230 | 7.292
- & 11426 | 0593203 0.603077 0.589012 | 6.778 | 6.891 | 6.730
3 | 7443 0.575900 0.660878 0.539832 4.286 | 4.919 | 4.018
A | 11426 | 9015020 0.050201 -0.042715 | -0.172 | 0.574 | -0.488
B | 1426 | opoo2275 | -0.007599 | 0.006466 | 0.026 | -0.087 | 0.074
C | 7443 | po19578 | -0.065400 0.055647 | 0.146 | -0.487 | 0.414
F3=4.919 Ton P &
---—b-@ 4 )
Fz = 6.891 Ton
= @ £ —a
18.04 Ton &
CM
Fi=7.202Ton o | | A
Fa=0.574 Ton Fe =0.087 Ton Fc¢ =0.487 Ton

£ o i
3 Il -43

| ST
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T.282 Ton
il 1 fi
- 6 m il IIH P J’_r’ i
] 1
PORTICO EJE 1
3,821 Ton 4.918 Ton
e FENE—
i
| 6m ; 6m 1 | 6 m }I
PORTICO EJE 2 PORTICO EJE 3

Analisis en la direccion del sismo: Y=Y

Se seguird el mismo procedimiento y se obtendran los mismos resultados que el
de la direccion X-X.

I ANALISIS SISMICO DINAMICO:

1°) Célculo de la matriz de masas de la estructura: l}f

Para “n" pisos:

M; 0 0 0
0 M, 0 0
M=lo [0 wm, 0

Para el piso “i";

e ey
Mi—lo m o0
Ve

__.______t 1t - 44 J\ R R e o
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Céalculo de mj:
Considerando el peso igual a 1 ton/m? de area techada se tiene:
w = (1 ton/m?)(6 * 6) * 3 = 108 ton

w 108 W
m; = -g- =380 " 0.11020408 ton.seg”/cm

Calculo de J;: (Momento polar de inercia)

I'=T+m'.d?

2 bz
=3 o [ i =0+ = 0

Para el calculo del momento polar de masas, es frecuente aproximarlo
considerando que las masas de cada piso estan aproximadamente
uniformemente distribuidas, y por consiguiente los momentos polares de inercia
pueden determinarse a partir de las dimensiones del area de losa en planta,

suponiendo que el radio de giro de las masas es el mismo que el de las areas.

Yl
- —a
T A
! E:f;w)
| L CM (Xo, Yo) = (500,500) cm
Ch{xo;yo) s
- S » X
5’ = ¢ o
Area: A, Area: A,
(X, Y, = (300,600) cm (X,,Y,) = (900,300) cm
, 2 R
m} = 2 + (0.1102040816) m} = 2+ (0.1102040816)
m} = 0.073469387 ton.seg?/cm m), = 0.036734693 ton.seg?/cm
E H-45 |
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a; = 6m <> 600cm
b; = 12m <> 120cm

J1 = 14693.8774 ton, cm. seg?

a; = 6m <> 600cm

b, = 6m <> 600cm

Ji=]J1+]; = 24244.89758 ton.cm.seg?

J2 = 9551.0298 ton.cm, seg?

_ Porlo tanto:
0.11020408 0 0
M 0 0.11020408 0
0 0 24244.89758] (3x3)
2°) Calculo de la matriz de rigidez de la estructura: !f
Piso j:
P
ky Z k!
= _N
p = Nimero total de elementos del piso *j"
En donde para el elemento “i":
CDSE(I_ CoSa. Sena r.cosa
O] ;
K™ Loososona sena?® r.sena
r.cosa r.sena r2 1(3x3)
1y = (%ij — xcpmi ). Sena — (¥ij = Yemi)-Cosa
CM (xg,¥0) = (500,500) cm
Elemento_| K, (tonfcm) | (x.,y;) em el o sena cosa | r; (cm)
Pértico 1 | 11.426 (0,0) 09 0 1 500
Pértico 2 11.426 (0,600) 0° 0 1 -100
Pértico 3 7.443 (0,1200) 09 0 1 -700
Pértico A 11.426 (0,0) 90° 1 0 -500
Pértico B. 11.426 (600,0) 90° 1 0 100
Pértico C 7.443 (1200,0) 900 1 0 700
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Elementos direccionados en X-X: (x=0°)

1 0 500 ] [11426 0 5713
1 .
k@ _q1426l 0 0 0o |=| 0 0 0
s00 o0 250000] L5713 0 2856500
1 0 -100] [11426 0 -—11426]
Z
!5():11.426 o o o0 |=]| o 0 0
~100 o 10000 [-1142.6 0 114260]
1 0 =70071 T 7.443 0 =—5210.1]
3)
!5( =74430 0 0o 0 |=| o 0 0
_700 0 490000] |-52101 0 3647070]
Elementos direccionados en Y-Y: (a=90°)
0 0 0 0o 0 0
W =
K™ = 114260 1 —-500 |=|0 11426 ~—5713

0 —-500 250000 0 =~—5713 2856500

0 0 0
k(B)
K" =11.426(0 1 11.426 1142.6
0 100 10000 0 1142.6 114260

0 0 0

c b
k@ _ 74430 1 7443  5210.1
0 700 490000] [0 52101 3647070

Ensamblando: ,lf, = ZEO)
30.295 0 —639.7
k=| 0. 30205 6397

—6397 639.7 132356601 (3x3)

3°) Calculo de los periodos y formas de modo de vibracién:

De la ecuacion dinamica:
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Resolviendo:
2.1256386942

w; = 16,546 rad/seg , T; =0380seg , ‘El =4 —2.1256432205
4,121741x107%) (3x 1)

2.1300344424
w, = 16580 rad/seg , T, =0279seg , @ =,2.1300299253
0 Bx1)

~0.1367026874
ws = 23389 rad/seg , Ty =0269seg , @ ={ 0.1367026874
6.4090486.10~3) (3x 1)

4°) Calculo de los factores de participaciéon modal:  FPM;

Recuérdense que al momentc; de desacoplar las ecuaciones de mavimiento
mediante la descomposicién modal, estas ecuaciones se plantean por separado
para cada direccion del sismo. Por consiguiente, se tomara en cuenta si el sismo
es la direccion x en cuyo caso solo las u; contribuyen en el calculo del FPM; y en
el resto no contribuye, es decir v = 0 y 8; = 0 . O si el sismo es en la direccion y,
sola las v; contribuyen y el resto no, esto es u; = 0 y 6; = 0 .De igual forma para

determinar el FPM; del efecto torsién solo 6; contribuye el resto no.

Para nuestro caso, como nuestro edificio es de un solo nivel los factores de

participacién modal seran:

¢ m

o~

FPM; = ———
] ?‘T-M . ¢i

i
Las formas de modo fB han sido normalizadas de manera que el producto:

¢ M d'=1
2
ka-d)k =10
n
FPMl=zmk o,

_ — -——L Iif - 48 '5 L o
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(FPM;)

FACTORES DE PARTICIPACION MODAL DE LA ESTRUCTURA

LOTX6ESST | 7 OTXG90ST |,-0TXS905T— = fpdd _
00001 =yWNS :
c-0T X 06079 (0T X8856'6 | g-0TX060%'9 | 401X SYZVZ Y
T 1-0TX0L9ET - DTXG6507 | §-OTXOLIET | {-0TX0ZOLT
0TX0/9€T— | ¢-01¥G6S0°Z |1-0TX0L9ET— | 10T X0Z0T'T
0T X8T90'T | {_OTX¥LYET | - OTXPLYET = ZNdd
0000'T =vYNNS
o1-0T X Y6LEY 10T X66¥9% | o-0TXV6LEY | 0T XSVEVT z
I 00£TZ (-0 X0000°S 00ET'Z 1-01X0Z0T'T
00£7'Z ,-0T X0000'S 00€T'Z 0T X0Z0T'T
_ 1£66'6 (0T XSZYEZ— | 01X STHET = TWdd
4 0000°T =vNNS
y-0T X LTZTY cOTX68TTY | ,-O0LXLIZUY | 0T XSPTHT L
; 95212~ 101 X¥6L6F 95212~ 10T X0Z0T'T
95717 0T X¥6LE6T 95Z1°Z (0T X0Z0T'T
T3AIN o i n A | S e Ol OQOW |

i-49 |
J
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5°) Caélculo de la aceleracién espectral: Sa,

NORMA: NTE E030

ZUSC
Saj = ——.g

Parametros Sismicos:
Z = 0.4 (Lima, Pueblo Libre)

U = 1.0 (Vivienda)
S = 1.0 (Suelo Rigido) - T, = 0.40 seg
R = 6.0 (Sistema aporticado e irregular)

C=25(2); Cs=25; Ademas:C/R>0.125

Para estructuras en general:

Tomar: R=R : Para estructuras regulares

R=%R . Para estructuras irregulares.
T, =0380seg — (=25 = ~ Sa; = 163.333 cm/seg?
T, =0319seg —» (, =25 = | % Sa; =163.333 cm/seg®
T3 =0.269seg —» (C3=25 - ~ 'Saz = 163.333 cm/seg?

6°) Calculo del vector desplazamiento: Y

Sa;
u' = FpM; . — 0!

1

Direccion del sismo: X-X

u 2. 425 X ]0 X X . . m

MQODOQ: 2

3 - 16 3
u® = 2,34241071x mx(2.1200344) = 0.297 cm

MODO: 3
163.333

3.,___‘ 1 -2
u 1.5065 x10 x—-——--—23.3892

x (—0.1367026874) = 6.149 x 10~* cm

R — e ..___._..{ }_ili & L}U ;L_,,__ —
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L B COMBINACION MODAL:
.Ii |

u=025Y1ul+0.75/3 [ul?

»lul =0.595cm

Y lul?=0.420 cm

u = 0.464 cm

NORMA: NTE - EO30 Ay = 7%0h;

Los desplazamientos obtenidos del anélisis deberan ser corregidos por 3/4R.
3

3
ZR'H = Zx 6x0464=2088cm < 0.007x350=245cm, OK!

Ay=

Direccién del sismo: Y=Y
MODO: 1

1o BRI e 5 (~2.1256472205) = 0.297 cm
Vv = b Hul 16.5462 » 20 LD = U CH

MODO: 2

163.333
v? = 2.3474x10"'x 165802 x (2.130029925) = 0.297 cm

MODO: 3

W LS0EERIT Ty (0.1367026874) = 6.149 x 10~* cm
T 23.3892 * =0

COMBINACION MODAL:

v= 0253 1v] 40753 v 2

Ylv|=059cm

Y | v 2= 0.420 cm

v = 0.464 cm

NORMA: NTE - E030

ﬂ=3

3 i
i ZR R 6x0464=2.088cm < 0.007x350= 2.45cm, OK!
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EFECTO DE TORSION

MODO: 1
6* = 9.9931 i 4121741 x10™%) = 2.4648x 103
= 9, X16.5462x(' ; X ) =2.4648x 1077 rad.
MODO: 2
% = 10618x10-5x163‘333 0) = Orad
A Tessp = =0rd
MODO: 3

. , . 163.333
0° = 1.5539x10°x

233892 X (6.4050486 x 1073) = 2.9824 x 10~ rad.

COMBINACION MODAL:
8=025%10]1+075/510%
316 |=3.007048 x 10~! rad.
VX 16 P= 2982501 x 107" rad.
~ 8 =2988638x 1071 rad.

POR LO TANTO:

0.464 cm

1=

= 0.464 cm

2988638 x 10~/ rad
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PROBLEMAS PROPUESTOS

i p
. i PROBLEMA N° 01: En la siguiente figura de planta de una estructura de un
| I piso, compuesta por poérticos ortogonales unidos por una losa gue se supone
. infinitamente rigida para acciones en su plano. Se han obtenido las rigideces
| ’ laterales.
E |
| f Eje K, (ton/em) Eje K, (ton/cm)
| =_" A 6000 1 2000
L | B 20000 2 50000
:.f | c 4500 3 1500
| | D 3000 4 1000
I | Suponga que el origen de coordenadas esta en la interseccion de los ejes 1 y A.
. ﬁ En el punto de coordenadas (4.7; 4.25) actia una fuerza de 15 ton., en la

direccion Y.

a) Determine las coordenadas del centro de rigidez.

by
7= TRy

K.Y |
cr = .EKX

b) Determine las fuerzas estaticamente equivalentes a la antes mencionadas,

pero aplicadas en el centro de rigidez.

c) Escriba un sistema de ecuaciones que relacione las tres componentes de
dpsplazamiento en el centro de rigidez con las .correspondientes

componentes de fuerza. -

d) Calcule el giro en planta y las componentes de traslacion del centro de

rigidez.

e) Obtenga el desplazamiento horizontal en la parte superior de cada portico
(mas precisamente, la componente segin el alineamiento del portico) ¢Cual
es la razén entre el desplazamiento lateral en el alineamiento del eje 4 y aquel

en el alineamiento del eje 1?
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f) Determine la fuerza lateral que toma cada pértico.

g) Verifiqgue el equilibrio para los 3 GDL considerados en el modulo pseudo

tridimensional.

h) Suponiendo que se pudiera modificar el portico del eje 4: ¢;Cual deberia ser
su rigidez lateral para que al aplicar la referida fuerza de 15 Ton., el punto

(4.7; 4.25) no tenga rotacion en planta?

4.25m
o
C 0
L i)

5

1

I

=5
o §
i
L
s

4.7m

PROBLEMA N° 02: En la siguiente figura se muestra la planta de una estructura
de un piso, compuesta por pérticos ortogonales unidos por una losa que se

supone infinitamente rigida para acciones en su plano. Se han obtenido las

rigideces laterales:

Eje KLI(tonlcm) Eje K, (ton/cm)
A 600 1 400
B 2500 2 600
C 500 3 1500
4 500

Suponga que el origen de coordenadas esta en la inferseccién de los ejes 1 y A.

Las coordenadas del centro de masas son: Xm=7m; Yn=3.75m. Suponga que
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sobre la estructura actGa una fuerza horizontal de 30 Ton, en direccién X

(paralela a los ejes literales), aplicada en el centro de masas.
a) Determine las coordenadas del centro de rigidez.

IKy. X
Xer = “3ky
EKy. ¥
Yor = 73Ky

b) Determine las fuerzas estaticamente equivalentes a la antes mencionadas,

pero aplicadas en el centro de rigidez.

c) Escriba un sistema de ecuaciones que relacione las tres componentes de
desplazamiento en el centro de rigidez con las correspondientes

Al

componentes de fuerza.

d) Calcule el giro en planta y las componentes de traslacion del centro de
)

rigidez.

e) Obtenga el desplazamiento horizontal de cada pértico (en su plano).

f) Determine la fuerza lateral que toma cada pértico.

O o o —j
E
e
e+ 5 e ¢
3 M!
:
@ /L l; _I'_L
I 4m } 4m : 4m _'Jl
@ @ @ @
el |
1 Lo |
L [If-55 J
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PROBLEMA N° 03: En la siguiente figura que se muestra la planta de una
estructura de un piso, compuesta por una placa y seis porticos ortogonales,
unidos en la parte superior por una losa que puede suponerse infinitamente
rigida para acciones en su plano. La altura de los pdrticos, desde la parte
superior de la zapata hasta el eje de las correspondientes vigas, es 3.6m. Las
columnas son todas de seccién circular, de 0.30 m de diametro. Las vigas son de
seccion rectangular, de 0.30mx0.60m. En el eje 4 hay una placa de
0.20mx6.30m que, al igual que las columnas, se supondra empotrada en la base.
Para todos los elementos: E = 2.4 x 10° Ton/m?y G=0.4E. Las inercias de la
placa y de las columnas pueden determinarse como bt¥/12. Para las vigas
considere el 70% de las inercias de la seccidon bruta. Desprecie deformaciones

axiales y de corte, excepto estas Ultimas en la placa.

Para los porticos se ha obtenido las rigideces laterales que se indican a

continuacion:

Eje K; (ton/cm)
1.2.3 681
4 ? |
A, B 928
C 689

Al hacer los computos para obtener la rigidez lateral de los pérticos 1, 2 y 3, se
han determinado las siguientes relaciones entre el desplazamiento lateral y los

giros de los nudos.

81 =83 =-5.95031*10%u 0,= -6.22655*10° u

Donde u es el desplazamiento lateral.

Suponga el origen de coordenadas en la interseccion des ejes Ay 1. En el cFentro
de masas, cuyas coordenadas son (6.50m, 5.40m), actla una fuerza de 12ton
en la direccion Y (es decir, en correspondencia al GDL 2 indicado).

Se pide:

a) Larigidez lateral del eje 4 (no olvide considerar las deformaciones de corte).

b) Las coordenadas del centro de rigidez.

e e} JIE-56 J_.__u—u_n_.._ IR
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¢) Con referencia al centro de rigidez determine una matriz que relaciones las
componentes de desplazamienio para los GDL (1 2 3) indicados con las
correspondientes fuerzas.

d) Traslade la fuerza aplicada al centro de rigideces y calcule las componenies
de desplazamiento en ese punto.

e) Obtenga las correspondientes componentes de desplazamiento en el centro
de masas.

f) Calcule los desplazamientos a lo largo de cada uno de los ejes resistentes.

g) Determine las correspondientes fuerzas y verifique el equilibrio (incluyendo el
equilibrio de momentos).

h) Obtenga los giros en los tres nudos del portico del eje 1.

i) Determine los momentos flectores y fuerzas cortantes en los elementos del
portico del eje 1.

j) Dibuje los correspondientes diagramas, indicando los valores mas

importantes.

©-|- a} —T —0
E
oto —0 t— a
f Tz“‘\ 2 ]
J e *CR
®--o ) —f._L —Ltl
1_ 5m 1 sm 1 5m _|I
o, © ® ®

PROBLEMA N° 04: La siguiente figura muestra la planta de una estructura de
un piso, compuesta por seis pérticos ortogonales, de concreto armado, unidos en
su parte superior por una losa que puede considerarse como infinitamente rigida
para acciones en su plano. Las columnas son todas de seccion circular, de 0.30
m de diametro. Las vigas son de seccion transversal rectangular, de

0.30mx0.65m para todos los elementos: E=2x10° kglcm?.

E HL-57 }%
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Considere como inercias de las columnas D/64. Para las vigas, considere el
70% de la inercia correspondiente a la seccion bruta, bh%12. Desprecie

deformaciones axiales y de corte en todos los elementos.

La rigidez lateral del pértico tipico es: K= 415.359 ton/m.
Para fuerzas que acttian sobre el conjunto: H=12 ton; V=0; M=6 ton-m, se pide:

a) Determine la matriz de rigidez para la estructura con los tres grados de

libertad indicados en la planta.
b) Calcule el desplazamiento horizontal (a nivel de losa) para los pérticos de

cada eje.
c¢) Determine las correspondientes fuerzas laterales y verifique el equilibrio.

i 3m 4 8m it
I I I
Ok £ a-—©
o
3
2
™
a} 3/ h‘i 0-+®
rM -
oo
3
in} 5 -
z | e
B 8
O " ® " ®

e e P S Sa—— ____i- Lnf. .)Ci j
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PROBLEMA N° 05: La siguiente figura muestra la planta de una estructura de
un piso, compuesta por muros de albaiileria orfogonales, unidos entre si por una
losa que puede considerarse como infinitamente rigida para acciones en su
plano. Se han obtenido las rigideces laterales de los muros: ejes 1, 2. B:
K, =60ton/m; eje 3: K, = 90ton/m; ejes A, D: K, = 30ton/m; eje C: K, = 40ton/m.

Por la accién de una fuerza horizontal de 2ton en correspondencia al grado de
libertad 1, se obtienen los desplazamientos en el punto de coordenadas (3.20m,
3.90m):

A partir de estos resultados:

a) Determine la matriz de rigidez para la estructura con los tres grados de
libertad indicados en la planta.

b) Calcule el desplazamiento horizontal (a nivel de losa) para los muros de cada
eje.

¢) Determine las correspondientes fuerzas laterales y verifique el equilibrio.

2 3.2m \
I L
[ e
=
™)
O+ 0
E ,'_
L S B ——
Sgm
@£ £ )
w
w
£ iE]
©
@ o L3 g -
L 1 '
o 3Im g 3m ®
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CAPITULO IV

ARMADURAS

Fuente: The History of

the Theory of Structures -
_J Karl-Eugen Kurrer

Squire Whipple (16 de setiembre de 1804 — 15 de marzo de 1888) fue un ingeniero civil
que nacio en Hardwick, Massachusetts, hijo de un agricultor, se dedico a la ingenieria a
una temprana edad. Squire Whipple estudio en el colegio de Fairfield. Después se
gradud en la universidad de Schenectady (Nueva York) en 1830.

En 1841 se le concedié una patente para su armadura hecha de hierro colado ¥ forjado,
y formul6é dos solicitudes de patentes en el que se especifica en hierro puro para los
miembros en compresion y el hierro forjado para los miembros en tension, En ese mismo
afio fue capaz de erigir una gran estructura de un puente sobre el Canal Erie en Utica, y
construyd seis mas los siguientes seis anos entre Nueva York y Erie.

Whipple publico sus 'descubrimiento's en el marco de la teoria de vigas y cerchas en 1847
el cual inicio el desligue de las teorias provenientes de Europa. F. E. Griggs, Jr y AJ.
DeLuzio examinaron su trabajo pionero en detalle.

Whipple fue la prilllera persona en desarrollar la teoria de armaduras simplemente
articuladas con métodos graficos y trigonométricos.

Basado en pruebas, encuentra una ecuacion para calcular de tamafio de puntales de
hierro fundido. Whipple también inicia el estudio de la teoria de viga simple y describe el
fenomeno del comportamiento elastico y plastico de las vigas de hierro fundido en
flexion.

E.E. Griggs Jr., con toda razén denomina a Whipple, como el "Padre de los puentes de
hierro",

Principales contribuciones al analisis estructural:

v Trabajo en construccion de puentes (1847).
v Apéndice de las construcciones en puente tipo Whipple (1869).
v Tratado elemental y practico en construccion de puentes (1873).
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INTRODUCCION

En el disefio de estructuras como en las armaduras es fundamental hacer un
buen analisis de la estructura para luego no tener inconvenientes en el proceso

de construccién de estas,

La utilidad de las matrices en el analisis de estructuras tales como las
armaduras, se basa en que las matrices proporcionan un medio matematico

muy comodo para expresar y desarrollar la teoria.

La solucién que expresa la teoria puede obtenerse mas facilmente mediante una
secuencia de operaciones matriciales, para las que es totalmente idénea una
computadora. La facilidad del estudio de Ia teoria de estructuras, asi mismo este
método matricial reduce los detalles de las operaciones numeéricas a un proceso

sislematico del manejo de matrices.

Las mayores dificultades que presentan los estudiantes se encuentran en el
desarrollo de las matrices en forma manual, es por esto que también se deben

utilizar algunos programas de cémputo para facilitar el proceso y desarrollo.

Este material tiene como objetivo ayudar a los estudiantes de esta asignatura en
i la resolucién de los problemas que se presentan. Esto les permitira asimilar 1
mejor las bases tedricas, comprender el método de resolucién de problemas-
como armaduras en tres dimensiones y adquirir conocimientos para resolver

consiente e independientemente los problemas que se les proponen.

De otro lado la ausencia de textos de este capitulo en Iés condiciones de los
problemas permite aumentar considerablemente el nimero de esquemas de
calculo y analizar un nimero suficiente de diversos criterios sin incrementar el
volumen del folleto.
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ANALISIS MATRICIAL DE ARMADURAS EN TRES DIMENSIONES

ARMADURAS EN TRES DIMENSIONES

MATRIZ DE RIGIDEZ DE ELEMENTOS ORIENTADOS EN EL EJE “X”

LA ]

PL N;L  EA
EA EA ;

Por lo tanto, Ia 1° columna sera:
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Coeficientes de la columna (2): Corresponden al 2° GDL.
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Momentos en extremos articulados = 0

M'U'i‘M'J
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Por lo tanto, la 2° columna sera:

(0

L /

Coeficientes de la columna (3): Corresponden al 3° GDL.

@E‘s"-_-"-‘ e

Momentos en extremos articulados = Q

Mj; + M;,
V5=V}=—UL—'—£=0




ANALISIS MATRICIAL DE ARMADURAS EN TRES DIMENSIONES
Por lo tanto, la 3° columna sera:

0

0/

Coeficientes de la columna (4): Corresponden al 4° GDL. -

2 v
R u;=1.0
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EA T e Sy ol
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& Ny = === =N;
Por lo tanto, la 4° columna sera:
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Coeficientes de la columna (5): Corresponden al 5° GDL.

Momentos en extremos articulados = 0

My + M

Por lo tanto, la 5° columna sera:

0 A

Momentos en extremos articulados = 0

B ool I

Vi=l’}' T
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Por lo tanto, la 6° columna sera:

(0

\ () /

Por el principio de superposicién de causas y efectos:

EA EA 1
e _BAa ) 1 00 -1 00
- 00 - 00
0 0 0 0 0 0 0 00 0O 0 0
ko [0 00 0 00 _EAIV8 ¢ 0 40 )
B - T Ll 00 1 0 o0
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L0 00 0 O OJ(%) 0 0 0 0 0 Okexe
MATRIZ DE RIGIDEZ DE ELEMENTOS ORIENTADOS EN EL EJE “Y”
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ROTACION DE EJES EN TRES DIMENSIONES

1.1 ROTACION EN EL PLANO:

LM

En el extremo “i" del elemento bi-articulado:
(X,Y): vectores en el sistema de coordenada global.

(X',Y’): vectores en el sistema de coordenada local girado.

Y 0 Py o

cos @

Y
8 A
O > > X
4 X
E"l-_?,::y
[}
.tan g =
s +c0$9 Y
e =>y' = 6+y.cos0 ..(3)
X cos6 cos 6 =¥ =2y =-—x.senf +y.cos
OB +BD = x'
. : Nl
cosﬂ+y.tan9—x
4 Eomen gL e)senﬂ_ ; '
T i cos@ X.sen Y.cos -COI =X e
% sen29+ b
cos@  cos T Y-sen S
(1—sen?@) 3 i
= +y.senf = x =>x"=2x.cos6 + y.senf ..(4)

De (3) y (4): Expresados matricialmente:

x' = x.cos0 + y.sen 6 _)E}_ [cosﬂ sen&]
Y =-—x.senf +y.cos@ A e L
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En donde:

r

1f sVector en el sistema local

V. Vector en el sistema global

’3: Matriz de transformacion (ORTOGONAL)

R™* _RT RT R _1
Considerando ambos extremos:
En el extremo "i": E., = ~RF
13 | B
En el extremo "j™: E, = ~RY
i g uf
Expresando matricialmente:
f ‘R
vV s 0 EJ
il _ i i
i T 14
e B
¥ j y )
R
) 0 ® R
I
T= Rl T:Matriz de transformacion (~ =~ )
0 . i J
i
Por extension:
cos@ senf 0 0 iy, my 0 0
T® _|senf cosf 0 |0 s b my 0 0
o 0 0 cos@' senf 0 0 I my
.0 0 —senf cos6 0o 0 I, my
En donde:

I, y my: Coseno de X'respectode Xy Y

I, y my: Coseno de Y'respectode Xy Y

L8 Fr i B e e
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1.2 ROTACION EN EL ESPACIO:
(X, Y, Z): Vectores en el sistema de coordenada global.

(X', Y’, Z’): Vectores en el sistema de coordenada local girado.

En la figura las componentes de las fuerzas en los dos sistemas son
comparadas, la resultante de la fuerza “S", puede ser resuello en los dos
sistemas, en el sistema de coordenada global por las componentes (x, v, z)yen
el sistema de coordenadas local por las componenies (X, y', z'). Entonces cada
componente del sistema global puede su vez ser resuelto en funcién de las
componentes del sistema local, y viceversa.

x> X X
Y, 61 ¥ C(Z
o .
s ¥ ¥ <
Ve
2
~
z
Bs
{3
&/ N\
. — X
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La mas facil forma de expresar un grupo de componentes en funcion del otro es
a través de los cesenos directores. Usando las nomenclaturas de los cosenos
directores definidas en la figura anterior, tenemos, para el sistema lecal las
componentes:

x' =x+cos <3+ y*cosP; +z - cosdy
y' =x-cos &+ y - cosf, + z* cosd,
z' =x+cos X3+ y - cosfls + 7 cosby

Usando, respectivamente los simbolos /, m y n, con los subindices
correspondientes, para ilamar a los nueve cosenos directores, tenemos:

x=xlLi+y m+z-ny ...(5) 
y=xL+y my+z-n, ..(6)

Z'=x-ly+y -my+z-ng ..(7)

De (5), (6) y (7): Expresados matricialmente:

2y [l omg g} x
[}"l = [iz ma nz] {}’]
7' by my ngl\z

vV = R .v

En donde:

r
V.Vector en el sistema local
v "
~:Vector en el sistema global

R. Matriz de transformacién (ORTOGONAL)

RTsz

R~ _RT

Considerando ambos extremos:

nen f R V
En el extremo™™: '{ =
i il

. Vi RV

En el extremo'j": . T
JE A |
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Expresando inicialmente:

Por extensién:

1
[
l3
0
0

Te) _

L0

En donde:

- - 0ff-
A i
T 4
1 s Bl
J A\
B
T i ; . R
o= rl -:Matriz de transformacién (- =)
< oo
J
m np 0 0 07 Cx Cy C; 0 0 0O
mp; Ny 0 0 0 CX Cy Cz; 0 0 0
mg ng 0 0 0 CX Cy CZ 0 0 0
= - (8)
0 0 Il My iy 0 0 0 CX Cy Cz
0 0 I my ng 0 0 0 Cxy Cy Cy
I
0 0 13 g ]13‘(6X6J L O 0 0 CX Cy CzJ

(6x6)

lmy y ny: Coseno director de X'respectode X,Y y Z
l,m; ¥ ny: Coseno director de Y'respectode X, Y yZ

I3, m3 y ng: Coseno director de Z'respectode X, Y yZ

MATRIZ DE RIGIDEZ DE UN ELEMENTO ORIENTADO ARBITRARIAMENTE

Matriz de rigidez general:

Multiplicando: k@ =TT '@ 1@ ©))
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3 00—-—1001
0 00 0 0O

0 00O

-
o]
<
o

KBS

LO 0 0 0 0 Odgxe

"CX CX CX 0 0 01
6 Co Cp O D D

- 0
—_— € Cy Cz 0 0

“(6x6)

Multiplicando:
[ Cx” CxCy  CxCp | =Cx”  ~CxCy —CxCy]
CxCy G GGy | =CxCy G GGy
. ‘_ﬁ&) EA Cxcz C',.-Cz . sz -CXCZ —CyCz —sz
bl % = —L- .

‘—sz —Cxcy —Cxcz sz Cxcy CXCZ

by =t el i Tl GF Gl

—CxC; —CyC;  —C5° | CxCz GGz €77 Lgyq
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PROBLEMAS DE APLICACION

PROBLEMA 01:

Para el reticulado espacial mostrado en la figura, determinar:

a)
b)
c)
d)

La matriz de rigidez de cada elemento.

La matriz de rigidez del sistema.

El vector de desplazamientos del sistema.
La fuerza axial en cada elemento.

Considerar para todos los elementos:

E = 200000MPa.

A = 2000mm?
2m
4m

SOLUCION:
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1°) Matriz de rigidez de cada elemento: Ee
E = 200000MPa.= 2x107N /cm?
A = 2000mm? = 20cm?

EA = 4x10%N

ELEMENTO 1:
(0,0,200)cm
j(500,0,—100)cm
Dx = Xj — Xi = 500 — 0 = 500cm
Dy=Yj=Yi=0-0=0cm

Dz =2Zj—Z7Zi = ~100 — 200 = —-300cm

L = Dx?+ Dy? + Dz?

L = /(500) + (0)? + (—=300)? = 583.095cm

oo DX 500 o

¥=7 " 58309

O OB

Y = T 583095 :
.

277 Tsg3095 Y

La matriz de rigidez del elemento:

C,\zr CxC}r Cxcz

1. EA
o =T G GGy
CxCz GGz CF
gt [ 504407.6034 0 —302644.5620
- = 0 0 0

—302644.5620 0 : 181586.7372

L iV =15 -}______.. e i G Bt
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ELEMENTO 2:
i(0,400,0)cn
j(500,0,-100)cm
Dx = Xj — Xi = 500 — 0 = 500cm

Dy =Yj=Yi=0-=400=-400cm

Dz=272j—Zi=-100~0 = -=100cm

L =+/Dx?+ Dy?% + Dz?

L = /(500)2 + (~400) + (—100)? = 648.074cm

Cx=-z-=m=0.772
cy=22- 200 _ o617
Y= T 48074 :
N
R T T

La matriz de rigidez del elemento:

CxCy C} CyCy
CxCz; CyC; C3

) Kz EA [ C.% CXCY CXCZ

@ © ®
2 [367388.9285 ~293911.1428 —734’77.7857‘%

~

~293911.1428 235128.9142  58782.2286
—73477.7857 58782.2286 14695.5571

~ ELEMENTO 3:
i(0, -—400,-0)cm
j(500,0,—100)cm
Dx = Xj - Xi =500-0=500cm

Dy = Yj —Yi = 0 — (—400) = 400cm

Dz=2j—2i=-100—-0=-100cm
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L =./Dx% + Dy? + Dz?

L = /(500)2 + (—400)2 + (-100)? = 648.074cm

b=t = 772
AET Ginga
cy=22-_40 _ 617
5T G0
lym o e iy 154
2= T 648074

La matriz de rigidez del elemento:

C: CxCy CxCy

3 FA
ff — “‘E’"‘ " Cxc}r C}g CyCZ
O @ ®

|K3 367388.9285 293911.1428 —73477.78571 (1
~ =1293911.1428 “ 2351289142 ~58782.2286| (2
—73477.7857 —58782.2286 14695.5571
ELEMENTO 4:
i(0,0, =400)cm

j(500,0,—100)cm
Dx = Xj — Xi = 500 — 0 = 500cm

Dy=Yj—Yi=0—0=0cm

Dz = Zj — Zi = =100 — (—400) = 300cm

L = /Dx?% + Dy? + Dz?

L = /(500)2 + (0)2 + (300)% = 583.095¢cm

oo Dx_ 500 o
X= T T583095

D 0
Cy= 4 0

T 583.095
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Dz 300

=—=——=10514
¢z =1 =383095 = 051

La matriz de rigidez del elemento:

T I
PR "'L_' * CX CY C}? CyCz
CxCz GC; (3

Kt 504407.6034 0 302644.5620
-~ = 0 0 0
302644.5620 0 181586.7372

2°) Matriz de rigidez del sistema: 1{_

@ @ ®
1743593.0637 0 ~146955.57141(1
k= [ 0 . 470257.8285 0 } 2
~146955.5714 0 392564.5887 1(3)

3°) Vector de fuerzas externas del sistema: |

0
f ={ 0 } KN
-100

4°} Vector de desplazamientos del sistema: ¥

' E-B:E 3

0 0 0 AV
100

[1743593.064 0 —146955.571] [U} { 0 ]
=3 0
—146955.571 0 392564.589 z -

~—

0

—2.216936x1075 :
cm
~2.6303419x10~*
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5°) Vector de fuerza interna de cada elemento:
ELEMENTO 1:

tra. Forma:

En eje global; f = ™, 4™
504407.6034 0 -—302644.5620 —2.22x1075 68.4235
fl= 0 0 0 0 =[ 0 }

—302644.5620 0 181586.7372 ~2.63x10"*) \—41.0541

En eje local: £/ =T17@ 1)

0.857 0 =—0.514] ( 68.4235) (79.795
f'M=10857 0 —0514{. 0 (= 0 KN
0857 0 -0.5141 \-41.0541) 0
2da, Forma:
B
EA 3\,\
NE = Iz—[du. Dx + Av, Dy + Aw. Dz] \
En donde: W=-2.6x10"
| avi=0
L NsUE2.2x107
Au = uj — ui Dx = Xj — Xi i
Av = vj — vi Dy =Yj—-Yi
Aw = wj — wi Dz=Zj—Zi
Dx.= 500
Dy =20
Dz = —300
Nt = 4l [(~2.2x1075)(500) + (0)(0) + (—2.6x107%)(=300)]

N =79.794KN (Traccién)

iV-19 -SRI = A S e S

Hgmrry

L




ING. RONALD SANTANA TAPIA

f(z) =

ELEMENTO 2:

ira. Forma:

En eje global: f@ = () (2)

=—293911.1428 235128.9142 58782.2286 |. 0 -8.9459
—73477.7857 58782.2286 14695.5571 1\~2.63x10~%) (-2.2365

367388.9285 -293911.1428 -—734?7.7857] {—z.zzxm-si [11.1324}
En eje local: ") = sz)_f(Z_}

11.1824) (14.494
[ =10771517 —-0.617213 —0.154303] . --8.9459}=[ 0 KN
—2.2365 0

2da. Forma: c

EA
NE = = [Au.Dx + Av.Dy + Aw. Dz]

2?41(}
En donde: \ H~’??><1fj

A =uj — yi Dx = Xj — Xi
Av = vj — vi Dy =Yj—Yi
Bw=wj-wi  Dz=gzj_z
Dx = 500
Dy = —400
Dz = —-100

4x108

N2 = m[(—z.um‘s)(som + (0)(—400) + (=2.6x10~*)(-100)]

N? = 14.494KN (Traccién)
ELEMENTO 3:

1ra. Forma:

En eje global: £3) = (), ,®
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367388.9285 293911.1428 —73477.7857 —2.22x10*51 11.18242
: f® =1293911.1428 235128.9142 -58782.2286/. 0 =! 8.9459
—73477.7857 —58782.2286 14695.5571 1 (—2.63x10~%) \-2.2365

En eje local: f'®) =T7G), f3)

N 11.1824) (14.494
f'® = (0771517 —-0.617213 —0.154303].{ 8.9459 H 0 ]KN
—2.2365

0

2da. Forma:

EA
NE= = [4u. Dx + Av. Dy + Aw. Dz]

En donde:

Au = uj —ui Dx = Xj — Xi

dv =vj —vi Dy =Yj—Yi

Aw = wj — wi | Dz=Zj—~Zi

-Dx = 500

Dy =400

Dz =-100

" 4x108 ”
= W[(—-Z.leo- )(500) + (400)(0) + (—2.6x10~%)(~ 100)]
N3 = 14.494KN (Traccion)

ELEMENTO 4:
ira. Forma:

En eje global: f® = k® 4®

fer= 0 0 0 : 0
302644.5620 0 181586.7372 1 \—2.63x10~*

504407.6034 0 -302644.5620] [—2.22,1510‘5} E—90.78826}
= 0

~54.47296
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En eje local: f'® =T7@®),

—90.78826) (—105.876
'@ =[0.857493 0 0.514496].{ 0 H 0 }!{N
0

—54.47296

2da. Forma:

W;=-2.6x10"
Vi=0
3] j=-2.2x 1 0

EA
Ne =-i-‘-i-[du. Dx + Av.Dy + Aw. Dz] o

En donde:
Au = uj —ui Dx = Xj — Xi
Av =vf —vi Dy=Yj=Yi
Aw = wj — wi Dz =2j~7Zi
Dx = 500
Dy =0
Dz = 300

AT o =
N "‘"(583“,0“9—532[(‘2-2"10 )(500) + (400)(0) + (—2.6x10"*)(300)]

N* = —105.876KN (Compresion)

PROBLEMA 02:
Para el reticulado espacial mostrado en la figura, determinar:
a) La matriz de rigidez de cada elemento.

'b) La matriz de rigidez del sistema.
c) El vector de desplazamientos del sistema.
~d) La fuerza axial en cada elemento.
Considerar para todos los elementos:

E = 200000MPa.
Areas: :
Aab = 20x10°mm? ; Aac = 30x103mm?

Aad = 40x103mm? ; Aae = 30x103mm?

et e s o _E- iV-22 j___,.,___.____...._.. ——— e —
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1°) Matriz de rigidez de cada elemento: K

ELEMENTO 1:
i(0,0,0)cm

j(200,400,800)cm

Dx = Xj — Xi = 200 — 0 = 200cm

Dy =Yj—Yi=400—0 = 400cm

Dz =17Zj—Zi =800~0=800cm

L = \/Dx? 4 Dy? + D22

L = ,/(200)% + (400)? + (800)% = 916.515cm
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P
S T TR T
oy SE S H000
Y5 TolERIE
ol AORD
S HesiE ©

La matriz de rigidez del elemento:

C§  CxCy CxCy
=—.1GCy €} GG
e @cycz C2 ®
1 207.826562 415.653124 831.306249
~ =|415.653124 831.306249 1662.612497
831.306249 1662.612497 3325.224994

ELEMENTO 2:
i(800,0,0)cm

j(200,400,800)cm

Dx = Xj — Xi = 200 — 800 = —600cm
Dy =Yj ~Yi = 400 — 0 = 400cm

Dz = Zj - Zi = 800 — 0 = 800cm

L =/Dx? + Dy? + Dz?

L = \/(—600)% + (400)2 + (800)% = 1077.033cm

o e e
e T
Dy 400
= = To77053- 0371
o __Dz_ 800 e
=T “Tor7033 "

La matriz de rigidez del elemento:

C;  CxCy CxCy
GGy G G0y
CxCz CyC; €2

K2 EA

e
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@ ® ®

K2 1728.887631 —1152.591754 —2305.183508](1
. =]—1152.591754 768.394503 1536.789006 (2
—2305.183508 1536.789006  3073.578011 1(3)
ELEMENTO 3:
i(800,600,0)cm
j(200,400,800)cm

Dx = Xj — Xi = 200 — 800 = —600cm
Dy =Yj - Yi = 400 — 600 = —200cm

Dz=_7j—Zi =800~-0=800cm

L = Dx? + Dy? + Dz?

L = J(=600)2 + (=200)Z + (800)2 = 1019.804cm

Cx = Dx _ —600 = —0.588
Y= T 10198040 7
Dy ~200
S e e
R WA
=7 T 1019804

La matriz de rigidez del elemento:

8 C¥  CxCy CxCy
- = |eG (7 CyCz
CxC; CyCz €3

K3 2715.454179 905.151393  —=3620.605572
- =1 905.151393 301.717131  -1206.888524
—3620.605572 —1206.888524 4827.474096

ELEMENTO 4:

. i(0,600,0)cm
j(200,400,800)cm
Dx =Xj—Xi=200~0=200cm

Dy =Yj-—Yi =400~ 600 =-200cm
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Dz = Zj - Zi = 800 — 0 = 800cm

L = \/Dx? + Dy? + Dz?

L = /(200)2 + (=200)% + (800)? = 848.528cm

Cx = Dx 200 = 0236
*=7 T8ags28 -
Dy  —200
Y= = Big5zs = ~0236
Dz 800
(2= =Sigs5zg ~ 0943

La matriz de rigidez del elemento:

Kt EA [Cf CxCy Cxcz]

% =T-

Gy € GG,
CxC; GCp

=1—392.837101 392.837101 —1571.348403

. [392.837101 =392.837101 1571 348403 ‘
1571.348403 ~1571.348403 6285, 393611 1(3)

2°) Matriz de rigidez del sistema: k

@)

5045.005473 ~224.624338 -—352.3 134429
[—224.624338 2294,254983 421.184576 J
—3523.134429 421.184576 17511.670712
3°) Vector de fuerzas externas del sistema: ,f
- (200
£ =1600 I KN
—-800
4°) Vector de desplazamientos del sistema: 1
k.usf

—224.624338 2294.254983  421.184576 600

[50045.005473 —224.624338 -—3523.134429][11] [200}
—3523.134429 421.184576 17511.670712 =800

0.0177867
=1! 02721959 {cm

—0.0486521
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5°) Fuerza axial en cada elemento: N°®

EA
€= = [Au.Dx + 4v. Dy + Aw.Dz]

En donde:
du = uj —ui Dx=Xj-Xi
Adv=vj—uvi Dy=Yj-Yi
Aw = wj —wi Dz =Zj—Zi
ELEMENTO 1:
W;=-0.0486

V,=0.9722

i
Uj=0.0178

Dx = 200
Dy = 400

Dz = 800

1

; 6
= —"——'—(gfg 15(15)2 [(0.0177867)(200) + (0.2721959)(400) + (—0.0486521)(800)]

" N =350.067KN (Traccién)
ELEMENTO 2:

W;=-0.0486
, V=0.2722

U;=0.0178




ING. RONALD SANTANA TAPIA

Dx = =600
Dy = 400
Dz = 800

6x106
NZ = B [(0.0177867)(~600) + (0.2721959)(400) + (800)(~0.0486521)]

N? = 306.645KN (Traccidn)

ELEMENTO 3:
Wi=-0.0486
V;=0.2722
U;=0.0178
=)
V=0
%Ui- 0
Dx = —600
Dy = =200
Dz = 800 |
8x108

N3 = T [(0.0177867)(—600) + (~200)(0.2721959) + (800)(—0.0486521)]

N3 = —800.253KN (Compresién)

ELEMENTO 4:
W;=-0.0486
V,=0.2722
U;=0.0178
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Dx = 200
Dy = —200
Dz = 800
6x108
Nt = TR0 [(0.0177867)(200) + (—200)(0.2721959) + (800)(—0.0486521)]
' N* = —748.363KN (Compresion)
PROBLEMA 03:

Para el reticulado espacial mostrado en la figura mostrada, determinar:

a) La matriz de rigidez de cada elemento.
b) La matriz de rigidez del sistema.
c) El vector de desplazamientos del sistema.

d) La fuerza axial en cada elemento.
Considerar para todos los elementos:
E = 2.1x10%K g/cm?. |

A = 10cm?

100Kg

Coordenadas de los nudos:

NUDO X{cm) Y({cm) Z(cm)
A 0 -100 0
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SOLUCION:

1°) Matriz de rigidez de cada elemento: k°
ELEMENTO 1:
{(—100,0,0)cm
j(0,~100,0)cm
Dx = Xj = Xi = 0 — (~100) = 100cm
Dy=Yj~Yi=-100-0=—100cm

Dz=Zj—-Zi=0-0=0cm

L =/Dx? + Dy? 4 pz2

L =/(100)% + (=100)Z + (0)Z = 100vZcm

Dx 108 «F
Cx ==——= =
L 100v2 2
Dy -100 -2
Cy =—= e
L 100v2 2
c Dz 0 0
7= — =
100v2
La matriz de rigidez del elemento:
2
KI E4 CX CXgY
e "E:". Cny Cy
CxCz CyC,

CyCy
c3

|
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@ @ ®
Kt 7424621202 ~74246.21202 0
. =|—74246.21202 7424621202 0
0 0 0
ELEMENTO 2:
i(0,0,0)cin

j(0,—-100,0)cm
Dx=Xj—Xi=0—-0=0cm

Dy =Yj—Yi=—100—-0 = —100cm

Dz=Zj-Zi=0~0=0cm

L = /Dx% + Dy? + Dz?

L =+/(0)? + (—=100)? + (0)? = 100cm

_ Dx 0

i = == )
CX =" 100
oy Dy _ Z100
Y=T ~100
C_DZ_O _
2= 7100 0

La matriz de rigidez del elemento:

C¥ CxCy CxCy

K2 EA
o =—L"'- Cxc}r C}g CyCz
- CxCz CyCz; C3
O ® 6
' K? 0 0 0
. =0 210000 O N
0 0 0
ELEMENTO 3:
i(100,0,0)cm

J(0,-100,0)cm
Dx = Xj -~ Xi = —-100cm

Dy = Yj —Yi = —100cm
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Dz = Zj = Zi = Ocm

L =/ Dx? + Dy? + Dz2

L = +/(=100)Z + (~100)2 + (0)2 = 100vZcm

Cx=—= = =
100v2
Dy -100 V2
Cy = —= B
L 100vZ 2
c Dz 0
Z=—= =
L 100V2

5% SERE oY o 8
—— Cxcy C},zr CyCz
CxCz CyCz; (2

@ ®
o3 [7424621202 7424621202 0
- = |7424621202 ' 7424621202 0
0 0 0

ELEMENTO 4:

i(0,0,-100)cm
j(0,—100,0)cm.

Dx = Xj — Xi = 0cm

Dy =Yj—=Yi=-100cm

Dz =Zj—Zi = 100cm

L = /Dx? + Dy? + Dz2 =

L =/(0)2 + (=100)2 + (100)Z = 100v2cm

c Dx 0
I == —
L 100v2
Dy ~100 V2
P s
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Dy 100 V2

L~ 100vZ 2
La matriz de rigidez del elemento:

gt EA C§ CxCy CxCy
. - _L— . C)(Cy C}Zr Cy Cz
CxCz CyCz  CF

® @ ®

0 0 0
0 74246.21202 ~74246.21202
0 —-74246.21202 74246.21202

Kd‘

2°) Matriz de rigidez del sistema: K

148492.424 0 0 9
{E = 0 432738.6361 —~74246.21202 2
0 —~74246.21202 74246.21202 (_3)
3°) Vector de fuerzas externas del sistema: f
100
f=] 0 tkyg
=100
4°) Vector de desplazamientos del sistema: 4
k.u=f
148492.424 - 0 0 u 100
0 432738.6361 —74246.21202 ,{U} = 0
0 —74246.21202 74246.21202 w -100
6.73435x10~*
~ Y ={ _278946x10"* {cm
- -1.62582x1073
5°) Fuerza axial en cada elemento; N®
2 EA
Ne = = {4u.Dx + Av.Dy + Aw. Dz]
En donde:
Au=uj —ui Dx = Xj — Xi
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Av = vj = vi Dy =Yj-Yi
Aw = wj — wi Dz = Z7j = 7i
ELEMENTO 1:
Wiﬁ_O
A Vi=

W=-1.63x10"

-4
U}ﬁB.?.’.%x‘IO

i}

Dx = 100cm
Dy = =100cm
Dz = 0cm

N = 3—=1—%3-9f2€159 [(6.7x107)(100) + (~2.8x10*)(~100) — (1.6x10-2)(0)]

(100v2

| §

N' =100Kg (Traccién)

ELEMENTO 2:

Wi=-1.63x10".
Vi=-2.79x16"

/‘7
Uj=6.73x18" °

Dx = 0cm
Dy = =100cm

Dz = 0cm

N2 = 2.1x10%x10

(100)2 [(6.7x10"*)(0) + (=2.7x107%) (—100) + (—1.6}(10"3)(0)]

N? = 58.579Kg (Traccién)
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ELEMENTO 3:
W;=0
T A V=0
y G—>Ui= 0
|
-3
W,=-1.63x10
-4
=-2.79x10
j —*’Uj=s.73x164
Dx = —=100cm
Dy = =100cm
Dz = 0cm

; 6
N3 = 22X30°K10 16 71 0-4) (~100) + (—2.8x10~%)(~100) + 6 + (~1.6x10-3)(0)]

(100v2)
N3 = —41.421Kg (Compresién)
ELEMENTO: 4
-3
Wy=163x10°
T LVv=-2.79x10
i Uj=6.73x1f)4
0
Vi=0
E sUi= 0
i ¥
Dx = 0cm
Dy = =100cm
Dz = 100cm

N* = %’% [(6.7x107%)(0) + (2.8x10™%)(=100) + (=1.62x1073)(100)]
100v2

N*=-141421Kg (Compresién)
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PROBLEMAS PROPUESTOS
PROBLEMA 01:
Para el reticulado espacial mostrado en Ia figura mostrada, determine:
a) La matriz de rigidez de cada elemento.
b) La matriz de rigidez del sistema.
¢) El vector de desplazamientos del sistema.
d) La fuerza axial en cada elemento.

Considerar para todos los elementos:

- P

E = 2.1x10°Kg/cm?.

-,

A=12cm?

2m
PROBLEMA 02:
Para el reticulado espacial mostrado en la figura mostrada, determine:
a) La matriz de rigidez de cada elemento.
b) La matriz de rigidez del sistema.
c) El vector de desplazamientos del sistema.

’ d) La fuerza axial en cada elemento.

Considerar para todos los elementos:
E = 2.1x105Kg/cm?.

A= 6cm?
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PROBLEMA 03:
Para el reticulado espacial mostrado en la figura mostrada, determine:
a) La matriz de rigidez de cada elemento.
b) La matriz de rigidez del sistema.
c) El vector de desplazamientos del sistema.
d) La fuerza axial en cada elemento.
Considerar para todos los elementos:
EA1 = 2.5x10°Kg

EA2 = 1.25x10°Kg

12m

Ed

ELEVACION
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ANALISIS MATRICIAL CON APLICACION DEL MATHCAD
.  INSTALACION DEL PROGRAMA MATHCAD VERSION 14.0.0.163

1° Antes de proceder a la instalacion, se debe explorar el CD, e instalar los paquetes que
estan en la carpeta “PreReq”.

2 Crack
: Flex10
LE 3 dotnetix
i Mathced j @Iangpac!’

PreR €q

“;I MDAC_TYP_Es

:—\dmlmtiratmn Gu:d&m”
P AUTORUN

éﬂ setup

2° Se mostrara la siguiente ventana, haga clic en siguiente para continuar con el
asistente de instalacion.

| Fste es el Asistente para la
instalacion de Analizador y SDK de
MEXML 4.0 SP2

E Asistere pars b instainoidn fe permites coskiar 1y fomne
& 02 oo prialan Las eaacianiins de Anslonder y S0 de
0D £ ¢ e GLiter AN
10522 o i Hago s en et

3° Luego de leer la licencia seleccione la opcidn Acepto los términos del contfrato de
licencia y haga clic en Siguiente.

e (.'n.-_-l;?w e Boznsia de Anstzader y TDF de MEAML A6 507
=S

mhlto de heencia para el psuario final
Ltk desendumente e sirrente Contrate de boarcs

[EOIFRATO UE LICENGIA PARA EL USUARID FIlIEL DE SOFTVIARE = s
{DE MICROSOFT L

[MICROSOFT XML CORE SERVICES [MSX!!?.] 40
j‘ S?Dk" ANTE LJ:..l DE s

@ Arapio dos tdmings dof Contiato de Biencs
3 Hp 2eeplp s timines de £3te Contrats ds kenox

sl g S
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4" Rellene los espacios en blanco de Nombre de usuario y Organizacion, haga clic en
Siguiente.

14 Frograma de instalasién de de Anolizador y S0 de MEKIL 40 2P2 5

Irformacion del chenle
Exenbss b nfarmaddnds us

Binerdrs dhe asunring

i sigoente > 1 Canelar. _] |

5° Seleccione la opcion instalar ahora, y espere unos segundos.

€ de Anslizadar y 50K de MIXAL 4052

Flegir ef fipn de instalzcidn
Eijs &l tpo oo nstaiscii qus maj;

Instulsr nhora

Instidan PEFHL 2.0 e O iPvigram P

Personalgar.

e

4

6" Haga clic en Finalizar para terminar la instalacién del Analizador y SDK de MSXML
408P2 - '

34 Programe oo inslalscion de e Analizadory SOK de MSAMLAD502

Finalizacién del Asistente para la
instalacion de Analizador y SDK de
MSXML 4.0 SP2

Haga che an el baldn Finahar paca pale dal Asistante pacals |
i e
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7° Ahora si procedemos a la instalacion del Math CAD desde el menu autoejecutable del
CD.

Administration_Guide
; AUTORUN
;ﬁup S

8° A continuacién se mostrara la siguiente ventana seleccionamos la opcion Mathcad 14
para instalar el programa.

[ Mathoad 14

9° Esperamos unos segundos mientras carga la configuracion.
|

InstaiiShisld Wizard

Preparfindose para la instalacidn...

El programa de instascxin Mathzad 14 e3ld preparenda
. InstafShiekd Wizad, que le guizes dunsnite &l reslo del
process de inclalesion. Eopew pot favor,

Comgtobands In vetsidn del sislema eperatro

=
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10° Se mostrara la siguiente ventana, haga clic en siguiente para continuar con la
instalacion.

-
I Methead 14 - instedbheld Wizard

Bienvenido a Mathcad 14 - InstaliShi=la
Wizard

InstadtheislR) wWizard instalac Mathcad 14 en su equine. Fara
continss, haga dic en Sameenie,

ADYERTEMCIA: Exte programa eota proteaids por s Jeves de
derechos de auter v obos balades nlemaononaies,

o T =

11° Luego de leer la licencia seleccione la opcién Acepto los términos del contrato de
licenciay haga clic en Siguiente.

1 tdztheag 14 - TnsteliSiiald Wizard

Contrato de licencia

= Th
CEPTANDY E

12° Rellene los espacios en blanco de Nombre de usuario. Organizacion y Cédigo del
- producto, luego haga clic en Siguiente.

= s
151 Matheed 14 - InstaliShield Wizard £

Informacién del diente
Fer favor, mtrodures ba infarmackin,

Mapdae de wiario:
PIGERIERIA CIVIL

Croenbaciing
funce T

Cédige del producing
[SC IR IECEI0] j-Fex fcon] l
B -
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13° Haga clic en Siguiente, para instalar el proegrama en la carpeta C:\Archives de
programa\Mathcad\Mathcad 14

InstzlarMathoad S

i\Program Fiesiiathcediiathead 14}

15 Mathead 14 - InstaliShield Wizned

Preparado para instalar ol progroma

El Astente ectd [ eparadi pas qonsrosr s retalaoda,

aar i canbis, hags dhe en

15° Luego se mostrara una barra de progreso indicando el porcentaje de instalacion,
espere unos minutos.

51 Mathiead 14 - InstekSiiald Wizard

| Instala nde Mathead 14

log tes gl programa selecanados se eotin

P Taver, espere peentay instafhisl] Wisard instalas Mathesd 14, Exte
Y predeso puede VIS HINUIDE.

Estada:

Copianda archivos raves
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16” Antes de finalizar la instalacion es importante desactivar la opcion “Ejecutar el
Asistente de configuracion de licencias para adquirir o especificar una licencia”, la
especificacion de licencia se hara posteriormente.

151 Mathead 14 natetShisld Wizard

Lhinstalatidn de Mathead hs Tennade. Sigeses vabver 3
epmtutar £ Azistente de configuracidn de frendas para adaquidr
& espeaficar un fidhers da brenta pats Mathesd, marcoa b
emitn conespandiente, D bo contratin, e Asistente de
configrackin de liencas 5o eleciterd sutondicamente |3
Peivera var qus ejecute Mathead

Exsnute &f Asistente de cenfzraciin ds ketndas para
adquitc 0 espacifizar una ftends.

17° Hacer un respaldo de los archivos "mathcad.exe" y "efiutlr.dii" de la carpeta donde se
instalé el programa. Por defecto: "C:\Archivos de programa\Mathcad\Mathcad 14",
(Ponerlos en una carpeta nueva dentro de la carpeta de instalacidnseramas que
suficiente).

At
o Handkook

efirpacialndil
o ligentes
efistatsgizadil y
: 20 ligp
efispmbolics-umgdndil
= - 1 HCLicense
efnrmveletingdd
nicny

enguite, ]

f b MEszages
fontmip.dil ghlic o vt .all
Il glrer_en.dif S el e
drez_ES.dl Fralcompenemraoc: i = 5 e

2 Husva tarpeta § i
tmlcornponentras_en.dll htmilcampenentres ESdil - i ERL A S

rolpg
sl imageneseriic Al |
: . F : 1! qheet
s inageiassrnec innagevieweras el iy
> <1 pehema
& imageviewene; ES.dif instzlied L ol
L . : spell
nterog.mathead.dil interop.mathcadautematig ) R
} S i template
Weropesinterfacesibal i g
i wranstorm
Hnum 4 :
o1 wnity
4 libguided(.di F
ety by userefi

nimstionr.di
s rathcaddaanoos

utemstion.dl
#i mathceddagres ES.di iy mathdijz,dil

|_{ aubeesatientib

18° Copiar todos los archivos de la carpeta CRACK en la carpeta donde se instald el
rograma,

Aralizar bos elementos sefeccionados

Anslizer con ESET RODEZ Sntivirgs

Opcieres svanzadar L |
§
Aiader al archivo.. :
: Adadi e *Chackra”
i Mathead Advadir y envist por email..
“. PreReg : Afizdies "Crackr”y e per el
&N 3 = Windi 2
= Adrninistration_Guide i
2 L ¢ Buen wath Nera ¥
setup 3
% oy Enviara L]
£ AUTORUN ;
- i Cortar
£ Copiar
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19° Ejecuta MathCAD desde el menu "INICIO/Tedos los programas/Mathcad/Mathead
14"

i. Free YouTube Downloader Converter
i Gameg
: Google Earth

. gle Shetchtln
& Herramigntas de WMicrezoft Oifice 2000
 HidroEsta

Le Inicis
Mantenimients

Microsefi Office 2010 Tools |

5 Microsof SO Server 2005 "

: Microzeft Visua! Bagic 2005 Pawer Pechs
tlers :

. PamFoker

£ QuickTime

i S0 2605

Ll SEFER E

4 Atris

20° A continuacion se mostrara el cuadro de dialogo siguiente, haga clic en Si para
iniciar con el asistente de configuracion de licencias del Mathcad.

Frsicy i F‘n-ﬂ*l

21° Selecciona el archivo "mcadi4_TBE.dat" que estd en: "C:\Archivos de
programa\Mathcad\Mathcad 14",

bl T
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22° Haga clic en Finalizar para terminar el proceso,

l..;.-uﬁsr.ﬁj' "

Expaciiger on it 4 ek e 10 ol 1 Mathear
Iﬁ!.-l«ﬂnmk—o’viwﬂnm-ﬂf{t Ay

Pt estbar tf contiaents g pmts sincubivre.

R iy bt R s
U s o e
R v,

[ .

snt | (] s

23° Nuevamente ejecuta el MathCAD desde el mend inicio y listo

el ¥ Smide Fonste Fensteta; -2

-50.807 i6a

==
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. RESOLUCICN DE EJERCICIO DE ESTRUCTURA TRIDIMENSIONAL EN
MATHCAD

Resuelva el pértico en 3D, despreciar la deformacién axial y de corte (EA=o0, @=0).

Datos:

Médulo de elasticidad E = 22 * 10%kN /m?

Médulo de Poisson u = 0.29

Médulo de cortante G = ——— = 8.527 » 10°kN /m?

2(1+u)

2
3 /%l‘““m o g
=% X 5
A %‘]lqm {:
~ iy )
o - i
G S 1
S 4 .
//c,;\ \-'x\\
M N
" Ny
\\\ )
1.-CALCULOS PREVIOS
SECCION 1: (0.30X0.40) m*
AREA=0.12 m®,
INERCIAY = 0.30 * 0.40%/12 = 0.0016 m4, INERCIA Z = 0.40 * 0.30%/12 = 0.0009
m4 |

4
e 0.215[1 —-’-(E) ]= 0.179986, J=C = b? x h = 0.00194385 m*
' 3 h 12 \h

'SECCION 2: (0.40X0.25) m’

AREA = 0.1 m%

INERCIA Y = 0.40 * 0.25%/12 = 0.0005208 m", INERCIA Z = 0.25 * 0.40%/12 =
0.00133 m*

1 b 1 (\*]_ _ - 4
c=1- 0.21;[1 - ?E(E) ]F 0.20375, J=C *b3+h = 0.00127345 m
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2.-MATRIZ DE RIGIDEZ DE CADA ELEMENTO

ELEMENTO 1: ORIENTADO EN EL EJE Z

7

5044 A4l g 44 d 4444 [t} i 0 23466 66666066660 6066T ]
il §500.0 il 13200.0 1] 0
i] G Bgo00DO0 0 0 1]
K1l =
0 132000 0 264000 i] 1]
23466 BHORO66EREG6AGT O il i] 46933.333333333333333 a
1] {1 0 ] 0 552515670421 51 162789505,

ELEMENTO 2: ORIENTADO EN EL EJE X

5280000 0 0 0 0 [i]
0 1200.8 0 0 0 4752.0
0 0 3372 0 -84480 0
K22
0 0 3315.09402252906976 737033 0 0 <.
0 0 -B448.0 0 281600 ¢ | e o
¢ 470 o i 0 158400, ; '

ELEMENTO 3: ORIENTADO EN EL EJE Y

13037.037037 ( 0 0 0 —19555.55554
0 73333333333 0 0 0 0
8, 0 0 5092.59259 7638.88889 0 0
0 { T638.8888915277.717778 4] 0
0 0 0 0 3619.63000 0
~19555.55556 0 0 0 o osemprmm). 4.2

3.- MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL DE LA ESTRUCTURA

|

(556681481481 0

0 744034,13333
0 0
K:=
s 0 13200.0
—23466:6667 0

—19555.5556

4752.0

0
0

0

13200.0
888471.7926 7638.8889

~23466.6667~19555.5550
4752.0
0

0
—8448.0

7638.8889 44992 8718 0

—8448.0

0

0
0

18712.9633
0

0
0
60476.2678
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4.- VECTOR DE FUERZAS EXTERNAS DE LA ESTRUCTURA EN LOS

NUDOS

o I = -

5.- VECTOR DE FUERZAS DE EMPOTRAMIENTO PERFECTO

o O e S e MY e T o T v
<

0 0

0 0
3| 525 o o] 1125
26.25 26.25
0 -50

0 0

6.- VECTOR DE FUERZAS DE LA ESTRUCTURA

fi=fh —fo

f—

7.- VECTOR DE DESPLAZAMIENTOS DE LA ESTRUCTURA

MATHCAD

des::K—}-f

(" 0.00002686897684052354694 5848
0.000010003570701801721147926
—0.00011575 147896024654 168 5003
—0.00056670831237289472952 1907
0.00063080660065337478076394 8
0.00000790228660952056612464679

des—

SAP2000
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8.- VECTOR DE FUERZAS INTERNAS DE CADA ELEMENTO

Fl :=fol+ K1l-des F2 := fo2 + K22.des F3:=fo3+ K33des
~14.3825780132052 264 76596690702 14,1868 197717964 327874081 136 0L19575824 140879368929603 5138507
—7.39251830114635528358742 36 0.05656645315842644 1782299286838 7.33595184798 792884 1779054764
=10 1.861 301 485016956682 80264 54.27979843997782473844420516 47.58150304503913194649143278
- ~14.8290523133806381402257216 L —1.87869 133886492018 766734053 B 16.70774365224555832782705169
28.9753311341407704753061 51451 =31.2586176313448033895323189 2.283286497204032914208622595
0.043661371839221896640108333486 017270918 786976 754 630934950 5¢ .21 637055970898 944294945 800 6432

9.- REACCIONES EN CADA NUDO

f\lﬂ{:K]-DES] f %:FO.?!-KZ-DESI!

14.382578013205226476596690702 0 14.1868197717964327874081 136 1
7.3925183011463552835874236 0 0.0565664531584264417822992868798 2
101.86130148501695668280264 0 54 .2797984399778247384442051 6 3
—7.34850259005842771 05365492 0 ~1.87869133886492018766 7340535 4
14.1724029054749089537993761 11 0 ~31 2386176313448033895323 1808 5
~0.0436613718392218966401083334862 0 0.17270918786976 754630934 9505599 .
i -14.3825780132052264 76596690702 ] ok ~14.1 868197717964 32I78?4f_13| 136 ]
-7.3925183011463552835874236 3 -0.05656645315842644 17822992868798 U
~101.86130148501695668280264 3 65.72020156002217526155579484 B
~14.8290523133806381402257216 4 1.878691338864920187667340535 y
28.975331134140770475306151451 3 59.85962543145567969731129318 0

0.0436613718392218966401083334867 6 0.11012307792236466260214 692 88

F3:=FO3 + K3-DES3
WA

0.19575824140879368929603 5138502

1

7.33595184798792884 1779054764 | 2
47.58150304503913194649143278 | 3
16.70774365224555832782705169 | 4

& ' 2.283286497204032914208622595 |
- ~0.21637055970898944294945800643  ©
—0.19575824140879368929603513850p 0
—7.33595184798792884 1779054764 | 0
57.41849695496086805350856722 | 0
~3146323451712816248835275335 | ©
—2.283286497204032914208622595 | 0

0

—0.37090416451739162493868218034/3
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ill. COMPROBACION CON EL PROGRAMA CASTORSOFT

Resuelva el pértico en 3D, despreciar la deformacion axial y de corte (EA=co, @=0).

F=22 KN/mm?=22x10% KN/m? G=8.5 KN/mm?=8.5 x10° KN /m?

7z
Bl e sl o lin -\( 1 /{
SOLUCION:
1. CALCULOS PREVIOS
}s /
3/ =&
4.. r;,.-@B = -
\7‘,)( Jiviiiad
(3] # DE ELEMENTOS =3
# DE GDL = B
Al
(i

ELEMENTO 1:
A=0.3x0.0=0.12 m?
Momento de inercia en los ejes:

0.3x0.43 '
1y=——j-é——"=0.0016 m*

0.4+0.33
12

[z= =0.0009 m*
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Momento de inercia polar:

Lo ol ot
=Cht?; C==-0.21=[1-— (9)*};
j 50215 [1= ()]
B 10 DU 00 500 By
b: Lado mayor C==-0.21—[1-~— (=) *] =0.179986
3 U412 049 ¢

t: Lado menor
]=0.179986x0.4x0.33=1.94385x10"3m*
Rigideces:
GJ=8.5x10°x1.94385x103=16522.725 KN-m?2
Ely=22x10°%0.0016=35200 KN-m?
Elz=22x10°x0.0009x10~3=29333.326 KN-m?

ELEMENTO 2:
A=0.4%0.25=0.1 m?

Momento de inercia en los ejes:

0.4x0.253
| xzr"‘“"‘“—'l-“z'"' ~—2=5.208333x10"*m?

0.25%0.453

e

=1.333333%10"3m*

Momento de inercia polar:

Cht™; Cmmn0.21{1— ) ooty (5
A e L o Y e

J]=0.203752x0.40%0.25%=1,27345x10~3m*
Rigideces:

G]=8.5x10°x1.27345x10~3410824.325 KN-m?
Elx=22x10°x5.208333x10~*=11458.3326 KN-m?

Elz=22x10°x1.333333 x103=29333.326 KN-m2

ELEMENTO 3

A=0.3x0.4=0.12 m*

(==>)*1=0.203752
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Momentos de inercia:

0.3x0.43 _1
IY=T'—:1.6)(10_3m4'

0.4x0.3°
[g=———r—=9x10"*m*
12

Momento de inercia polar:

J=Cht3=1.94385 x10*m*

Rigideces:

G]=16522.725 KN-m? ; Ely=16522.725 KN-m?

Elx=19800 KN-m?

2. MATRIZ DE RIGIDEZ DE LOS ELEMENTOS

ELEMENTO 1
EA
i e s e 0
E 0 Elz
_ 12Elz 0 0 —
L R Gl
. —6Ely
A EFT‘EQ ! B
K=
G
A o S Bl g 0
—6Ely L
0l @ 4EI
Iz i B
it L iz
T i
B...Q =
528000 O 0 0 0 0
0 19008 0 0 0 | 4y57
g o . 13707 0 —-8448 0
1 0 0~ -3304545 0 0
g 0  —8448 0 28160 0
0 4752 0 0 0 15840
CASTORFT
(e ]
(Csaen |-
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ELEMENTO 2
(E‘A
S H g I 0
. 12Elz G L
0 : 2
. 138y 0]
0 —Lg—ji Iz
e
K? = ot
0 D 0
Dl el ¥ 4E1
RN (e AR
o oy, .
12 R R
L
13037.04 0 0 0 0  =195556
0 7333333 0 0 0 0
A 0 5092.6 76389 0 0
0 0 76389 152778 0 0
0 0 0 0 36196 0
~19555.6 0 0 0 0 39111.1
CASTORFT

ELEMENTO 3:
15644.4 0 0 0 —23466.7 0
- 0 8800.0 0 13200 0 0
K3 0 0 8800.0 0 0 0
0 13200 0 26400 0 0
—23466.7 0 0 0 49833.3 0
0 0 0 0 0 5525.2
CASTORFT

cALGULAR
LIMPIAR, |
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3. MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA

556631.4814 0 0 0 —23466.66 0
0 744034.1333 0 13200.0000 0 4752.00
R 0 0 888471.796 7638.889 —8448.0000 0
i 0 13200.0000 7638.889  44992.871 0 0
—23466.6667 U —8448.0000 V] 78712.9633 0
—19555.5556 4752.0000 0 0 0 60476.2678
CASTORFT
e  RESULTADOS
_vr_ip_ : . pEER, V.F SIRLRCADA

T S N —"
7 - VREE OREAT
(] - 4732

: e 551 1556 [ 0 ~TMES
cmcuu.m]_ g 1553 a 15208

; VF16TALES
o o gaas7ieEsl | 7ENEA =48 a 3
e [ 13200 . TEd%AT aEmEc - 0 o F e .“:.I'C[“'E"‘
LIMPIAR I r34EG FE567 o ST g amat L ik "
SIS DEEET 752 Ry 0 BO4ST SE0ET :
. S ; St WFLOGMES
BACH 3 gt : ] 2 i FEEE o0 T T VR
o s D 10 : ih X

5. VECTOR DE FUERZAS DE EMPOTRAMIENTO PERFECTO
ELEMENTO 1:

ELEMENTO 2:

ELEMENTO 3:
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6. VECTOR DE FUERZAS DE EMPOTRAMIENTO PERFECTO DE LA ESTRUCTURA

0
0
3125
fo=36.25
=50
0
CASTORFT
S = RESULTADOS :
< DhIGs T ST GFEE v.r'.flff'a:{!_c:am_
::“.. Tl i vrersctem viven] ._=.g . :1_ : ~
{caLcutanj "."°3_‘- Tt romzz:

7. VECTOR DE FUERZAS DE LA ESTRUCTURA

f=f-fo

0

0
pl=1125
~26.25

50

0

8. VECTOR DE DESPLAZAMIENTOS DE LA ESTRUCTURA

KU=f

2.68731x105

1.00059x1075

U= —1.15749x10~*

—5.66842x10~*
6.309x10~*

7.90572x10~¢

CASTORFT |

e e

VF LOcatED
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9, VECTOR DE FUERZAS INTERNAS DE LOS ELEMENTOS: f¢ = f€o + k°. U®

ELEMENTO 1: Fre=rfos k. nt

0 1 1528000 0 0 0 n 0 2.68731x107°
0 0 1900.8 0 0 0 4752 1.00059x107°
1|60 [] o 0 3379.2 0 —84480 0 —1.15749x10™*
F =1 a 0 0 3304545 0 0 []-5.66842x10*
~50 0 0  —8448 0 28160 0 6.309x10™* J
i) 0 4752 0 0 0 158404 L 790572x10~6
14.189
0.057
- 54.279
~1.873
—31.256
0.173
CASTORFT
ST e o e
(e
(oex 1
ELEMENTO 2:  f% = f%0 + k% U?
0 13037.0 0 0 0 0 —195556 2.68731x1075
0 ] 0 7333333 @ 0 ., 0 0 [1.0005%10-5
S0 I 4 0 0 5092.6 76389 0 0 _-—1.15749.1’10"“
/ 126,25 0 0 7638.9 15277.8 0 0 —5.66842x10™4
0 0 0 0 0 3619.6 0 6.309x10~*
0 —~198556 0. O 0 0 391111 L790572x107¢
| 0.1958
7.3360
2= 47.5815
16.7077
2.2833
—0.2164
CASTORFT
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ELEMENT03: f3=f30+13.U8
0 15644.4 0 0 0 ~23466.7 0
0 0 8800 0 13200 0 0
po|5250) 0 0 8800 0 0 0
26.25 0 132000 0 26400 0 0
0 ~23466 0 0 0 46933.3 0
0o 1 l-195556 0 0 0 0 5525.2
~—14.3825
—7.3925
3 =|~1018613
~14.8290
28.97533
0.0437
CASTORFT

2.68731x107°
1.00059x10°5

= —4
- 1.15749x10

—5.66842x107*
6.309x107*
7.90572x107¢

.Ennu:un-\ 5
li"illﬂ‘ H :
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