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PRÉFACIO

El gusto que tengo por el cálculo y el análisis de las estructuras sumado a mi vocación de
docente universitario y complementado con el apoyo y las inquietudes que recibo de mis
alumnos del curso de Análisis Estruetural Il de la FIC-UNCP, me permitieron con el favor
de Dios y con el apoyo de mi familia, escribir este nuevo libro titulado "Análisis Estructural
Matricial en 3D" que viene hacer el complemento del texto "Análisis Estructural en 2D -
Método de Ias Rigideces" publicado en elaño 2008.

Con el apoyo de la tecnología y el avance informático, se puede conjugar y alternar la
enseñanza del análisis estructural de cálculos manuales con la enseñanza digitalizada,
automatizada y entretenida mediante el uso de los programas comerciales UifUCaA y
MATLAB y los lenguajes de programación existentes a la actualidad que nos permiten
elaborar nuestrob propios programas. En efecto, en el año 2011 se elaboró con fines
académicos el programa de análisis estático lineal y elástieo de estructuras tipo parrilla,
Tridimensional, Seudotridimensional y Armaduras en 3D, denominado CAS¡ORSOFf
v7.0 desarrollado en MATLAB y que se contó con el apoyo de los estudiantes de la FIC-
UNCP, Abner Ramos Zuasnabar y Franklin Sedano Rutti y que en esta oportunidad
presentamos junto con esta edición.

El análisis estructural de una edificación puede desarrollarse mediante un análisis plano
(en 2D) o un análisis tridimensional (en 3D). Para el análisis por ambos procedimientos,
al considerar por ejemplo el efecto de la torsión en planta de la edificación, existen
diferencias en el planteamiento, en el análisis plano Ia torsión se analiza
complementa¡iamente e independientemente al análisis de sus pórticos o muros de ejes
definidos, mientras que en un análisis espacial, todos los efectos; incluido la torsión, se
incluyen conjuntamente en el análisis global de la estructura. Esta y otras ventajas
presenta el análisis estructural matricial en tres dimensiones.

Esperando que este texto les sea de gran utilidad y que pueda cumplir su cometido de
contribuir en la formación académica de los estudiantes y futuros profesionales de Ia
carrera de Ingeniería Civil, me queda agradecer.a todos y cada uno.de. ustedes amigo
lector, por la acogida y preferencia que le pueda brindar a este trabajo. De igüal manera
expresar mi agradecimíento al estudiante de la FIC-UNCP, Heli Loardo Justo, por el
diseño de la portada.

Huancayo, Agosto de 2013.

EL AUTOR





INTRODUCCIéN

EI análisis estructural en tres dimensiones nos permite vísualízar mejor el

compodamiento global de la estructura ante las acciones de cargas

gravitacionales y cargas laterales impuestas por el sismo. Se supone que la fuerza

sísmica de inercia actúa en el centro de masas de cada nivel y [a estructura

resiste a través de su centro de rigidez de dicho nivel, si ambos centros no

coinciden se presenta excentricidad y se produce el efecto de torsión que genera

rotación de la estructura en planta por un eje vertical que pasa por su centro de

rigidez debido al momento torsor generado por la excentricidad que.se presenta

como producto de una mala configuración, estructuracién y/o construcción de la

edificación.

Para el análisis de la torsión en planta de la edificación, la excentricidad directa

del cálculo de un análisis plano en 2D se obtiene entre el centro de masa de cada

piso y el centro de coúe de cada entrepiéo, mientras que en un análisis

tridimensional en 3D la excentricidad se obtiene entre el centro de rnasa y el

centro de rigidez de cada piso. Para ambos análisis, adicionalmente deberá

considerarse la excentricidad accidental como producto de la incertidumbre en Ia

localización de los centros de masa en cada nivel; en los planos la ubicación de

los centros de masa tiene un cierto valor mientras en la construcción física de la

estructura presenta otro valor.

Cada unó de estos aspectos sg desairollan. en el presente texto, lq cual contiene

además la teoría necesaria y la aplicación de la misma a través de problemas

resueltos asf como un número determinado de problemas propuestos para que el

estudiante pueda refozar y afianzar sus conocimientos de análisis estructural

matricial en tres dimensiones.

El primer capítulo, trata sobre las estructuras tipo parrilla, entendiéndose que son

estructuras contenidas en un plano y cuyas cargas actúan perpendiculares a su

plano que la contiene, por Ia que se producen solicitaciones por efectos de flexión,

torsión y corte. Se toca la parte teórica, se demuestran las matrices y expresiones

de cálculo y la aplicación de problemas resueltos y propuestos.



El segundo capítulo, trata sobre el análisis tridimensional de sistemas aporticados,

cuyos elementos verticales y horizontales son ortogonales entre sí, la losa se

considera como un transmisor de cargas gravitacionales y no se toma en cuenta

en el aporle de resistencia ni de rigidez. Se presenta la teoría necesaria y la

resoluciórr de problemas asícomo se incluyen problemas propuestos.

En el tercer capítulo, se desarrolla lo relacionado al análisis seudo tridimensional,

en ella se considera el aporte de Ia losa como un diafragma rígido, como un

elemento de acoplamiento de los elementos veñicales, es un método simplificado

y fácilde programar. Se considera Ia introducción al análisis sismico por el método

estático de fuerzas estáticas equivalentes y por el método dinámico de análisis

matricial seudo tridimensional por superposición modal espectral.

El cuarto capítulo, trata. sobre el análisis de armaduras en tres dimensiones, se

considera la parte teórica la parte de la resolución de problemas y el

correspondiente a los problemas propuestos para que el estudiante pueda reforzar

sus conocimientos del tema.

Para terminar, quiero agradecer a mis alumnos del curso de análisis estructural ll

de la FIC-UNCP del ciclo verano desarrollado de enero amarzo de 2012, que con

SU apoyo e inquietudes contribuyeron para la culminación de la presente

publicación.

"Nunca consideres el estudio como una obligación, sino como una oportunidad

lng. Ronald Santana Tapia
Docente Asociado UNC P-FIC

Profesoi de Análisis Estructural

!
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CAPÍTULO I

PARRILLAS

EllnterésporlainvestigacióndelprofesorTsai,logroque
desarrollara la metodología de diseño para estructuras de materiales

compuestos, Fue et primer investigador en aplicar esta tecnología a

lasestructurastipoparrillas.Comounatecnologiaemergente,los

materiales compuestos ofrecen prestaciones únicas para estructuras

quecombinanunpesoligeroydurabilidad'Clavesparaeléxitode

la utilizaciÓn de los materiales compuestos son la previsibitidad en el

rendimientoyeldiseñodelasestructurasdecostoefectivo
anisotrópico, taminado. El énfasis actual está puesto en la

comprensión de los modos de falla, y la simulaciÓn por ordenador

para el diseño y la estimaciÓn de costos'

Stephen W' Tsai
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INTRODUCCIÓN

El análisis estructural de una estructura tipo parilla al igual que las

otras estructuras, tiene como fin primordial e[ obtener las magnitudes de

Ias fuerzas internas en los elementos producidos por efectos de flexión,

corte y torsión y los asociados a los desplazamientos; giro por flexión,
desplazamlento vertical y giro por torsión, cuya magnitud solicitada es
transmitida por la acción de un sistema de cargas aplicada
transversalmente al plano que contiene a la estructura, resistiendo su

aplicación sin perder su estabilidad, siendo esta una característica
importante de una estructura tipo parrilla.

con la llegada de las computadoras se ha hecho necesario plantear

métodos matriciales, con este fin se creó uno de los métodos más
completos, el método de las rigideces o de los desplazamíentos. En el

presente capítulo se desarrolla la parte teérica resumida, la demostración
de la matriz general de elementos de parrilla y la aplicacíón en forma
didáctica, secuencial y metodológica,'

r\ .lt)

\l
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ANÁLISIS MATRIEIAL DE ESTRUETURA§ TIPCI PARRITLA

Las estructuras tipo parrilla son estructuras reticulares sometidas a cargas

que actúan perpendicularmente a su plano. Podemos encontrar muchas de

ellas en las estructuras industriales, en losaS de entrepiso con Viguetas en

dos direcciones, en tableros de puentes, culatas de bodegas y fábricas

sometidas a la acción del viento. Los nudos se suponen rígidos en

consecuencia las acciones principales sobre sus miembros son torsión,

flexión y corte.

Para la determinación de la matriz de rigidez de los elementos de la

estructura, se desprecian las deformaciones axiales y de corte, en

consecuenc¡a cada nudo presentará tres grados de libeñad; dos

rotacionales asociados a los giros con respecto a los ejes principales X e

Y, y una traslacional (deflexión vertical).

á.zlr
| .¡Y1..' ,

X

Esquema de una parrilla tipica

Definición:

Los elementos estructurales considerados hasta ahora tíenen en común la

propiedad de transferir cargas en una sola direcclón, desde el punto de

vista estruetural sería más eficiente tener una "transferencia bidireccional

de carga". Esta dispersión se obtiene mediante entramados (parrillas o

retículas de vigas) y placas, que actúan en un plano. (Salvadori y Heller,

1963). Una retícula de vigas es un sistema de vigas que se extiende en

dos direcciones con las vigas en cada dirección unidas unas con otras, Las

retículas están normalmente apoyadas en los cuatro lados de un bastidor

aproximadamente cuadrado y el peralte total de las vigas puede ser menor

que la de un sistema de vigas en una direcciÓn.

ri
II
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ING. RONALD SANTANA TAPIA

CompoÉamiento:

En la retícula, las vigas individuales son parcialmente soportadas por vigas

perpendiculares que se intersectan, las cuales están a su vez parcialmente

soportadas en otras vigas que también se intersectan. Cuando un punto de

carga Se aplica en la intersección de dos vigas en una retícula, ambas

vigas se flexionan junto con las otras vigas cercanas. Además de la flexión,

esta interacción produce la torsión de vigas adyacentes como resultado de

Ias conexiones fijas en las intersecciones de las vigas. Estas dos vigas

perpendiculares entre sí deben sufrir en su intersección igual deformaciÓn

aunque tengan distintas longitudes o distintas secciones'

Esquema de1 comportamiento de una parrilla.

Las cargas tienden a moverse hacia el soporte a lo largo de los senderos

de acción más cortos, determinando la relaciÓn de los lados del rectángulo,

llamada relación de aspecto, que debe ser menor de 1,5 para mantener la

acción bidimensional.

Materiales:

Las vigas en las reticulas necesariamente se intersectan y su continu¡dad

una tras otra es esenc¡al a su característico comportamiento de flexión

bidimensional. Esta continuidad es más fácil de lograr- en algunos

materiales que en otros. En con6reto es fácil formar retículas

proporcionándole el refuezo de acero extendido de forma continua a

través de las intersecciones. La secciÓn cuadrada de vigas de acero se

puede soldar en Ia intersección para proporc¡onar la continuidad necesaria.

Por otra parte, las vigas de madera serían necesariamente discontinuas (al

menos en una dirección) en las intersecciones y, por consiguiente,

I

=---, ¡ - Lt'
E
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inherentemente inadecuadas para e[ uso en una retícula cle vigas. (Moore,

1999; Salvadori Y lieller 1998)

Ventajas:

Los sistemas de entramado son particularmente eficientes para transferir

cargas concentradas y para lograr que toda la estructura participe en la

acción portante. Esta eficiencia se refleja no sólo en la mejor distribuciÓn

de las cargas sobre los apoyos, sino en la menor relación espesor a luz de

los enframados rectangulares. Las vigas de acero pueden tener menor

espesor que las de concreto pretenSado; Ias de concreto armado [o

tendrán mayor, y será mayor aun el espesor de las vigas de madera; pero

la relación de espesor a luz no puede ser muy inferior a 1:24, si |as vigas

han de ser prácticamente aceptables desde los puntos de vista de

resistencia y deformación. Los sistemas de entramados rectangulares

pueden proyectarse en forma económicas con relaciones espesor a luz

clesde uno a treinta, hasta uno a cuarenta.

Losa de nervadura en dos di¡eeciones

Matriz de rigidez de un elemento prismático sometido a torsión y su

aplicación al análisis de parrillas:

Cuando Se tiene un elemento prismático sometido a torsiÓn, se sabe que

el giro producido por ella está dado por:

t

/-

,/' .

i i- rt

M".Lo*=-.
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Dónde:

0* = Giro relativo entre los extremos.

M" = Momento torsor

I = Longitud

.1 = Constante torsional.

G = Módulo de corte.

¡z
/

j

O".IG
M*i = rf-

1 .IG
M*i =f

JG

L

iG

L

Mxi

Representación esquemática de un elemento prismático sometido a torsión

Cuando tenemos secciones circulares macizas o huecas, la constante

torsional es el momento polar de inercia.

Para secciones rectangulares, en cambio, podemos calcular con Ia

siguiente formula:

I = Cbt3

c =i -l.?t(i)f, -*(i)-t , donde(t.u)

b y t son las dimensiones transversales del elemento.

De la ecuación. 0* : 5j
JG

Hallando la matriz de rigidez del elemento, tenemosi 0*¡ = 1

Podemos despejar:

I
l -6

¡'lxi
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Ig -g]'[;il
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Por lo que la matriz de rigidez queda de la siguiente manera:

Las estructuras tipo parrilla quedan contenidas en el plano horizontal X-Y y

las cargas quedan actuando ve¡ticalmente en la dirección del eje Z. Esto

permite el empleo de las matrices de transformación para estructuras que

no son ortogonales entre sí, como se verá más adelante'

Desarrollaremos la matriz general para las estructuras tipo parrillas el cual

lo haremos en las dos direcciones fundamentales * " y, en que están

orientadas los elementos estructurales.

La matriz de rigidez se obtiene por el método de los desplazamientos

uniiarios, resolviendo los seis cásos siguientes:

DEMoSTRAcIóN DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ oRIENTADo Ehl EL EJE

LOCAL:

1. ELEMENTO SOMET¡DO A FLEXÓN Y TORSIÓN, ORTENTADO

EN EL EJE X:

-á,

1¿i < 6'i .E

--=-*-s
..§ i

3 ".',

i¡'
i5
J

,,3
r Dl''llY =:-rt¿

r hb'
IL
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'1" Columna W¡ = 1

l¡

Por Maney:

zIjt .
M,¡ =f(ze, +0¡-3q,¡)

ZEl t 1r
Mii =-f-(0+0-r.t)

-6EIhif-. - 

-

,..r1 
l.z

LzET
I¡ _,i_ 

L¡

La 1ra. columna será:

ZEf
M¡i = ,-(0¡ * 20; -3q;i)

281 LMii: L (0+2.0-rl.i,)

_6EI
Mij = -F-

_1,287
\I _

"j - -L3-

wi=1 i

I
,

6 EIy, 
-

_ L-

--x->

tt Lty
-L:-

_6EI -6EI_+_
rr- L2 ' Lz

L

]ZEIy

L3

0

- 
6Tr

L2

_12EIy
L3

0

_ 6EIy

Lz

l-_-
1t

I ti1_a:
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2' columnal 0*¡ = t

!
¡Y

i
aú

L

Podemos despejar:

O-. TG
M*¡ =f

1-,tG
M*i = -i

JGJ X

L

Mxi
IG
L

IG

L
Mxj

Ahora como solo hay torsién se entiende que las demás fuer¿as apl¡cadas

son igual a cero ya que no generan ningún tipo de cambio en la estructura.

La2da. columna será:

0

It*L

0

GI
M*ii = TOti

l
L

0

IG

T

0

1..
I

3a columna: 0y¡:l
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tz
I

t.,
4Elv

'L
Itq

I

,

i

i0Elv

Pero 9xi=a ya que no hay giro en el sentido x, en otras palabras

no hay torsión en ese eje. Por lo tanto: Mr,ii : -Mxji = 0

Por Maney:

-.4rrr.-L

x*

ZEt .
M,i =?(ze,+o¡-3q';)

2El
Mii = L (2+0-3.0)

4EI
Mii : 

L

zElMii= L (ei+20i -3q¡i)

¿Lt
Mi' = L $+2.0*3.0)

ZEI
Mii =T

6EI
1= r,

6EIIT _vi _lf

La 3ra. columna será:

+ET , 2E¡
I. ' r,

L

L2

0

4EIy

L

6Ely

L2

0

zgly
L

6EIy
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4a columna:

*1281\/.:..---'r L3

La 4ta. columna será:

Por Maney:

zEl -
M,i =?(ze, +ei -3q'i)

2El t 1\
M'i = r, (0+0*3,-L/

6EI,M¡i =lE

2Et
M¡r = T- (0i + 20, - 3qti)

zBl 1Mt'=?(o+2.0-a,-;)

6EI
Mij =E

12El
vi = -F-

6 Elv€ ^--*:--r'r L'

- -a"'t;
i

i*=,
' 'r' -x*

6ET , 6EIE-Ev = *--_

r

_ L2EIy

L3

0

6EIy

L2

12EIy

L3

0

6EIy

L"

L. 1.'L
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IG-T

5u columnal 0¡¡ = 1

A7
I

I

I

Entonces M*ji=?.1

Podemos despejar:

Mxi =
0, 'IG

1 .IGn,rrr5,i _ _f_

La 5ta. columna será:

6a columnal 0¡,; = 1

---+-.r.-" rt
GJ
L

M*ti = ?o*¡

Mxi =

Mrt= f

0

_E
L

0

0

tg
L

0

M*ii = ?o*¡

L. LL I:
L
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For Maney:

zqt .
u,¡ =f(zo, +oi -3q,¡)

2EI
xai¡ =?(0+r-3.0)

2El
Mii = lil

6EI
II _vi 

-- L

La 6ta. columna será:

lElv
L

-v+

2El
Mri - -;- (ei + 20i - 3qii),,L\¡t

2ELM;i:--:-(0+2.1*3.0)lL

4El\¡
¡Yl i: * 

--)LL

6EIV¡:T

§

Pero 0*i : 0 ya que no hay giro en el sentido x

Mxii=-M*ii =0

zET , 4EI
-L --;V_

- 
6.EI,

L2

0

zEly
¡

6EI),

t?

0

4EIy

L

I I ' i-i
L
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Por lo tanto uniendo las columnas de

obtendríamos la matriz de rigidez de un

el eje "X"

12EIy 6EIi,

matrices calculadas anteriormente

elemento tipo parrilla orientado en

re
K

0

1EI,
L

6Ety
---;-
L'

0

?\ty
L

* 9EI,
LZ

0

2EIy

L

6EIy

L2

0

GI
0

i.

6EI.,
---* 0

L'

7281,.--+ 0
L,

GI0-
L

6EI.,_^r0
L,

L2EL,,---+ 0
L'

GI0-T
6EI,,
--,¿ 0
L'

\28t..

-+oL'

OGI
L

L2L3

2, ELEMENTO SO¡\{ETIDO A
EN EL EJE Y:

fz
I

+81,.0 --i
L (6x6)

Y TORSIÓN, ORIENTADO

xt

6EI),

T
FLEX¡ÓN

,r,y
.:{a

r bh'
^ -1?

, hb3
l- .-., -1r-

I
I l ,1

L



ANÁLtgtS MATRICIAL trE E*qTRUCTURA§ TIPO PARRILLA

1" Gotumna: wi = 1

6 Eix
12

-- -*.t"
j

12 Elx
L.-

,l1,,
I 12 Flx
i -T5-
'¿_

6 Elx
- Lr-

-::::1,_

I

ttri=1 II
Por ManeY:

pr,¡ =?(ze,+o¡-3Pi¡)

2El t 1\
ru,i =?(o+o-= -t)

6EI
Mii =F

12Elt=T

La 1ra. columna será:

,,¡'= ?(ei + 2oi- 3q¡i)

*,, =?(o+2 o-, -b
6EI

Mii = lF
6EI 6EI

-+-,r--É3v- 
L

_1287
vi =

L3

LzElx
-1,

6EIx

T
0

t?Elx
L3

6EIx
-;;-t,-

i

)

0



ING, RONALD SAhITA,NA TAPIA

2u eolumna: 0*¡:1

Por Maney:

zBt.
M,i = L:(2ei+0j -Eqi¡)

zEt
Mij = -L-(2 + 0 - 3.0)

4EI
Mii = _il

1trfw

L___-§s+

§
\,

,1

tI 6Elx
I ___I r'

2EI
Mii = L (ei +20i-3qii)

zEI
M¡i =--(1.+2 *0-3.0)JlL

ZEI
M;, =-1'L

4EI 2EI

-+_¡¡- L ' L

L

6EITI _
"i -17

A.Z

tJ-r¡ - |

6 Eix

-
L'

GI
M,.¡¡ = f oyi

Pero 0y¡ : 0 ya que no hay giro en el sentido x, en otras palabras
no hay torsión en ese eje.

Por lo tanto:

Myii = -M¡i :0

6EI\/. --

i
!

i- ii,



AI.¡ÁLI-qIS [fiATRICIAL DE ESTRUCTURAS TIFS PARRILLT1

La Zda. columna será:

3'columnai 0r,¡ = 1

6EIx
,T

4Elx
L

0

6EIx_L,

zEIx
L

0

+7

GJ*t*
j

a! .-:4 i

e.i
,. 

GJ
L

Podemos despejar:

Mr,=Y
1 .IG

Myi =T

IGMyi=T

IG
Myi = -T

Ahora como solo hay torsión se entiende que las demás fuezas aplicadas

son igual a cero ya que no generan ningÚn tipo de cambio en la estructura.

I'
t.i'/ t__

i



ING. RONALD SANTANA TAPIA

La 3ra. columna será:

4'columnatvvj = 7

I9
L

6 Elx'-L--
*4-¡

vy
Por Maney:

2Et .
M,¡ =?(ze, +o¡-3p,i)

ZEl t 1\
Mij :T(.0+0-3.t)

6EItr,,,,ii _ _li

ZEt
Mii = -il (0i + 20j - 3q;i)

ZEt L
M¡i =T(0+2.0-e.;)

6EIn/f.. - __,',II 
G

6EI , 6EI

l7-l:V_

I lft ¡-----.--



A.I{AL:SI§ R€ATRICtAL DE ESTRUCTUFIAS TIF'S FARRITLA

-1281t =- rt-
La 4ta. columna será:

5a columnai 0*¡ = 1

Pero Oyl = 0

Por Maney:

2F.1 _

M¡¡ = -;(20¡

L2EI
\r_ - -_Yt* 

L3

12EIx
-L3

6EIx_L,

0

12EIx-r
6EIx-*F

.....,.... -¡'-.F.

4Elv.

L

6 Elx

L'

GI
My¡i = ¡ ori

ya que no hay giro en el sentido "x' Myji = -M¡,,i; = 0

+ 0¡ - 3rp¡;)
2Et

Mii = -il (0i + 20j - 3,Pir)

-- r L- L--

I

6E)x : .l*tT- 
, 'Y

--i
t
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t ING. RONALD SANTANA TAPIA,

6EIrr -"i_lTL

La 5ta, columna será:

6a columnai 0r¡ = f

2El
M¡¡ =T(o+1-3,0)

?EI
Mii = -l_-

zEtM¡i=.-(0+2.1-3.0)r¡L

+El
M¡¡ =-,rL

zEI 4EI

-{-_rr- L L

L

6EI
vi = -T-

0

6EIx

6EIx

'F
aEIx

L

L2

4EIx

L

\



É.NÁLiSIS TÚIATRICIAL DE E§TRUCTURAS T¡PO PARRILLA

nrr¡, = f er¡

Entonces

E" .IG
Myi = -I-

1 .IG
My¡ = J-

La 6ta. columna será:

JG
Mvi = -T

0

IG

T

uniendo las columnas de matrices obtenidas anteriormente tenemos

matrizderigidezdeunelementodeparritlaorientadoenelejeY:

IG
Myi =T

LzElx_-
L,

6EIx

L'

0

6Elx

L¿

4EIx

L

0
GI:0
L

1-2EIx 6EIx--F T
6EIx zBlx'*TL

LzBlx 6EIx-1I _T
6EIx 4EIx

-TL

LzElx
-'- L'

6EIx

-L"

-6E! o
L¿

zET-_:0
L

GJo-' G]

J

L J(a¡e)



ING. RONALD SANTANA TAPIA

3. MATR¡Z DE RIGIDEZ DE UN ELEMENTO

ARBITRARIAMENTE EN EL PtAhtrO X.Y:

ORIEI{TADCI

I-

r'

A

xG{
_!:+rÉ_a

5

Para obtener la matriz de rigidez de un elemento de parrilla orientado

arbitrariamente en el plano X-Y con grados de libertad referida a

coordenadas globales, hay que efectuar el triple producto de matrices:

K _TT T{, T

\'.:Matrizde rigidez de un elemento orientado en la dirección X (eje local)

f: Matriz de transformación

Hallando la matriz de transformación:

En el extremo "i" del elemento estructural los vectores a rotar son los

correspondientes a los grados de libertad 2 y 3 es decir "x" y "y".

Del gráfico:

(X',Y') : Vectores sistema Coordenada Local

(X,Y) : Vectores sistema Coordenada Global

!

l

]

3



Á.I*ÁL!SIS IT4ATHIClAL DE ESTHUCTURAS TIFO FAERILLA

AB+BC=Y

v'
x. tag8 * ár, = y

-) y' = *x, senO * y. cos0 ... ,... (1)

oE+Bd=x'

^+Y'tag0=x'COSU

* * f-xseno +v,.oso).t"n9 - *'cos0 ' cos0

x sen2o

a* - -' .*o * Y'seno = x'

(l - sen20)x'#*y.sen0:¡,-+x,=x'cos0.l-y.sen0.'.'..,....(2)
cos0

De (1) y (2):

x' = x. cosO * y.sen0

)r' = --x. sen0 * y. cosO

Expresamos matricialmente;

{;;}=l:1':, :::l{;}
Ahora aplicando el primer grado de libertad que está orientado en

La matriz resultaría:

{i:]=[: :""': :::]ü
Para sinrplificar las fórmulas vamos a tomar como:

el qe Z'.

cos0 = Cx

senO = Cy

j

senO v'
*';.,.e -;;tg - Y

-t i''!'i



ING. RONALD SANTANA TAPIA

La matriz de transformación seria:

1(e) -

0

cx

-cy

0

0

0

7

0

0

0

cy

cx

0

0

0

0

0

0

I

0

0

00

00

00

00

Cx Cy

-cv cx
6x6)

Recordando que la matriz de rigidez, referida a coordenadas generales se

puede obtener mediante el triple producto:

K - TT K,

Rennplazando en esta fórmula las matrices definidas por las ecuaciones se

llega a la siguiente ecuación general aplicada al elemento de parriHa

arbitrariamente orientado en el plano de esta, con esta matriz es posible

resolver toda clase de estructuras planas.

MATR¡Z DE RIGIDEZ DE UN ELEMENTO ORIENTADO ARBITRARIAMENTE EN

EL PLANO X-Y

0

0

0

6EI

-aLz "Y

GI . 4EI:a . L -_ a ¿

L'" ' L "-"

É-T)'.,
_6Eln

L2 "v

-8..'-?.,')

_(fl*ler)c"c,

T

12EI

L'

6EI

EC,

6EI
--rL3 -*

72El
-L-

6EI - tzBl
-TtLx - L',

(?-f)*," -$.,

flc,'+ f c,' $.,
6Ef ^ 72El
lrt, T-

-(f *f)cc, -$,"

-(?o'-T*') $."

6EI r
L2 "Y

-É.,'-Tr;)

_ 6El.
L2'*

-(fl*f).",

k(.) =

6EI

EC,

6Et
--aü"'

-(fl*f)cc, -(Y.,'-?.
6EI_-r
Lz 

*Y

GI . 4EI

TC.'+ T-Cy'

(?-T)...,

6EI

-aL2 "*

€-#),..,
Gl ^ 4Er

f c,,'+ -I-cx



,ANÁLIS}§ [t4é.TRiCtAL DE ESTEUCIUÑÁ.S TIPO PARF¡LtA.

PROBLEffi A§ DE APLICACIGN

pROBLEMA No 01: Encontrar Ia matriz de rigidez de un elemento orlentado

arbitrariamente en el plano X-Y, con los GDL enumerado tal como se muestra en

la figura.

7

0

-,GL

0

0

-t -7

tfi

5- ,/ ^Ti,,
,l/:

) +.-_ 
-Fl 

F2j4
fii,Yj,0)
-aJ

l¡
(xi,Yi,0)/.2

/

lo. Matriz de rigidez en el eje local:

La matriz de rigidez calculada debe de ser según los grados de libeñad

asumidos por el problema. Como se dernostré anteriormente para la

matriz en el eje local "X" con grados de libertad 1, 2, 3 a Z, X, Y,

respectivamente, debemos determinar una nueva matriz con el nuevo

orden de grados de libertad que nos da el problema de 1,2,3 a X,Y,Z

respectivamente.

1" Columnal 0¡¡ = 1

,G
L

1Z
t

I

'rl
'i 0ir= 1

'rl
I
\l

I
/,Y

i,¡GJ J -....-.-..L

i , -tr' 1

L - :..'
tl



E
ING. RONALD SANTANA TAPIA

2" eolumna: Ori:l

i'
:6Ely
: L?

U

4EI

L

6EI*ü

0

ZEI

L

6EI

L2

0

6EI_L'

12EI

L.

0

6EI_L'

12Et
-L,

2Ely

{L

6 Ely
lr T\

\,

3a Columna: wi:I

4'Columna: 0¡¡¡ = 1

!q-4 l' i-,.-,.-.F-ts-
itt ' I()J üJ-L-- L -

L7
I

,1.Y
I

6 Ely

12 EIy
LI

s,= 1L, '

\¡
'1 I

0

ic
L

0

x*
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;t
Ll

_6Erl

*1

0

6Et

L.

72El

0

6ET

L¿

72Él

-LJ

4tr ly

st

5" Columna: 0¡ = 1

ie ety--7- i !,Elr
i ln

6" Columna: w¡:l

Por Io tanto la matriz en eje local delelemento seria:

lc o o -lcL--L

4EI 6EI

T-E
6EI LzEf

-L, L,
k'=

. 6ElY

ti
¡

¡Wi=1

: -xo

zEI 6EI

TE
6EI lzEI*L, -L,

-f o o f o o

^ 2E] 6EI ^ 4EI 6EIü ? -L, u L L,

^ 6EI 12El ^ 6El 12EIu ,7 -,; u 1; L, 6X6)
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Hallando la matriz de transfc¡rmación:

Hallamos la matriz de transformación eomo lo calculado anteriormente solo que

los vectores a rotar son los correspondientes a los grados cle liber.tad 1 y 2 es

decir "x" y "y", obteniendo la siguiente matriz:

fr'J = [ 
cos0 senol fx]

ly'J - l-r*ne .orel lvj

Aplicando el tercer grado de liberlad que está orientado al eje ,'2,, resultaría:

fi) [_:i 
::J 

:]{;]
Para simplificar las formulas vamos a tomar como:

cosO = Cx

senO = Cv

Y Ia matriz de transformación seria:

0

0

1

0

0

0

0

0

0

cy

cx

0

0

0

0

0

0

1

0

o

0

cx

-cy

0

rS) =

TT=

Cx Cy

-na-y ux

00

00

00

00

-cy

cx

0

0

0

0

6x6)

Y la matriz transpuesta seria:

0

0

0

-cy

Lx

0

cy

0

0

0

0

0

0

t

0

0

0

0

0

0

r

C,,
J

0 6x6)
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Por consiguiente la matriz de rigidez, referida a coordenadas generales se puede

obtener mediante el triple producto:

- Tr l('

Y remplazando en esta fórmula obtendremos la matriz de rigidez en el eje globat

para los grados de libertad que asume el problema.

tGl zEh-li+ r_ Jc,cy

(?-9, ).,q flc,.'+ fc-' -S.. -(fl*f)..t,

k(u) :

PROBLEMA NO 02:

Analice completamente la estructura de la figura, ambos elementos tienen una seccíón

de (300x350)mm2. E=19 KN/mm2, G=7.5KN/mm2

Despreciar la deformación axial y de corte (EA =oo, @ = 0), y deberá considerarse [a

matriz obtenida en el problema 1.

6Et_--r
L'

6EI

-¡-C'

tzBl
--F-

6EI

ti -Y

6EI

t, c,

1"2EI
-tr-

jl(

6El

IFC,

-Gl.'-m¡'L"r ' L"Y

tGl 2EIr
-(\i+ L /cx 

c).

6EI
--aL2 "Y

6EI

-aL2 "v

GI . 4EI

TC," + -L-Cr,-

tCl 4EIi
l.T- r, ,)c.c,

6Et

L2 "v

GI ^ ?EI
--!('z 

L 

-f 

z

L"Y ' L "'

6EI

-f
L2 "'

zGI 4El r

lÍ- r. JC-c'

GI . 4EI

Tcy'+ L cx'

brl

-fL2 "'

6EI
--cL2 "^

¡Gl_2811" "Ir '¡ 1"x"9

Gt ^ zEI

Tcy'+ T-cx"

6EI

7c*

12Et-tr-

6Et

t," -

6EI

LZEI-r

:ñ

ltr

i i - ,r: t 

--. 

-I L t.-:
u.f
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SOLUCIÓN;

.4.7

" Número de elementos:

" GDL: 3

1'Cálculos previos:

I=C'

c=1-ozr(ffi)[r

b. t'

_L
L2

(#)-l

| = 0.L6L4.350.3003 =

GI = 7.5x106x1.526x10-3

19x106x0.3x0.3 53
EI=

L2

2' Matriz de rigidez de los elementos:

Elemento 1:

= 0,161-4

1,5255x10-3ma

= 1L441.25KN.m2

= 20368KN.m2

e!

:-l l.l.*j i 1

=.ffi:bf

Dx=xj -ríi

Dy=yi .-),i

Dz=0

_.4

=Q

Dxz + DyZ +D7z

¿t

i'l''itJ



Ai{ÁLISI§ MATR}C!É-L DE E§TRUCTURAS TiPO FARRILLA

E

Dxc'=T=

k1 =

Gl^r,4El-2
L"* ' ¡ -v

(?-fl*'
6EI
_l^r? vV

Cy=Dy/l-Q

¡GI _ 4E11" .
\r- L l"*"Y

GI ^ 4EI

Tar'* -I-r*"

6EI

-(-L2 '*

6EI

L

6EI

-(^Lz "*

T2E1
-F*

a,::\

00 i:-)

20368 7638

7638 381-9

w

f:xe: ':í*

Elemento 2:

Dx=x¡-Xi=3

Dy = yi -yi= 4

Dz=0

t="f@1ffi=s
Cx = DxlL = 3/5 Cy = DylL = 4/5

t.2[:

tGl 4EIr(.i- r Jt"t,

GI . 4EI

trr'* Ta*"

6EI
--rL̂2 

*x

6EI

L¿J

6EI_-c
L2 "x

LZEI
-L,

i-¿.

n,/

./,t
;/-.'-..,.».*

--{ 

r ii I_----
I

(3*3)



ING. RONALD SANTANA TAPIA

k2_

{'1 1

1.1252.786

-6722.952

"¿j

-6722.952

,''ü;

39r-0.656 ¡7\
i":'"1

f-.; t
tr/

i ?l\
3r3) l.-i j

7330.464 -2932,992

3910.6s6 -2932.992 1955.328

3" Matriz de rigidez de la estructura:

14112,4985 -6722.952 3910.656

k= -6722.952 27698.464 4705.008

391_0,656 4705.008 5774.328

4o Veetor de fuerzas externas en los nudos:

cln-á

5'Vector de fuerzas de empotramiento perfecto:

Elemento 1:

ziivv.. i ').r
Y "-. i ."

'-.!-'

Elemento 2:

,{l]

],=.,,

IrN-mG

KN -mQ

KN f¡,r

PL-8

'{.:1

KN -m{r\

KN - m {..!;

K/V rs'rti!'

Y
l:c
1...,

f

Z
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D§ E§TFUCTURA§ TIPO PARRILLA

3ls -4/s 0

4/s 3/s

l,
f.), 

*cy

r'= lc, cx

[,0 3rs)

Como:

Ifi *rr *fi'=

KN-mff

I{N -m S

,UV @

.o = I

t

50

37.5

50

mS

rts

xternas delsistemal

L=f:-b

f -so ) ¡r,v -

f -] -,, [ -,-

6o Vector de fuerzas e

7§ Vector de desplazamiento de la estructura:

k u =f

á!\:g/

¡0.008256071rad

= 
= ] o.oozotetolraa

|.-o.o=ononu,l m
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'::"':'::::::1,..,

1,f

Bo Vector de fuerzas internas en los etementos:

f" *fi +k'.u"

Elemento 1:

f:=f!+k:t

il
¡ 23.6149 1 I(N - rrr

?1ll
:. t_ = \-+e.ozo+l trw _ m

l-r, 6326) KN - m

20368 7638

7638 3819

f:=f!+k:,t

¡L
J:

En el eje local:

f''

Elemento 2:

2860.31.25

0

0

KN *m

KN -m.

K1V

.,-[ l= 
,t 

r

'=[;' : J,,.,,

[ : lfll] ffl

I

I



AT{ÁLI§I*q MATRICIAL DE ESTRUCTURA§ TIPO PARRILLA

fil)
50

*37.50

50

Lt253.LB6

-6722.952

3910.656

,. f2

ttz i2 TZ
t 

-'

3910,656

*?932.992

1955.328

KN -m

KN -m

KN

*6727..952

7330,+64

^2932.992

-23.61510

48.47924

*=[

{it

-2r- -

2.06298I
En eleje local:

3r3)

KN -m

IKN -m

294.l

4A

i3 KIV.06

4.

7.

Cy

Cx

0

=['nn

L,

['

il
rr: 

,:, I

3/s

-4/s

0

9" Diagrama de momento,flector: '

E

tr)§ol
g,
-

t.)o
J{
u1

Zi

flI r 'rr-i I rJ L-__.*__*_
t



ING. RONALD SANTANA TAPIA

10' Diagrama de fuerza cortante:

11' Diagrama de la deformada:

,l
¡.)'
1.,o
O)

Z

PROBLEMA NO 03:

Considere la viga de balcón mostrada en la figura:

NUDO x(m) Y(m)
A 0.00 0.00

B 1.20 0.00

c 1.20 3.50

D -1.20 3.60

Para todos los elementos:

I = 0.03m4

] = 0.01m4

E = 2x106ton/mz

G : 0,4E

i'__*_- I i_t.jf,
I

i

¿



A¡{ÁL'§I§ MATRiCi/EL ñE ESTRÜCTURA§ T}PO FARRILLA

Por aceién de dos fuezas verticales en B y C, resultan los desplazamientos:

ur = -1-.350x1'0-am

uz = *L,885x10-arad

ut = L.729xL0-arad

= -8.793x10*am

= *?.056x1A-+rad

= 5,4L4x10-arad

U4

lf5

U6

a.

b.

c.

Determine la fuerza en los extremos de cada elernento.

Quáles son las fuerzas aPlicada§.

Dibuje el diagrama de momento§ fleclore§, fuerzas cortantes y deformada.

soLUctÓN:

Azl

I

g*
j.:_,._- 

5c 'ri",x

1

1.."s
-'**
x

a

o

Número de elementos: 3

GDL:6

l"_1?
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1' Cálculos previos:

I = 0.03rna

I = 0"01m4

E = 2xlA6bn/m2

G=0.4E G=Bx10ston/mz

4 I Obbb.bbbbb/

15432.45877
Ea^oa aaaaaa
J¿UOJ. JJJJJJ

4L6666,666667

0

250000

It'=

0

6666.666667

0

9Elv
L2

0

0

G]

L

0

u.'

{'i}

".li

:::l

fr"t

12EI),

Lz

0

6EIy

L2

k1 =

(3.x3)

Teniendo los desplazamientos del primer elemento calculamos las fueaas de

dicho elemento:

k' .u' - fL

I -:f-t |:
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416666.666667

0

250000

Elemento 2 BC:

re
l(

0

6666.666667

0

VB

Mxo

250000

0

200000r1:rl1

-1.350x10-a

-1.885xl0-a

L.729xLO-+

I
r=

)

VB

Mxs

Mvs

f'- I

t ]ffi}

u
X

tn i:i

tnnn $}

tnxm $i

6EIx-T
4Elx

L

0

3 .-q

MvB

Azt
A ..1i." Y

¡1-r

4l

¿,i C
E

'&-

LZEIY
----=--

L,

6EI*

l,'

0

6EIx

T
1EI,

L

0

6E[*

lZEIx 6EIx-lr* -7
6EIx zEI*-TL

L2EIx-F

6EIx
--T

L"

0

LZ

2EIx

L

0

GI0 -T

0

GI

T

0

GI

L

LZEI*0 --.=3L,

6EI.,0-;:
L"

GJ-Tu

--{ l'i;' IL.¿

(6.r6)
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fir)Í,i'/:t{)

L'=

15432.09877 27777.777778

27777.7?7778 6666.666667

-75432.üg877 -27777.?77?78

27777.777778 33333.333333

-1-.350x10*a

-1.88Sx1,0-a

t.7Z9xLA-a

-8.793x10*a

*2.056x10-a

5.4'].4xLO-a

*75432.A9877 27777.7?7?78

-27777.777778 33333.333333

t5+32.09877 -27777.?7777A

-27777.777778 6666.66666?

0

2222.222222

0

0

0

-)2?) "2)12',

0

0

0 -2222.222222 0 o 2222.222222

Teniendo los desplazarnientos del segundo elemento calculamos las fuerzas de

dicho elemento:

f:

{Va

Mxa

u2=t

';t
-0.81889 

[

o s388e 

I

:::l

tn (¿;

tnxm O\i5/

¿n.&

r" Gi

tnxm.:..7

tnxm¡Í§}

ur -2I'-
Mvs

vc

Mxc

Mvc

Elemento 3 DC:

_a
Li

I

lt
,f
Y

r.3A:

L?Efy

L3

0

6I¿
L2

6Ety

L2

0

4EIy

0

GI

L

0

I

L (3x3)
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---- aaaaaa
.IJ.fJ.JJJJJJ

,,Q-r

62500

0

100000

ünnmlSr

¿nrni6')

-'
:r"

0

G:

2083.333333 -;\tf'-.

i4

,';.r.§ I

f'

f 

-8,?e3x10+l 
t

I ,_,_._-l 

= 

I
tn í!¡

k3=

(3x3)62500

Hallamos las fuer¿as en eltercer elemento:

k: .u: = f:

52083.333 333

33333.333333

c5
J=

3o Fuerzas aplicadas:

VC

Mxc

Mvc::l

ffi]

0

[.]

Ij
12.486 ton .1,

1-2.498 ton ü

r-tBz

FCZ =

r;ri--
t

_-=--i r -

L
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4" Diagrama de momento flector;

5" Diagrama de fuerza cortante:

6" Diagrama de Ia deformada:

I

I

I

l.lo.2*ioe-4^
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PROBLEMA NO 04:

Anaiice completan"rente la estructura de la siguiente figura, todos los

elementos tienen una sección de 300mmx350nrm, E=19kNlmm?,

G=7.5KN/mmz , considere la matriz obtenida en el problema 1.

SOLUCION:

Enumeramos los grados de libertad y los elementos.

Z^

# ELEMENTOS= 4

t. \l

i. 4¡ IL.r

r

1o Cálculos previos:
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I

b=0.30m

A=b.h

A = 0.105 m2

E=19kNlmm2

h=0.35m

- b.h3

L2

I:0.00107L875m4

G= 7.5KN/mmz

Momento polar de inercia ( | ):

2" Matriz de rigidez de los elementos:

Elemento l:

J = C'b't3

r = * - 0.21 (H) [. - *f*,in] = o,ruroro

I = 0.161+30.350. 300s = 1.52551x10-3ma

GI = 7,5x106x1.S25S1x10-3 * 11441.32SKN, m?

19x106x0.3x0.353gl =-- rz 
-= 

20365'625KN'mz

A
Zi

i
1

3T
"",f

.rn Y

Dx=3

Dy= o L=JDFTEF L= 3

Cx=H Cx=1

Cy =* Cy= 0
2. s.

i

i

I

I

I
I

I

L-+4
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k1 :

Gr ^ 4El

ir*" * L cy"

/91 - 1!l\. .
\r L l"'"Y

6EI

-fL" "Y

rGI 4EIr
l.T- r JC,,c,

91",-tl\",
LT L ^

l¡:.l\é ¡

0

$€
4x103 0

=["

6EI

L2 "'

2J15X1ü4 -1.358X104

*1.358X104 9.051-X103

{

Elemento 2:

4
ti

¡z_

*L

t = n/Dxffif

Cx=0

cy=L

6EI

-cL2 "v

6EI*-t^
LZ ",

LZEI
-tr-

X

.v
Y

Dx: 0

DY=5

^DxL*=T

^DvLY=T

1 - ¿i. i...-_-_*-,¡

(?-T)*.,
GI ^ 4EI
-:f LJ- 

-cL
L"v ' L "*

6EI
_-f

L2 '*

141tl.r

JG\

rxs)'r:i-i

6EI

-{'L¿I

6EI

L2 ""

LZEI

L3 (3x3)

L=5

(3x3)
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0

f¿, 1\.}

[1,62ex104

=l o

I

L+.ggg*ro'

Dx=3

DY=o

.r Lf* !;.

:F^Dv
/\ LV - 

*

2.'s B

4Eh
I. JC-C,

6EI

L? "y

0

/ñ

[.814x103l.
L

kz

k3=

2.288X103

0

4.BBBx103

1.955X103 ¡xa) G

A7i

. ..,1...:Y
Li.._

.:r::i;'-i ñ,. {:
.:i --\\ ;,r: - c ---" -\ ---

Elemento 3:

k3_

r-=r/Dx,+o¡

Cx: -1

cy=o

?..'

/Gl
\;-

4ET* Tc'"
tGl 4EIrl.t- r Jt.t,

GI . 4EI
:f LJ- 

-f 

.

L"Y ' L "*

6EI

-l'
L2 "*

6EI
--aL2 "y

6EI

-cL2 "*

LzEI

L3 (3x3)

2JLSxlQa

1.358x104

0

1.358x104

9,051x103

{'7¡\

i

L
i -,r-o

)

'3x3)
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Elemento 4:

k4-

Dx=0

Dy=5

^DxLx=T

cy=?

§
Y

l="/ñzTDp L= 5

Cx=0

cY=-1

GI . 4EI

Tr"'* Tcy"

(?-?),.,,

6EI_--t'
Lz "Y

GI . 4EI

írr" * Tr*"

6EI_r'
L2 "*

f4\
\1.1

t?l2.288x1-03

0

58884.872692

0

ffi

-4.888x103

0

1.955x103 s*s¡ S)

#

0

estructura:

.e

980

ír.1

I 
r.ozexroa

kn=l o

l
L-+.aes*to'

i

3" Matriz de rigidez de Ia

{'¡ }

¡402L2.5655
I

I
Ik=l 0

I

IL6 _1,..,, I

0

0

220L2.97777

J

6EI 'I

- ttt'l
6Er I

L,C,,I
I

rz1r I

r, lG

(?-T).,,*,
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vji = 48 ú71 KN

4o Vector de fuerzas extcrnas en los nudos:

b=a
5" Veetor de fuerzas de empotramiento pedecto:

Elemento l:

¡1'

I

M¡j = 50.093 KN.m
X

Elemento 2:

f\4ji=66.667 KN.m

Z

'|::i
¡f¡t¡r¡r {-i.j

KNrm [i

I{N lli

e
Y

Vjí=e0 KN

--*i.&
M¡i=66.667 **i- r-

X

'{Tl
I{Nxm{.'i,'¡

KNxm §i)

KN (i:

Vrj=80 KN

Elemento 3:

Ér.h
Mi= 0l(.¡.m

^zi
I

I

Y

I

--*---. -.-i I . ?i !L'\

6{l}
KNxm $

KlvxnT; . I

KN ,.4

X
Mji= 0 i(N m

i------
'
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w

#

,aF-\
\fi

5oKNim -:*... .--:- i --''';': Y

: f''i= l-41''66666'l 
""-

i ,f 
o- Mji=4167KN'm 

fo* =! o I KNxm,,,:{ "lJ,;--,, 
g=37.05KN 

I I

t' t gz's )xN
vii=87'5 KN

Vector de fuerzas de emp.otramiento perfectq, re§.ulta:

r 25 1 I{Nxm $tt
Ilo=l -so.o93 lxN*^Í¡',tt
I[rrr.orrr*r] KN ffi)

6o Vector de fuerzas externas det sistema:

f*= f: -*
( -25 1 lrNxm $

,=l so.oe3 lnr*,urlrl
l.-rrr.nrrrrrj rN rsi

7o Vector de desplazamiento de la estructura:

L'Y=f*

(-6.2L7xL0-+1 rad ii)tt
.. 1= { B.so7xlo-a f 'oa QtlII\-a.oos*ro-'J ^ (*

I

i r ,:!\

L
!
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4o Vector de fuerzas externas en los nudos:

f:=a

5o Veetor de fuerzas de empotramiento pedecto:

Elemento l:

,-n Y

120 KN

Mü = 50.093 KN.rn
Vij = 71.929 KN

Mii = 38.307 KN.m

Elemento 2:

MjÉ66.667 KN.m

Vi=8o KN

Elemento 3:

,ÁE,
Mi= 0l(N.m

71

'Li:i
IrNxrn S:

Kffxrn fi

¡(N ft,\-X

KN8.071
1

=4vji

F
Y

' {':]

Xt'f xm $,¡

KNxm{fi

KN (.,}

 
zi

'{:}

rNrm fi)

IfNmr r§

KN r-.-¿)

''-'&

X

I

J

-..r-
.i--

Mii= 0 KN.m
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Elemento 4:

A
Z¡

Y
Y

i**
g:-'

,r =l
I

t

Mji={1.67 KN.m

-41.6666671 1{/Vxrn in
I

o I xNxmQ)

I

3z.s ) rr \B

vi¡=37.05 KN
Mii=62.5 KN.m
' &,,

v¡¡=87.5 KN

TA

Vector de fuerzas de emp,otramiento pedecte, resglta:

25 KNxm ff;

&=1 *so.oe3 lr.,v**(::

1B9,4Z8BB9J KN tri

6o Vector de fuerzas externas del sistema:

Í{{
J -ln-jQ

aÉ KiVxm $

50.093 | nT rm Q;

-189.42888il KN G;

7o Vector de desplazamiento de la estructura:

k.u-f

I

,{

,l;fl rad i§;

rad Q

m rtl

¡

¡
¿t

i-n_,
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{ú

-,,;,,,,J I'J::-i
s.osrxro, Ja.,i l.-r.r;-r, 

=,,|

B" Vector de fuerzas internas en Ios elementos:

rj=§+{:-.:"

Elemento 'l;

t=tj*
0

z.zlsx1o4

-1.358X104

Elemento 2:

, = I-,;,,,1.l"':."'

l.,,,,,,J I o

{-2.3711 
«'v - m

... 11 = l rr.ro, f nr -,,tt
t-rz,srrJ KN

=E*{'t'
4.888x103.| 

16.217xL0-a

103 , I .ir.ror*ro-n

r.gssxro'1,*, [-..;r*r'

rj
KN -nt

KN-m

KN

f:

f66.66?) lr.6zext0a 
0

*=i 
; j.l__i,.,,, '^':

cz.l

t-
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Elemento 3:

f=§+{'r=

.ll1

Elemento 4:

3.81-4x103

0

0

0

2,7LSxLAa

1.358x1-04

I

-r, i

(3x3)

,,,1,j,

;]r.rrnu)

ilf]

f + - f* -.,- ka.u4

0 -4,888x1,03

2.288x103 0

'; Q 1.955x103

!l
t I

,, =fn'ou'}.[ 
"':."-

l. ,,u ,J [_n*,*,0, {}Íd
-9.735

L.947

23.7L4

KN --m

KN -m

K]V
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Ez
:l
N
rf)
d

Ez
}¿
@(o
d
rp

I

9o Diagrama de momento flector:

E

Y
mr
"{o
o)

I

I

10" Diagrama de fuerza cortante:
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11" Diagrama de la deformada:
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PROBLEMAS PROPUESTO§

PROBLEMA NO 01:

Analice completamente la estructura de la figura, todos los elementos tieryen

una seccion de 300x3S0 mm, E=1gkNlmm2 , G= T.SKVlnunz

¿t"----

PROBLEMA 02:

Resuelva completamente la parilla mostrada, por el método matricial de los
desplazamientos. Sección 300"350 mm, E=1g KNlmm2, G=7.5 KN/mm2.

f
_,--*!

tk
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PROBLEMA O3:

En la figura se muestra el modelo matenrátioo simpiificedo de vigas que actúan en un

Analizar completamente la estructura conformada por vigas principales y secundarias

de la figura, las vigas principales tienen una secciÓn de 300x400 mm, las vigas

secundarias tienen una sección de 300x 200 mrn. E[ material del cual están hechas

son de concreto armado f'c=245 kglcm?.

Las cargas que aetúan son como sigue:

CM=2.5 Tn/m, CV= 4Tn/m.

: L i:r " -r J tJ

-..7-
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eAplTt§tü E!

TRIÜ¡MEIqSEÜzuAL

S§STEMAS APCIffi.TECAMffi§

COURANT nació en la ciudad Polaca de Lublinitz, que formaba parte de la

provincia de Silesia del Reino de Prusia. En su juventud residió en Glatz, Breslau y,

a partir de 1g05 en Berlín. Él permaneció en Breslau y fue a Ia Universidad de

WROC¿AW, pero continuó sus estudios en Zúrich y ta Universidad de GOTINGA

cabe resaltar que debido a su elevada habilidad organizativa, se les

reconocen Contribuciones importantes a las matemáticas. Una muestra de esto

sucedió junto con David Hilbert con quien escribió el influyente "Métodos de física

matemática". Asícomo con Herbert Robbins publicaron Ia obra divulgativa "¿Qué es

la Matemática?", que actualmente se reimprime. COURANT está directamente

asociado al método de los "Elementos Finitos", reinventado posteriormente por los

ingenieros. pero fue ét quien le dio una base matemática firme. En la actualidad este

método se usa para resolver ecuaciones en derivadas parciales numéricamente'

Entre otros logros suyos podemos mencionar la Condición de Courant*Friedrichs-

Lewy y el"Principio Mínimax de Courant*

Finalmente en 1933 Courant escapo de la Atemania Nazi, antes que muchos de sus

colegas considerados como Judios, trasladándose a Nofte América, falleciendo en

la Ciudad de Nueva York. Donde educo a sus 4 hijos: Ernest es un físico de

partículas y un innovador en aceleradores de partículas; Gertrude es doctora 
_en

biología; Hans es un fisico que participó en el "Proyecto Manhattan" y Leonore fue

músico profesíonal.

'it
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!NTRQB[.]CClér{

En el presente capitulo se hará el análisis tridimensional para cualquier tipo de

estructura comenzando con las de tipo aporticadas que en general son las más

comunes al contar con elementos estructurales de vigas y columnas ortogonales entre
sí, el cual es el sistema básico para cualquier tipo de construcción, para lo cual se

analiza teniendo en consideración todos los efectos que puede sufrir una estructura

debido a las cargas que están sometidas en cualquiera de ros ejes X, y oz.

Para este tipo de análisis se hace uso de matrices de rigidez con [a diferencia que hay

una fuerza y momento en cada eje X, Y a Z en,,cqda extremo del elemento por ello

contienen 12 grados de libertad en toiátrpara caüa'effiento que se analiza.

Su impofiancia de este análisis se da cuando Be ve un incremento en las reacciones
que tiene la estructura ya que el análisis en un plano no se puede apreciar los efectos
que está sometido como la torsión, esfuerzo biaxial que pueden causar el pandeo de

las columnas o en las vigas se notará un incremento de los momentos y fuerza

coftante la cual causaría una mayor deflexión que se incrementaría o podría causar

una falla del elemento estructural, lo cual lo harÍa poco factible un análisis cuyo
diseño no funcionara en su totalidad.

Cabe indicar que a pañir del estudio de este análisis en tres dimensiones, se va a
formar la base fundamental para el desarrollo del análisis seudo tridimensional, el cual
toma como base este análisis de pórticos para poder obtener, un cálculo más

simplificado, el cual se describe con más detalle en el capítulo lll.
I

Para el tema a tratar se dio como base estudiar estructuras más complejas desde el

uso de matrices y Ia introducción del rnétodo de elementos fínitos en 1g40 en el cual

se dio los primeros usos en la ingeniería estructural con la idealización de vigas y
columnas corno elementos básicos para el análisis de estructuras.
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Después en 1g47 Levy desarrollo el méiodo de ftexibitidad y fuerzas para luego se

desarrolle el mátocJo cle rigidez y desplazamientos, pero era necesario una gran

dedicación y labor para su solución a mano, por Io que para esta solucién

numárica se debió cie usar eomputadoras para facilitar los cálculos y sea popular ya

que los métodos energéticos el problema radica en la cornplejidad de las estructuras

lo cualdificulta su cálculo.

Luego en 1954 Argyris y Kelsey desarrollaron el análisis estructural por medio de

matrices empleando los métodos energéticos pero de manera sistemática lo cual

marcaria tendencia y ejemptificaria la importancia que juega hoy en día al

momento de diseñar cualquier tipo de estructura,

El estudio de estructuras tridimensionales se da en 1961 en el cual se hacia

considerando cada elemento de [a estructura su propia matriz de rigidez que depende

dettipo de apoyo que tiene en los extremos y la secciÓn que tenga luego se ensambla

en la matriz general de toda la estructura y se podía obtener el vector de

desplazamiento.

Como se puede ver a lo largo del análisis estructural el método matricial lrata rle

remplazar una estructura real continuo en un modelo matemático cuyos elementos

estructurales son finitos y sus propiedades se expresan matricialmente, mientras más

minucioso es el análisis es más confiable los valores resultantes que depende del

elemento que se analiza porque en un eje el momento puede ser flector pero para otro

elemento será un momento torsionante.

I

I
I
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Af{AIISIS TRIDIMENSIONAL DE ESTRTJETURAS APORT¡CA,DA§

El caso general de estructuras, es el eie pórtieos en el espacio cuyos nudos tienen seis

grados de libeftad, correspondientes a tres desplazamientos y tres rotaciones. Estos

resultan, a sLr vez, de seis solicitaciones: Fuerza Axial, Corte en dos cJirecclones,

Flexión Biaxial y Torsión, en la cual se ha supuesto que las cargas que las originan

están contenidas en los planos principales del elemento.

Y
..¡"1

z ¿:-rg Yt-
g

J¡t
i
I
j
't'
t;,.

L

Z

12

aZ¿,
I

^1tl¡
't-

ati á,

Y
s'j

A ,;l:,rfi 5r

j
-iox
*f*'**-+ X

n{i I

"iáx
I

.1i

Para facilitar el cálculo manual de pórticos espaciales ortogonales, se presentan las

deducciones de las matrices de rigidez de los elementos orientados en los tres ejes

principales X,Y Z.

MATRIZ DE RIGIDEZ DE UN ELEMENTO ORIENTADO EN LA DIRECCION X

GDL en el Eje Global:

!1a
---,.i;

z r,, a
r -- I^; Y- *b r I\ ¡:;.. ,!,i 12 i.",-l

t,.. ñ ,' i
i u-.: ¿ li' 11 .,.,.'"*',

3a. ..;-" -i e .,,'1 ¿-i 91' Qo""
I,"' -I"r'' 10 X

.. \rl=---- 

-- 

l/'___:' . ... .. .-, . 
.,1¡

Irl:.,
1
I

j7

t

;

11
,,..i



P.f{ÁLI§IS MATRICIAL DE ESTRUCTIJRAS APORTiCADAS Eru TRES DIftñET'¡SIO.N5S

Extremo i:

Para la 1ra Columna: Ui= 1

x
+

b.h3
I^. 

-,),* _TT

lL,bst- - 

-
'L- LZ

I "¡t 16i ,."' 'J)
EAB,OEAV
i )r L ^t?t #--,vrtj

u i=l
+---*

Fara la 2da Columna Vi = I

1

0
0
0
0
0

7

0
0
0
0
0

0
2

0
0
0

6

0

B

0
0
0

12

I
EA

T
0
0
0
0

0'
EA_L
0
0
0
0
0

@

x

6Elz
t:

Y

Á

2

0
l2EIz
-¿,

0
0
0

6EIz*F
0

72EIz

La
0
0
0

6EIz

-
tt

e 1?El¿
L"
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Para la 3ra eolumna: Wi= I
a

0
0

LZEIy

L3
0

6EIy

0

L2
0
0
0

12EIy

Para la 4ta Columna: Oxi = 1

7.
..ir

Para la 5ta Columna: 0yi = 1

0

0

3

0

5

0
0
0

I
0

11

o

Lz
0

6EIy

Y

0
0
0

4

0
0
0
U

10
'0

0

0
0

3

0

5

0
0
0
g

0

11

0

4

0
0
0
vJ

T
n

0
0
0
0

_Gl
L
0
0

Y
rf

"tt

5

0
0

l6EIy
Lz

0
4EIy

L
0
0
0

6EIy
T

0
2EIy

L
0

f
wi=1 

i

+
,^ 12Elv(, -u-

'+i"Oyi =1

It

-l 

t'l-(, 
i

L/



ANÁLIstS f.ttArntCtAt DE ESTRUCTURAS APSF.TIC/qDA$ Et{ TRES DlntENSIOf.,¡E§

Para la 6ta Golumna: gui 3 I

Extremo j:

Para la 7ma Columna: Ui = 1

Z
¡s

EA-r

Zltz @
L¿

t//a* .-- "- 1,,

J

b

0
6EIz*t,

0
0
0

4EIz

L
0

6EIz
--" -

L-
0
0
0

2EIz
L

0

2

0
0
0

b

0

s

0
U

0

12

b, h3
1,, * .-.---_
r 1aLL

ir. Lr3r- 
- 12

Y

1

0
0
0
0
0

7*

0
0
n

0
t.i

,,=\
EA \L''
T*x

q-*J:
I(1)

U ¡=1+-L+

(

f

Z
li,
i

7

EA

L
0

0
ü

0
0

EA

T
0
0
0
0
0
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ING. RONALD SA}.ITANA TAPIA

Para la B'" eolumna Vj = 1

16'l
rtLfZ*T-

0

Z

0
0
0

6

0

I
0
0
0

12

Y
,';,¡

ñ^
6Elz \-?-T-
Ir
i.. .. ,

; .'

0
lZEIz

l3
0
0
0

6EIz--;;-
0

lZEIz

Para la gn" Columna: Wj = 'l

Z

1ZElz
l3

lü/

4ar:t,r¿LtV_ -;=
lq\ L
\",/

x _\(

o

0r

do.l

-¿p
0
0
0

6E_lz

Lz

L3

0
6EIy
ü
0
0

0
12E Iit

L3
0

6EIy
ü
0

n

0

3

0

5

0
0
0

I
0

11

0

¡
,,ñ''

§El"i'-l*7
t:
L
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I W¡=1
1

ir*'"""*. X

12[iv
L'

Para Ia 1Oma Columna: 0xj = {
z

,é"

10

0
0
0

_Gl
I

0
0

0
0
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L
0
0

Y

0
0
0

4
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0
0
0
0
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0
0
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" 
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ANÁL¡§I§ MAIRIOIAL DE E§TRUETURAS APCIRTICA§AS EN TRE$ OttrI{ENSIONES

Para la 11va Gslumna:8Yi ='i

¿-

6Elv
L?

Para la 12va Columna: $zj = 1

riliv ZElz t
l? -Í¡.- /

! -,t
*\ t'"
i,¿'

I

11

0

e
2Elv

Lu "r,n'

0
t

0

5

0
0
0

I
0

11

0

0
,
0
0
0

6

0

I
0
0
0

12

Y
""j¡

t1'' " 
/\

á.{...'.q:..r§:;-

,ti6

fvlo
| *9r,n

Lz
0

?EIY
L
0
0

0
6EIy
--=;-

L"
0

4Ely-T
0

12

0
6EIz
--:;-L'

0
0

0
ZEIz

L
0

6EIz

@'É 1,"

0
0
0

4EIz

L

Las demostraciones anteriores se hacen para cada efecto que pueda tener los

nudos de un elemento en particular de la estructura como base del análisis que

tratamos de lograr en un estado de equilibrio de fuerzas.

Los esfuerzos se pueden ver que §on por: Fuerza Axiat, Fuerza Corlante,

Momento Flector y Momento Torsor en un estado de deformación en el que se

tendrá un giro o un desplazamiento uj = 1o'0 = 1-.

t4.._ j Li - 91 t--**-***--tl

Bri=1 ,r'



ING. RONALD SANTANA TAPIA

Finalmente como resultado al ensamblar todos los vectores del elemento para cada

condic¡ón que puede tener sus apoyos en "i" o 'J", podemos obtener la matriz de

rigidez de un elemento orientado en la direeción X tal como sigue:

0

0

6EIy
0

_g
L

0

0

6Elz_F

0

0

0

0

0

CI

T

0

EA

T

0

0

0

2Elz

L

00

l¡Elvo ..'
L¿

GI
-L 0

2EIv0 ----
LJ

00

0

72Elz

L3

0

0

0

6EIz_F

0

12Elz

0

0

lZEIy-T-

0

6EIy* -ll-

0

0

0

lZEly-r
0

6EIy_T

0

0

0

6EIy
-L,

0

4Ety-:z-

0

00

EA
o

l2Elz0 ---:-;-1,.

00

0

0

6Etz*T
0

1,2Etz

L3

0

0

0

0

]-ZEly

r
0

6EIy-T
0

0

U

6Elz-lf-

L2

0

+Ety
r3

0

0

ZEIz

Lk"_ 0

EA

I,

0

EA_L

0

4Elz
L

0

6EÍz
--F*

0

0

0

6EIv

L,

0

4EIy

L3

0

0

tÉt-
* --i?

0

0

0

12Eiy

0

6EIy--T
0

0

GI

L

0

4Elz

L

0

6Elz

T

0

6EIz-F
(3.2 xtZ)

Para este tipo de análisis se consídera que la estructura se comportara lineal y elástica

por lo que ! es constante y simétrico. 
i

Además siguiendo el mismo proceso de análisis se encontraran las matrices de rigidez
para elementos orientados tanto en el eje Y como 2., así como la matriz de rigidez
genérica para un elemento orientado en cualquier dirección.

[ ,, -,d\

i



ANÁLISIS MATRIGIAL DE ESTFU

MATR]ZDERIGIDEZDEUNELEMENTooRIENTADoENLADIREccIoNY

GDL en Eje Global:

ol
'i .:

,i b.lL3Ix=V
lL.b3Iz=V

6Elz lZElz
0 0 O '= --L:'- t'

6ELz
000--F-

ZBlz
0oo-

6Elz
000'-F

41
*- --:\. *

u¡li
¡ti

Por lo tanto la matriz de rigidez en el eje Y será:
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00
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EAo-1 u

.rEAoooo"L
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ING, RONALD SANTANA TAPIA

MA"TRIZ EE RIGIDEZ DE UN ELEMENTO §RIENTADO EhI tA DIRECClON Z

GllL cn Eje Global:

.jr.

_t
¿, 1:'

lY:
'j i I-i

b. h3
f ^. _

1Z

h.b3
f1¡; -__12

Por lo tanto la matriz de rigidez en el eje Z será:

fiEIv
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00
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AtiÁUSIs MATRICIAL DE E§TRUCTURAS APCIRTICADAS EN TRES SIIIj¡EI'¡SIONES

MATRIZ DE RIGIEEZ BE UT\t ELEMENTO ORIENT,qEO 'qRBITRA'RIAMENTE 
EN

EL ESPACIO

Matriz de Rigidez General:

j

yx

XX

i

Los sistemas de coordenada

directores, como sigue:

local y global están relacionados mediante los cosenos

I

z'

(b

ti.

fr

@xx'= AnguloentreXyX'

@*y'=AnguloentreXYY'

Aw.'=AnguloentreXyZ'

Ózx'= AnguloentreZyX'

frzy'=AnguloentreZYY'

flz{ = Angulo entre Zy Z'

Las fuezas nodales resultan relacionadas como sigue:

Óyx'=AnguloentreYYX'

úW'= Angulo entre Y Y Y'

@y='=AnguloentreYYZ'

X' = X.Cos úxx' + Y.Cos fr*y' * 7.Cos áxz'

y' = X.Cos ú*y' * Y.Cos @W' * Z.Cos ñzy'

Z' = X.Cos @xz' +Y.Cos Úyl + Z.Cos @z{

E



ING. RONALD SANTANA TAPIA

Remplazando matricialmente :

Matriz de Transformae ión:

i:iz:::U')
I X') [Cos 0xx'

I v' [ - lco, fiw'
\ z' ) lc* a*,r'

,.-l--t

Cos frxy'
cos @W'

Cos fryz'

Cosfrxx' Cosfrxy'
Cosfrxy' Cosfryy'
Cosfrxz' Cosfryz'

Cos ñx{1.t
Cos @-zV'l

Cos 6zz'l'(3 x 3)

Ahora, para los doce grados de libertad, la matriz de transformación de coordenadas

Iocales a globales delelemento, resultan:

J,, . ,,

(3x3)
Fara obtener la matriz de rigidez de un elemento de pórtico espacial, referida

coordenadas global, hay que efectuar eltriple producto de las matrices:

T_TT E':
[ : fs la matriz de rigidez de un elemento orientado en la dirección X.

En la siguiente página procederemos a mostrar la matriz de rigidez que se emplea

para elementos orientados en cualquíer dirección usando los cosenos directores que

tiene elelemento con respecto a un eje principal.

Denominada LA ULTRAMATRIZ

La cual por efectos de facilidad visual y se muestra en 2 partes para que se pueda

apreciar las variables que se usan para su cálculo.

f .ii l. .-.
.j:

lro 0 0 0

To-l 0 To 0 0--! o o ro olo o o ro

I 0 0 0r
9=lo o ol

Lo o ol



¡,NÁLISIS IIIATRICIAL DE E§TRUCTURAS APORTICABAS EN TRES DIMEN$IONE$

De la matriz para un elemento orientado en cualquier dirección las columnas 1, 2 y 3:

1Z..s.d:.¡- il.L*:.!,. d.§. or
l*-i¿-J-J ¿-_'-

L.L'L
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§. Jr' i'ir, *,{' 5. b. r
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L1 L.
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¿3 ¿.
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@
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L
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-------?;-: i- L
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L2LZL
6, i' ¡i,g'In_ á §, d. g'J,
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@
o
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De la matriz para un elemento or¡entado en cualqu¡er dirección las columnas 4, 5 y 6:

¡ 6. E,dg.l" *6.1.d.9.1,,I ---F---jz
I e-r.a.tr. l" 6.8.g.e.!r.

I --{l ü
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| +s.a2.t.,. .4.E,82.1, , G,l.a2
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2,§.f.s.I*. . 2.§.il':r.J, _S.1.¡,:
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De la matriz para un elemento orientado en cualquier dirección las columnas 7, B y g:

tl.f.n':,1- :11.5,¿¡:,i. ,.i.5,a: ll.F.C.r.l.- 13,I ¡ li.i. ;l.f.c.ir t?.E.d.Í.1. t'2.8.¡.,.!.. .i 5.r:..
¿iL:l

1?.E.rj.¡.J- 17.E.3.h.1.. A.E.a.b
¡r"-¿.'-t

_ 12. E, ¿.1, r'. /. _ 1 2. E, ¿1. í. .11. _ -.{. §. r¡.. ó

ttl:L
6.5. d.f .,,.. _x.t.d.. e.l,

L2 L3'

6. á. d. ir.ir. _ 6. E. g.e. J,

L: L.
é,.8.¿i,i.í,. _á,8, f .9.1,

L: ¿;
l-"i.(-./- rl.i.o'.1.. A.h.h'

L5L3L
12. E. i. c.. J, _i 2. E. !. \. 1.. _A. f, .a. Ü

¿§L3L
L'J. E. d. f . l, _ 72. E. f|.,. I ). . ..1,8. a".

¿i¿:L
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L2 ¿:
¡i. !]. r. ¡. 1.. _é. ll d.h. I=

L1 1.:
6. ¿,r, l,. ,. 

- 
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AzuÁLI$I§ MATHCIAL BE ESTRUGTURA§ APORTICASA§ EN TRES DIMEN$ION§S

PROBTEMAS RESUELTOS

PROBLEffiA 01: Resuelva matricialmente el pórtico de la figura. Despreciar la

deformación axialy de corte (EA = oo; @ = Al

E = 22 KN/mm? <> 22;-1a6 IKN/m2; G = 8.5 KN/mm2 <> 8.5x106/KN1m2

t,/-tr
I

I

i"{
3m ,"'

,/'nn] 
".''..,r,/-+ .../

| +oonrnr z1-

Solución:

1. Cálculos Previos:

Elemento 1:

A = 0.30x0.40 = 0.12 m2

0.30 x 0.4C3
lv =:I"* = 0.0016 ma'L2

0.40 z 0.303lz=- = 0.0009 m'
!2

41
j,l

.r'r'1

'§

3m

-..¡4-
+ln
t,/t,/V>

§-
i

I

J,A

§
^

r = c.-b.tr, g =1 - o.zi,.i[, - if)r]

{
--.J

I
E

c = 1- o.z1.efs l, - *C#l-] = o.17eea6

J = 0.179980 x (0.a0) x (0.30)3 = 1.94385 x 10-3 ma

GJ = 8.5 x 106 x (1.94385 x "10 €) = 16522.725 KN * m2

Ely = 22x 106 x (0.0016) = 35200 KN - m2

Etz= 22 x 106 x (0.0009) = 19800 KN - m2

\
rl i, t--. .-"*:-

c

C

N'de Elementos = 3

GDL= 6

b = lado mayor

t = lado menor



ING. RONALD SANTANA TAPIA

L2

J=cb.t,,c=; -a.zr i[, - *fiy]

Elemento 2:

A = 0.40x0.25 = 0.10 m2

. 0.40 x 0.253
lx - --- - - ---- = 5.208333 x 104 ma't)

0.25 x O.4o3
l7= -'--:: :: - 

= 1.333333 ma

A = 0.30x0.40 = A.12 m2

0.30 x 0.4 03tY=- =o'oo16ma

0.40 x 0.303
l¡ =:---ll--i:"- = 0.0009 ma

LZ

J = c.b t,, c =1 - o.zL.i [, - *(),]"
c=;- 0.21.ffi[, - *(#J-] =017ee86

b = lado mayor

t = lado menor

b = lado mayor

t = Iado menor

c =1- 0.21.9Í9[, - *f"*l-] = 0.2a37s2

J = 0.203752 x (0.40) x (0.25)3 = 1.273450 x 10-3 ma

GJ = 8.5 x 106 x (1.273450 x 10-3) = 10824.325 KN - m2

Elx = 22 x '106 x (5.208333 x 104) = 11458.3326 KN - m2

F-lz = 2.2 x 106 x (1 .333333) = 29333.326 KN - rn2

Elemento 3:

J = 0.179980 x (0.a0) x (0.30)3 = 1.943850 x 10-3 ma

GJ = 8.5 x 106 x (1.94385 x 10 -3) 
= 16522.725 KN - m2

Ely = 22 x 106 x (0.0016)= 35200 KN - m2

Elx = 22 x 106 x (0.0009) = 19800 KN - m2

i\I il ir :\./



Af{ÁL¡SIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS APC}RTICADA§ EN TRE§ DIIUEI'¡SIONES

2. Matriz de Rigidez de los elementos

Elemento 1:

7* l.
'v,l
.l tl
a'i ,, ":''i ..¡
i/'

.i, a
id

¡llq4lr'¡av
I ,,, ¡F- l\

-E--

,¡ A L*Sm C-+
r''.). n

"::(

00

00

lZElv---:: 0
L3

GI0+
L

6EIv
---:+ 0

L¿

00

0&UU

1900.8 0

o 3379.2

EA
0

L

LZElzo -T-

00

0

0

6EIy

0

6EIz
T

0

0

k(1) -
LZ

0

4EIy

L

0

I

0 -8448

3304.545 0

0 28160

00

00

6Elz0r,

0

4Vlz

L
(6x6)

0 0&UUUo
§¿óUUU

4752

0

0

0

1-5840

ü

,f)\,./

{3)

{4)

§

/:5.ip,

k(1) -

0 *8448

4752 0

{
--.---.--'i il'rUt
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Elemento 2:

lr(21 -

1
--i: ----*$

.¡"1

Z
I

'j.

6Elz

:;:

1,2ETZ

L,

0

0

0

0

6EIz

0

/ SJJJJ.JJJJ

0

0

0

0

12EIx 6EIx

t.(z't

13037.03378

0

-19ss5.55067

EA 0000
L

GI

TO

L3

6Elx

ü

0

0

ü
,IEIX

L

0

0
4Elz

LL2
(6x6)

0

3608,108333

0

-19555,5 5067

0

0

0

0

391- 11.1013 3

5092.592267 763B.BBB4

7638.8884 L5277 .77 68

o
@

É-)

c
o
rñ

r'\
-i ii -,it l",....-

I



ANÁLI§I§ MATRICIAL DE ESTRUCTURAS APORTICABAS EN TRES DIAI¡Eru§}ONES

Elemento 3:

1
,*,1:*.:- ----*-&

-z
"/.7 ')

É

I

12EIy

1

;o
I

i
{¿.lr
I

r
I
I\L

/t Affi'

0

ZEIx

h3

0

t

l!

6EIv0 0 -+0hL

6EIxo --.-- o o

EA
0

h

4EIx

00

oh0o

4EIv0o-ro

000 $J'u " "
oo o o

0

0

.x

h=3m

k(3) =

0

0

6EIy
- hZ-

0

h3

0

6EIx-";-
h.

0

0

O
0

BBOO

0

13200

0

0

o
75644.44444

0

0

0

-23446.66667

0

a -n466.66667 0

L3ZA0 0 0

o
o
13)

fA-)

c
G)

k{3) =

880000 0 0 0

0 26+A0 0 0

0 0 46933.33333 0

0 5507,57

í' ii - z1_
qa
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3. Matriz de Rigidez de la Estructura

k(r) -

556687.4782

0

0

-23446.66667

-19555.55067

0

7 44A38.1333

0

13200

0

4752

0

0

888471.7923

763B.BBB4

_8448

0

0

132 00

763B.BBB4

44982.3218

0

0

-23466.66667

0

_8448

n

78701.44166

0

*19555.55067

0

0

0

60458.67633 (6 x6)

4. Vector de Fuerzas Externas de Nudos: E

Veetor de Fuerzas de Empotramiento Peffectos:

Elemento 1:

24.

rí

,'' 24 Knim
-l -*''-''--' =-i* r--i -r i í-*\§ - xB-+ri,. .1. '!, l. i i .i, 'l, '',,*u**-É)

WLz *>t L= 5m ,-'r{§-? = ou,_.-*- t ...t;. 1'160 lwlI ' 2 =bu

f. 3l 3
f''=l 

,}l 
H

[ ,,1,1 H

I 
,i,'J 

H
w/

2

Elemento 2:

zf\
WL,
2 = ¿o'¿c

fo' =

.x

B T ry=.ru

r6

"FY
..,, ,V

f1*- -'t tt -r i -"



ANÁLISI§ MATRICIAL DE ESTRUCTURA$ APGRTICADAS EI{ TRES DIMEf\¡SIONES

Ensamblando el vector de fuerzas de empotramiento de la estructura se obtiene:

lo

6. Vector de Fuereas Externas del Sistema

f -_ f n- f o

7. Veetor de Desplazamiento de la Estructura:

I = 5.9

8. Vector de Fuerzas lnternas de los Elementos

r€ '" -k" uef =Jo r ¡

Elementoll

+ r.É

Después de remplazar los valores para el elemento 1 se obtiene:

[ ,J,,1=l 
':#'I

( 2.6873Lx L0-s 1 m
I r.ooosg x r.o-s I m

. u - J -t.tsz+g*ro-+ [ nt
\ -s.aoa+z * rg-+ { rad
I a.sOg x L0_+ | rad
\ z.qoszzx t o-6 ) rad

ft=

00
1900.8 0

0 3379.7
00
0 -8448

4752 0

00
00
0 -8448

3304.545 0
0 28160
00

rl
Jo

-={'il.1"T"
t r 2.68731 * L0-s \

I I :;:ll,';;.'i;:.[
| 
. 

1 _s.e oe+2 * j_0-+ (
I I 6.30e * 1o-a IJ \ z.sosz 2 *'].0-G )

0
475

0
0
0

158

É
;i - / i

I Lt,
s I
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El veetor de Fuerza lnterna para el elemento 1 será:

tr1V

K/V
KN
KN -m
l{N -nt
KN -nt

000
000

3379.2 0 -84480 3304.545 0

-8448 0 28160
000

528000 0
0 1900;8
00
00
00
0 4752

0

8800
0

73200
0

0

¡ 14.189 '¡

I 0.0s7 I

- I s4.z7s t: I -1.873 f
l-31.2s6 II o.rzc )

f (1)

Elemento 2:

L,
Después de remplazar los valores para el elemento 2 se obtiene:

= f,: + Y.ú

0 r (z.6?7zttto-sr
4752 I I 1.ooosex1o-s I

o I I -t.tst+sr 1o-a I

o I 'l -s.66842 x 1o-a Io I I o.3og, ro-, I

15840J I 7.9os72rto-u )

I,,={ ,f'} .I

,, - I 
1s644a444+

'-L 
_,,nulu**,

¡ 4.196 \ KiV
I z.s:s I rrru

^l 47.sgos IKN*l 
16.706 (t<t¡.-n,

I z.zzo I trx -,,\ -o,zro ) KN -,n

0 r ( 2.68731 *10-s\
o I I r.oooss*ro-sl
o f -J-r.rstts.to-n\o J | -s.oea+z*10-af

1,,,1 L ,Hg;;: ?;r-,)

0

U

880000
0

l0
0

¡ -14.385 1 KN
| -¡.zg+ I r¡,¡

-J-loi-.BselK/v-l -14,s33 lxN*^
| 2B.eB0 | KN -m\. o.o++ ) KN - n

El vector de Fuer¿a lnterna para el elemento 2 será:

f (2)

Elemento 3:

Después de remplazar los valores para el elemento 3 se obtiene:

j'=rd*Ul*

0 -23466.6667
13200 0

00
76400 0

0 46833.33333
00650

El vector de Fueza Interna para el elemento 3 será:

T.,,

I i] .i.a
.Lt-_-,
i,-,



ANÁLISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS APORTICADAS EN TRES NIffiET\¡SICINES

DIAGRAIVIA DE FLÉR.UA CORTANTE (Unidades: KN)

14.833

I ";',
+.279

20E

-i- |ii
I¡i¡

_lj

r4.3

47-580

'nÍ

:i.
:

t""i
l"-it.';

L-lI:i.-*.

l=
t-,"1
li
r"i
l-,l-'

/t\l-
L-? ^

\

DIAGRAMA DE MOMENTCIS FIEX¡ONANTES (Unidades: KN - m)

32"358
27.526

Z
A

Ilv
k-""\

r-1

'il
'l
It
Li

t\
r\
t1

A

l*-""--**----**

34.92
54.279
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DIAGRAMA DE FUERZA AXIAL (Unidades: KN)

NI,Ó.GRAMIA NE [..4 NEFORI\4AAA NE L-A ESTRUCTTJRA

4.
I
I

\
Y

101.859



AÍdALI§IS MATRICIAL DE ESTRUCTURA§ APORTICADAS EIt* TRE$ DIITSENSIOI{ES

PROBLEMA 02: En el esquema siguiente se muestra el sistema apofticado, todas

las columnas son de fa misma altura, el cual soporta el sistema de cargas como se

muestra, se pide determinar los giros y las reacciones en los extremos de los

elementos. E = 22x106Ton/m2; G = B.5x106Ton/mz

1.

Las secciones son: Cotumnas: 0.30 X 0.30¡n2; Vigas: 0,30 x 0.60 m2

SOLUCIOtI:

Para la solución tendremos la siguíente configuración y numeración de elementos con

sus GDL en cada nudo.

24'i

227 1B+1.-
64' 14 i{ "'- l .á'--,1{ r:/'/l -:.-S*- 16

6r.
t

€

4 3a-*'*- 
- l

1 ?l

lbt
F

i§l

I ,, ,t
-t i.t " /: /

m

No de elementos = I

GDL = 24k.
1

t

5 Ton

l2rontm ,j-=ji>

o,' ,a

^. 
?0 

"¡""uv
H

m
L!¿r

r 1."
i

s.l'
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1. eáleulos Previos

Elementos I y 3:

A = 0.30x0.60 = 0.18 m2

¡, = 
o J9t 0fo' 

= o.oo54 matY - 
1,2

1. = 
o'99' j Jo' 

= o.oo135 ma
L2

J = c.bt,, c =* _ o.zL.i[, _ *t|yl
c = 1- 0.21.060 [r - * (ffi)-j = 0.22BBB

b = lado mayor

t = lado menor

b = Iado mayor

t = lado menor

J = 0.22BBB x (0.60) x (0.30)3 = 0.003708 ma

GJ = 8.5 x 106 x (0.003708) = 31518 Ton - m2

É.ly = 22x 106 x (0.0054) = 1 18800 Ton * m2

Élz= 22x 106 x (0.00135) = 2979t Ton - m2

Elementos 2 y 4:

A = 0.30x0.60 = 0.18 m2

0.30 x 0.603
l¡ = 

"'""-" "'I" 
= 0.0054 ma

L2

0.60 x 0.303
lz =3"""-.:: = 0.00135 ma

12

J = c.b.t,, c =1 - a.zl.f [, - *flrfl
c = 

X - o.zr.ffi [, - ác,r-] = o.22BBB

J = 0.22888 x (0,60) x (0.30)3 = 0.003708 ma

GJ = 8.5 x 106 x (0,003708) = 31518 Ton - m2

Elx = 22x 106 x (0.0054) = 118800 Ton - m2

Elz= 22x 106 x (0.00135) = 2970* Ton - m2



AruÁLISIS T1J¡ATRICIAL PE ESTRUCTURA§ APORTICÁ.DAS EF{ TRES §IMEruSIONE§

Elemenios 5 y 6:

A = 0.30x0.30 = 0.09 m2

0.30 r 0.303
Iy =:"::- *:* = 0.000675 n-ra

0.30 x 0.303
¡¡ = II-5- = 0.000675 ma

L2

J = c.b.t,, c =i * o.zr.i[r - *f)-]
c = 1 - 0,21.9:19 [r - lf9I9l*l = 0.1408333 0.30 L L2 '0.30', I

J = 0.140833 x (0.30) x (0.30)3 = 0.001 141 ma

GJ = 8.5 x 106 x (0.001 141) = 9698.5 Ton - m2

Ely = 22 x 106 x (0.000675) = 14850 Ton - m2

Elx= 22x 106 x (0.000675) = 14850 Ton * m2

Élementos 7 y B:

A = 0.30x0.30 = 0.09 m2

0.30 x 0.303
lY =t: = o'ooo675 ma

0.30 r 0.303lx=E=0.000675m4
L2

J = c.b.t., c =i - o.zt.il, - *tiyl
c=1- 0.21.999[ -' fEgl*l = 0.1408333 0.30 L 12 '0.30', I

J = 0.140833 x (0.30) x (0.30)3 = 0.b0t 141 ma

GJ = 8.5 x 106 x (0.001 141) = 96S8.5 Ton - m2

Ely = 22 x 106 x (0.000675) = 14850 Ton - m2

Élx= 22x 106 x (0.000675) = 14850 Ton - m2

b = lado mayor

t = lado menor

b = lado mayor

t = lado menor

l.,*-i ii -;:!r
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2. Matriz de Rigidez de la Estruetura
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3. Vector de Fuereas Exfcrnas de los Nudos

Vector de Fuerzas de Empotramiento perfecto
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Ensamblando todo los valores para el vector de Fuerzas de Empotramiento perfecto
de fa estructura:
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El vector resultante de Fuezas Externas será:

6. Vector de Desplazamiento de la Estructura
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DIACRAMA DE FUERZA CORTANTE (Unieiaeles: Klil)
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DIAGRAMA, DE MOMENTOS FLEXIONANTES (Unidades: KN - m)
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BIAGRAMA BE FUERZA AXIAL (Unidades: KfJ)
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PROBLEMAS PROPUESTOS

pROBLEMA 01: Los nudos del pórtico mostrado en la figura, tienen las coordenadas

siguienies:

NUDO x (m) Y (m) z (m)

A 4 0 0

B 0 0 J

C 4 0 3

D o 0 J

E 4 3 ó

F 4 0 6

Todos los elementos son de la misma sección transversal con 13 = 4lzY J = ly'10' Por

otro lado E = 2.5G en las vigas, el eje fuef¿e es horizontal. En las columnas el eje

fuerte se orienta según Y puede suponerse que las deformaciones axiales son

despreciables, es decir (que las componentes de traslación del nudo C son 0) y que

las cornponentes de giro X y Z del nudo C son nulas, esto significa considerar un solo

GDL asociada a la componente de giro Y del nudo C.

Determine los momentos flectores y torsores en cada elemento.

r',Il 50



ANÁLISIS TUATRICIAL DE ESTRUCTURAS APORTTCADAS EN TRES DIMENSIONES

PROBLEMA A2: La estruetura que se muestra a continuaciÓn es un póñico

conformado por una columna inclinada en el plano XZ y dos vigas hcrizontales

empotradas como se indica en el esquema de fueaas represeniado en tra Eráfica,
incluyendo la fueza sísmica de 10 KN en el eje X.

Se pide determinar el cálculo de los giros y desplazamientos de la estructura tenieneio

en consideración todos los efectos que recaen sobre dicha estructura; así como

también los respectivos diagramas de fueva coftante, diagramas de momento flector

así como la deformada de la estructura.

E=22x106KN/m2 E=2.5G

il:

t$Ki.llm
350fi1rl1

3m 
"

*:-*
1ÜKN

-,
ó

+ .:,/

+:
i
l

i
¡ *.iI tlt:

Z, it.' Y..'t ñ'i,/v ,x
."¿.---

¿

'JCUmm
..-_.¿-.::

-i.**+ t
§00 mt¡

ü.5 m 5m

PROBLEMA 03: El presente esquema hace referencia a una columna inclinada en el
espacio, la cual está sometida a las cargas que se muestran en dicho esquema,
además las coordenadas de los nudos de la estructura serán:

It

Nudo X Y Z
0 0 0

B 0.5 0.5 .t

C 0.5 -0.7 3

D 4 0.5 3

E 0.5 ?J

F -0.5 1,5 3

1i-5i



ING. RONALD SANTANA TAPIA

Las seeciones de los elementos serán:

En el eje X: 0.30 x 0.55 m2

En el eje Y: 0.30 x 0.50 m2

Elemento lnclinadr:: 0.30 x O'.40 m2

E=2x106Ton/mz

p = 0.30, Cseficiente de Polsson

Se pide determinar las reacciones en cada elemento de Ia estructura así como sus

respectivos diagramas de diagrama de fuer¿a cofiante, momento flector y diagrama

axial, asícomo la respectiva deformada.

i
18 Tnlr 1
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SffiUMÜTR,¡MBMffiruSEÜru&L

lng. ERIC REISSNER

Matemático e ingeniero desarrolló la teoría cortante-deformación de la placa, que

explica matemáticamente cómo los objetos ptandÉ responden a la deformación

cuando una fuerza se aplica a ellos. Esto llevó al modelamiento de fuerzas en las

superficies como los suelos estructurales y la corteza metálica de las alas del

avión, y permitió los adelantos significantes en Ia ingeniería civil y aeronáutica. Él

también dirigió la importante investigación de los principales compoftamientos de

vigas elásticas, platos y cáscaras, 
I

Aportes:

- La teoría para las placas del piso con Ias deformaciones transversales.

- Los principios de la variación linealy teoría de elasticidad monolineal.

- Formulación de la ecuación simultánea para las deformaciones finitas

axisimétricas de cáscaras elásticas de revolueión.

IIi - r.
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IruTRODUCGIÓN

una estructura espacial puede ser modelada como un ensamble de
pórticos planos, con propiedades de rigidez solamente en sus planos

respectivos, admitiendo que las rigideces oftogonales a sus planos

son bastante menores y pueden no ser consideradas. La hipótesis

fundamental es relativa a las losas de piso, las cuales son

consideradas como cuerpos rígidos que conectan a los pórtícos;

elementos de acoplamiento. para fines del análisis seudo
tridimenslonát;.los..grados de libertad p.aqa ras.losas'de piso son tres:1. ,,..:,r .-,.:. :. ,.

dos trasláciones:horüontalés y una rotáción,'forsibhat en planta. De

este modo, tampoco se toman en cuenta las deformaciones axiáles

en las columnas.

Los ánálisis sísmicos seudo tridimensionales pueden realizarse
considerando las dos componentes horizontales del movimiento de la
base y, si se trata de fuezas estáticas equivalentes, dos fuezas
horizontales y un momento de torsión en planta por cada piso, en un

punto que generalmente es el centro de masas del piso. La matriz de

rigidez del sistema resulta de la suma de tas rigideces laterales de
'cada 

pórtico, previamente transformadas para ser consistentes con
- los grados de libertad del entrepiso. Et proceso en el que se realiza

esta transformación se denomina condensación cinemática'y se
basa en relacionar, en un piso dado, tos desplazamientos globales

ldel entrepiso con el desplazamiento lateralde cada pórtico.

llf "'¿
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DESCRIPG¡Oh¡ DEL ANÁII§IS Eru 3D

MODELO PARA EL ANÁLISIS DE ESTRUCTURAS

El modelo pára el análisis deberá considerar una distribución espacial de masas

y rigidez que sean adecuadas para calcular los aspectos más significativos del

comportamiento dinámico de la estructura.

Se tiene un edificio de

5t"'r'o =

2 pisos, aporticado:

| l¡zxtz §(")"or. = [ ).tzxtz

üsirucluras
aporticadas

Estructuras con
muros de corte

Concreto armado
MDL (Muros de

ductitídad limitada)

Análisis por carga
sísmica estatica

ANALISIS SiSMICCI

Análisis rnpdal
"Tiempo histsria"

(l¡Ts-É0.3ü)

á1i41&.:¡rl*.:v.¿Bs:zr**j]¿i:sf i/aaiv

Fuerxas esfÁtlcut¡ i
equivalentes §

(NrE-Eo.3s) 
§

lri-3



ING. RONALD SANTANA TAPIA

CM)(I

t1

# ELEM (2 Prso) = I

# ELEM (1Prso) = 8

# ELEM rorAl = 16

SISTEMA

§srsr. = [ ]oexaa

Si pretendemos analizar el sistema con§íderando log'48 GDL que presenta la

estructura, nos enfrentariamos a un análisis de cálculo engorrosor por lo que

para efectos prácticos simplificaremos el análisis considerando hipótesis

razonables comq el considerar a las losas como elementos de acoplamiento

rígidos (diafragma rígido), así como despreciar las deformaciones axiles de los

elementos Verticales.. En efecto, para edificios en lo§ que se pueda

razonablemente suponer que los sistemas de p¡so funcionan como diafragElas -'"

rígidos, se podrá u§ar un modelo con masas concentradas y 3 GDL por

diafragma, asoc¡ados a dos componentes ortogonales de traslación horizontal y

una rotación en su plano. En tal caso, la distribución en planta de las fuer¿as

horizontales deberá hacerse en función a ¡as rigideces de los elementos

res¡stentes.

Deberá ver¡f¡carse que los diafragmas tengan la rigidez y resistencia suf¡cientes

para asegurar la distribución mencionada, en GaSo contrario, deberá tomarse en

cuenta su flexibilidad para la distribución de las fuer¿as sísmicas.

para los pisos que no constituyan diafragmas rígidos, los elementos resistentes

serán diseñados para las fuerzas horizontales que directamente les corresponde.



ANÁLISIS MATRICIAL §EUDOTRIDIII4EN§tCII{AL

Bajo estas condiciones de diafragma rígido y de 3 GDL por piso en el modelo

estructural o modelo matemático, desarrollaremos lo que se llarna el anál¡sis

m atricial seudo tridimensional.

ANÁLISIS MATRICIAL SEUDO TRIBIMENSIONAL

El análisis sísmico seudo tridimensional se realiza para cada direccíón

independientemente. Se considera diafragma rígido en cada piso y tres grados

de libertad por diafragma correspondiente a dos componentes de traslación y

una de rotación. Para el análisis sfsmico deberá considerarse además de la

fueza de inercia la corespondiente al momento torsor debído a la presencia de

la excentricidad directa y el exigido por la norma E-030 como la excentricidad

accidental. La matriz de rigidez de la estructura resulta del ensamble de las

rigideces de cada piso y estas a Su vez serán la suma de las rigideces de los

elementos (pórticos que definen los ejes) de cada piso.

a. Para este caso, se toman como elementos a los pórticos, muro§ o mixtos,

orientados en X-X, Y-Y o X-Y.

b. Se consideran 3 GDL por piso o diafragma.

ELEVACIÓN PLANTATÍPICA

c. Los GDL están asociados a los desplazamientos laterales y a las fuerzas

sísmicas de inercia.

d. La fueza sísmica actúa en el centro de masa de cada piso'

e. Para cada piso, si el centro de masa no coincide con el centro de rigidez, se

origina una excentricidad real, produciéndose un momento de torsión el cuál

f" tit-5t
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ING. RONALD SANTANA TAPIA

produce un iReremento en los coñantes de los elementos verticales' estos

incrementos deben ser considerados para efectos de diseño'

f. Asimismo, la inceñidumbre en la localizaciÓn de los centros de masa en cada

piso, se eonsiderará mediante una exeentricidad accidental perpendicular ala

direeción del sismo igual a 10.05 veces la dimensión del edifioio en la

dirección perpendicular a ladirección de análisis'

¡(2niso).-t laxe

# ELEM (z ptso) = 4

# HLEM (t ptso) = 4

k(rriso). - t lsxs

SISTEMA

5srsr. = [ ]uxo# ELEM ¡orRt = 8

ANÁuS¡S PoR EXcENTRICIDAD PARA cADA DlRECclÓN PRINCIPAL:

Dírección de anátisís X-X:

t**ljx.ev
Fx /6.ñ\*****t-*:l-f ]

Fx ,k'l lá'.- ¡ +--J +cM*:#

PLANTA

trl"6



AI'IÁL§¡S MATRICIAL SEUDOTRIBIMEN§IONAL

Excentricidad direeta

Excentricidad accidental

üireg,eión de análisis Y-Y:

Excentricidad directa

Excentricidad accidental

ey =YcM- fcn = e (eje de rotación CR)

€ acc = +0.05 Dy

Dx

PLANTA

8x = X cu * xc* = € (eje de rotacién CR)

é acc = 10.05 Dx

MOMENTO PORTORS!ÓN EN PLANTA PARA CADA DIRECCIÓN

En cada piso además de la fuerza actuante directa, se aplicará el momento

torsor bajo dos condiciones siguientes: '

Condicíón 1 I M¿¿ = F¿(1.5e xeor") ; Cuando ambas excentrieidades
tienen elmismo signo.

Condición 2 l M¿i = F¿(e+eo".) ; Cuando ambas excentricidades
tienen signos diferentes.

Dónde: F¿: fuerzahorizomtal sismica en elniuel"í"

MATRtz DE R¡GrDEz üE uN ELEMENTo, 5(")

Compatibilizando la deformación delelemento con eldiafragma rígido (losa):

6ij = ui coss * ü¡ sefld, * r¿¡ 0¡

Expresando matricialmente: 6¡¡ = fCosu Sena 
"r, 

üj)

ITi-7
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1

En forma concisa:
¡..-T u
"tl

En donde:

ó¿j: Desplazamíetúo local; lateral,del elemento

[f]' Matriz de transf ormacian del sistema glabal a eje local

{rj, Vectot' de tlezplnzatníentets de písa aníuel global

{=I.: ...(1)

En el sistema,local:

(1) en (2):
l

-TPor: r_

Pero: | = Tr

En el sistema global:

.{ . tzl

Tu

-TTk, T u

k'T u

=t.9,

= It.r. .J

h = Y ; Rigidez lateral del elemento

I=g

l=g

TT ?.

f-TTf

L

... ,t5

I
l_- --
E

i
b

En donde:

nt-B
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Desarrollando:

I Cosza Cass.Sena

Ltrí,l = x'lco'o's'no senzr¡

I r¿¡.Cosa r¡¡.Sena

Asimismo, fácilmente se puede demostrar que:

,r,.c^ot"1

?'¡¡.5ena I

rfil

rij = (x¡i - xs'¡). Sena * (yi¡ - y6y¡). Cosa.

Dónde:

(xü,yü): Unpunto cualqutera del elemento o del alíneamiento delmtsma.

Demastración de: r¡¡

r¡¡=CMQ+PQ

r¡j = (!cu - lt¡)seca+ [(r¡¡ - xc*t) - (yr, - n¡)ron)afr"no

rij = (!c¡¡ * y¡¡)cosa + (*r¡ * xr¡¡)sena

rü = (x¡j - xs¡¡)sena - {yr¡ -: lcu)cosa

rrr t-



ING, RONATD SANTANA TAPIA

Elcmentos orienfados cn Xá.: (o = 00)

Elementos orientados en Y'Y" (a = 900)

Por lo tanto Para el Piso "i":

[K]p¡,,,,¡ " = X[Kf,] + »[Ifr] + I[ri,]

Para un edificio de "n" Pisos:

K1 + I{2

-K2

0

0

0

--K2

K2+K3

-K3
1

0

0

II

",]

ll1. " iil li
1

0

0

0

I(n_l + Kn

-Kn (3n x 3n)

0

1

rij

Kr=

0

0

0

-l(n

Kn

Para el sistema genérico "i":

K¡ = [K¿](¡rs)



ANÁI§IS MATRICIAL SEUüCITRIEIMEN§ION,SL

PROBLEMAS DE APLICAEIÓT{

PROBLEMA 01:
Para Ia estructura aporticada de un piso mostrada en la figura (ver planta y

elevacién) realizar un análisis matricial seudo tridimensional por el métoelo de la

rigidez al aetuar una fueaa horizontal de 10 ton aplicada en el centro de masas.

Se pide calcular:
- Eldesplazamiento horizor¡tal a nivel de losa.

- La distribución de la fuer¿a horizontal en cada elemento-

- Verificar el equilibrio.

@T

.l
dl

I

o+
I

J

I
@1

Concreto Armado: f' " = 280*; E = 15000 JT (,t)= 2.5 x L06 Ton/mz
Y

, 4.5m I

I em' , 6m r

-

Ji
o@

PLANTA

@

Vigas: (0.30x0.6) mz

C ohnnnas: (0.3020.3) mz

K¡t L29A.6 Tanlm

Vigasr (0,30x0.6) mz

C olumnas: (0.30x0.3) mz

6 rrl

EJES; 1,2, Ay B

PARTICOSEJES;3Ye

III. I"X

ff¿: 856 Ton/m



ING. RONALD SANTANA TAPIA

SOLUCIéN:

Elementos orientados en X-X:

p(e)

(3 r3)

,,,,:A

1) Matriz de rigidez de eada elemento:

I cosz ru cosü. sena

r. (e) I

: = Ktlcosq,sena sena2
I
IL r.cosa r,selrü

rij = (x¡j - xrr¿). Sena - (y¿¡ - !cut). cosa

CM(x,y) = (4.5,4.5)m

li")=""'[-i, : ¿,,] 
=[,,:;,:,J-]

Io'= 12s06[ i,: ,j:,1 
=ffi;:;,,1

5"'= "'[-i, : ,-;;,] 
:[ 

::. I ;J',]

Elemento
o pórtico (xi, yi) m. a cosq senq ri (m) K¿ (Ton/m)

1 (0,0) 0 1 0 4.5 1290.6

2 (0,6) 0 1 0 -1.5 1290.6
')J (0,12) 0 1 0 ar-/..) o f:^

A (0,0) 90 0 1 -4.5 1290.6

B. (6,0) 90 0 1 1.5 1290.6

C (12,0) 90 0 1 7.5 856

iu-12.*---_..iit
L
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0

*5807.7

26L34.65

0

1935.9

0

6420

48150

,,,ouf; : _i,l = [: ,,]oao
[o *4.s (-+.s)'J Lo -s*oz.T

t-0001[00
,rno.ulo 1 l.s l= lo tzso.6

[o 1.s (Ls)'] [o 1e3s.e

,,.[: i :,1=l: ;.
[o r.s (7.s)2] [ r 6420

k(A) =

Elementos srientados en Y-Y:

5tt) =

5(t'=

2l Matriz de rigidez del sistema: §

| 3437.2 o

k=l o 3432.2,-l
L*zs+e.z z54B.z

5) Desplazarniento Lateral de eada elemento. 6e

6e = ltí.cosu * v¿. sena * r¡, 0¡

-2s48.21

2548.2 
|

j.s43771 (3 x 3)

( z.s4s*4x 1o-3 ) m

5= {-3.64sszxto-s} m

t 4.e227sx 1o-s ) ,oa

:Vector de fuerzas externas

i
t-

Vector de desplazamientos

3)

4) u
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Elemento

o pértieo
ü Sen« Gssq t¡ (m) 6e (m)

1 00 1 0 4.5 3.167363 x 10-3

¿ 0' 1 0 -1.5 2.871998x 10*3

3 00 1 0 -7.5 2.576633x l-0-3

A 90" 0 1 -4.5 *2.580189 x L1^a

B 90" 0 1 1.5 3.%46A5.1 10-s

c 90" 0 1 7.5 3.327tL0x L}-a

6) Fuerza cortante y fuerza lateral de cada elemento. Fe

Fe = KL.6"

Fz= 3.747 Ton ^=+ (a)

----' X

{
F¡ = 0.333 Ton

@

Î
Fa = 0.048 Ton

o
A

I

Fc = 0.285 Ton

Elemento o

péftieo
KL (Tonlm) 6,e (m) Fe (ton)

't, 1290.6 3.L67363x L0-3 4.088

2 1290.6 2.871998x 10-3 3.747

3. 856 2.576633 x 1A-3 2.206

A. 1290,6 -2.580189 x L}'a -0.333

B 1290.6 3.734605 x 10-5 0.M8

c, 856 3.3271L0x LA-a 0.285

ItI-t4
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PROBLEMA 02:

En la figura se presenta la planta de una estructura de concreto armado de un

piso, compuesta por siete pórticos ortogonales entre sí, unido en su parte

superior por una losa que puede eonsiderarse oomo ínfinitamente rígida para

acciones,en su plano. La altura de los pórticos, desde Ia cara superior de las

zapatas a los ejes de las correspondientes vigas es de 3.5m.

l. Las columnas son todas de sección cuadrada de 0.30m de lado. Las vígas

son de sección transversal rectangular de 0.30mx0.60m. Para todos los

elementos: E = 2.4 x LA6 rcnfmz. Las inercias de tas columnas pueden

considerarse como b * /72. Para las vigas, considere el 70 o/o de la inercia

correspondiente a la sección bruta, excepto donde se indica, desprecie las

deformaciones axiales y de corte.

Para los pórticos se han obtenido las siguientes rigideces laterales:

Ejes

1

2,3,4
A,B

C

Kr(ton/m)

823.9

1237

1668

1213

-}x
'3m'smt5mI

@@@o

1. Determine fa matriz de rigidez para fa estructura con los tres grados de

, Jiberlg{ [ndieados en la planta, conespondiente al punto de coordenadas
'(7.20m,3.70m).

"l

III.15



ING. RONALD SANTA"NA TAP]A

Por acción de una fuerza horizontal de 15 ton en correspondencia al grado de

libertad 2, se obtienen los desplazamientos:

w = *0.64709 x l}-s m
§ = 0.65754 x LA-a rad

1;t = 0.33502 xLT-z m

2. Calcule eldesplazamiento horizontal (a nivel de Ia losa) para cada pórtico.

3. Determine las correspondientes fuerzas laterales y verifique el equilibrio.

ll. Si en lugar del pórtico en el eje 1 se construye una placa de 20cm de espesor,

la correspondiente rigidez lateral sería Kr = 90490 ton/m (en los cómputos

se han incluido las deformaciones de co¡te en la placa). Para la misma fuerza

horizontal antes considerada se tendrían los desplazamientos:

u = -0.30568xL}-am
0 = 0.30780 x 10-3 rad

v = A.22i782 x LO-z m

Calcule el desplazamiento horizontal (a nivel de la losa) para cada pórtico.

Determine las correspondientes fuerzas laterales y verifique el equitibrio.

SOLUCIÓN:

I PARTE: 
,

l') Matriz de rigidez de cada elemento: !n)

rij = (xij - x¿¡¡¡). Seno - (y¡¡ - lcrut). Cosa

CM{x,y) ' (7.20,3.7A) m

4.

5.

ELEMENTO
.,''::

(x,y) m .o: ',tCosu,.'
r't-'ir:: I _' :,K¡.(ton/m),,

1 (0,0) 90" 1 0 -7.20 823.9

2 (3,0) 90" 1 0 .4.24 1237.0

3 (8,0) 90' 1 0 0.80 1237.0

4 (13,0) g0' 1 0 5.80 1237.0

A (0,0) 0 0 1 3.70 1668.0

'iB (0,4) 0 o 1 -0.30 1668.0

C (3,8) 0 0 1 -4.30 1213.0

TII - 16
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tÍQ)=tzzz [: : -o*'1 :
to -4.2 (-n.D'l

t-0 0 0l
t(i-tzzz lo 1 o.B I=

l-t o.B ro.*l']

k@)=tz3z[l : ;1=
Lo sB (sB)'l

Elementas orientados en X-X:1o I o'¡

Élen¡entas or¡enfados en Y'Y {a = 900)

§(0=roee I I :1,,]:

E(8,=reoe Ii, I ,j;,] =

E(c,=rzra Ii, I ,j;,] =

[: ;;:, ;;;,\r'"::,1

[: :::,.;x;,]

[: :*'" i::,1
: ,:,, ,,ri:,Zrtr
a 7L74.6 4L

[:r.

[:l,.

t;;,

0

0

0

0

0

0

0

0

0

I6L7L,6

0

22834.92

617L.6

0

22834.92

-s2L5.9

0

22+28.37

2') Matriz de rigidez del sistema:

k=
|L

5

0

4534.9

*2963.28

455,3

-2963.28

152349.426 (sx3)

tll - L',7



tNG. RONALD SANTANA TAPIA

3") Veetor de fuerzas externas del siste¡na: f

f . f,:l)"I
Io/ (srr)

4") Vector de desplazamientos del sistema: 3

§.9= I
(-o.a+log x 1o-s\ m

3=lo.s¡sazxrc-zI m
( o.urruo * rs-n ) ,od

5") Desplazamiento laterai de cada etemento: 6e

6e = t¿i. cosa -f vi. s€?1ü * r¡. 0 ¡

6') Fuerza lateral o cortante en cada elemento: Fe

F" = Kf. 6"

ELEtrrE§dT0 G §encx üosu r (m) 6c (m)

1 90" 1 0 -7.20 2.881091x 10-3
2 90' 1 0 -4.20 3.076553 x 10-3
3 90" 1 0 0.80 3A02323 x L0*3

4 90' I 0 5.80 3.'728093x1o 3

,.,,4-;, 00 0 1 3.70 2345989 x t0-a
§: 0" 0 1 -0.30 -2.6017L0 x t0-s
C 00 0 1 -4.30 -2.866331xL}-a

ELEMENTO .K¿ (ton/m) 6e (m) Fe (ton)

1 823.9 2.881091 x L0-3 2.374

2 1237.0 3.076553 x 10-3 3.806

3 1237.0 3.402323 x 10-3 4.209

-- -'1. ili-jir i-LJ
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4 1237.0 3.728093 x 1A- 4.612

A 1668.ü 2345989 x 1?"a 0.391

B 1668.0 -2.601710 x L}-s -0.043

e 1213.A *2.86633L x L}'a -0.348

Fe = 0.043 Ton<_

II FARTE:

7') Ittlatriz de rigidez del mure¡: §tt'

Ajr
LI
ol

F-r
f{
@
+
I
u-

A
-f
Ér
g
(\
"*
fi

II

r0
I

t0
I
I

LO

¿A§l §iÉH
ñ 6f)

,, ,,

-NlL lL

5") = 90490

8o) Matriz de rigidez del sistema: §

l4s4e 0

E= I o s4zal

lnrr., *64*sss.z

0

L

-7.2

_:,I =
(-z'21" l

0

94490

-651528

0

-651_528

469LOAl

455.3

-648559.2

4800640.05 (3x3)

ITI - -LY
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9') Vector de desplazamientos det sistema: I

6e : uí, cosq * v¡. serlü * t"¡, 0¿

ku- f

l-0.:osee xLo-a\ m

I = I a.zzT,z*to-z | *
( o.ro, ss 1,1s-' ) ,oa

10') Desplazamiento lateralde cada elemento: de

11o) Fuerza lateral o cortante en cada elemento: Fe

Fer=Kt.6"

_+ HI_ 2ü
L

ELEMENTO o - Sens Goss r.'(m) 6" (m)

PLACA: I g0' ,l 0 -7.24 6.2A4x1.0-s

2: 90' 1 0 -4.24 9.8544 x 10-a

3 90' 1 0 0.80 2.52444 x L0-3

4 90' 1 0 5.80 4.0634+ x 10-3

A 0" 0 1 3.70 L.L08292 x 10-3

B 00 0 1 -0.30 *t.22908 x L0-a

c 00 0 1 -4.30 -1.35410B x L0-'

ELEMENTO K¿r(ton/m)
. t.

Fe (ton)

90490.0 6.204 x 10-s 5.614

7'- 1?37.0 9.8544 x 10-a 1.219

3 1237.0 2.52444 x 10-3 3.123

4 1237.0 4.A6344 x 10-3 5.026

A 1668.0 L.LO8292 x 10-r 1.849

B 1668.0 *L.22908 x 10-a -0.205

t- 1213.0 -1.35410B x 10-3 -1.643



A$IÁtISIS MATR¡CIAL SEUFCITRtDIMEh¡SIO''{AL

Fs q 0.205 Ton<_

---+ X

Cahe mencionar que el análisis matricial seudotridimensíonal se encarga de distribuir

la carga lateral (fuerzas de sismo) que actúa en el centro de masa de cada plso a

través de! elemento de aeople (diafragma rígido), este análisis deberá reatizarse para

cada dirección principal independientemente tal como especifica la norma E-030.

El anátisis complementario entonces se realizará para cada pórtico plano 2D

bonsiderando además del estado de carga por Sismo, los estados de carga

gravitacional (carga muerta más carga viva cbn bs dameros de cargas alternadas) con

las combinaciones correspondientes que especifica la norma E-060.

A
cl
ol
Fr
fo
§¡q
¡t¡
il
lr

A

üt
Fr
ñr{
a
rrt
¡t

ll.

AAsl trl
Él Él
r+ gl
FF(D r'l
tri -
¡l ll

N
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ING. RONALD SANTANA TAPIA

¡NTRODUCE¡ON At AT{ALISI§ §¡§MICO POR CARGAS
siseñreAs ffisrÁTrens v D[NÁtuqEüAs

METCIDOS DE ANAL¡SIS SISMIGO:

rsrÁrrco - FUERzAS esrÁrrcns EeUIvALENTES

(NTE E-030)

- MODAT ESPECTRAL (NTE E-030)

- TIEMPO HISTORIA

orruÁutco

nh¡ÁLrs¡s sÍsn¡¡co:

El análisis sísmicr: tiene como objetivo ealcular los esfuerros y deformaciones de

las estructr:ras causaclas por las fuerzas de sismo (generalmente horizontales),

para ello usamos los espectros de aceleraciones de la norma E-030 que nos

permite calcular las aceleraciones espectrales a través de los parámetros

sísmicos y el tipo de estructura a analizar. El análisis sísmico lo podemos realizar

de dos formas, cada uno de ellas con srs propias ventajas y desventajas. Para

nuestro trabajo se ha realizado de las dos formas, es decir se ha realizado un

análisis sísmico estático y dinámico.

Las deformaciones que se producen en las edificaciones obviamente están

relacionadas con las características de la misma, una característica importante

que definirá el comportamiento de una edificación en caso de sismo es si está

cuenta con diagramas rígidos o no. 
I

DIAFRAGMA RÍGIDO:

Se denornina diafragma rígido a la losa que sirve como techo para cada piso,

generalmente son de concreto y tenemos 3 tipos: las losas macizas, son de

concreto en su totalidad, las losai nervadas, que presentan nervaduras que

tienen entre si huecos que no son llenados o rellenados con ningún material, y

finalmente tenemos las losas aligeradas que presenta un espesor de losa 5 cm

de concreto en la pafte superior, la viguetas sobresalen hacia debajo de ellas en

t
t

i r:.L j



ANÁLISI.$ MATRICIAL §EU POTRIDIMñNSIONAL

una altura que varia (12em, 15cm, 20cm, ...) y son rellenadas eon bloques o con

e¡tro nraterial (este relleno no cumple funeión estrueturat). Para que una losa sea

considerada como rígida el porcentaje de huecos no debe scr mayor at 50 % del

área bruta.

DfAGRAMA FLEXIBLE:

Son losas de concreto las cuales tienen un poreentaje de área hueca mayor al

50% delárea bruta.

DIAFRAGMA NO RíGIDO:

Son los techos metálicos o de madera, Ios cuales no pueden distribuir la fuerza

aplicada al centro de masa a los elementos, en este caso los elementos

ahsorben la fueza sísmica en proporción a su peso.

ESTRUCTURA §IMPLE

Una estructura símple es aquella que se puede idealizar como uR sistema que

está constituido por una masa concentrada en la parte superior soportada por un

elemento estructural de rigidez K en la dirección considerada. Es importante

entender la vibración de este tipo de estructuras, las cuales están sometidas a

fuerzas laterales en e[ tope o a movimientos horizontales del suelo debido a

sismos, para asífacilitar la comprensión de la teoría dinámica.

PARÁMETROS DE D|SEÑO SISMORRESISTENTE {NORMA E-030):

Los parámetros para el diseño sismorresistente de Ia norma E-030 vigente, son

los siguientes:

1. PESó DE LA EDtFtcAc¡ÓN (P)

s=50%
u = 25o/o

cr = 80%

cr. = 100%

El peso P, se calculará adicionando a fa CARGA MUERTA un porcentaje de

la CARGA VIVA o SOBRECARGA que se determinará de la siguiente

manera:

P = Pclvr + cro/o Pcv

Para EDIFICACIONES de las categorías A y B,

Para EDIFICACIONES de la categoría C.

Para DEPOSITOS DE ALMACENAJE.

Para estructuras como TANQUES, SILOS y SIMILARES.

III. U 3



ING. RONALD SANTANA TAPIA

A
EDIFICACIONES

ESENCIALES

Cuya función
después que ocurra un sismo;
- Hospitales
- Centrales de Comunicaciones
- Cuarteles de Bomberos y policias
- Subestaciones Eléctricas
- Reseryorios de Agua
- Centros Educativos
También se incluyen edificacions cuyo colapso puede
representar un riesgo adic[onal, como grandes Áorno.,
d_epósitos de materiales inflamables o tixicos.

B
EDIFICACIONES

IMPORTANTES

Dondesereun*@
- Teatros
- Estadios
- Centros Comerciales
- Establecimientos penitenciarios

Q_ gomo edificios que guardan patrimonios valiosos:
- Museos
- Bibliotecas y Archivos Especiales
También se considerarán;
- Depósitos de Granos

gllgs lqra e! abastecimiento
G

EDIFICACIONES

COMUNES

Cuyalallao"áárffi
como:
- Viviendas
- Oficinas
- Hoteles
- Restaurantes
- Depósitos e lnstalaciones lndustríales, cuya falla no

acarree peligros adicionales de incendios, fugas decontaminantes, ,

2. FUERZACORTANTE EN LABASE(V)
La fuerza cortante totar v, en ta base de ra estructura, se determinará por rasíguie*te expresión

V=ZU§C P
R

En donde:

V = Fuerza Coñante en la Base dJla Estructura
Z =FactordeZona
U = Factor de Uso e lmportancia
S = Factor de Suelo
C = Coeficiente de Amplíficación Sísmica
R = Coeficiente de Reducción de SolicitacÍones SísmicasP = Peso Totalde Ia Edificación
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Eebiendo eonsiderarse para: ctR > 0.125

Como el análisis puede haeerse independientemente en eada direceién del

sismo, se tomará el valor total de la fueza coñante V, tanto para Ia direccién X

t:orno para la direeoión Y-

ESTUDrc DEIO§ PARÁMETROS SÍSEfICOS

FACTOR DE Z.ONA (Z)

Es un parámetro de sitio, que involucra la zonificación sísmica lerritorial

nacional, el mismo que está dividido en TRES ZONAS, según se muestra en la
figura adjunta:

La zonificación propuesta se basa en:

- La distribución espacial de la sismicidad observada.
- 'Las características generales de los movimientos sísmicos
- La atenuacíón con la distancia epicentraly,
- lnformación Neotectónica.

FAffiTffiRffiS T}H Z&ruA
ZONA FACTOR ZIo)

"á

2
1

0.4
0.3

0.15

zoNA.t

rH-25
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FA0TOR pE USO E tMPORTAfVeÁ (A)

Cada estructura debe ser clasifieada eie acuerdo a
siguiente tabla; según la clasificación que se haga
e inrportancia [-1.

Ias eategorías indicadas en la
se usará el eoeficiente de uso

CATEGORIA DE LAS EDIFICACIONES
CATEGORIA DESCRIPCION FACTOR U

A
EDIFICACIONES

ESENCIALES

Cuya función no debería interrumpirse inmediatamente
después que ocurra un sismo:
- Hospitales
- Centrales de Comunicaciones
- Cuarteles de Bomberos y Policias
- Subestaciones Eléctricas
- Reservorios de Agua
- Centros Educativos
También se incluyen edificacions cuyo colapso puede
representar un riesgo adicional, como grandes hornos,
depósitos de materiales inflamables o tóxicos.

1.5

B
EDIFICACIOI'JES

IMPORTANTES

Donde se reunen gran cantidad de personas como.
^ Teatros
- Estadios
- Centros Cor¡erciales
- Establecimientos Penitenciarios
O conro eriificios c1rre, guarclan patrimonios valiosos:
- Museos
- Bibliotecas y Archivos Especiales
También se considerarán:
- Depósiios de Granos
- Otros almacenes importantes para el abastecimienlo

1.3

C
EDIFICACIOIVES

COMUNES

Cuya falla ocasionaría pérdidas de cuantía intermedia
como:
- Viviendas
- Oficinas
- Hoteles
- Restaurantes
- Depósitos e lnstalaciones lndustríales, cuya falla no

acarree peligros adicionales de incendios, fugas de
contaminantes.

1,0

D
EDIFICACIONES

MENORES

Cuyas fallas causan pérdidas de menor cuantía y nor
malmente la probabilidad de causar víctimas es baja

- Cercos de menos de 1.50 m de altura
- Depósitos Temporales
- Viviendas Temporales
- Construcciones similares temporales

(-)

c) En estas edificaciones, a criterio del proyectista, se podra omitir
el análisis por fuerzas sísmicas, pero deberá proveerse de la resis-
tencia y rigidez adecuadas para acciones laierales.

i rli-zÉ, r
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FAGTAR EE SUEL0 (SJ

Es un parámetro de sitio, que involucra la Microzonifieaeión Sísmica, Estudios de

Sitio y Condiciones Geotécnieas locales.

Para la elección del factor ele suelo §, y su correspondiente periodo Tp de

vibración, deberá considerarse las propiedades del suelo y el tipo de perfil que

mejor describa las condiciones locales, según la tabla siguiente:

PARAMETROS DE SUELO

TIPO DESCRIPCION Tp
(Seo)

S

S1

S2

Se

S+

Roca o suelo muy rígidos

Suelos intermedios

Suelos flexibles o con estratos

de gran espesor

Condiciones excepcionales

0.4

0.6

0.9
(*)

1,0

1.2

1.4

l*)
(.) Los valores de Tp y S para este caso serán establecidos

por el especialista, pero en ningún caso serán menores
que los especificados para el pedil tipo Ss.

§n los sitios §onde las propiedades del suelo §ean poc6 c6nscidas se

podrán usar los valores correspondientes al perfll tipo Ss. Solo será

necesario cons¡derar un pertil tipo Sa cuando los estudios Geotécnicos así

lo deierminen.

coEFtctENTE DE AMPt-tFtCAClórU SíS¡¿tCA (C)

De acuerdo a las condiciones de sitio,' se define el factor de amplificación
sísmica C. Este coeficiente se interpreta como el factor de amplificación de la
respuesta estructural respecto a la aceleración en el suelo'

c=2.5lJyl ;c<2.5IrJ
En donde:

Tp = Período de vibración del suelo (Tabla anterior)
T = Período fundamentalde la estructura

El período fundamental para cada dirección se esiimará
expresión:

con la siguiente

T=h
CT
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E_¡_donde:

hn=

Cr=35

Cr=45

Cr=60

Altura tstal de la edificacién en metros.

Para edificios cuyos elementos resistentes en la direceién
considerada sean únicamente pórticos.
Para edificios de concreto armado cuyos elementos
sismorresistentes sean pórticos y las cajas de ascensores y
escaleras.
Para estructuras de mampostería y para todos los edificiss
de concreto armado cuyos elementos sismorresistentes
sean fundamentalmente muros de corte.

coEFtctENTE DE REDUCCTó'VpOR DUCTTLTDAD (R)

Los sistemas estructurales se clasiflcarán según los materiales usados y
el sistema de estructuración sísmorresistente predominante en cada
dírección tal como se indica en la tabla. Asimismo, según la clasificación
que se haga de una edificacién se usará un coeficiente de reducción de
fuerza sísmica R, según se indica en Ia misma tabla.

COEFIEIEruTE DE RÉDL'CCIOFü DE FUERZA SI§M¡CA
Sistema Estructural Coeficiente de Reducción, R

Para estructuras requlares (") l**)
Acero

Pórticos dúctiles con uniones resistentes a
momentos.

Otras estructuras de acero
Arriostres Excéntricos

Arriostres en Cruz

9.5

6.5

6.0
Concreto Armado

Pórticos(r).

Dual(2).

De muros estructurales(3).

Muros de ductilidad limitada(a).

I
7

6

4
Albañilería Armada o 6onfinada(5). 3
Madera {Por esfuerzos admisibles) 7

1, Por lo menos ef 80% del cortante en la base actúa sobre las
columnas de los pórticos que cumplan los requisitos de la
NTE E.060 Concreto Armado. En caso se tengan muros
estructurales, éstos deberán diseñarse para resistir una
fracción de la accién sísmica total de acuerdo con su rígidez.
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Las aeciones sísmieas son resistidas por una combinacién
de pórticos y muros estruoturales. Los pÓrticos deberán ser
diseñados para tomar por lo rnenos 25o/o del co¡tante en la
base. Los rnuros estructurales serán diseñadss para las
fuerzas obtenidss del análisis según Artíeulc¡ 16 (16.2)

Sistema' en el que la resistencia sísmiea está dada
predominantemente por muros estructurales sobre los que

actúa por lo menos el80% delcortante en la base.

Edificación de baja altura con alta densidad de muros de
ductilidad Iimitada.

Para diseño por esfueruos admisibles el valor de R será 6

Estos coeficientes se aplicarán únicamente a estructuras en

las que los elementos verticales y horizontales permitan la

disípación de la energía manteniendo la estabilidad de la

estructura. No se aplican a estructuras tipo péndulo

invertido.

Para estructuras irregulares, los valores de R deben ser

toRrados comouA de los anotados en la Tabla.

3. nisrnieuclóN DE LA FUERzA sísmlcA Eru ALTURA (r¡l

Una vez obtenida lafuerza horizontal en la base del edificio V, se distribuye
en cada nivel según [a siguiente expresión:

Fi= Pihi V
\'.,plhj

En dqnde:

Fi = Fueza sísmica en el nivel i
Pi = Peso del nivel ¡

'hi = Altura del nivel i, con respeeto al nivel del terreno.
V = Cortante basal en la base deledificio

Si el periodo fundamental T, es mayor que 0,7 seg,'una parte de la fuerza
cortante V, denominAda Fa, deberá aplicarse como fuerza concentrada en la
parte superior de la estructura. Esta fuer¿a Fa se determinará mediante la

expresión:

F.:0,07'T'V<q15'V

Donde el período T en la expresión anterior será el mismo que el usado para

fa determinación de la fue¡za cortante en la base.

2.

3.

4.

5.

(.)

{**)

[Itr - 29
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El resto de la fueza coftante, es decir (V - Fa) se distribuirá entre lss distintos
niveles, incluyendo el último, de acuerdo a la siguiente expresión:

4. ANÁLISIS DINÁMIGO

Para edificaciones convencionales podrá Lrsarse ef procedimiento de
superposición espectral; y para edificaciones especiales deberá usarse un
aná Iisis tiempo-historia.

A. Aceteración Espectral

Para cada una de las direcciones anatizadas se ulilizaráun espectro
inelástico de seudo - aceleraciones definido por:

ZUSCü^ -_ o"Rv

Para el análisls en la dirección verticalpodrá usarse un espectro con
valores iguales a los 2/3 del espectro empleado para las direcciones
horizontales

B. Criterios de Superposición

La respuesta máxima elástica esperada (r) correspondiente al efecto
conjunto de los diferentes modos de vibración empleados (r) podrá
determinarse usando Ia siguiente expresión:

En cada dirección se considerarán aquellos modos de víbración cuya
suma de masas efectivas sea por lo menos el g0% de la masa de Ia
estructura, pero deberá tomarse en cuenta por lo menos los tres
prirneros modos predominantes en fa dirección de análisis.

5. DESPLAZAMIENTOS LATERALES PERMISIBLES

Los desplazamientos laterales se calcurarán multiplicando por 0.7sR los
resultados obtenidos del análisis lineal y elástico con Ias Solicítaciones
Sísmicas Reducidas.

El máximo desplazamiento lateral relativo de entrepiso, no deberá exceder la
fracción de la altura de entrepiso que se indica en Ia siguiente tabla:

¡= P,_h, (v_r,)
IP¡ 'hi
i=1

r=0.25t nl+0.7s,tr

§
III - 3S
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LIMITE§ PARA DESPLAZAMIÉNTCI TATERAL DE EI\,TREPISO

MATERIAL PREDOMINANTE DESPLAZAMIENTO
MAXIMO

Concreto Armado

Acero

Albañilería
Madera

0.007 " Ire¡

0.010 " hei

0.005 t he¡

0.010 * he¡

hei: Altura delentrepiso i

6- EFECTOS DE TOR§IÓN

Si el centro de masas no coincide con el centro de rigideces se produce un
momento torsor el cuál produce un incremento en los cortantes, e§tos
incrementos deben ser considerados para efectos de diseño.

El momento torsor se evalúa en cada nivel y en cada dirección de análisis
del sismo.

'A., 
CáÍculo de excentricidades

B, Cálculo de Mamentos Torsores

En cada nivel además de la fuena cortante directa, se aplicará
momento torsor bajo dos pondiciones siguientes:

I

Dirección de andisis X:

Direccigt| de anéIsis; X
Excentricidad directa :

Excentr. accidental :

Direccian de análisis Y:

Excentricidad real :

Excentr. accidental :

Condición 1 :

Condición 2 :

Direccién de análisis-Y:

Condición 1 :

Condición 2 :

€Y=Vctr¡*YcR=e

eacc = t0.05 DY

ex=XcM-Xcn=e

easc = +0.05 DX

el

Mt1* = Vi(1.5 e * €a"c)

Mtz* = Vi (e + eacc)

¡¡trv = V¡ (1.5 e * éacc)

Mtzy = Vi (e + eu"")

III - 31
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Dónde:

Vi= Fueua coftante delpiso "i".

e. hcreryento de fuerza caft or_fptsi_eru;

Dirqcción de análisis X:

Condición 1 : AVix = Mtr*. Kx¡ . (yi- ycn)

Condición 2 :

Condición 2 :

EJ

AVix = Mtzx. Kxi . (yi- ycn)

EJ

AViy = Mtzy . Kyi . (xi- xcn)

EJ

Dirección de análisis Y:

Condición 1 : AViY = Mt1, . KYi . (xí- xcn)

EJ

Y=Y¡-Ycn

Dónde:

J = Momento polar de inercia.
I xi, yi = Ubicación delelemento respecto a un sistema de referencia.t'

7. ELEMENTOS NO ESTRUCTURALES

- Se consideran como elementos no-estructurales, aquellos que estando o

no conectados al sistema resistente a fuerzas horizontales, su apoÉe a la

rigidez del sistema es despreeiable.

,=U[?o'J"¡[Yo';, {=.XrXcR

tli-32 }---* -* --



ANÁLISIS MATRICIAL SEUDOTRIDIMENSTONAL

- En el caso que los elementos no estructurales estén aislados del sistema

estructural principal, éstos deberán diseírarse para resístir una fuera
sísmica (V) asociada a su peso (P) tal como se índica a continuación.

Y =Z.U.C1.p

Los valores de Cr se tomarárr de la siguiente Tabla.

VALORES DE CT

- Elementos que al fallar puedan precipitarse fuera
de la ediflcación en la cual la dirección de la fuerza
es perpendicular a su plano.

Elementos cuya falla entrañe peligro para
personas u otras estructuras.

1.3

- Muros dentro de una edificación (dirección de la
fuerza perpendicular a su plano). 0.9

- Cercos. 0,6

-Tanques, tones, letreros y chimeneas conectados a
una parte del edifício considerando la fuerza en
cualquier dirección.,

0,9

- Pisos y techos que actúan como díafragmas con
la dirección de Ia fuer¿a en su plano.

0,6

Para elementos no estructurales que estén unidos al sistema estructural

principal y deban acompañar la deformación de la misma, deberá

aseguraise que en caso de falla, no causen daños personales.

La conexión de equipos e ínstalaciones dentro de una edificación debe

ser responsabilidad del especialista correspondiente, Cada especialista

deberá garantizar que estos equipos e instalaciones no constituyan un

riesgo durante un sismo y, de tratarse de instalaciones esenciales,

deberá garantizar la continuación de su operatividad.

III - 33
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PROBLEMA DE APTICAEIéhI

PR§BLEffiA Úrr¡lgo: Para el edificio apoñicado de concreto armado de un piso

mostrado en la figura, se pide realizar el análisis sísmico seudotrícjimensional

usando el método de las rigideces. (Considerar g=g.80m/seg2)

Aplicar los métodos de análisis siguientes:

- Análísis sísmico estático (fuerzas estáticas equivalentes).

- Análisis sísmico dinámico (modal espectral).

Para ambos análisis se hará uso del cédigo peruano de diseño sismorresistente.
(N.r.E, E-030)

'J
trI
,.1

I

@t

J
I

.I
o@

' 6m , 6m

-

@
PLANTA

m

PORTICOS EJES; 1,

Ji--_lil I I

\t. r¡-, 6m

pcjRflcosEJES; 3yC

Vigts

Columnas

(0.30x0.6) m2

(0.30x0.3) m2

Y^

I

PERSPECTIVA

6m

, ilr -:i. i---LI
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DATOS GENEMLES:

- Ubicación

- Uso

- Sistema estructural

- Suelo de cimentación

DATOS DE DISEÑO:

Lima, Pueblo Libre

Vivienda

Aporlicado

Tipo sr (suelo rígido)

f'"=ZLOkg/cmz

fy = 42A0 kg/cmz

30x303
lc =:7 = 67500 cma

30x603
I*,=-.II--=54000&cm4

tr -4BELL- [, * n, l-'n,=hrm-;HEHl

(*) =

H

Ec = 15000$f,=2L7.37Ltanf cm2

§9Lu§tQN:

f ') Riqidez lateral locai de los clementos: K¿

Por Wilbur: (Base Empótrada)

L92.857 cm3

= 900 cm3

5m

EJES;1,2,A.yW

[rI - 35
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*, =%J.!11-g*, - - llgtq -l" 3s0 
l3xLez.Bs7 zxe¡olu ry.|

í[-]:t# #
r bl?l ,

PORTIGOSEJES;3yC

I{¡: 17.426 ton/cm

Kt, = 7.443 ton/cm

1a, -!Y317!llt-t"L* *1!o I3s0 
12x192.5s7 900 + '#l

2o) Centro de masas: CM (Xo,yo)

tP.xv^0-F IP.Y
'o = TF-

r 6m , 6m
.

@@o
{' ',1

-- -_--_---L ili-3ú j---
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Xo= 9'P'-t 9:Pa-t,1j.:Pq t 9'fr + 9:P¡ + l?rPe-t 9'P:16:l¡
P1 + P2 + P3 + P4 + Ps + P6 + P7 + Ps

0. P1 + 0. P2 + 0. P3 + 6. P4 + 6. ps + 6. P6 + 12,P7 + lz.Ps
v _-ro - P1 +Pz+P3+P4+Ps+P6+P7+Ps

VALOR APRÓXIMADO: Centro geométrico del área en planta.

*T

5l

,+j
(6x12)x3 + (6x6)x9

/\o - (6xLz) +-(6x6)

3o) Centro de rigidez: CR(XR,YR)

vK.,.xx*=ffi

tA.xxo=h-

6m ' 6m r

TA.Y
Yo = iÁ-

=5m Yo-
(6x12)x6 * (6x6)x3

(6x12) + (6x6)
:5m

XI('rú" YYn=ffi

Iif - 37
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E
IJ
c
ol*
(o
c\¡t
il

&

tr
o

o
l-
(9

il
,6

U

oF
§?§'\t
¡-
il
u

1\R -

YR-

K¿(o)+rr¡e) +KcQZ)
K¡+Ka*Kc

ltt

Kr(0)+K2(6)+K3(12)

-___+.x

= 5.211m

= 5.2LLm
K1+Kz*KE

A

I

i

K'¡ a 7.443Tanl

K't = 11,426 Ton/cm

K'z = 11

cR ( 5.211 ,5.2L1)
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4") Excentrieidad: e

Y

'T
EI

1
@t

d

;1

'j
d

-ltrt

JI
J
1

¡ 5m 'I em' , Gm

-

@@o
Direccion de analisis: X

'Lm¡| §'''' , Gm ,

-

@@@
Direccion de analisis: Y

Excentricidad directa:

ÉY = Yo -YR - *O'ZLLm

Excentricidad accidental:

€acc = +0.050y = 10.6m .

Exce-ntricidad real:

Condición 1: e= 1.5e¿¡"teacc

er = 1.5(-o.?LL) *a.6 = -0.9165 m

Condición 2i 9=Édirte"".

ez = -O.ZLL.* 0.6 = 0.389 m

5o) Momentos torsores: Mt

Dirección De Análisis: X

€* = Xo: XR : *0.2LLm

€acc=+0.05Dx=*0.6m

er = 1.5(-0.21"L) - 0.6 =

I

ez = -A.ZLL * 0.6 = 0.389 m

Dirección De Análisis: Y

l

-0.9165',m

TII - 39
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Condición 1:

M¡1 = Fr. e1

Condicién 2:

M¡2 : F*,e2

ANÁLISIS SíSMIGo ESTÁTIco

60) Cálculo del cortante basal:

ZUSC
\I--

R

Parámetros Sísmicos:

Z=0.4
U = 1.0

S = 1.0

R=6.0

c = z.s (?),

Periodo fundamental de la estructura.

Reemplazando en (1):

V_

.'. V=

M¡1 = I'-r' e,

. Pr "'(1)

(Lima)

(Vivienda)

(Suelo Rígido) + Tr, = 0.40 sr:g

(Sistema apcrtícado e irregulai')

hn = 3.50 nl.

-- h'.G

c = 2.s,. (#) = ,0

Peso total del edificio: 
I

Ton

cs2.5

Cr = 35 (Sistema Aporlicado).

3.50t= * =0.1-0sei{

> 2.5, :. C =2S

e'. = 1-;z x (6x6x3) -. lo8ton

0.4x1.0x2.5x1.0
x 108 = 0.167 (1,6.7a/o)P7

18.04 ton.

; lll cir
L i
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Análisis en la díreeeíon det srsmo: X- X

7o) Gáleulo del vector de fueuas externas:

Para el sismo en X-X:

CASO - 1:

CASO - 2:

CASO - 3:

CASO 1:

CASO 2:
M¡1 = F¡.e1

Mtr = 18.04x(*9f-.65)

Mtr = -1.653.366ton-cm.

CASO 3:
Mtr = Fx'€z

Mtr= 18.04x(38.9)

Mrr = 70L.756 ton - cm.

F

F= F
- directo

l= [,. . *Fcond._r
-directo

I= L. . *F"o'd.-z
-directo

r18.04\

r=l , Ittt o )Gxt)

r LB.A4 \

I={ , I

l-rurr.ruu)o*rl

8l eálculo del veetor desplazamientol

"{,.::.},,.,,

k u_

u

F

-f.

iii - -iL
¿
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ELEMFNTO u cosü Sena
Í¡

{cm)

6¿(cm)

CASO I CASO 2 CASO 3

1 00 1 0 500 0.610507 4.545277 0.638193

2 00 1 0 -100 0.593203 0,603077 0.589012

CASO 1:

CASO 2:

CASO 3:

Se eligen los de mayor valor:

(a: 0"):

§i=uo+ri0o

( 5.96087 x 1o-1\ cm

g= l-6.oge6o*ro-uIrn
t ,.*ru* x r.o-s J ,ra.

( s.93444 x 1o-1) cm

I={ z.o34t6*ro-s}cm
t-r.uurr, * ,o-'J ,ua.

{ 5.97209 x 10-1\ cm

:= l-1.730s1*ro-.[.*
t ,.rru^ x r.o-s J *a.

u_
{ s.97za9 x 1o-1\ cm

L.rrnru* ro-' [ .*
(-r.urrrr r rs-,J ,,a.

Yooh¡DESPLAZAMIENTO LATERAL: Au < 7

NORMA: NTE-E030: i

Los desplazamientos obtenidos del análisis deberán ser corregidos por 3/4R.

33
4,,= iRxu =ix6x 5.g720gx10-1 :2,687 cm < 7o/oolt¡=2,45cni, NOPASAi"44

Por Io que deberá reestructurarse (aumentar la rigidez en X-X) y recalcularse la

estructura.

9") Cálculo del desplazamiento de cada elemento: §¡

6i = üocosq +vosenc + ri00

(a = 90"):

6i=vo * r¡os

irl " 42
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3 00 1 0 -700 0.575900 0.660878 0.539832

A 90" 0 1 -500 -0.015029 0.050201 -a.042715

B 90' 0 1 100 0.402275 -0.007599 0.006466

e 900 0 I 700 0.019578 -0.065400 0.055647

10o) Cálculo de Ia fueua cortante de cada elemento: Vt

Vi = Ku. 6i

§¡ (cm) $ (ton)

CASO f,
r ri'], l:,:::: i-r :::rl,

CASO 2,, , ]]::,.: .i.. rrr:r 1 I l:i

C_ASO 3 CA§O 1 cAso 2 cAso 3

':.:1 : 11.426 0.610507 o.545277 0.638193 5.976 6.230 7.292

2 11.426 0.593203 0.603077 0.589012 6.778 6.89L 6.734

3 7.443 0.575900 0.660878 0.539832 4.286 4.91-9 4.018

A 11 -426 -0.015029 0.050201 -0.042715 -a.172 o.574 -0.488

B 11.426 o.002?75 -0.007599 0.006466 0.025 -0.087 4.074

C,,:jl 7.443 0.01s578 -0.065400 0.055647 0.146 .-a.487 4.41"4

F¡ = 4.ele EL6

Fz = §.891 Ton ^
-lu

fu =7,292 Ton ¿x--+\u ***y X

@

t
F¡ = 0.574 Ton

e
¿

Fc = 0.487 Ton

@

I
Y

Fe = 0.087 Ton

III - 43
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i '){':¿ -i,..,'

$.891 Tur'¡
-----+..

Análisis en la d¡recciín delsismo.' y* y

Se seguirá el mismo procedimiento y se ol:tencJrán k:s mismos resultados que el

de la dirección X-X.

It. AIUAUSTS SíS[4teCI DtNÁlt,itcor

1o) Cálculo de ta matriz de masas de la estructura: M

Para "n" pisos:

Para el piso "i":

lrr00.0
lo Mz o o
I

Y=lo lo Mr o

I
I

Lo o o Mn

lmi o

=1, mi

[o o

Mi

PORTÍCO EJE 1

PORTIGO EJE 2 PORTICO EJE 3



ANÁLISIS MATRIGIAL SEUDOTRIDIMEN§IONAL

Cálculo de mr:

Considerandoelpesoigualalton/m2deáreatechadasetiene:

w = (1 tan/mz)(6* 6) x 3 = 108 ton

*. =l=g =0.1L020408 ton' segzfcm'r g 980

Cálculo de fr: (Momento polar de inercia)

¡,=f+m'.dz

r, = I *i . ru! +f mit(xi - Xo)' + (E - Yo)21

para el cálculo del momento polar de masas, es frecuente aproximarlo

considerandoquetasmasasdecadapisoestánaproximadamente
uniformemente distribuidas, y por consiguiente los momentos polares de inercia

pueden determinarse a partir de las dimensiones del área de losa en planta'

suponiendoqueelradiodegirodelasmasaseselmismoqueeldelasáreas.

CM (Xo,Yo) = (500,500) cn¿

.a1a2
Area: At

(xr,Yr) * (300,600) cm

')
*i=i*(0.1L02040816)

m'r = 0.073469387 ton.segzf cm

'Area: Az

(Xz,Yz) = (900,300) cm

1*| = ix (0.110204081-6)

má = 0.0s6734693ton'segzf cm

ilI-45



ING. RONALD SANTANA TAPIA

ar = 6m <) 60Acm

br = 12m 1) L20cm

Jl = L46g2.8774 ton,cm. seg?

2z = 6m <) 6A0cm

bz = 6ur <) 6A0cm

15 = 955t.0298 ron. cm, segz

ton. cm. seg2,. Ir = Ji + IL = Z4Z++.B9ZSB

Por lo tanto:

[0.11020408 0 oI

!4=l o o.11ozo4og o
II o o ztz44.Bsrsl

2") Gálculo de Ia matriz de rigidez de la estructura: 5

Piso j:
P

Iv 
= !t'+--

p = Número totalde etementos OJil¡so,l,

En donde para elelemento "i":

rij = (xü - xr*¡). S ena - (tt¡ - !cut). Cosa

CM (xs,yr) = (500 ,500) cm

(3r3)

f cosz a , cosc,.senq, r.cosal

It'= r'rlroro.rrno senaz ,.rrnol
I

L ,.roro r.sena rz J qs*s¡

Elemento ff¿(ton/cm) e., senfi cosc:::; r¡ (cm)
Pórtico I 11.426 (0,0) go 0 1 500
Pórtico 2 11.426 (0,600) go 0 1 -1 00
Pórtico 3 7.443 (0,1200) go 0 1 -700
Pórtico A 11.426 (0,0) g0t 1 0 -500
Pórtico B 11.426 (600,0) 900 1 0 100
Póñico C 7.443 (1200,0) 900 1 0 700

iiII - ¿tf)



ANÁLISIS MATR¡CIAL SEUDOTRIDIMENSIONAL

Elementos direeeianados en X-X: (a = 0o)

,:ji:J

,"':':

H

;;:;l
ol

nqz.ol

,rn uol

ol
szro.r I

,rn orol

-639.7 'l

6zs.T I

,rrruuol (3 r 3)

Elementos direccionados en Y'Y (a = 900)

[o o ol It
tto' = ,t,urolo 

-1" _:::rl 
= 

l-lLo -soo zsoo

t"=,r.n,u[ 
;, ;:J=L:.

-'[: ;,#J =[:

Ensamblando: E = »5(').: , , ;,' f30.295 0

:.. I=l o, 3o.zes

l-urr., Gzs.7 L

tL o 500 1 Ítt.+zo o

k(')=rr.nulo o o l=l o o

: [roo o ,uooooJ 1 "" o
..t ,::.."

t r 0 -1001 ILL'426 0

5t')=rr.urrlo o o l=l o o

[-ro, o ,ooooJ l-tnz'o o

l- 1- o -zoo] Tz'++z o

5(')=r.nnl o o o l=l , o

L-roo o 4eooool L-szro'r o

0

Lt.426

-5713

0

LL.426

1L42.6

0

7,443

5210.1

30) Cálculo de los periodos y formas de modo de vibración:

De la ecuación dinámica:

9l ="d. Y tk

TLL.47
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Resolviendo:

wr = 16.546 rad/seg , T1 = 0.380 seg ,t = 

{:i:,:':.'::::},= .,,

we = 16.580 rad/seg , T2:0.279 seg

rc.L3A0344424\

, ú ={ r.rroorrrrr, I
I o )G*t)

... FPM¡ = É.u.+'*
^-I

I *n'Qtu' = r'o

( -0.1367026874\

wg = 23.389 rad/seg , T3 = 0.269seg , Ó* = | O.rr;r»rtfrn I
lu.noronso.ro-'J (3 z 1)

40) Gálculo de los factores de participaeión modal: FPM¡

Recuérdense que al momentJ A" du"rcoplar las ecuaciones de movimiento

mediante la descomposíción modal, estas ecuaeiones se plantean por separado

para cada dirección del sismo. Por consiguiente, se tomara en cuenta si el sismo

es Ia dirección x en cuyo caso solo las u¡ contribuyen en el cálculo del FPM¡ y en

el resto no contribuye, es decirvi = 0 Y 0i = 0 . O si el sismo es en ta dirección y,

sola las vi contr¡buyen y el resto no, esto €s ui = 0 y 0¡ - 0 .De igual forma para

determinar el FPM¡ del efecto torsiÓn solo 0¡ contribuye el resto no'-

Para nuestro caso, como nuestro edificio es de un solo nivel los factores de

participación modal serán:

ott.r
FPMi - *-----t 

óirtt 6i:- .-' :

Las formas de modd St h"n sido normalizadas AJ *un"r" que el producto:

t-'.Y. t' = ,

Itr - 4s
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FACTORES DE PARTICIPACIÓN MODAL DE LA ESTRUCTURA (FPMi)

¡,r¡ r el
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('.¡
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\oq
r'{

Io
r{
x
o\
q
\o

\
C)
É{
x
m
r.r)
r¡)
rl

.l :l

\o
¡ñ
§ln
N

I

Io
x
rñ
N+
ro
N

t

()
(Y)
F{ñ

Io
r{
x+
F.
m
§¡

I
c)
t'{
xo
tr-
\o
ct?
r{

!
Io
Fi
X
tD
\oo
U?
F{

\o
I..)
N
rl
ñ

I
Or'l
)<
rn
c!

ñ

c)
C)
(f)

n
C.r

i
I

r-l
x
+
F-.s
(r.l

c§

Io
r{
X
(f,
t-r\o
cO
.¡

t

\
Io
É{
X
rn
\o
O
u]
r<

I

§
.A

Itl
OOO
F{ ?q r{
X.XX
++Clr
o'or@ts'. ¡\ r{

J+++
F{

rd95tr
Fl F{ F{xxx
C>Oooñrc)o;¡qC\b
IJ)Lñ+

2
D

rl

lll
OC>O
r+ F{ Fl
xxxrñ :o coolO'Orñ rf) rnqqq
a\t N o'

ooo
C)j

I

\o iX r-{
tr,Ñx§nF-
',: 

^t 
F{NIN.
j

.9
I

O()9oo'.-(om
Flr{§.ññR

m
+

l-.tt
=oo ri rl
:!<xKoo
ia F\ O\;\oo'f m +

J\O
I

:: 1l

ttE
5é¡rx
oc)!P
§§+
-i.iN Éláft, lb

ttg
5süB3§
r{ i{r:c\¡

t¡

=3a

ll
N

=trr

trL

Esüc.¡N:,o (> :.ü
ri i-{:it'§

I

=:)
U)

ll
ñ

E
Or
E.

tl, rñ¡CO c{ (o

c;
o,o
2.

N (?



ING, RONALD SANTANA TAPIA

5o) eálculo de la aceleracién espeetral: Sai

NORMA: NTE E030

Parámetros Sísmicos:

Z = A.4 (Lima, Pueblo Libre)

U = 1.0 (Vivienda)

S = 1.0 (Suelo Rígido) * To = 0.40 seg

R = 6.0 (Sistema aporticado e iregular)

c = z.s #); C s 2.s; Además: C/R > a.1zs

Para estructuras en general:

Tomar:

ZUSC
Sr¡ = * R*.8

R=R

R=%R

: Para estructuras regulares

: Para estructuras irregulares.

T1

T2

T3

6o) Cálculo del vector desplazamiento:

{ : FP¡ut¡.

Dirección del sisma: X-X

Sa, = 163.333 cmlseg2

Sa2 - 1-63.333 cm/segz

'Sa3 = 163.333 cm/s;egz

.oi

= 0.380 seg --+

= 0.319 seg -,
= 0.269 seS -+

Ct = 2.5

Cz = 2.5

Cz = 2,5

-+

-'

-+

v

'sai

F

MODO:1
j.,

L63.333
u1 i 2.9425x 10-1" ffi x (z.tZS63B7) = 0.297 cm

MODO:2

uz = 2.342410-1x 1#x,, .fla{I"44) = a.297 cm

MODO:3

u3 = -1.5o65 x 1o-2 
163'333

* ñ*(-0.B6ZA26S74) -_ 6.L49 x L0-a cm

Iu-5ü



ANÁL§IS MATRICIAL SEUDCITRIDIMENSIONÁ-L

COMBINACIéN MODAL:

0.2sIlul*0.75Jffi

Xlut=0.595cm

.ffi= 0.420 cm

.i u=4.464cm

ttORMA: NTE - E030 Au I TYoohi

Los desplazamientos obtenidos del análisis deberán ser correg¡dos por 3i4R.

a,= |n., =l*ax0.464= 2.0BBcm

Dirección deI sismo.' Y - Y

MODO:1

vr = -2s42s x 1o-1 "m
MODO:2

vz = 2.3474 x 1o-1 . +# .

MODO:3

v3 = 1.5065 xlla-z. # x (o'1367026874) = 6'149x 1o-4 cm

COMBINACIÓN MODAL:

v= 0.25Xlvl+0.75..m;f

X lv I = o'595 cm

',ffi= o'42ocm

.: v = A,464cm

NORMA: NTE-E030

33
4

I

x (*2.L2564722ü5) = 0.297 cm

(2.L3A029925) = 0.297 cm

IU-51
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EFÉETO DE TORSICIN

MODO: 1

01 = 9.9931x

MODO:2

163.333

L,,S46, 
x (4.721741x 10-4) = 2.4648 x 10-3 rad.

oz = L.o6LBx1o-s,c ## x (o) = 6 ¡u¿.

MODO:3

03 = 1.5539x102x ffix (6.40504g6x1.0-3) =2.9824x10-1rad.

coM B I NAC t Ó ti¡ tr¡O ORI_:

0:0.25:t0l+0.7s.8107

X I e I = 3.A07A48x10*1 rad.

rEl g t2= z.glzial.x 1o-1rad.

.'. 0 : 2.988638x 10-1rad.

POR LO TANTO:

*={,,,,i1;1,,,}l

E



AT{ÁLISIS MATRIC tAL SEUDGTRID¡MENSIONAL

PRCIBLEMAS PROPUE§TOS

PROBTEMA N' 01: §n la siguiente figura de planta de una estructura de un

piso, compuesta por pérticos ortogonales unidos por una losa que se supone

infinitamente rígida para acciones en su plano. Se han obtenido las rigideces

laterales.

Eje ffr(ton/cm)

6000

20000

4500

3000

Eje K¿(ton/cm)

2000

50000

1500

1000

1

2

3

4

A

B

c
D

Suponga que el origen de coordenadas está en la intersección de los ejes 1 y A.

En el punto de coordenadas (4.7: 4.25) actúa una fuer¿a de 15 ton., en la

dirección Y.

a) Determine las coordenadas delcentro de rigidez.

vAcr -
EKv.x

xKv

»Kx.Yvtcr - 

-

' ÍKx

b) Determine las fuezas estáticamente equivalentes a la antes mencionadas,

pero aplicadas en el centro de rigidez.

c) Escriba un sistema de ecuaciones gue relacione las tres componentes de

dpsplazamiento en el centro de rigidez con las conespondientes

componentes de fueza.

d) Calcule el giro en planta y las componentes de tráslación del centro de

rigidez.

e) Obtenga e[ desplazamiento horizontal en Ia parte superior de cada pórtico

(más precisamente, la componente según el alineamiento del pórtico) ¿Cuál

es la razón entre el desplazamiento lateral en elalineamiento deleje 4 y aquel

en elalineamiento deleje 1?

§rI - 53



ING. RONALD SANTANA TAPIP.

f) Determinelafuerza lateralque toma cada pórtico.

g) Verifique el equilibrio para los 3 GDL considerados en el módulo pseudo

tridimensional.

h) Suponiendo que se pudiera modificar el pórtico del eje 4: ¿Cuál debería ser

su rigídez lateral para que al aplicar la referida tuerza de 15 Ton., el punto

{4.7;4.251no tenga rotación en planta?

@l
EI

4elñl

-l "f
1;|

4.7ñ

PROBLEMA No 02: En la siguiente figura se'muestra la planta de una estructura

de un piso, compuesta por pórticos ortogonales unidos por una losa que se

supone infinitamente rígida para acciones en su plano. Se han obtenido las

rigideces laterales:

Eje Il¿(ton/cm)

600

2500

500

Eje K¿(tonlcm)

400

600

1500

500

1

2

3

4

Suponga que el origen de coordenadas está en la intersección de los ejes 1 y A.

Las coordenadas del centro de masas son: X*=7mi Y.=3.75m. Suponga que

f.-__-_* i. rrí-r¿t Árr Ja-
tb

A

B

C

ó4mq}4mé4mó



ANÁLISIS MATRICIAL SEUDOTRIDIMENSIONAL

sobre ¡a estructura actúa una fueza horizontal de 30 Ton, en dirección X

(paraleía a bs ejes literales), aplicada en el centro de masas'

a) Determine las coordenadas delcentro de rigidez'

»KY.XvAcr _ 
EKv

»Kx.Y
rcr _ 

ÍKx

b) Determine las fuezas estáticamente equivalentes a la antes mencionadas'

pero aplicadas en el centro de rigidez'

c) Escriba un sistema de ecuaciones que relacione tas tres componentes de

desplazamientoenelcentroderigidezconlascorrespondientes
componentes de fuerza. t

d)Calculeelgiroenplantaylascomponentesdetraslacióndelcentrode
rigidez. !

e)obtengaetdesplazamientohorizontaldecadapórtico(ensuplano).

,f) Determine la fueza lateralque toma cada pórtico'

,- . Áñ r 4m I

óéó@

if-l
@+

{j
^Éf-oEn¡

rrl - 55
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PROBLEMA No 03: En la siguiente figura que se muestra la planta de una

estructura de un piso, compuesta por una placa y seis pórticos ortogonales,

unidos en la parte superior por una losa que puede suponerse infinitamente

rígida para aeciones en su plano. La altura de los pórticos, desde ta parte

superior de la zapata hasta el eje de las correspordientes vigas, es 3.6m, Las

columnas son todas de sección circular, de 0.30 m de diámetro. Las vigas son de

sección rectangular, de 0.30mx0.60m. En el eje 4 hay una placa de

0.20mx6.30m que, al igual que las columnas, se supondrá empotrada en la base.

Para todos los elementos: E = 2.4xta6Tonfmzy G=0.4E. Las inercias de la
placa y de las columnas pueden determinarse como bt3/12. para las vigas

considere el70% de las inercias de la sección bruta. Desprecie deformaciones

axiales y de corte, excepto estas últimas en la placa.

Para los pórticos se ha obtenido las rigideces laterales que se indican a

continuación:

Eje

1,2,3
I

4

A,B
C

K¿(ton/cm)

681

?

928

689

Al hacer los cómputos para obtener la rigidez laieral de los pórtícos 1, 2 y 3, se

han determinado las siguíentes relaciones entre el desplazamiento lateral y los

giros de los nudos.

0r = 0s = -5'95031*10-2 u

Donde u es eldesplazamiento lateral.

Az= -6.22655"10-3 u

suponga el origen de coordenadas en la intersección des ejes A y 1. En el 
lentro

de masas, cuyas coordenadas son (6.5om, 5.40m), actúa una fueaa de 12ton

en la direccÍón Y (es decir, en correspondencia al GDL 2 indicado).

Se pide:

a) La rigidez lateral del eje 4 (no olvide considerar las deformaciones de corte).

b) Las coordenadas del centro de rigidez.

[I[ - 56
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c) con referencia al centro de rigidez determine una matriz que relaciones las

componentes de desplazamiento para los GDL (1 2 3] indicados con las

corresPondientes fuerzas.

d) -Iraslade la fuerza aplicada al centro de rigicleces y calcule las componentes

de desPlazamiento en ese Punto'

e) obtenga las correspondientes componentes de desplazamiento en el centro

de masas.

f) calcule los desplazamientos a lo largo de cada uno de los ejes resistentes'

g) Determine las correspondientes fuerzas y verifique el equilibrio (incluyendo el

equilibrio de momentos).

h) Obtenga los giros en los tres nudos del pórtico del eje 1'

i) Determine los momentos flectores y fuezas cortantes en los elementos del

pórtico del eje 1.

j) Dibuje los correspondientes diagramas' indicando los valores más

importantes.

PRoBLEMA No 04: La siguiente figura muestra la planta de una estructura de

un piso, compuesta por seis pórticos ortogonales, de concreto armado, unidos en

su pafte superior por una losa que puede considerarse como infinitamente rígida

para acciones en su plano. Las columnas son todas de sección circular' de 0'3t)

m de diámetro. Las vigas son de sección transversal rectangular, de

0.30mx0.65m para todos los elementos: E=2x106 kg/cm2'

I

ilr - §7
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Considere como inercias de las columnas nD4i64. Para las vigas, considere el

7To/a de [a inercia correspondiente a la secciÓn bruta, bh3l12. Desprecie

deformaciones axiales y de coñe en todos los elementos'

La rigidez laterat del pÓrtico típico es: Kf 415.359 ton/m.

Parafuetzas que actúan sobre elconjunto: H=12 ton; V=0; M=6 ton-m, se pide:

a) Determine la matriz de rigidez para la estructura con los tres grados de

libertad indicados en la Planta.

b) Calcule el desplazamiento horizontal (a nivel de losa) para los pérticos de

cada eje.

c) Determine las correspóndientes fueaas laterales y verifique el equilibrio.

MO

Iti - 58
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PROBLEIUIS hl" 05: La siguiente figura muestra la planta de una estructura de

un piso, eorirpuesta por muros de albañilería ortogonales, unidos entre sí por uRa

Iosa que puede considerarse como infinitamente rígida para aeciones en su

plano. Se han obtenido las rigideces laterales de los muros: ejes I , 2:, B:

K¿=60tonlm; eje 3: K¿ = gOtonim;ejes A, D: K, = 30tonlm;eje C: K¿= 4Oton/m.

Por la acción de una fuerza horizontal de 2ton en correspondencia al grado de

libertad 1, se obtienen los desplazamientos en el punto de coordenadas (3.20m,

3.90m):

A partir de estos resultados:

a) Determine la matriz de rigidez para la estructura con los tres grados de

libertad indicados en ia Planta. '

b) Calcule el desplazamiento horizontal (a nivet de losa) para los muros de cada

eje.

c) Determine las correspondientes fuerzas laterales y verifique el equilibrio.

. 3.2 m'

t.
+i¡+
ür,r 

r

.tl

ó3mó3mó

r

III.59





ANÁLISIS MATRICIAL DE ARMADURAS EI'I TRES DIMENSIONES

EAPíTUtO ¡V

ARMADURAS

Fuente: The History of

the TheorY of Structures '
Karl-Eugen Kurrer

SquireWhipple(16deSetiembrede1804-15demarzode1888)fueuningenierocivil
ou'e nació en Hardw¡ck, ü;;;;;*tts, hüo.dá un agricuttor, se dedicó a la ingenieria a

una temprana edad. ü;;\ü1''ñli -í:t{ án ei cotesio de Fairfield' Después se

ffi;á.el.ü univurs¡oaa-Já scnenectady (Nueva York) en 1830'

EnlS4lseleconcedióunapatenteparasu.armadurahechadehie.rrocoladoyforjaflo'
y formuló dos solicituie;';"";;;;tds.en el il;;; éspecifica en-hieno puro para los

miembros un 
"on,p,"r,L-n- 

y 
"f 

ñiurro forjado paia los miembros en tensión' En ese mismo

año fue capaz de "r,s;',li;;;;;;.üfil;'ü 
,n pu"nte robre el.canal Erie en utica' v

;;.i;ñld ,¿t rá. JguiEni"t seis años entre Nueva York v Erie'

WhipplepublicósusdescubrimientosenelmarcodelateorÍadevigasycerchasen,lS4T
el cual inicio el destigue oe tas teorías p.r"ni"nt"" o" grropr. r' e. origgs, Jr y A'J'

óeLuzio examinaron su trabajo pionero en detalle'

Whioolefuelaprir.nerapersonaendesarrotlarlateoríadearmadurassimplemente
;;'rñ; ;o n r¿tóaot gráficos v tri gonométricos'

;;";; en pruebas' encuentra y11 ec1'raclón para.calcul:t 9-".liT"ño 
de puntales de

hierro fundido. wrrippü t-am6en ini.i, 
"r "'t'i¡Jou 

ta te-oria d.q viga simple y describe el

fenómeno det compo#ento elástico v püli"á de las vigas de hierro tundido en

flexión.

F.E. Griggs Jr", con toda razón denomina a Whipple' como el "Padre de los puentes de

hierro".

Principales contribttciones al análisis estructural:

/ Trabajo en construcción de puentes (1847)'

/ Apéndice de tas construcciones en puente tipo Whipple (1869)'

y' Tratado uru*untJiy piá"t¡"o 
"n 

construcción de puentes (1873)'

rv-1- F¿



ING. RONALD §ANTANA TAPIA

rÍ{TROpUCCtéN

En el diseño de estructuras eomo en las arnaduras es fundamental hacer un
buen análisis de la estructura para luego no tener inconvenientes en el proceso
de construccíón de estas.

La utilidad de las matrices en el análisis de estructuras tales como las
armaduras, se basa en que las matrices proporcionan un medio matemático
muy cómodo para expresar y desarrollar la teoría.

La solución que expresa la teoría puede obtenerse más fácilmente mediante una
secuencia de operaci-oLes,mátriciales, pálg las que es totalmente idónea una
computadora. La facilidad del éstudio de la teoría de estructuras, así mismo este
método matricial reduce los detalles de las operaciones numéricas a un proceso
sistemático del manejo de matrices.

Lás mayores díficultades que presentan los estudiantes se encuentran en el
desarrollo de las matrices en fornra manual, es por esto que también se deben
utilízar algunos programas de cómputo para facilitar el proceso y desarrollo.

Este material tiene como objeiivo ayudar a los estudiantes de esta asignatura en
la resolución de los problemas que se presentan. Esto les permítirá asimilar
mejor las bases teóricas, comprender el método de resolucíón de problemas
como armaduras en tres dimensiones y adquirir conocimientos para resolver
consiente e independientemente los problemas que se les proponen.

De otro lado Ia ausencia de textos de este capítulo en las condiciones de los
problemas permite aumentar considerablemente et número de esquemas de
cálculo y analizar un número suficiente de diversos criterios sin incrementar el
volumen del folleto.

t\í - z L"-_*-
á

.

i

{
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AHÁLISiS É,IATPTICÍAL DE ARÍúADIJHAS EF{ TRES DIT§'IET'iSIOP\¡ES

ARfuflADURAS Eru TRES M§ffiHru§§üruffiS

ÉL,¡A].IT§U Dffi REü;I}E¿ §E ELEi!{ET.JTS§ GRiEhÍTACJGS HI§ EI¡* IJM ''X"

Coeficicntes de la columna (1): Corresponden al I'GDL.

nY'
til

N t, Ni____F 4, . _-___> X.,u;=1.0A, L ; A-
[- .f

PLá-- =+EA
u, =NíL,EA

EA

".N;:-,L = _Nj

EA
Nt"= T'ui

Por lo tanto, la 1o columna será:

EA

L

0

0

*EA
L

0

0

--h iv.J F-qi



ING. RONALD §ANTANA TAPIA

eoefieientes de la eolumna (2): eorresponden al2' GDt.

vj= o
_--_>X.

Momentos en extremos artículados = 0

M',, * M',,W¡=Wi=-ff=O

Por lo tanto, la 2" columna será:

0

0

0

0

0

0

eoeficienÉcs de la columna (3): Corresponden al 3" GDL.

t
I

)' 7Y'
,.,T6.l,1-.-.=--.=-r-"'I-'r"-- -H-----,x.t+¿rl.vr=o 

vj=o

Momentos en extrernos articulados = 0

vi=vj =Ü*b = o

t' t,

L iv-.i J .*-

(§.:l



ANÁLISIS MATRISIAT DE AR$dADURÁ,§ EN TRES DITdENSIONES

Por lo tanto, Ia 3" eolumna será:

0

0

0

0

0

0

Coeficientes de Ia columna (4): Corresponden al 4: GDL.

Z'fY'
Fr, i../ tslo N¡* ----->x'

PLá=-
EA

N¡L
+ '11: =L +JEA

EA
:;JVi=-=-N.""t- ¡ - "t

EA
Nj = -l-'ui

Por lo tanto, la 4" columna será:

0

0

EA

L

0

0

ir'

---'- r ,-v-lr
EI



CoefiEientes de la eslumna (5): Corresponden al 5n GDL.

Momentos en extremos articulados = 0

M'r, * M,r,Wt=Wj=-T-=O

Por{o tanto, la 5" columná será:

0

0

0

0

0

0

Coeficientes de Ia colr¡mna (6): Corresponden al 6" GDL.

Momentos en extremos articulados = 0

vi = vj =Y-'¡ 
*-Ml! 

= ¡

fv* 6
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Psr lo tanto, la 6" columna será:

0

0

0

0

0

0

Por el principio de superposición de causas y efectos:

EA EA
r. o o *r. o o

0 $0 0 0 0

0 0ü 0 00
EA EA-T 00 T oo
0 00 0 00

K(") _

f 
, 0 0 -1 o ol

l' o ü o o'l
EAla 0 0 0 0 0¡='l-r o o 1 o rl

lo o o o o ol

[, o o o o oJ..u,0 cl 0 0 00 (6x6)

MATRIZ DE RIGIDEZ DE ELEMENTO§ ORIENTADOS EN EL EJE "Y'

I

...(1)

...(2)nj,, 
=

0

0

0

0

0

0 0 00 0

0 0 00 0

EA EA0--0 00--:-LL
0 0 00 0

0 0 00 0

EA EA0*--00--:-

0 0 00 0

0 0 00 0

0 f- 00-L
0 0 00 0

0 0 00 0

0-1 001

EA
3-.

L

0

0

0

0

0L t¡oxa1 6x6)

iv -"/ i- -*-¿

L



ING. RONATD SANTANA TAP¡A

ROTACIÓAI DE EJES EN TRES D¡MEÍU§IOf{ES

1.1 ROTACIÓr\' Er\l Et FLANS:

En elextremo "i" delelemento bi-a¡ticulado:

(X,Y): vectores en et sistema de coordenada global.

(X',Y'): vectores en el sistema de coordenada local girado.

--i l!/'',
k

TE +Ee =,y

'v'x.tan9+_4=l
cos I

sen0 y'

'';;A*;;;?=, =)!' =-r.sen o*y.coso ...(3)

68 +Eú = x,

x.

:x

c"s0 
* (-r.sen 0 * y.cos dl.se{ = r,' cos9

)d sen2 p

..r g -'';;;?- * Y'sen o = x'

(L - senz g)
* ;;;7-*y.sen0 = x, =) x, =.tr.cosd*y.seng ...(4)

De (3) y (4): Expresados matricialmente:

x' = x.cos g # y. sen g (*'\ [ cos o

!, = -x.sen g iy. cos g =, 
L,J 

= 
[_r"n, ,",;J

I



AT{ÁL¡SIS MATRIC¡,qL DE ARMADURA§ EN TRE§ T}IMEI{SIONES

,.': = f ':
En donde:

u- 
: V e ctar en el sistema local

u-:Vector 
en el sistema global

D
'):Matriz de transf ot"macion @Rf 0GONAL)

R--t 
= 

R-'

Considerando ambos extremos:

En el extremo"l":

En el extremo"j":

Éxpresando matricialmente:

RTR*I

V,_RV
¿ ¿i

V' RV
i jj

;lr)

V,

¿

V,

l

s I-tí; ;: 3 3l
:::il 

- 
L3 3 Í; xl

[cos0 sen 0
7@) - lsenB cosá
- l0 0

[o o

rI 
;l

T:Matriz de transf ormación{ = {,

0
0¡

cos0l
-sen B

Por extensión:

En donde:

l1y my:Coseno de X'respecto de X y Y

12 ! m2: Caseno de Y'respecto de X y Y

}t¡ ,9



ING. RONATD SANTANA TAPIA

f .2 ROTAC¡Óru Er*I EL E§PAEIO:

(X, Y, Z): Veetores en el sistema de eoordenada globaf.

(X', Y', Z'): Vectores en elsístema de csordenada local girado.

Z
á\
I
I

I

f
I

I

En la figura las componentes de ras fueruas en fos dos sistemas son
eomparadas, Ia resultante de la fuerza "$,, puede ser resuelto en los dos
sistemas, en el sistema de coordenada global por las componentes (x, y, z) y en
el sistema de coordenadas locar por las eomponentes (x,, y,,2.,). Entonces cada
componente del sistema global puede su vez ser resuelto en función de las
componentes del sistema local, y viceversa.

li
¡t

,t I
¿l



ANÁII§IS MATRICIA.L §E ARMADUR.AS EN TRES DIMEruSIONES

La más fácil forma de expresar un grupo de eomponentes en función del otrn es

a través de los eosenos direetores. usando las nomenelaturas eie los cosenos

directores definidas en la figura anterior, tenemos, para el sistema local las

componentes:

x' = x. cos o(1+ y' cos§1* z - cos61

!' = x 'cos x2* y'cos§2* z'cos62

z' = )c,cos o(3+ y. cosfi3 * z'cas63

Usando, respectivamente los símbolos l, ffi y n, con los subíndices
correspondientes, para llamar a los nueve cosenos directores, tenemos:

x' * ,t ' lr * y 'mt* z'nt .,.(5)

!' = x' lz * y' mz* z' n2 ..,(6)

z' = x. h *y.mz* z, ry ...(7)

De (5), (6) y (7): Expresados matricialmente:

En donde:

vj:Vector en eI sístemalacal

Y:Vector en el sistema glotbal

l: Matriz de transf ormacíón (ORTOG0N AL)

V;l=Vi: x::ilF,\

,,) = I 'y

T, ; R-, R?R_/

Considerando am bos extremos:

En el e)ttremo"i": Y' =
í

Vt

)

RV
tt

RV
ii

*.----J t!/ _- 1 iü re
L



¡NG. RONALD SANTANA TAPIA

Expresando inieialmente:

Por extensión:

T: Motriz de transf o?-mación{ = {,

{il{ ;lt'}

r=r 
il

T'u' =

h

t2

l3

o

0

0

Tt¡ f\ 0

TIt2 rL2 0

Tn3 ft3 0

0011
0 ülz
0 0l¡

Cy C7

Cy C2

Cy C7

00
00
00

'I

Cy

Cy

Cy

(_,

0

0

o ol

0 0l

o ol
?.tt "rl 

t

1ft2 nzl

wt3 ,r-l,u*u,

0

0

C¡

C¡
I

Cy

0

0

0

Cy

Cy

Cy

...(B)

En donde:

l1,m1yn¡Coseno director de X,respectod.e X,y y Z

lz,mz! nzicoseno dírector d.e y,respectod.e X,y y Z

\,y3y ns:Coseno director de Z'respectode X,y y Z

MATRIZ DE R¡GIDEZ DE UN ELEMENTO ORIENTADO ARBITRARIAMENTE

Matriz de rigidez general:

Multiplícandot ky) =7r(4.¡tG\.7{4 ...(9)

f\
-- -& ¡ \" - 14 i--**--qJ



ANÁLISIS MATRICIAI FEARMADURAS EN TRE§ §¡[IENSIO§ES

ft

x

Cy

€7

0

0

0

C*n Cxcr

,CxCv cr'

cxcz cvcz

C¡ Cy

CY CY

C2 C7

00
00
00

00
00
00
Cv Cv

CY CY

C7 C2

EA
L

100
0 00
0 00
*L00

0 00
0 00

*L0

0ü
CI0

10
00
00 {6x6)

TT(e) =

0

0

0

Cy

CY

Cz

Multiplicando:

6x6)

-cxcv *cxcz

-cr' -cvcz

-cvcz -cr'

cxCz

cvcz

C,,

:C*,

-.CxCv

-cxcz
¡¡f(e) =^:

EA

L

-C*' -CxCv -CxCz

-CxCv -Cr' -CvCz

*cxcz -cvcz *crz

i
F_
!

tf" cxcz

cr' cvcz

cvcz cr'

cr'

cxCv

CxCz 6x6)

[1/ - -LJ
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PRCIELEMA§ DE APLICAEIÓN

PROBKÉMA OI:

Para el reticulado espacial mostrado en la figura, determinar:

a) La matriz de rigidez de cada elemento.

b) La matriz de rígidez del sistema.

c) Elvector de desplazamientos del sistema.

d) La fuerza axial en cada elemento.

Considerar para todos los eiementos:

E = ZOOAOOMPa.

A = 2000mm2

SOLUCIóN:

---'"" Y

"-..--.---¿(". "..

--t Ír L4 f -_



ANÁLISIS MATRICIAL DE ARTLIADURA§ EN TRES DIMENSIONES

1") Matriz de rigidez de cada elemento: §"

E = 200000MPa.= ZxLAT N /cmz

A=20\0mm2=Z0cm2

EA = 4rL}BN

ELEMENTO 1:

i(0,0,200)cm

i (500,0, -1-00)crn

Dx = Xj - Xi = 500 - 0 = 500crn

Dy=Yj-Yi=0-0=ficm

Dz = Zj - Zí = -l-00 - 240 = -300rm

L=dü7+Dyr+Dr,

¿=@=583.095cm
Dx 500cx'=T= 

sg3^095 = o'857

lv= ü

¿ 585.895

Dz -300cz=-=--=*0.51-4¿ 583.095

La matriz de rigídez delelernento:

504447.6434
0

-302644.562A

r-=+1,::,,
LCxCz

cxcv cxczl
c? cvczl

Crc, cZ I

@@
0 -302644.s620-|

s ' LBL5Bi6.7372l

Kr=

I
B



JNG. RONALD §ANTANA TAF1A

ELEMENTO 2:

i{a,Aaa,Q)cm

j(500,0, -1.00)cm

Dx=Xj-Xi=500-0=500cm

Dy = Yj -Yí = 0 - 400 = -4AAcm

Dz = Zj - Zi = -100 - 0 = -lOAcm

7=J@

ELEMENTO 3:

i(0, -400,0)cm

j(500,0, -100)cm

Dx=Xj-Xi=500-0=500cm

Dy = Yj - Yi =0 - (-400) = 400cm

Dz = Zj - Zí = -100 - 0 = -100cm

[=@=641.or4cm
Dx 500,*=T=646tr¡=0.772

Dv -400Cy=*=-1.=11=-0.617- L 648.074

Dz *f.00
Cz=-- =-a1--11-1-= -0.154L 648.074

La matriz de rigidez delelemento:

K2

,,2 [ 367388.9285
: =l-zgsgtt;+za

L -zwtzJast

=+liz'i;,7'§l

-zgsPL.t+ze -zzPz.zes7l a
23sL2B.sL42 58782.2286 I 6
s8782.2286 146es.ss71 J Ó

*.{ iv - nú }* - 
--..-_-_b"¡



ANÁU§§ MATRICIAL DE ARÍi{ADURA§ EN TRES DTMEN§ÍONE§

üxz+Dyz+DzZ

r=@=648.a74cm
Dx 500c.r--=-=0.772L 648.A74

Dv 400cy--L=-=0.61.7L 648.074

Dz -100cz=i=64¡6V4=-0.154

La matriz de rigidez delelemento:

CxCv

CÍ
CvCz

C@
' ,,3 t367388.9285 29391.L.1428
i = lzgzgtt¡,4zl' z3slzl.gt+z

L-zz+zz.zasz -ssr.Bz.zzB6

t,=

ELEMENTO 4:

i(0,0, -4oo)cm

j(500,0, -100)cm

Dx=Xj-Xí=500-0=500cm

Dy=Yj-Yí=0-0=Ocm

Dz = Zj - Zi =-L00 - (-400) = 3ggr-

r_

CxCzl

,rr7lr'=ry\:;,, 
L,*,,

*73477.78s71
*5878?..2286||

L46s5.5571,1

t=@=583.095cm
Dx 500c*=T=BBI¡Eí=o'857

Dv0
cv=t=EdeóEE=o

'DxZ+Dyz+Dzz

t¡¡ att i.!v-L,
é
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^ Dz 300

¿ 583.095

La matriz de rigidez delelemento:

K4

3") Vector de fuerzas externas del sistema:

2") Matriz de rigidez del sistema: k

OrDrel
t = [',nrtl¡.oo¡z orr)ior.urr, -rnuY; s.sz7q

L*146955.571,4 0 3 92564.5887

\. =+l#r, '[7 ';,Zl
Lcxcz cvcz cE l

o@@
lso44or.6034 o 3oz644.sozor ñ=l o o o lrá
Lzozo++.sazo o lB1sB6.zzzzl@

I

orn
ó

f

l17$s93.A64

l,-rnuj,ru.u^ = Li,.]

u_

J=f 3 Io*
[-roo)

4') Vector de desplazamientos del sistema: ,t

I k.u=r

o -746955.5711ó ^-"í"'"''l,.[il
o 3gzs64.ses I lr)

{ -z.ztoss6xt o-s )I 0 lcm
[ *z.osos+ l9xto-a )

I
t

¿
¡ ;'rt - i.l
k



ANÁLISIS MATRICfAL DE AR&I,SDURA§ EN TRES DTMENSICINE§

elementol

-3A2644.56201 (-2.22xr0-s) I 68,4235 )

ffits§o.ztz, I t-, .r',ro--J=t-nrlornrl

5") Vector de fuerza inteRra de eada

ELEMENT§ I:

1ra" Forma:

En eje globat: ¡{t) = k(1).u(1)

| 5A+4A7.6034 0

¡(t)_l o 0
L-zoza++.sozo o

En eje local: ¡'(r) =7$).¡(t)

i0.857 0,,rr= 
[3:B;; B

79.795\
of¡<ru
o)

-0.514r ( 68.4235

-o.sr+l .l o

-o.sr+l [-¿r.os+r

W¡=-2'6x10{

2da. Forma:

E:A
W" = jl[Au.Dx * Au. Dy * Aw. Dzl

En donde:
vi=o
>Ui=-2'2x1[i5

,' : ffi l?z,xLa-sloool * (0x0) + (-2.6xL0-4)(-300)l

lu=uj -uí
Au-vj*ui

Aw*wj-wi

Dx..= 500

DY=o

Dz = -3AO

Dx=Xj-Xi

Dy =Yi *Y¡

Dz=Zj-Zt

NL = 79.794KN (Tracción)

--.--_--*.-l rr,i - .; G :--
Ft '. Lr 

-¡
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EtEMENTCI 2:

lra. Forma:

En eje global: ¡Q) = ¡r(z).uQ)

-¡n\ [ 367388.9285 _293911.1,428
r", = l-29391.1.1,428 235728.9142

L-73477.7857 58782.2286

En eje local: ¡'{z) = 7Q).¡tz)

¡t{2) = [o.lztstz *a.6LZZts

2da. Forma:

EA
Ne = Tl [au. Dx * av. Dy * aw. Dz)

En donde:
-2.2x1tis

Au=uj -ui
Áu=uj*vi

Áw =wj -wi
Dx = 500

Dy = -4oo

Dz = -LüO

¡rz - 
 xtoe l(-2 2*1 -s\rrnnr

- (s83.0 ssla\?2.2x10-sxs00) + (0X-40 0) + (-2.6x10-4)(-100)l

N2 = 14.494KN (Tracción)

ELEMENTO 3:

1ra. Forma;

En eje global: ¡G) -¿(s).r(a)

-73477.78571 (-2.22x10-s) I 1L.1 B24r
s8782.2286 l.l o f=l-B.e4sel
14695.5s7 7 J l-Z.osrro -o) l-Z.zzes)

{11,.7824\ n4.4e4\
-0,1s4303I.1_a.g+sgl=l o lrcN

l-z.zsosJ ( o )

Dx=Xj-Xi

'Dy = Yj -Yi
Dz-Z-j-Zi

W¡=-2'6xt 0 
a



ANÁL§IS MATRIC¡AL EE ARMADURAS EN ÍRES DIfúENSICIruE§

r367388.9285 29391.1,1428
f (s) = lzszgttJ+ze z3sLZB.g14z

L-zz+zz.zasz -sBTsz.2286

En eje local: f'(:) = 1(a).¡(:)

-73477.78571 (-2-22x70's) t11.1824)
-sszsz.z2g6l .l o l=l s.s+sq I

14.6ss.ss7L J [-z,oarr o-n) \-z.zzos)

( 1L.1824\ ft4.494\
_0.1s43031 .l s.q+sg [=l o Iir¡v

t-z.zsos) ( o )
¡r(3) = lo.zltstz -a.6fi2l3

2da. Forma:

EA
N" = ElAu. Dx * Av. Dy * Aw. Dzl

En donde:

lu-uj-uí ffy=Xj*Xi

Áu:vj*vi Dy=Yi*Yí

¡|w-wj*wí | Dz=Zi*Zi

Dx = 500

DY = +Üo

Dz = -tA0

r,¡, = - K-z.zxto-sxs00) + (400x0) * (-z.6xr0-4)(-100)l
(648.074)2'\

N3 = L4.494KN (Iracción)

ELEMENTO 4:

Ira. Forma:

En eje global: ¡{+) = ¡r(+}.7r$)

1504407.6034 0

¡(+)=l o 0
13G2644.5620 0

*302644.56201 (-2.22x7a-s\ f-90.78826\

ffitsfarzz, I l-, .r1ro--j=l-rn lrrrul

,W¡=-2,6x104
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ING. RONALD SANTANA TAPIA

I

I

En eje local: f '(+) = 7{+), ¡{+)

Au=uj-ui

Au=uj-ui

Aw:wj*wi

üx = 500

Dy=o

üz = 3AA

Dx=Xj-Xí

' Dy =Yj -Yi
Dz=Zj*Zí

¡'(3) : lo.asz+gs o o.sL44sur . f-'o fuu'u]=f-'o3 
u'uln,

l-s+.qzzso) I o J

Zda. For¡na:

r" =#[au.Dx * au.Dy * aw.Dz!

En donde:

¡¡+: 4x1o8

(883.0ery [(2"2x1ü-sxs00) + (400)(0) + (-2.6x10-4X300)]

ila = -105.876KN (Compresión)

PROBLEMA 02:

Para el reticulado espacial mostrado en la figura, determinar:
a) La matriz de rigidez de cada elemento.

b) La matriz de rigidez del sistema

c) El vector de desplazamientos del sistema. 
I

d) La fuerza axial en cada elemento.

Conéidera r para todos los elementos:

E = 200000MPa.

Áreas:

Aab = Z0x1_03mm2 i Aac = 30x1}3mmz

Aad = AAx'LA?mmz ; Aae = 3}xL}3mmz

l'

t

2x105

EV.ZZ
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!l- .r
I

| 2ra

+
I

1..

I
----j**
c

.i- 
-- 

*.- 
----... 

-- r.'' 2m '' 6m

§oLUC¡ÓN:

1") Matriz de rigidez de cada elemento: !"

ELEMENTO 1: ''.
i(o,o,o)cm

i (200,400,800)cm 
.

Dx:Xj-Xi=ZOO-0:ZAOcm

Dy=Yj-Yi=400-0=40Acm

Dz=Zj-Zi:800-O=800cm

t=,FaTñllF
¿=@=9I6.SLScm

i ..-t AV-lJ i.

ué



¡NG. RO¡{ALD SAHTAHA TAPIA

Dx ZOA
CX =: =: = 0.218L 916.5Ls

Dy 4000
Cy =* =: = 0.436' L 9 L6.515

Dz :300
CZ=:=;7-7=0.973L 9I6.5L5

La matriz de rigidez del elemento:

EA:-
L-'

t207.826562
= l+ts.osztz+

[asr.soez¿s

y'=+[:i, ';l' '¿zl
Lcxcz cvcz cz J

{'

e

I ci cxcv cxczl

lrrr, cÍ crcrl
fcrcro,crc, c¿ Ite@

41s.653r24 831.30624e I o
8313A624e L662.61,24s71 (4
7662.6124s7 3325.224994J @

KT

ELEMENTO 2:

i(800,0,0)cm

l(200,400,800)cm

Dx = Xj - Xí = 200 -800 = -600cm

Dy =Yj -Yi = 400 - 0 = 40\cm

Dz = Zj - Zí =800 - 0 = B00cnr

I_L-

¿=@=Lazr.a33cm
Dx -600

C2( =: = ::- = -0.557L 1,077.033

^ Dy 400Cy=:=-=0.371,- L 1077.03!

^ Dz 800LZ=-=-=--=0.743L L077.033

La matriz de rigidez delelemento:

DxZ+Dyz+Dzz

*t ,i.
!'i\t - ¿/+ t--.
Eé



ANÁLÍ§IS MATRIC¡AL PE ARIiñADUR.A§ EN TRES DTMENSI*§.{T§

ELEMENTO 3:

í(800,600,0)cm

i (200,400,800)cm

Dx = Xj -Xi = 200 - 800 = -600cnt

Dy =Yj -Yi = 400 - 600 = -ZA$cm

Dz=Zj-Zí=800-0:B00cm

L = "fDrz +Ñ + Dz"

¿=@=LoL9.Ba4cm
Dx *600

,*=T=I6f9m=*0.588

Dv -200 
|

cy =; = I61,EóA = -0.1e6

Dz 800Cu=T=f6GmZ=0.784

ta matriz de rigidez delelemento:

e@
,,2 Í 1728.887631 *LL52.591754
i = l-rtsz.sgtzsq 768.394s03

L-zsos.re:sos 1s36.789006

K= -EA l:1. '*n','- - T.l"*", Lts

LCxCz CvCz

-2305.1_83508
L536.789AA6
3073.57801X

-3620.6A5572
-1206.888524
4827.474496

H

CxCzl

,,,4

,,s Í 27L5.454t79 905.151393
i =lsos.tstsse 3I1..TLZL3L

L-sezo.oosstz -Lzo6.BBBsz4

ELEMENTO 4:

@

1H

i(0,600,0)cm

j(200,400,800)cm

Dx=Xj*Xi=200-0=200cm

Dy =Yj -Yi = 400 - 600 = -2OOcm

rv"25
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Dz = Zj - Zi = 800 - 0 = 800¿vr

L=^@Tffi
-,,1:r=./qz@ =BAB.szBcm

^ Dx 2OO

L B4B.52B

^ Dy -2o0Li/=--1_=-=-0.236. L B4B.52B

^ Dz 800LZ=:=-=0.943¿ 848.528

La matriz de rigidez det elemento:

CxCv

c?

CvCz

@

K4 CxCzl

CrCrl
cEl

EAI C}

T'lc*c'
LCxCz

K4. | 392.8371A1, .j 
= l_ssz.annt

LL571.3484fr3

2") Matriz de rigidez del sistema: ko-
. [ 5045,0a5473 _22+.624338
* = | -224.6243ZB ZZ94.ZS4}B3 .

L_3523.734429 421.L84576

3") Vector de fuezas externas del sistema: f

KN

-392.83710L 1s71.34840s I l¡)
392.837L0L -1s71.3484031 é

-1571.348409 6285,393611 J6

@

E.r=J

[50045.005473 -224.6243s8 -3523.1

L.iii;:ii:in ;Íi :#:::,r"t:éi^q{:} =Lx,.*,}

( 0.0L77867 \
3=l a.zzzlsss [r*t -0.0486521 /

- f, w -z{}
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5") Fueua axialen cada elemento: Ne

Au- uj -uí
Av-vj-ui
Aw - wj -wi

ELEMENTO I:

EA
N" = ElAu. Dx * Au, Dy * Aw. Dz)

En donde:

Dx=Xj-Xi

DY =Yj *Yt

Dz-Zj-Zi

Dx:200

Dy = 4üo

Dz = BA0

,' = ffi LQ.or7 7 867) (200) + (0.27 2:ssex400) + (*0.048 6 s 2 1) (800)I

ELEMENTO 2:

'¡r - 35o.o67KN (Tracción)

Wr=-0.0486

¡

Wi=-0.0486

w -27
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Dr = -60ü

Dy = 4aa

Dz = 8üü

^ 6x106
N', = tqIa3ry lQ.0L77s67X*600) + (0.2721s5e)(400) + (800x-0 .0486s21)1

/Vz = 306.645K¡{ (Tracci6n)

ELEMENTO 3:

W¡=-0.0486

Vi=A.2722

Ui=0.0178

W¡= o

Vi= o

=[

Dr = -600

Dy = -2oo

Dz :800

^ 8x108
N" = 

GE:[dlBP 
l@.0t77867)(-600) + (-200)(0 .272Lsss) + (800)(-0 .o4}6s2,t)]

N3 = -800.ZSZKN (Camprestón)

ELEMENTO 4:

W¡=-0.0486

0

f ... 1-'F l\"na i-^---^LJ



ANÁLiSI§ MATRICTAL PE AR$fANURAS ET,{ TRES NIMFt.§SICI¡{F§

Dx = 2AA

DY = -zao

Oe = 800

. 6xLOB
iv*=ffiL@.0L77B67)(200)+(-200)(0.272L959)+(s00X-0.04B6521)J

N4 = -748.363KN (Compresi6n)

PROBLEMA 03:

Para el reticulado espacial mostrado en la figura mostrada, determinar:

a) La matriz de rigidez de cada elemento.

b) La matriz de rigidez del sistema.

c) Elvector de desplazamientos del sistema.

d) La tuerza axialen cada elemento.

Considerar para todos los elementos:

E =2.Lx706Kg/cm2. I

A = Lkcmz

Coordenadas de los nudos:

Y
7l

z
t
I
¡

C

NUDO X{cm} Y{cm} Z{cm}

A

B

c
D

E

0

-100

0

100

0

-100

0

0

0

0

0

CI

0

0

-3.00
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sotuGtóru:

f ") Matriz de rigidez de cada elemento: Iu
ELEMENTCI f:

i(*10a,0,a)cm

i (0, -100,0)cm

Dx=Xj -'X¿=0-(-100) = j.Oocm

Dy = Yj - yí = -100 - 0 = _100cm

Dz=Zi-Zí=0*0=Qcm

¿=JDxz*Dyz+»zz

- ¡-,
t, = /¡roo;z a ¡-1sorcF = Loa{ictn

^ Dx 100 ,/TlY:-=- 
=_L' i.oa.'/z z

.^. _ D! -100 -{T:_:_=_
L L0012 2

^Dz0LZ--=-=0L L0012

La matríz de rigidez del elemento:

KL EA I Ci CxCv; = T.lc*c, cÍ
Lcxcz cvcz

CxCzl

'§:l

-t t\.' . .jL ilrj
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,,1
A

=
74246.2L2ú2

-74246.21?A2
0

(?o
-74246.21202 0l o
742462r2a' 

3l I

CxCzl

'L:{l

ELEIüENTO 2:

i(0,0,0)cm

7(0, -100,0)cm

Dx=Xj-Xt=0-0=Ocm

Dy = Yj -Yí = -L00 - 0 = -LA0cm

Dz=Zj-Zi=0:0=Ocm

t_L-

oo@
u'= [i zr&oo 

il B
ELEMENTO 3:

Í(L00,0,0)cm

j:(0, -100,0)cm
Dx=Xj *Xí=-LA0cm

Dy = Yj -Yi = -L$Acm

Dxz+Dyz+Dzz

¿=@=L00cm
Dx0C*=*f=Iñ6=0

Dv -100cy =T = ro-ñ; = -t
Dz0

c' = -l 
.=.100 

= o

La matriz de rigidez del elemento:

.,2 ,oIcÍ cxcv

i =T'l'r" c?

LCxCz CvCz

lV - 3i E------*
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Dz=Zj-Zi=Acm

L=,fñpysffi
¿=@=tootf1cm

^ Dx -100 ,lZ
L roolZ 2

^ Dy -100 tn
Lit=-=E=ÉÉ" L LoolZ 2

Dz0CZ=-:-=-=0L Lao{Z

La matriz de rigidez del elemento:

'=+[ii:':i, ü
e

t74246.27202
= 

lz+z+oenoz

@ra\

ff3 z4246.21202 ol O
T4z46.zLzoz ol@

o ol@
ELEMENTO 4:

ü(0,0, -100)cm

j(0, -100,0)cm

Dx=Xj-Xi=lcm

Dy = Yj -Yi = -L00cm

Dz=Zj-Zí=LAlcnt

¡=,fffi@

\

¿ = l(0)z + (-100)2 + (100)2 = L00{Tcm

Dx0
Cl:=:=-=CL Lool7

^ Dy -100 ll?
r:1_, = 

- 
= 

-

. L fiA{T, 2

'1

á



ANÁLIS¡S MATRIGIAL ÜE ¡.RMADURAS EN TRES DIfI{Eh!§IOI{ES

^ Dy 100 
^12LZ=-=-----;:-- L Laalz 2

ta matriz de rigidez del elemento:

{-=,+l:i, ';7 ';,2:)
LCxCz CvCz Ci l

o@o
f- = [3 ,n ofrrrr, -rn o2.rrror]

t0 -74246.2t202 74246.2L202 I

2") Matriz de rigidez del sistema: §

tL48492.424 0

t=l a 4szrzl.6z61
I o -z4246l.Lzol

3') Vector de fue¿zas externas det sistema: j

1100\I=l o lKs
[-rooJ

4') Vectcir de desplazamientos det sistema:3

I

1

l:

i
l

@o @
0 1(1)

*74246.21?,021 é
T4z46lrzaz I @

;;:;::::::] 'ti)=L'fl]

k.r= f

5') Fueza axialen cada elemento: Ne

Í148492.424 0
¡

¡ 0 432738.636L
L 0 -74246.2L2A2

6.73435xL0-+ )

-2.78946xL0-+ | cm

-1.62582x10-3 )

r" -ff{uu.Dx * Áv.Dy * aw.Dzl

Dx: Xj - Xí

3={

En donde:

áu- uj -ut

't + i.LV-§J
a
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W,=-0

Av=uj*uí

Aw:wj-wi
Dy=Yj

Dz=Zj

*Yí

-Zí
ELEMENTCI f:

j=6-73xt ña

Dx = L00cm

Dy = -Loocm

Dz = \cnt

N 1 - ?Jttrg6¡^t! [6.2 xtt*4)(1ü0) + (.*z.sxta^u)(-*] 00) .-_(too,{\' 
I

NL = l,OOI{g (Tracción)

Ef-EMHNTG ?:

'¡=-2'.7gxld

-á.
Uj=6.73x10'

Dx = Ücm

Dy = -loocm

Dz = Acm

(1.6x1ü-3)(0)l

0

ot-

0

vr
Iw

+
I

Nz = 58.579Kg (Tracción)

í- "":

qJ
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W¡= 0

wj=-1.63xtÓ3

ELEMENTO 3:

Dx = -LAOcm

Dy = -Loocm

Dz = lcm

^,g - 2.1-x106xL0
I\-- +I]=i# [(6.7x10-a)(-100) + (*2.8x10-4x*100) + 6 + (*1.6x10-3)(0)l

(roo.tr2)

N3 = -41.421Kg (Compresión)

ELEMENTO:4

iJ

W,=-1 .63x10
.J -á

T ztVi=-L79x1a'4
j=6'73x10

W¡= 0

V=-.0

=$

Dx=ocm I

Dy = -Loacm

Dz = lljcm

*+ - z:'rxrb6¿r-o 
[(6.7x10-a)(0) + (2.Sx10-4)(-L00) + (-1.62x1,0-3)(100)]

(1oov2)

Na = -141.421Kg (Compresíón)
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PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 01:

Para el reticulado espacial mostrado en ta figura mostrada, determine:

a) La matriz de rigidez de cada elemento.

b) La matriz de rigidez del sistema.

c) El vector de desplazamientos del sístema.

d) La fuerza axialen cada elemento.

Considerar para todos los elementos:

E = 2.LxlA6Kg¡cmz.

A = LZcmz

FROBLEMA 02:

Para el reticulado espacialmostrado en la fígura mostrada, determine:

a) La matriz de rigidez de cada elemento.

b) La matriz de rigidez delsistema.

c) Elvector de desplazamientos del sistema.

d) La fueza axialen cada etemento.

Considerar para todos los etémentos:

E =2.1x\O6Kg¡cm2.

A.= 6cm2

1

*l

1

\§"/'

'er

IV - 36 [___
"§-
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PRS&LEMA O3:

Para el reticulado espaeial mostrado en la figura mostrada, determine:

a) La rnatriz tle rigidez de cada elemento"

b) La matriz de rigidez del sistema.

c) El vector de desplazamientos del sistema.

d) La fuerza axiial en cada elemento.

Considerar para todos los elementos:

EAL = 2.5x106Kg

EAZ = 1.25x1A6Kg

i ¡t¡

L
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P.NÁIISiS I,.4ATR¡C¡AL CON APLÍCAEIÓh¡ BEL fufATHEAD

Ai{ÁtISIS MATRICIAT EÜFq APLIEACIéN DEL TifiATF{CAD

f. II\STA.LACIOñ¡ DEL FROGRATVIA MATHCAD VERSIOru 14.0.0.163

1" Antes de proceder a la instalación, se debe explorar el CD, e instalar los paquetes gue

están en la carpeta "PreReq".

I - Lféct:

.;i, Fltxl0

ilF

, j r f'.{athce<l

i .ii ,?'.F::q,,.-

Ti Ádrrli,lirtretirn-6dde

,§: ¡UfOnUtl

S n.tup

2" Se mostrará la siguíente ventana, haga
asisiente de instalación.

dctnetfu

langpark

L,lDÁt_TYF_Es
.Éi*-'-:-a* -*-*'--
Itf msar'rtfpts- - -

clic en siguiente para continuar con el

3' Luego de leer la licencia seleccione la opción Acepto los términos del contrato de
ticencia y haga clíc en Siguiente.

§!:i5.i¡ dÉ Éñ'iLricry SIrl: d¡ t{§tl4l¡¡ ip:

krnib p¡r¡ e¡ !$átu {inal

Lt¡ d*§dsete d !úJ* CGráb dé k#

xt,iL coRE sERvrcE9 (rdsx[rL] t.{

¿.l'Í:e$i aCi-',T1 *i:ri:rlR $ riclr .jF: rdf,1 BrlJ
ii:* ¡'rsa::iL* ¡lÑrjHijiir) rl.:i¡.ri Ccrp:rtrr;rr:¡::tr J j
i:.n"ffi tlü:.r¡r i,¿¡J. ffilr. qur p!:1: inxlr !¡Ír1! r, o!,t.r ü¡xdr r, - i

1

ó Á(rybt{ ráúG#CmüÉlodi ¡rm* i

:
a:¡ ll, eÉpié h l¿¡ffi-r ¿r erh tubótú c lirnft 

i

--*.,.----...,.,,.,-,,,,.i
L..::C.--'l¡ ,*o;i; lí---fi:l;' : i



fy $roárffi! ce;ssaró§ó¡ ü.áÉÁñ¿lisderli0ii dE ír.3litu 4,c :p-:

ING, RONALD SANTANA TAPIA

4" Rellene los espacios en blanco de Nombre de usuario y Organización, haga clic en
Siguiente.

5" Seleccione la opción instalar ahora, y espere unos segundos.

6" Haga clic en Finalizar para terminar la instalación del Analizador y SDK de MSXML
4.0 sP2

{ .".

-; 
;\-¿ i

E"'

1p c.c¡oa u. i";ráii;á. ac j! Áraiira;ur y 9cx ac *$*l i c 5p¡ i:Í

*l r.§s*f,iq ds iq'l9li.i:*r ¡-ti,*q.!'d..] §qi-i1¡,lxur a*.iq:. ,.lii-E

Fiualización del Asistente para la
ilrstala¿ión de Analizador y SDK de
M§XML 4.O SP2

l}48 <1. eo Él k{ár E,*E B¿ s! dd tultsE p,. t6



ANÁLISIS MATRIGIAL CON APLICAEIÓf{ BEL MATHCAD

7" Ahora sí procedemos a la instalación del Math CAD desde elmenú autoejecutable del

CD.

,,1- Crack

,i; flÉx10

l¡, lE

g Mathcad

,:; Pr"ftuq
dl ^ . , -,¡ AOmrnrr$auon_tJu,s§

;¿j AUIoRUN

Ei:r,t-;:.;
8'A continuación se mostrará la
para ¡nstalar el prograrna.

siguiente ventana seleccionamos la opción Mathcad 14

9" Esperamos unos segundos mientras carga la configuración.

Prepartindee para la instalaclón..,

Elploam d" hldsii¡ l'lsh?d l{ 6{á troF*ildo
l¡sl¡t5lidJW-ead qE h siaÉ *iste d rclk dd
r{ffi de ipldxióo §{sde po f¡w.

Corprobardo lo v*Én dcl ri¡ldf{ cFd¡b@--:.].:::-:_
fl.=:Ée=:==r::a+.===.:.r- l:=
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10'Se mostrará la siguiente ventana, haga clic en siguiente para continuar con la
instalación.

É'¡J Ll¡tlo¿ l¿ - in:*lsiirl.i trar.d

Biel¡venido a f,tatficd 14 " lxst¡t§hie¡d
rÁ.i¿ard

I¡si¿i',+iddtF,) ?i;:ard k5lÉl!¿ [.!n*d¡d l-¿ eo su B!ls. paa
rcñfrd§. ttsla di Éi lFl}jlta,

ÁD}ERE¡alA: Éle fi¡gr¿riá e":á ñb!.¿ü po br fey6 dc
d:, eJ rrr de órltr r ri,,'! Uótódr.: 0,tsI¡,"{)órf.

i! Sstr*-r¡le> i l 'C¡tels: 
¡

11'Luego de leer Ia licencia seleccione Ia opción Acepto los términos del contrato de
licenciay haga clic en Siguiente.

I:, l¿r:h.¡,J :¿ - lFr:¡:i!h:.rd ¡!;:.rnJ r

Cortráto dé liÉéndá

le¿ cGlj3re:ii€rru d úBlrdo r¿ ir!§cr+)!,:eriE.

ICC:rI¡i:^ :: l:::x:: P;$ rñL\I.,C:Cs fIa
Fsra ccll:ilJ-o.): t;crr¡,:it es;-::r c(sÍ;i-?o cclt Eifi¡Q
1:F:c;c Ea-:i a:Fl.lil:z;]t ,{l'R¡ i:srEi rEi rcif :irnn, ¡ y
':¡ ;l.lri;.;;. r;,7::il:i t: i¡:!i!ar. iri' r a)F:r:::..t . ¡::. nr

tr. .\ r ;1!c i :.il :r, :- :c¡:m," r-."o r.'. i.ii,tiu-r".,)ri... irl..
ll: :,s:: cc,'t:s:c ;'\;ai ¡: Á-FT¡.¡.:c. &r Frts;Lt i: 3_.TjI¡
{,i¿aP:c,, u-§TE¡ e¡:á iaEp:ii;D:.g:t r*:s¿-q.i Ég-r cr_igti¡:
lsc}Er¡;:!a ;. 3::?E fi:I:F;:c', l.]:¡:F:r_q:n l:r: :srá
!cáFnc::a-fa 9;¡; .*a::r:a.
]:: u<;:l :Ji. E:Tá i,: ;:'JEin: cct{ 1c¡rcs ios }::J:lilcs :?
,-¡.rrr-.':-.*.+ :r sór;r,.. n,r¡
rq ¡(eplo h. t*r,iW dd úptela dft(eñaió

: ; xo Biepb h, lámiÉ dri c6Eáto de tffi

[i¡G!,,.li:q@; i;.,*{"d]]

12" Rellene los espacios en blanco de Nombre de'usuario,
producto, luego haga clic en Siguiente.

Órganizacíón y Códígo del

\

ly rn?lh.rd 14 - l¡.,ta¡l§hlel.C_ !'rie¡d

'1

I
I

i

L

I
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ANÁLt§i§ ñ4ATRICIAL CCIN APLIGACIéT{ DEL Ti4,qTHCAD

13" Haga clic en §iguiente, para instalar el prograrna en Ia carpeta C:\Archit¿os de
programa\Mathcad\Mathcad 1 4

14' Luego aparecerá el cuadro de diálogo, haga clic en lnstalar.

fY ¡J,t¡r-sd 1{ - IR*.i:shíeld tfr¡rd

É:9¡ & *1ki;6ls É.Á rilo:3:.il k lr*lráoirr

9 tl!ee¡ rer'üR' b ronñqrd¡ de Lr itsl3r&::ín ! rc¡l¡¡¡r ¿+h :-r¡üio. h¿p d;r rq
t | ¿,;, l"{i dli etr [.r.r|/ r!i.n 5i! É¿l 4§t¡nE.

15' Luego se mostrará una barra de progreso indicando el porcentaje de instalación,

espere unos minutos

I
é

r
t"

,+-- j



II*G. RONALD SANTANA TAPÍA

16" Antes de finalizar la instalació¡r es importante desaetivar la opción,,Ejeeutar el
Asistente de configuración de licencías para adquirir o especificar una lieencia", la
especificación de licencia se hará posteriormente.

# l,l!¿h.¿J ,.-d ' lGl.ilg¡ie¡d rai¿¡rd

lioáli¿+rJú !ti'1Jrr¡.1 t+ - ltratilll5itiet Wiz¡rd

Ii icfJaién & f{rlhaaé Jú tet.úedú. si üBei ril+ú ¡
ejerrkélr\is¡:nú dn rsfuú@an de küEie ?éra ¡d+ijir
o ÉFsf:d ur,rjrrc da hW¿ oa;¿ y:0r¿0, wq._t É
6/,Si (o1Ér!in¿:r:e. Fe fü Mirh, e¡&rte¡:E di(mllpr¡rá da ¡ieirs je (itffii tuhÉ¡5,,:i¡h I¡
Hiffia r.r qúa eiaiul¿ l4&{ÉJ.

if EñE d ¿f ¿ts'E d? ca,ñcr-e,jn dr IsdI Fn¿;d,úü o eiÉdfr,e e¡cenda.

17" Hacer un respaldo de los archivos "mathcad.exe" y "efiutlr.dl[" de la carpeta donde se
instaló el programa. Por defecto: "c:\Archivos ds programa\MathcadiMathcad 14,'.(Ponerlos en una carpeta nueva dentro de la carpeta= de instafaciónserámás que
suficiente).

'a;.r¡Frrr:,{r t €tl(-!n¡*,dii
{! ei¿Élvc¡r dil A efirpaci¡li.{l
; rLi,¿:rlri c:r.dl, , ;. r{Brr1..( rr., ¡ij

I: el,r)ñf'ol;(rr.df I li ÉJl}óhotis!ü¡igdr.dJl
í'úulir.dl .. 

: :í{¡fr:rr.ireBi.drf
:¿,rg,ilii!.il,gJ,.rlr 

lrd!,(;t,,,ott
,{,rnñr¡rp.dU : gl.trc

+ghd,l :t'gks_rh.dtl
S glr€.Jldlt gl{mt.ó¡nÉan.itr.lq

hhll.n&cnÉ¡$€i_¿n.d¡l ir;: ¡an¡i¿rñFgnÉ¡tet-t5.dll
,.,;rrr9iner.r.f 

^-,imrgt,i¿r,¿r,,;cirogeiewtrc* [ imlge,ie+ar*_tr,dfl

ij inrger'ie"*oej_tf-dtl ij io**led
:€:int¿rEF,n,ilhr¡d.dll *,
Lí:i,daúF.f rir{rúú.ltíb.dll [:ioigidti
i Htrúnr L:tlsn€ úi léE¡tr,

j lrbgoidE{ú.d¡, giúswdll
§n*rh+rr i+ú1ig*é;] .- .- f
nr¡rhardd¿ar.cs §r,*ritaaaaq,e_;aaii 

-

rath.¿dd¡qrrr-lJ.dll 1á m¡thdrhdll

1,8" CoOiar todos los archivos de la carpeta
programa.

l: Hándl¿ek

.:., litF

,i, i,tcL;ro¡e

,i' rrpt

i1l!* IÍEti.--: n:.:::1.r..:.j:-'-
:;i PrüJPq

,i; q!he*

. !.t ¡th¿n»
ji ¡Pell

-!: t+rnpkte

-j¡ traa;ío{n

,.i,i v¡trefi

& 3¡imáticñr.dlt

i+ ¡qbdslio¡,tir¡

::::-:---:--!

i .i. Llscli i

;; Ffz'3.i

,i,i r
.,.i! frl¡thr¿d

¡,ii Prefitq
'! 

Adrrrini-.tratiori_6uidr

*iJr.t'p
€i ALñ-oF.Ut'¡

@

@@

CRACK en la carpeta donde se instaló el

iFcie¡t¡ ¡v¡mJ¿s t

A\¿dir t $rinr p¡r s¡il.-
Añldtr¡ 'l.¡r[:E.'] cña¡r par r¡i¿il
l''iniip r )
Surn *itf¡ ll¡ra t

t"1r
trFi¡i

A-6



AruÁLI§Is MATRICIAI CCIN APL}CAEIÓFI BEL ['{ATHSAD

19' Ejecuta MathCAD desde el menu "lNlClO/Todos los programaslMathcad/Mathcad

14t"

i, Fr¿etouÍul¡eD*r¡la¡dErtor.r¿tl€,

-ii Gur*
.;., 6é09leEidh
:'Gcctile!1:*rhU¡6
,: HÉrrámie¡i¡, ds l'4cr¡lcfi úffrcelú]li
.1., !{idroÉá¿

! lnícis
.ii !,.lrEtdiró¡enté

-1, Ív1a1hcsd

iii Math(nd1l

?d{hl¿thüd14.. .. I

l. l",lirn¡rc(t Cffce 2,Jfú Toolr i

ri, l\4'rt6r!ñ !q[ !6.€r2t]{J5 j

,,1: l"{ícro¿úfi firuól E¡rir ?085 Po¡sa P¿<f-i

i-.1 PrñrFot:¿r

i, ao:.,c:
i 9¡rEB

20" A continuación se mostrará el cuadro de diálogo siguiente,

iniciar con el as¡stente de configuración de licencias del Mathcad.
haga clic en S¡ para

21' Selecciona . el archivo
programa\Mathcad\Mathcad 1 4l'.

"mcad14_TBE.dat" que está en: "C:\Archivos de

t:::r"iidX€,;.-],:, :.Í ::¡:riir¡
U-:i 'áún§1 3rñ!. i

ocuÉor ii*: ilFd@
iJ!,# ijd,r
,,jLM 'Jté'

LY ir!* :iffil
Etb¡ l:'+aks*

, ,!.:r*'c
':'7 i:ad

,"rl-L* i¡**
!k:á BfalÁissú¡

Íie :,x- é? rtr++*
i'1.'-'--'--. ------'
'¡'4,.,: :i:GÁr-ñi- 

------ *-"--:- 
§.'I-6:' 

-::'i:.:::-::---.-.-., 

.-.............-.-...-.-::i. .l!,EE: .......-.....:::: I-gj:--l

\f'
-r

u



ING. RONALD SANTANA TAP¡A

22" Haga clic en Finatizar para terminar el proceso.

23" Nuevamente ejecuta el MathcAD desde er menú inicio y risto

I Á-¡i
E Í--_-_-



ANÁLI§¡S MATRICTAL CON APLICACTOT{ BEt MATHCAD

I[. RÉSOLUCtEN DE EJHRÜIEIO ÜE E§TRUCTURA TR.IDIMET{§I*NAL EI\¡

[v?AT!{eA.ñ

Resueiva el pórtico en 3D, despreciar la deformación axial y de corte (EA=co, fr=0),

Dafos.'

Móduto de elastici ad E = 22 " t06lcN /mz

Módula de Poisson u = 0.29

Móduto de cortante c = ffa= 8.527 * 1a6kl{ /mz

.f.-TALCULÜS 
FRE\I¡ÜS

SECC/ON 1: (0,30X0.40) m2

.*,A.Ree =0.12m2.

.INERCIAY = 0.30 * 0.+A3 /L2 = 0.0016 m4,

m4

INERC|A Z = 0.40 * A303 /72 = 0.0009

I

c =1- o.ztb-ft-:-(L)r7=0.179s86, J = c * Itz *h- 0.00194385 m43 hL 12\h) I

SECC/ON 2: p,4AX0.25) m2

AREA = 0.1 m2.

tNERCIA Y = 0.40 * A.253 /12 = 0.0005208 ma, INERCIA Z = 0.25 * 0.+A3 /12 =
0.00133 ma

c =i- o.zri[r -á(aJ']= o.zoars, J = c o b3 * h =0.0012734s m4

"1,

Jt



ING. RONALD §ANTANA TAPIA

ELEMENTO 1: ORIENTADO EN EL EJE Z

/tsul,t.t.ulil.llal,tlr,t u 0 0 -:J466.66066h6bb66u6b7
I

I o 88(lo.o o rj?o().o o
I

loottoooo.oooKll+l
| 0 t-r200.0 0 26400.0 0

l+r«e.easeaooaaaoadol 0 0 0 469j3-:j333jjj3r.jjjj3
I

Iooooos52s.t567o

z..IUIATRIZ NE RIGIEEZ DE CABA ELEMENTO

ELEMENTO 2: ORIENTADO EN EL EJE X

K22--+

528000.000000
01900.80004752.0
0 0 3379.2 0 _8448.0 0

0 0 0 3315.094022s2906976737033 0 0

0 0 -8448.0 0 28 160.0 a

0 4752.0 0 0 0 I-5840.0

ELEMENTO 3: ORIEA/rADA EN EL EJE Y

A
AA

I

3+ 8";l_¿K_2
;)ao ) ir.-u'; i ;'4*'ti011

olioli tt42t5¡6?7895051 
i

.,,,{i,.-*i.,:/

-23466.6667 -l es5 s.ss51

0 47s2.0 
I-8448.0 o 
I001

78712.9633 
' I0 60476.2678)

':i
- j '-..

ii

K33:-

11037.0370370000
0733333.33333000
0

0

0 -5092.59259 7638.88889 0

0 7638.8e889 152-t7.77778 0

-t 9555.55-55

0

0

0

0

3gilr.nil

6

00
-r9s55.55556 0

0 0 3619.63000

000

3.- MATRIZ DE R.IGtrDEZ GLOBAL DE LA ESTRUCTURA
I

K:=

s56681.481481 0 0 0

0 744034.13333 0 13200.0

0 0 88847t.79?6 7638.8889

0 13200.0 7638.8889 44992.8718

-2346#667 0 -8448.0 0

-19555.5556 4752.0 0 0

]
J

1
L

A. I{J



Ai.IÁLISIS MATRICIAL CON AP¡-ICACIéI-¡ DEL T!{ATHCAD

4.. VECTOR }E FUERZA§ EXTERI,§A§ DE LA ESTRUCTUR,Á, Eru LOS
I*UÜOS

§r :=

5.- VECTOR DE FUERZAS DE EMPOTRAM¡ENTO PERFECTO

.Lto :=
)

fo-:=

0

0

52.5

26.25

0

0

fo :=

0

0

112.5

26.25

-50
0

--lfo :=

f r=fi - tu t-+

6,.VFTTC}R NE FUMRZAS ME 1",& HSTRUCTURA

0

0

-112.5

-26.25

50

0

7.. VECTOR DE DESPLMAMIENTOS DE LA ESTRUCTURA

MATHCAD

_1
des:= K '.f

0. 00 002 686 897 6840523 s4 694 58

0.00 001 0003s7 070180172114

-0.00011 575 147 896024654168

-0. 00 056 670 831 237 289 47 29 s2

0.00063 080 66446s337 478076

SAP2OOO

8)

r6l

,ri
01

"l
57)

¡i

5n4 B

792t

3 500

¡ 190

394

1646'

t

de s-+

0.00000 790 22 86609s2as66124



ING, R.ONALü SAh¡TANA TAPIA

-14.3 825 780 I 3205?2647659669A7 0

-7.3925r 830 I 14635528358 74236

-r0 t.861 301 48501 6956682 80264

-14.8290523 I 33 806381402257216

28,9 7 53 3tt 341 107 7 047 53 061 5l 4 5t

0.04J66 r37 I 83 922 r 8966401 083334s

F3 -+

F2 -+

F2:=FO2 + K2.DE52

F2 -+

a.t9 57 5 8241 4A879368 929603513 850

7.33 59 s 184 7 987 92584 17 7 90 s 47 6 4

47.5 815 030450 391319464914327 8

I 6.7 07',1 436 s22455 s83 27 827 0 51 69

2.28328 649 7 20 403 29 1 42A8622s9 5

-0.2r 637055 97 0898944294945 800643

4.1957 5824140879368 929603s I3 850

-:7.33 595 1847 98792884 t7 7 905 4.? 6 4

57 .4 1 84969 549608 680 53s 0s56722

-31.4632345 I 71 281 624883 527 5335

-2.28 328 649 7 20 4A3 29 I 420 8 62 259 5

-0.37 090 41645 1 7 39 162493 868218034

Fl := fo3 + Kl3.de s

0. I 9 575 824 t40 879 368 929 603 5 I 3 8s0

7.33595 1 84798 792884 177 905 47 64

47.5 8 15030 450391 3 19 464 9 t4 327 8

t6.7077 436522455 583278270 5l 69

2.28 328 649 720 403 29 I 420 862 259 5

4.2t 637 05s970898944294945800 643.

1 4 .t 368 t9'¡ 7 t7 964 327874 08 I I 36)

0.0s6s664s3 ts842 ó4{ I 7S22e92Só8f

54 2797 984 3gg 77 8247 384 442 o il 6l

-r.87869 r31886 4s20tg7667340s-, J 
* *

-31 r586 I763t344S033895323 l398l

0. I 7 2 70 9 I 8 786 976 754 630 934 e50 sd

Fl -t

( u.rs6srs7lt'ts64327si40sl r36 )
I o.os esooasr r ss42644 L.lt2ze92s6s7ed

| ,o .rrrrrro3ss,,i'24., it4442 05 r 6 
|I -r.87869 t338864S20t 8766734053.5 I

[ -..,.rr*u]76ir344803389.5323rs9s I

I o. n ztov ttt 8697 67 s4 630934950 55e ei

| -,, r B6E rq77179ó43r7874o8r ,6 
I

| 65.22020t560022t7526tsss7e484 
|

I r.s7869t338s64920ts7667:t40535 
I

I rr.*r*r" 3t45s67s6s73,,r*,, 
I

\ o. r l 0123077922364662602t4692s9 )

9.. REACCIONES EN CADA NUDO

F1 := KI.DESI
r'r'\^

,#;= Fo3 + K3'DES3

0

0

0

0

r 4 .3 825 780 r 32 0sz26476se66oozoz 
)

7.39zst 83o I 14635528 3s874236 I

ror.86r 30l4B5ol69s6 682s0264 I

I

-'1.34850259 00s8427 7 10s365492 
I

t4.t 7240290s4i 4soss siz 9s3zor r r 
I

-0.04 366 t3t t 83922 r 8S O04ol 0u¡s:+s eh

- I 4.3 825 780 I 3 2052264'7 65 96690702 I

-i.3s2st83or r4635528 3ssi4236 
I

-ror.86r 30r4850r695668280264 I

-t4.8290523 t3180638 I 40?257216 
I

28.s',ts331 t 341 407 7047 5rOU' r'o' I

0.04366 r 37 t.3s2z t Bs 6640 r 0833348 6f

0

0FI --+

0

0

0

0

0

0

I
2

J

4

5

6

0

0

0

0

0

0

i ¿' :.r-
q,

8.- VECTOR DE FUERZAS IITTERNAS DE CAñA ELEfulEzuTCI

FI:=foi+Kll.des F2 := fb2+ K22'des



ANÁLISIS MATRICIAL CON APLiCACIÓN tsEL A4ATHCAD

III. COMPROBACIÓId COI\I EL PROG}IAIi{A CASTORSOFT

Resuelva el pórtico en 3D, despreciar la deformación axiai y de corle (EA=oo, fr=Ü).

F,*22, IdN / mtnz =Z?-xLA6 KN / mz c:8.5 lt§lmmz=&5 x1o6 l{N/mz

t-t'
| :\t

VI
I

SOLUCIÓN:

1. CÁLCULOSPRSVIOS

# DE ELEMENTOS:*3

#DEGDL = 6

ELEMENTO 1:

A=0.3x0.S=0.L2m2

Momento de inercia en los ejes:

ASxO.43Iv=L:0.0016 ma"12

0.4x0.33
lz:z=0.0009 ma

L2

ñI*T*t A - i3 i
¡

Z
I
i

l va!
I
:

ia,*" --*------ -- -¡1



JNG, RONALD S¿\I.{TAI.¡A. TAPIA

fi{omento de inereia polar:

j:Cbr3;

b: Lado nlayor

c=]"o zr l¡, .1= (f)'1,3 b' L2'b/
1 0.3 I -0.3. /c-r-u 2 t 

o.iir- r, (ot;)' I =o.i7et.)Bt¡

t; Lado menor

| = 0.L7 9 9 B exO.4x0. 3 
3 : 1 .9 4385x'LO'3 ma

Rigideces:

GJ:8.5x1 06x1.943 B5x1 0-3 = 1-6522.7 ZS KN -n*

EIy =22*1gex0. 00 1 6:3 5 200 KN -nzz

Elz=22xL06x0.00 09x1 0 -3 :29333.326 KN-mz

ELEMENTO 2:

A=0.4x0.25=0.1 ttZ

Mr:mento de inercia en Ios eies:

A.4xO.253
t . ------- -- ._

1,2

0.25x0.43

-: S. Z t-t B 3 3 ljxi 0 
*4.¡r¿a

":--,J-: 
1':l 3 3 3 3 3x 1 o-3 ¡na

Mome¡'.io de inercia polar:

1 t 1 ,L_¡ i 0.2.5 1 _Ozq.,
J:cLr¿'; c= 

=-0.Zt;[t ¡1fl\; c=-0.21030f 1-i2 
G40)o] =o.zozzrz

I = O.?A37 52x0.40x0.2 5 3 :1.27 3 45xLA-3 tna

Rigideces:

GI=8.5x1 06 xL.27 3 4SxLO-3 f roez+.3 2 S KN-n¿z

EIx:22xL06x5.2 0 B 333x L}-a = ll4SB.3326 I{N-mz

E!z=22x106x1.33 3333 x!0-3 =29333.3 26 KN-mz

ELEMENTO 3

A=0,3x0,4:0.1-2 mz



AT'{ÁL[S[S MATRIC¡At CCIN APLIEÉ,CIÓT{ BEt TI'¡ATHCAD

Moinentos de inercia:

A3x(1.43
lv=*:L.6x1 O-3nf"12

0.4x0.33
Ix=*:9xLa-am+

L2

Momento de inercia polar:

j =Cbt3 : 1",9 4385 x70-3 na

Rigideces:

Gl:16522.725 KN'rnz ;EIy=16522"725KN-mz

EIx=19800 KN-mz

2. MATRIZ DE RIGIDEZ DE LOS ELEMENTOS

ELEMEI{TO 1

0

L2EIz

t1 ^ =

0
EIz

L,

0
0

0

0

ü

EA..
L,

0

0

0

0

GI

t 0 0

4Elv0 ,. 0
Ll

4EIZ00
L

0

0

LZEIy

¿.

0

-6EIy
ü
0

00
00

-6EIv0 
-_i-

¡szB000

",=l 
á

00
1900.8 0

0 3379.2
0 0--
0 -84484752 0

0
0
0

-3304.545
0
0

00
o 4752

-84+8 0

00
28L60 0

0 L5840

CASTORFT

I ra t__-_-
é



ING, RONALD SANTANA TAPIA

ELEI{ENTO 2

EA

L

0

0

TZEIz

L'

0

0

0

7'2EIY

L'

0

-6EIy
L,

0

0

0

*68I1r

L'

0

0

0
EIz

ü
0

0

0

4EIZ

L

K2=
0

0

0
733333.3

0
0
0
0

00
00

5092.6 7638.9
7638.9 1s277.8

00
00

0

0

EIz
ü

Gl

T0
4EIv0-

L

00

0 -19555.6r001001
0013679.6 0 I0 39L77.1 l

.ffi::
CASTORFT

ELEMENTO 3:

00
8800.0 00 8800.0
L3200 0

00
00

CASTORFT

{:-i ':'^ it¡
L
b

t 15644.4

*.1 
§

l-zz+oo.z

0 -23466.713200 000
26400 0

0 49933.3
00

0
0
0
0
0

5525.2



ANÁLISIS MATRICIAL CON APLICACIÓN DEL MATHCAD

3. MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA

r 556681.4814 0 0

I o 7+403+.L333 o

I o o BBs47L.7s6
^=l o l3zoo.oooo 7638.889

l-zz+so.oooz o -844g.oooo
L-rssss.sss 6 4lsz.oooo o

CASTORFT

0 -2346rr.66 0

13200.0000 0 4752.00
7638.889 -8448.0000 0

44992.87L 0 0
0 787L2.9633 0
0 0 60476.2678

4. VECTOR DE FUERZAS EXTERNAS EN LOS NUDOS DE LA ESTRUCTUM

.{ll

5. VECTORDE FUERZAS DE EMPOT&AMIENTO PERFECTO

ELEMENTO 1:

ELEMENTO 2:

ELEMENTO 3:

,"{

f't

-.-+ 
A - t7q.¡

,'"=[I

t3

,'r{$,]

,{-l



ING. RONALD SANTANA TAPTA

6. YECTOR DE FUERZAS DE EMPOTMMIENTO PERFECTO DE LA ESTRUCTURA

0
0

LLZ.5
26.25
-50

0

CASTORFT

7. YECTOR DE FUERZAS DE tA ESTRUCTURA

f=frr-fo

{,ll,{
B. VECTOR DE DESPLAZAMIENTOS DE LA ESTRUCTURA

CASTORFT

KU:f

2.6B73LxlO-s 1

1-.00059110-5 |
':L.75749xIA-+l

-5.66842xl0-al
6.309x7}-a I

7.90572x\0-6 )

I

l,

t

r'

L
¿i'rd



ANÁLI§IS IvIATR¡cIAt CCIT\¡ APLITAGIÓf{ DEL f*ATHCAD

9, VECTORDE FUERZAS INTERNAS DE tOS ELEMENTOS: f" = f'a * ke.Ue

ELEh4EI'JTO 1.: fL = flo 4- kr.U1

528000
0

0
0

0

0{,f

,'{4-fL

f'=

CASTORFT

00000
1900.80004752

0 3379.2 0 -84480 0
003304.54500

0 -8448 A 28L60 0

475200015840

| 2.68731:i10-s
I 1.00059x10-5

*l-t.tsz +vxlo-a.
l-5.66842xL0-"
I e.zog*to-r
L l.gosrzrto''

9555.6 r r 2.68731x10-s I
o I lr.ooossrro-tl
o I I -r. rszqs*ro-o Io l*| -s.66l4zxLo-alo llo.Eosrro-o I

sgrrr.rj L t.goszz*to-u )

,,=[ Ifirl
l-iiff'l

CASTORFT

ELEMENTO 2: f' = f2 o + l¡2.U2

13037.0 0 0

0 733333.3 0-'
0 0 509?.6

0 0 7638.9
000

-19555.6 0 0

0

0
1C20 A

15277.8
0
0

0

3619.6
0

0*1
0
0

,,=lir;*)
I z.zezz I

L-a.ztdql

t r\ L:-l i

"á
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