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Prélogo

Desde que se publicd este ibro por primera vez en 1948, se han producido muchos
avances en los diversos aspectos de la ingenieria de estructuras. La mejoria en las téc-
s de ubricacidny de consmiién b peraiido wa ‘mejor utilizacion de los ma-
teriales tradicionales como el acero, hormigén y madera. Se ha extendido ¢l empleo
del aluminio, debido principalmente al desarrolio de diversos tipos e elementos pre-
fabricados. Se han introducido los plésticos, especialmente n la construccién de edi-
cos, Ahor s¢ consder e comporamicnt poseistin de la eiucuras y s e
‘modificando los procedimientos utilizados en el proyecto de las mismas para ulilizar
este comportamiento cuando convenga. EI empleo de los calculadores clectronicos en
el anlisis estructural y en los cdlculos de proyectos se extiende a gigantados.

Los principales cambios introducidos en esta segunda edicion del Andiisis rl(mema/
de estructuras refiean la influencia de esta época de répido desarrollo técni
aiadido cuatro unidades principales: un predmbulo, en ¢l que s¢ comentan los veron
aspectos de I ingenierfa de estructuras, y ¢l pasado, presente y fituro de este campo
en una perspectiva adecuada; el Capitulo 15, que es una breve introduccion al andlisis
‘matricial de las estructuras; el Capitulo 16, que e un estudio de ciertos aspectos del
comporamiento pléstico de las estructuras, y ¢l Capitulo 17, que es una introduccidn

‘mecdnica estructural a

e ingenieria, como todos los demés aspectos de la tecnologia, esté
en una época de cambio y evolucién rapidos. Al nivel de los pregraduados, se presta
mis interés en los fundamentos y menos en los aspectos précticos. Esta nucva dicién,
como el original, también se interesa mds cn los fundamentos que en Ia préctica, y re-
laciona los diversos procedimientos del andliss estructural con los principios de mec-
nica aplicada en los que se basan.

El alcance de este libro se limita al campo del andlisis estructural, y debe suplemen-
tarse con un libro de proyecto de estructuras. En este punto se recalca una y otra vez
que la funcién de un ingeniero de estructuras es proyectar, no analizar  y que el anlisis
s un medio para conscguir un fin, no el fin mismo. Hoy dia existe un gran niimero de
excelentes textos referentes a diversos aspectos del proyecto de estructuras, que sc fe-
comiendan al lector.

Enla preparacién de esta scgunda edicién ayudaron a los autores Martha M. Norris,
esposa de uno de ellos, que mecanografié el manuscrito, y Harold D. Smith, que pre-
par las nuevas figuras. Por su valioso y leal apoyo, los autores estén muy agradecidos.
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Los autores desean agradecer también con aprecio las contribusiones de los que
ayudaron en la preparacidn de Ia primera edicién: Mrs. Grace M. Powers, que meca-
nografid el manuscrito; el profesor Donald R. F. Harleman, que preparo las figuras;
y el profesor Myle J. Holley, Jr., que revisé el manuserito.

itores estén también profundamente agradecidos a los que contribuyeron
a su formacién en ingenieria de estructuras, particularmente al profesor Charles Milton
Spofford, y al difunto profesor Charles Church More. También agradecen con aprecio
1a ayuda recibida de sus colegas, el profesor Eugene Mirabell y los difuntos profesores
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Lista de simbolos

Los simbolos se definen donde aparecen. Aqui se da una relacidn de los mis im-
portantes. Se observaré que algunos de ellos tienen varias definicioncs segin e
texto en que se usen.

drea de I seccion de una barra
factor de transmisicn en el método de distribucidn de momentos
a flexién de placas y liminas, ERY/12(1 — v%)
copenints e daplicaairac s wilo wllads £ o weodo & ez

ETENN

S

o en ol método de disibucitn d momentos
‘médulo de elasticidad de Young (en traccién y compresién)
‘médulo de elasticidad ta
ezt o et oz sl o e s il s o5 S
cion de una barra
factor de forma de la seccién, 7 5
‘momento de empotramiento de una barra utilizado en el método de Ia defor-
‘macion angular y en el de distribucién de momentos.
s eyt v i
te horizontal de una fuerza; cortante total que actda en un piso de
pirio decifio; componente horacntal g I raccén on um ca
‘momento de inercia
factor de desplazamiento lateral utilizado en el método de distribucién de mo-

T 2@ ammy
&

o~

ez de barras de flexion, /L para barras prismiticas
xion

3
H
i

longitud de una barra; longitud de un tramo

‘momento de una fuerza (o par); momento flector; momento resistente; mo-
el siing 8¢ aia b e 8 il e Beion's e ol e
teoria de placas y limi

orment sesteae de la eoion corrspondients & condicionss G tenion ¢n
Ias que la tension por flexién en la fibra extrema ha alcanzado exactamente cl
valor de fluent
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‘momento resistente de una seccion totalmente plastificada en fiexion pura,

My=Zo,

tensiones ruulums de membrana utilizadas en la teoria de placas y liminas
cargaext

componete de fuerza de mudo utilzads en el método de despazamiento del
andlisis estructural

carga critica (para ¢l pandeo)

carga que produce ¢l punto ;O Ias fibras sometidas a mayor tensién
carga de rotura (en las consideraciones sobre comportamiento pléstico, para la
que comienzan las deformaciones excgsivas)

carga exterior imaginaria utilizada en la aplicacion del método de los trabajos
virtuales; tensin resultante de cortante transversal de la teoria de placas y
liminas

fuerza reactiva; resultante

fuerza de cizalladura (cortante) en una barra; fuerza resistente de cizalladura
méd Ia seccién

‘componente vertical de una fuerza

peso de wn

trabajo virtual intemo de deformacién

trabajo virtual exterior realizado por las reacciones

trabajo virtual exterior realizado por el sistema de fuerzas externas (cargas y

reacciones)

trabajo exterior realizado por el sistema de fuerzas exteriores

trabajo intemo (o energia de deformacioe) almacenado por deformacion de la
estructura

carga elstica (0 peso) eu el mudo m utlizada en el método de la carga eléstica
para calcular deformaciones de cuchillos

fuerza (o par) superabundante utlizada en el estudio de las estructuras estéti-
camente indeterminadas

componenies coordenadas de una fuerza

‘componentes coordenadas de una fuerza de cuerpo utilizadas en Ia teoria de la
clasticidad

omsponateconcecadasde v e desupeile wliadi o b s de
I

mwulo de plastcidad de Ia seccién que estd totalmente plastificada en flexién

Gimensién d longited:radio e cuatursdelimina

dimensidn de longitud; anchura de la seccién transversal; ntmero de barras
en un portico o

dimensién de longitud; distancia del centro de una seccién al punto ms lejano
de la misma

dimensidn de longitud; altura de'la seccidn; corrimiento de un punto de la
elastica desde la tar

coeficientes de deformacidn (o fexibilidad) utilizados en las ecuaciones de su-

deformacion lineal de un elemento longitudinal del eje de una barra



LISTA DE SIMBOLOS 1

enenee

g
h

lineales de una roscta
aceleracion de la gravedad
flecha de.

; altura de piso
de placa o limina
rigidez de un muelle lineal (fuerza necesaria para producir una variacion uni-
taria de longitud de un muelle)

iente de rigidez utilizado en el método de desplazamiento de andlisis es-
tructural
di

imension de longitud

nimero de nudos de un pértico o armadura

intensidad de carga repartida por unidad de longitud en una viga

intensidad de carga repartida por unidad de superficie en una placa 0 limina

némero de elementos de reaccion independicntes de un pértico o armadura;
limina; ion, (//A)"

dimensién de longitod axial de barra

variacin unifome de tpeaur; epo

intensidad de carga uniformemente repartida

componentes de desplazamiento correspondientes a las direcciones coordena-

das x, y, z, respectivamente

coordenadas rectangulares

4ngulo; desplazamiento por giro; dngulo central subtendido por un clemento
lineal de la superficie media de una limina

coeficente de dilataci6n térmica

deformacién por cortante

d!fofmltm n corrimiento; incremento de una canti
deformacién unitaria utilizada en el m:lbdﬂ de la ecuacién de
pera estudiar

egaminto el

componentes coordenados del alargamionto lineal

dngulos giro de Ia tangente a la eléstica respecto a la direccion original del cje
de Ia barra; relacion de flecha del cable, /L

tensién de fluercia en traccion X
esfuerzo cortante; giro de la tangente a la eléstica con respecto a la curva de la

misma
dingulo; curvatura de barras flexadas

variacién de curvatura o torsion de la supeficie media de una limina

dingulo; giro de la cuerda de una eldstica con respecto a la direceidn original del
cje de una barra

frecuencia de vibracién propia



Observaciones al lector

Al lector de esta segunda edicién del Andlisis elemental de estructuras le pueden ser
iitles algunas sugerencias relativas a dos de las principales modificaciones introducidas

L5 ha incluido un Predmbulo antes de comenzar la exposicion técnica detallada
Cap. 1. En esencia, es un resumen de la evolucion historica de la ingenieria de es-
mmlnrn, un breve planteamiento del estado presente de este campo y una sugerencia.
sobre las tendencias futuras. Se ha tratado de aclarar que el objetivo principal de un
ingeniero de estructuras es proyectarlas, no analizarlas; describir la teoria del proyecto
estructural, y mostrar cémo se usan los principios del andlisis del comportamiento
estructural dados en este libro para ayudar al ingenicro a conseguir su proyecto.

Se recomienda una lectura cuidadosa de este Predmibulo antes de comenzar el estudio
de la exposicion técnica detallada. En la primera ojeada se hallarin muchos emunciados
 eneralidades que serd dificil comprender y retener. Por tanto, se aconseja releer fre-
Cuentemente este Preambulo durante el iranscurso del libro, al irse desarrollando la capa-
cidad de analizar 1o aienie  mpor il estructural,

tas de aproximadamente la mitad e los problemas contenidos
eneli pwo:dldas de un asterisco), con lo que se intenta ayudar al lctor en su
estudio, haci ha cometido un
por descuido o quiza un error fundamental en Ia resolucion. Se aconseja 1 utlzar
estas respuestas como un recurso. Si se hace asi y no se desarrolla la capacidad de com-
probar por si mismo, se prolongard la infuncia como ingeniero de estructuras y no se seré
capaz de trabajar y actuar como un profesional responsable desde el primer momento.
Un buen ingeniero de estructuras hace continuamente clculos aproximados para com-
probarse a si mismo. Si se habitiia uno a realizar una estimacion aproximada de la solu-
cidn de un problema antes de comenzar los cdlculos detallados, se veré que ¢s una ayuda
inapreciable para desarrollar ¢l buen juicio y la intuicién del comportamiento de las

18



Preambulo

necesidades —y como consecuencia realiz Ia primera construccidn—. Esta primera
" 0 pudo haber si por un tronco,

una losa de piedra, 0 una cepa?
ias historicas que describen la. evolucion de la ingenieria de estructuras,

lado, la apman  argueoldgica nos ha dado ciertos indicios de las estructuras ejecu-

sehﬂnpmhdoywhmnmpundm
Las necesidades humanas mnd:mmuhdelhmmywmdxnohlnwnbudo
tiempo, pero cl nivel para cubrir
Ia capacidad de su civilizacién.
Afortunadamente para el progreso y el avance de la civilizacidn, las ambiciones y
deseos del hombre siempre cxceden de sus posibilidades. A veces a diferencia entre
ambon ¢ an grands, que I lev & rata do kaczas s objetivo antes de llegar real-
mente  defini en qué consiste, 0 c6mo 1o desea, 0 qé técnicas o métodos debe usar
para conseguirlo. Los puntos calminantes de Ia Historia del hombre son el relato de.
sus esfuerzos més atrevidos, unas veees el relato de un avance o descubrimiento, otras
veces el de un fracaso catastrdfico.

A través de los siglos, i de han
praicado = rv a7l por o comocioios pe disponible, pero sin
der directamente de elloL Cuando se dispone de conocimientos mateméticos y

cientfcos, éstos se convirten en instrumentos apropiados, que utiiza ¢l proyectista
para determinar las proporciones y las dimensiones de sus construcionss. Cuando no
se ha dmrmﬂldo todavia el conocimiento tedrico que satisfaga sus necesidades, el
ista debe contar con su experiencia, :myudeumpay/ollbnmmc 0 su in-
tuicién ¢ inspiracién en materia de estructuras. La consecucién de una obra con éxito
estd realmente sujeta 5olo a cuatro limitaciones; los requisitos funcionales y las nece-
s e b s bt
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d:wmmﬂnqukr—llunpl‘cmymﬂmmrkmpho y:lp«krm:dnr

mlmum,umﬂﬁmmmhymdnmmzlumpod:hmmmd(n«
. Tan impr Ia cantidad
periodo, que muchos ingenieros de estructuras se inclinan a limitar sus proyectos a

e imaginacién ¢
intuicién en un grado no usual; pvudlmndzhmnowmwdmdlmhnmpk
mentado extenso
¢ nligete 0 ol de I cxpeince propie Y o, no tambitn de cneyos de cam:
oy de aboa
igsior VTR —— misma et que poode
extraerse de las resefas histéricas concernientes al desarrollo de Ia ingenierla de cs-
tructuras y I mecnica, esto es, que la evaluacién matematica y cientifca de un hecho
fendmeno es anterior, mds bien que precede, a Ia aplicacidn inicial
construccion.

més antiguas de las que tenemos conocimiento cierto son
luvwzndnhaumsm:”ondnd:unnmmmhu’ Estas eran casas moy pri-

‘comparacién con
nls,\lnnud mkmm,uhmdhmm?mlﬂu(}uﬂ,uhdpﬂh
dz de Santa Sofia, de Estambul (construida alrededor del 540 d. de J. C.),
impresionante, sobre todo, cuando sc comprucba el

construcciones.

e apecticlo imprevisto ¢
“exado 4 arten &) proyecane y e take

. Reinhold Publiching

+iade etructuras, ot loscules o o, ety of Streagh of Materials, McG

il Book Compay, lac, 1953 H. u et -Mofmny.uml-—uuh
Noem Yor, 195: Duvid B St

e o W, i o T B, Do e, o




PREAMBULO 2

Fic. P, Poat du Gard. (Archioo Betrman.)

ﬁndudl,lmwﬂimynmmﬁlﬂumm!muhmn reglas empiricas,
‘experiencia, que les servian al planear una nueva construccién, pero no
hlylnlmd!quhtymdﬂlmlhdnnlmmb‘mndpimdﬁmmmm
Jo dmeton eracunis, Los regor waacaron s cn o e docomsiru, e s
contribucién & la teoria de las estructuras se limité a las aportaciones de algunos de
sus filésofos, Ax\]ulmda(lﬂﬂ]l.dsl C.) que 6 lasbass de 1 mocinica
o

ciertas formas estructurales. Sin cmbargo, probablemente tuvieron €scaso -conoci-
‘s e ki do o el de ko ocmms Pox e, pree e que o o
nocian el y
arcos semi de ud-hn

La mayorta de los tos que acumularos los griegos y romanos refercntes
a Ia ingenicria de estructuras se perdid durante Ia Edad Media, y se ha recobrado sola-
mente despuds del

Renacimiento. Leonardo de Vinci (1452-1519) fue no solo el primer
artista de su tiempo, sino también un graa cientifico ¢ ingeniero. De sus libros de notas

porque, en su tltima publicaci6n Dos muevas cienci
21656, o f prme cn i o s o oo clementas cSrttrles
laindo o il o s g o sz,

Galileo estudid el fallo de una viga en voladizo desde un muro, viga que rompia
en la seccidn contigua &l muro. Considerd que el material era rigido y supuso que, en
el fallo, la compresidn estaba concentrada en ¢l borde inferior de la seccién rota y la
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Fio. P2 Cipula de Santa Sofla, (Archico Bettmann.)

resistencia a la traccidn estaba niformemente repartida en toda Ia profundidad de la
seccion. Tal distribuci6n de tensiones no seria valida en la zona cléstica de un material
que sigue Ia ley de Hooke, pero puede scr cierta bajo alguna ley supuesta para s zona
pléstica de un material. Aun cuando el estudio de Galileo 1o conduce a un valor abso-
Iuto de Ia resistencia de una viga en voladizo, es interesante observat que obtenia la
relacién correcta entre las resistencias de dos vigas de seocioncs semejantes. Afin mis
interesante para nosotros hoy es el hecho de que Galileo (y también De Vinci) cstaban
interesados en predecir las resistencias de los elementos ms que las fensiones y defor-
maciones producidas en ellos con cargas menores que Ia de rotura. Si todos los inves-
tigadores de los trescientos ltimos afos hubieran seguido teniendo un interés en la
resistencia, e con su interés en eF comportamiento elistico de las estructuras,
quiza hoy el conocimiento de la mecdnica estructural estaria mis equilibrado entre el
¥ la resistencia de
Los investigadores posiriors, como Hooks (16351703, Mariot (16201604,
jacobo Bernoulli 1654-1705), Juan Bernoulli (1667-1748), Daniel Bernoulli (1700-1782),
Euler (1707-1783), Lagrange (1736-1813), Pareat (1666-1716) y Coulomb (1736-1806)
aportaron importantes contribuciones al desarrollo de cste nucvo camy
mmmzmx-.pemaewmnrmnmmumm,ymm
oria escria en 177 la aten-
nen,mmum\m‘-qwm En este escrito se presentaba por primera vez
de la flexion de las vigas.
bajo cond en la rotura podia do de su posicidn elistica
It netr con cllo denost un tpeiacib dl comporaieto o eldstico.
ki 1826 €0 o 6 bl W ey edicidn del libro de Navier (1785-1836)
e resistenci e los matrias, no se hickron 8l conocimiento piblico general
unss d s coreciones hecha por Coulom 18 conceplos emoneas de 5 Epoca
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¥ entonces s estableci6 la moderna teoria de la resistencia de materials. Por es0 sc.
considera a Coulomb y Navier los fundadores de este importante campo, tan funda-
mental para el estudio de las estructuras. Mientras sus predecesores del siglo dicciocho
‘midieron y calcularon las cargas de rotura de los elementos estructurales, Navier esta-
blecid, al principio de su exposicion, que es muy importante conocer e limite hasta el
cual s comportan clésticamente las estructuras, por 1o que se concentré en la consi-
deracion de este comportamiento elistico. Sugirio que las formulas deducidas para el

FiG: P3. Pueate de aluminio sobre cl rio Sagucaay. (De los archivos de Engineering News-
Record)

comportamiento eldstico habian de ser aplicables a las estructuras existentes que s¢
comportaban adecuadamente, para establecer tensiones de seguridad, que pudieran
utilizarse en el proyecto. Es una contrariedad que en este importante ¢ influyente tra-
bvsecs 5 # 4 .

y las resistencies de rotura de las estructuras.

El resto del siglo dicinueve, después de la publicacin del libro de Navier, puede
ser considerado la «edad de oro» en lo que concieme al desarroflo de la teoria, que
ahora se considera clsica, de Ias estructuras. Algunos de los que contribuyeron e for-
ma importante en esta época fueron Lame (1795-1870), Saint-Venant (1797-1886), Cl
‘peyron (1799-1864), Clebsch (1833-1872), Rankine (1820-1872), Airy (1801-1892), Max-
well (1831-1879), Castigliano (1847-1884), Culmann (1821-1881), Mohr (1835-1918),
Miller-Breslau (1851-1925), Engesser (1848-1931), Wohler (1819-1914), A. Foppl (1854-
1924), Jourawski (1821-1891), Bauschinger (1833-1893), Von Tetmajer (1850-1905) y
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llsmxky (1856-1899). Estos hombres, y sus contemporéneos, hicieron un tremendo tra-
recopillr, desarrollar y exponer las teorias de la resistencia de materiales y ¢l
ankis ciructual, en 1a misma forma, pdctcamente que I conacemos ahors, Mis
avanzado el libro, cuando se presenten los métodos que se desarrollan en esta época,
identificarén los nombres de estos hombres con alguna de sus importantes contribu-
ciones. Uno de los métodos clsicos que se explican aqui, el de deformacién angular,
se desarrolld al principio del siglo actual, siendo los que més contribuyeron a s des-
arrollo Bcndu\en. Maney y Ostenfeld.
900, la época moderna de la ingenieria de structuras se ha caracterizado
porka inlpaks omces igmicake:
La publicacidn de cierto nimero de libros" excclentes, que tratan de lns teorias

. El desarrollo de méquinas perfeccionadas, instrumentos y técnicas para ensa-
yar matrle y sructura, y o rodente w0 91 andis persnenal ¢ o et
turas en la investigacién.

3. El desarrollo del método de dmnhm.in de momentos y el relacionado con &,
pero generalizado, pre o

4. El renovado interés en la md:mny ‘comportamiento pléstico de
las estructuras y elgmentos estructurales, y la incorporacién de estas ideas en los mé-
ot de rupeto e uren

5. La aplicacin de la teoria de las probabilidades y los métodos estadisticos

clisico.
La reciente aparicién de los calculadores analdgicos y digitales y la aplicacién
dglos muodngypzwmmmde&womodem pmelumlmywecmde
estructuras.

7. El conocimiento mis profundo del comportamiento del hormigén armado,
dearll, def Bt rebriado.y pesuado Y o apcacitn e cas st ol
proyecto.

8 L

ncles y lminas, desarrolladas

por los,ingenieros de estructuras aeronduticos, y la creciente incorporacin de estas
ideas al proyecto de estructuras de ingenieria civil no solo metlicas, sino también de
hormigdn.

El desarrollo de materiales estructurales perfeccionados —aceros, aluminio,
plisticos, hormigones, maderas mejoradas, laminados, sandwiches y materiales ce-
rémicos.

10, Por tltimo —pero no el menor—, el continuo y répido desarrollo de nuevo

By, Inprsia e Univridd do Cembrids
A 537 A Fopp L Foppc dDren e Zesep K. O Vg Mo 3
H, Lo, T Bnscre. . O Verag, Munich, 1913; A. Nidsi, <Plasici
Meraw il ook Company, L. Nuea Yok, 1931 5. . Tinebenk, eTheryof B,
ook Company. e s ork, 934 2 el o .. oo 3
o e S, MeGren i Bk Compon

1960; R. V. Southwel,

1946, 4 .. 195
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y més perfeccionado equipo de construccidn, métodos y técnicas refercates a la fabri-
cacién, transporte, montaje y mantenimicnto de Ias estructuras.
Considerando Solo ¢l campo del anlisis estructural, ¢l método de distribucién de
‘momentos presentado originalmente por el fallecido Hardy Cross y los procedimientos
delehwmw.mhmuﬂu,pmmmplelpmfsml V. Southwel son, sin
aios. Sin embargo,

d:llmpnrwlmhpmbm:demmdemmudﬂmldemll
tendencia futura en el campo del andlisi estructural. Los métodos
qwmpimnnmnnmmd:mmnmmumyqn,mmm
han side
pmnnmnhlyudldglmu.‘mlldammodnm Ennlaummmx,hnnwr—
tancia relativa
Pemsttmummpqmlmmhm-delmmunmﬂod:
nuevos y més perfectos mﬂndnlu\elmpoddln‘hmummmﬂqne:rindﬂl
m.ymyamw,-m
mummummmmmmwm

Aello, |ummmnluaehm-fmmm en producir ver-
Mud:hsammd‘mydwmﬂnnmmnpmmmnh

proyecto de ingenieria Elinpuemdzml actiia normal-
mlemluxxhuﬂtlmnuowvyecnu[umm que lleva la direccion en la
redaccion del proyect Enelmmpodehmmﬂ-nvﬂ,-yudldmmmd&m
e il  a de ngairia s, fclitand 1 structurs ncesarias
para lievar a cabo sus proyectos. En Ia construccién de edficios, es uno de los princi
phwhbmaummmo,nemm-nmnyndl nuwaosmd
nico,
mmmymh&emlmmmﬂhmhxmmmuvﬂnll
y convertirse en un especialista en. el proyecto de estructuras.
d=hmonwmﬂw,mﬁauﬁmmmnhnmmdzlw(I
proporcionar

cidn del trabaj i ‘doun largo 0 un muelle,
o e paa iyt idustial
Un proyecto de ingenierla de estructuras puede dividirse en tres fases: plenteamien-
o, proyecto y construccién.
La fase de planteaniento comprende I consideracién de diversos requistos y fac-

Consesucoci I lccion del tpo, o qizk de varis tpos 8 leg, de structurs, que
oioe s mejr s gl La principal consideracion es la funcidn que ha de
cumplir la estructura, si ha de contener o albergar, transportar, o soportar ¢n el espa-
mTlmmumnmmemymmm»

legales,
Ademés, hay condiciones y limitaciones constructivas y estructurales que pueden
nﬂnuumhhnelhpudeem\mn
de proyecto comprende una wnmmdzhwlmmpm
bles, eleydumhfmdzphnmmw.ymdmlhnlhrhlpmpmmu,
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Fic. P4, Puente dgl Mackinac Straits, Michigan. EI puente colgante mis largo, con 2.
segunda luz mis larga con 1.158 m. (Fotografi proporcionada y reproducida por e i
proyectista, doctor D. B. Steinman, ingeniero consulor, Nueva York.)

siones y detalles més convenientes de los elementos estructurales y acoplamientos que
son necesarios para construir cada una de las soluciones que se consideran. Normal-
mente, antes de legar a Ia fase final del proyecto, se ha determinado ya la mejor solu-

¥ se preparan los planos finales correspondientes a ella. A veces, la eleccion de-
pende de consideraciones econdmicas y constructivas que no s pueden evaluar
exactamente més que al comparar las ofertas, por lo que hay que preparar los planos
definitivos de todas las soluciones consideradas.
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fase de construccion comprende la adquisicion y contratacion de los materiales,
cauipoy pemsonl;fabriccién de os eemento y piss; trnsorte a pie de obre:y
et dicho. Durunc s fe se pode
pareen dikuliaies e ciments:
ion imprevisas, i % Puede onecgus Ios maeraes presuputstados o por otras
diversas razones.

del proyecto estructural. Segin sc ha definido anteriormente, un proyecio

rslruuuml consiste en determinar las proporciones ms convenientes de una estructura
en dimensionar y dar detalles de los clementos de los que estd compuesta. Esta es la

e de mks mporanci tacs  mateicn de proyecto de estructura, pero no
puede —0 no debe— ejecutarse sin estar plenamente coordinada con las fases de plan-
teamiento y construccidn. El buen proyectista debe tener siempre presentes las diversas
nsideraciones que intervienen en el planteamiento preliminar de la estructura, y, de
igual modo, los problemas varios que aparecerdn posteriormente durante Ia cons-

Concretamente, el proyecto de una estructura cualquicra comprende primero Ia
determinacion de las cargas y demds condiciones que debe soportar y que, por tanto,
‘han de ser consideradas en el proyecto; luego viene el andlisis (o cdlculo) de los esfuer-

y eleccién de materiales de los clementos y juntas, de modo que resistan adecuadamente
los ciectos producidos por las solicitaciones. El criterio utilizado para juzgar si las di-
‘mensiones. pudndnrinoomomnludoelm mportamiento deseado, se basa en
un conjunto de conocimientos (teoria, cnsayos de piezas reales y de modelos y expe-
riencia prictica), intuicién y buen juicio. Para la mayoria de las estructuras de inge-
nieria civil, tales , edificios, ctc.,
base I comparacién d: las intensidades de tensih admisibles con las producidas por
proyecto. icional
syl Ranado oo sl ‘pucs se adoptan unas tensiones de trabajo de

Ia tensién o la deformacién
aparente del material. Evidentemente, puede también modificarse 1a eleccién de la ten-
sién admisible, considerando 1a posibilidad de rotura debida a la fuin, ol pandeo o
a rotura frégil o considerando las fiechas admisibles.para la estructura.

Segin el ti
supuestas pueden coincidir 0 1o con Ias condicioncs reales a as que esté somet
grado de coincidencia no s importante, siempre que las tensiones calculadas pnui.ln
‘compararse con experiencias previas. Mediante la eleccion de las condiciones de servi-
cio y de las teasiones admisibles, se consigue un margen de seguridad contra Ia rotura.
La eloccion de la magnitud de este margen depende del grado de incertidumbre con
respecto a las cargas, el andliss, el proyecto, los materiales y Ia construccin y las con-
secucacias de la rotura. Por ejemplo, si se elige una tensidn de traccién admisible de
lwnwrm‘ para l acero de estructuras, con un limite elastico de 2.310 kg/em?,
de seguridad) que se tiene contra el fallo a I trac-

¢l margen de seguridad (0 cocicicate
e - 71,65 (es decir, 2. 23107400
una tendenci te al proyectar estructuras a basar el proyecto en la carga

a la romura en l literatura del hormigén armado y cdlculo a la rotura o cdleulo pldsico
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en la del acero. Cuando s¢ h
prevista se nphupmwnmwumywdzw-mm

dominantes, un .mm de capn 1) cauri roturs. o (e, o ) e o
03)cau-
i o et s o, 3 s kot o ) vt ¢ oo hvme
tur i punio de desmoronamieatc

proceder, que un ané-
et i un margen
de seguridad. i precisidn, sobre | i
Estas ventajas son consecuencia del hecho de poderse tene en cuent los efectos no
slatcos i oeale qu Mg o e preciabes e I pcaimidad ol moceno de i
s estructura.

destruccidn de
£ o dlimos s, rce e muchos nincnesingeiercs I piidn de e no

es inadecuado e irreal el término «coeficiente de seguridad, sino peor ain, que
Tna tora 6 proyecto estructural basada en este concepto conduce Ia mayoria de las
‘veces & un proyeeto inj ¥, por tanto, anti ico, y en
algunos otros casos a un proyecto no conservador, con posibilidad de fllo demasiado
elevada. Opinan que no hay en realidad fallo o seguridad de una estructura, sino solo
una probabilidad de fallo, 0 una probabilidad de seguridad. Creen por esto que deben
mﬂmmmdzh&w&hmydzhm e
de

prestar sr
cio de una estructura Namﬂup‘cmnﬂmulu)dusllpmymndﬁudlm
individual. Sin embargo, se cree que serd prictico hacerlo al estudiar normas

industrial llegaron a la
mummadhamoommmammnuhmwurmmm
cantidad.

E ingmicro i il Jokn Smenton e el prmero que iz phnnmuel
Nereo i oo ingners e arucins, & del siglo diciocho;
oiro inghs, Abrabam Dary, consreyd o mmmmmﬂnm.m;

el puente de arcos de Coalbrookdale, con arcos semicirculares de hierro. Las vigas de
fundicién no presentsban garantia y ocarrieron cierto nimero de fallos por fatiga y
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fraghidad; s cunen do la foerts cargas méviles. Se desrrod of Birro maleable oo

de pequetia lu, vigas de palastro. Caﬂwlmynzmuw{pnumndm-»
Sl exbic pam punic d gran  de ferocanic necesario desarrollar
un tipo de estructura més rigido, wbquaxrdlwdwwmwndmmuxmm»
lares de hierro maleable para los famosos puentes Britannia y Conway construidos ea
Inglaterra poco antes de 1850, Aproximadamente en Ia misma época comenzd en los
Estados Unidos, Inglaterra y Europa el desarrollo de la consiruccién con armaduras
de hierro Inci o pri
en Inglaterra en 1741,

Aun cuando el hierro maleable era superior al fundido, habia todavia demasiados

] - o R

yel proceso Martin-Si icacion de acero, hice.
ronpoublel-l ¢ iniciaron
f renendo desarol s o comeidos con o 18 d e il duwte o

ltimos cien afos.

facro sl carbono
(laminado en frio)

tem'

/
[ AN
/

Estuorzo,

Jgon_(de_alta_resistencia)

(scrlicos)

)

% 0%
Deformacién cm/em

FiG. P.S. Diagramas tensién-deformacidn para varios metales.
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& . i -
to. Se pucde fabricar con garantia y econémicamente y laminarle en una gran variedad
de formas y tamaos. Puede trabajarse y montarse, mediante cierto niimero de técnicas
¥ procedimientos, sin cambiar de modo apreciable sus propiedades fisicas. Tiene prc-
ticamente la misma resit resistncia  raccén que 3 compresidn. Hasta sproximadament la

‘mitad de su resistencia tiene un comportamiento clistico, y por encima de esta zona

taje han ocasionado con de tensiones. Siguiendo csta zona de fuencia, el
‘material recupera parte de su rigidez grgial —eramente ura pequela frccién,
detener lo neccsario

‘casos—. Antes de que ocurra la rotura — ensayo de traccidn, la probeta debe
haberse alargado del 15 al 25 por 100 de su longitud orignal. Enla Fig. P fguran dia-
‘gramas de tension-deformacion de varios

bono estructural, y ademés tiene aproximadament
Como su precio por kilo s solo ligeramente snp:nnx al acero al carbono, se utiliza
‘mucho en estructuras para grandes luces. No puede disponerse de acero al silicio en
todos los tamaiios y formas, y comparado con el acero al carbono hay alguna diferencia.
importante en sus propiedades fisicas. También se dispone de acero al niquel, aceros
al manganeso, aceros tratados técnicamente y otros aceros cspeciales, vendidos de or-
dinario con las marcas y especificaciones del fabricante.

El inconveniente mis serio del acero es que se oxida ficilmente y hay que protegerle
on pintura o con algiin recubrimiento apropiado. Cuando se usa el acero en un recinto
en que puede producirse un fuego, los elementos de acero deben recubrirse con una
proteccidn resistente al fucgo, tal como albafileria, hormigdn, hormigén de vermicu-
lit, etc. Normalmente, los clementos de acero no fallan por fragilidad si no se produce
una combinacion desgraciada de composicién metalirgica, baja de temperatura, y es-
fuerz0s bi o triaxiales?.

El aluminio para estructuras no se usa todavia con amplitud en las estructuras de

¥ la resistencia a la oxidacion son, evidentemente, dos de las principales ventajas del
aluminio. Debido a que sus propiedades son muy sensibles a tratamiento térmico, hay
que tener cuidado al remachar o soldar el aluminio. En los ttimos afios sc han des-
arrollado varias ténicas apummm de fabricacién de subelementos prefabricados

pueden montarse ¥ unirse por roblonado en la obra, para
Pl .mnm de hermosas  bien proyectadas estructuras e membrana. ESte
método general de prefabricacion y unidn en obra por roblonado parece ser el medio
nés prometadorde ulizar o lariio e ctructres

o L pr Fidd s o s ot g o ot e st s i

o M. E Sk e e Faron, Pty
Comitsof Weding Rescarh Councl, News York, 195
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El hormign armado y pretensado comparic con el acero de estructuras Ia primacia
entre os matcriales estructurales de Ia ingenieria civil. El hormigén de cemento natural
s ha nuhnrln desde hace siglos. La construccidn de hormigon moderna data de a

del siglo diosinueve, aunque el cemento portiand artfcial fue patentado por As-
pidin, un myu en 1825, Aunque varios constructores ¢ ingenicros experimentaron
con ¢l empleo del hormigén armado con acero en Ia Gltima mitad del siglo diecinueve,
53 uso predominante como material de construceidn data de las primeras décadas del
siglo actual. El iltimo cuarto de siglo ha visto el répido y vigoroso desarrollo del pro-
yecto y construceién del bormigon pretensado, basado en los primeros trabajos de
Fropuins s Fracia y Magne
ormigon en masa (1o armado) no solo es un materil heterogéneo, sino que
e e my i o et st que es su muy reducida resistencia
a a traccidn, no siendo mas que del orden de un décimo de su resistencia a la compre-
0. No wlo sk ol de tpo o gl del Bt » e, s i
de modo relativamente frégil sin que vaya precedido del
e de wa g deformaci, (Bvidenement, n 1 consnusin de homﬂn
armado se puede un comportamiento detil mediante la eleccidn y d
)Sino se presta el Sdac s a secion de o .
myaumym,nmumanuhmmummm«.|u
steas de gt El hornigén s uns deformacion plsin bajo carges ce g
duracidn, en un grado que hay al elegi |
de trabajo de proyecto. Durante el proceso de curado y en su primera kpou. el hor-
migon sufre una retraccidn apreciable que puede ser controlada hasta cierto grado por
la debida proporcidn de la mezcla y utilizando técnicas de construccién apropiadas.
estas serias desventajas en potencia, los ingenieros han aprendido a pro-
yectar y construir hermosas, duraderas y econémicas estructuras de hormigon, précti-
cameate para todo tipo de necesidades s

Esto s ha conseguido mediante la clecién cuidadosa de las dimensiones de pro-
1y 1t diporcién d s armaduge de s, conmenst decemenos apropiade,
cleccidn de los dridos y proporciones de mezcla convenientes, control cuidadoso d
ot tccasdel amasad, puestaen obe y caredo,» e Gearrollo ncligeate delos b
1odos de construccién, el equipo y ef modo de trabajar.
bilidad de sus materiales compo-
nentes, Ia facilidad tnica de modelar su forma para conseguir la resistencia y caracte-
s Rucionles corempondines, ntameni con e pasouate potcil G o
vas mejoras y desarrollos, 1o solo en Ia modern construccin pretensada y prefabri-
cads, sino también en Ia del hormigén armado tradicional, se combinan para hacer del
hormigén un poderoso competidor de los demés mateciales, € gran
s que e prevnpam e ftaro L wo e lementos e ornignprefabricados
que pueden hs » ¥ luego unir-

ilizand esth llamado
Tariclarmente cu Estados Unidos con o gan proporcion del coste de la mano de
obra al del material,
Evidentemente, Ia madera fue el tinico materil de los utiizados por los primitivos
constructores que posee més 0 menos igual resistencia a traccion y compresion. La

i defsod:por s propiadad 8 reniocia michlpis cn diecconts penll,

dicular  su fibra, y por su escasa durabilidad
Sopibiidad a s veracoots & e y & e aiacada por s bacin, hongos ¢
insectos. Mientras que su resistencia  1a traccidn y la compresién es mucho menor en
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sentido perpendicular que pnlm a las fibras, el aspecto més importante de sus ca-
racteristicas de resistencia anisotrépica e su mucho menor resistencia al cizallamiento
paralelamente a las ibras que perpendicularmente a ells. La madera tiene también una
resistencia considerablemente mds baja a las cargas de larga duracién. La madera se
deforma considerablementc bajo las cargas, presentando caracteristicas tension-defor-
‘macién esencialment lincales con tensiones bajas, con un médulo de elasticidad apro-
ximadamente la mitad que el del hormigon (y alrededor de Ia vigésima parte del acero).
Los fallos a compresién no son bruscos, pero si los de traceién, aungue menos que los
del hormigén. El proyecto de estructuras de madera debe permitir debidamente los
‘cambios de dimension originados por la variacién de humedad o de temperatura. Sin
‘embargo, el principal problema para proyectar es conseguir uniones adecuadas, seguras
y

En los tiempos modemos, con el aumento del uso de la construcién de acero y de
hormigén armado, la madera quedé relegada a una utilizacién accesoria durantc la
construccién en estructuras secundarias y provisionales, y en elementos secundarios de
12 constrceén pemanen. Sin embargo, i tocnloge moderna ha revahzado -
fane los trfna  tantos dlimos aos a maders como mteril strcturl, desao-

ki mad ‘maderds laminadas echas de dlgadas capa, uida enie 5 con colss

sintéti técnicas de encolado revolucionarias. EI contrachapado, con pro-

prdsgodidiray direocional, es Ia madera laminada utilizada

més extensamente, pero tambin se han desarrollado técnicas para construir elementos

grandes de madera laminada que para ciertas estructuras pueden competir con el hor-
migén y el acero.

Los tltimos en presentar aqu, pero lejos de ser los 6ltimos en posibilidade s
son los plésticos' de aplicacion a I ingenieria y los metales raros? tales como el
tungsteno, téntalo, molibdeno, cromo, vanadio y niobio. Hay muchos pmm dis-
ponic, y as propiedades mocnics que presenta st grupo de malerieles varian en
los materiales

estructurales Asi, en muchas apli de proyectos cs-
pecificos, cs posible clegir un material plstico, para utilizarlo en un proyecto que com-
pita con &, Elllmmd-hexpcnmnwdanplwd:pikmenntzﬂm Sin em-

%’
£l
35t
E
§
i
i
é

tales estructuras, con éxito alentador, que anuncia un uso incrementado de cste-tipo
de construccién en el futuro.
Quizé munca se utilzardn Srenamnts fo s raros n coupeteni com

Mientras
que hace unos pocos ais a idea de consrur estructras en la Lun, en l cspacio 0

nes que rodeen a sp-:iolwpuedcn en el mo-

* Pars un resumen de ns propiodade aplicabls a In ingeierta de los plstcos disponibes coriente-
meate,ver . H. Ad ‘Mech. Di, ASCE, folllo 072, octuee.

# Ver S L. Hoyt, «Mctal Properies, ASME Hasdbook, 1954,y H. K. Odgen, eFuture Metals, Chem.
g, Progr, vol. 4, nim. 1, novimbre 1958
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del espacio’ se necesitarin nuevos materiales metdlicos, tales como las aleaciones de
berilio,

Tipos de deficienclas y fallos de estructurss. I tipo més evidente de fallo de una
strcturs s f hundimiio dcbido s mauiknts capacidad de reisi sagas  oros
efectos aplicados & ella. Sin embargo, puede ser también inservible una estructura a
causa de sus caracteristicas de rigidez y vibratorias. Por cjemplo, una estructura pucde
ser tan flexible que no pueda funcionar satisfactoriamente el equipo sensible 0 Ia ma-
uinaria sopariada po el o an Bexibl Qe sparescan grietas desagradables en ¢l

molesta por su movimiento o el aspecto a I vista de su fiecha. Por otro lado, la estruc-
tura puede tener caracteristicas vibratorias que se correspondan mal con la frecuencia

thndimi:\wdeunlmrmnnpxd:ﬁnwwnlda cualquiera de los tipos
de fallo siguientes: rotura o deformacién pléstica del material de un modo dictil, rotu-
ra del material de tipo frégil, pandeo o fatiga del material.

Rara vez esté originado el hundimiento de una ul.mnlun por la rotura del material
en forma dcti, pues tal rotura va precedida por alargamientos tan considerables que
resultan aparenes las flechas excesivas. Bajo tipos de carga normales habria oportu-
nidades de aliviar la estructura, bien descargindola parcialmente o apuntalindola o
reforzéndola de forma provisional. Evidentemente, en casos de catdstrofe —tales como
terremotos, vendavales, inundaciones, incendios y explosién de bombas— no hay po-
siiidad de refora I etrctura y e peodisi e hundimiento por roura dict o

deformacién Muchas estructuras de

formacidn pldstica. destruidas presentan
poses diseil, pero esto ha tenido lugar generalmente durante el proceso de hundimiento
¥ o provocd el fallo.

La rotura frégil es mucho mis ficil que sca la causa del hundimiento que la dctil
Muchos aceros (y quizd aleaciones de otros metales) pueden ser susccptibles de cste
npo de rotura, segin su composicidn metallrgica y fabricacin y la temperatura mini-

ambiente. Esto es particularment cierto si s ha proycstado y dimensionado el

traccidr

En civil en que i de ordi
nentemente estitica, la causa de rotura mds eomﬁn es ¢l fallo por pandeo. El pandeo
puede teper lugar localmente de forma que puede o no provocar ¢l hundimiento de
toda la estruct

comprimidas, o n al s imidas de vigas, etc. Los el imid
© vigas pucden par
to. En ocasioncs, en Ias estructures de ingenieria civil plndeouunpandrorﬂ:lim

por cuanto el clemento recobra su forma original al ser descargado. T
‘pandeo depende de la rigidez a fiexion clstica y la longitud libre (o a veces i .ndmr.y

" R. Salard, eStrocturs for the Mooas, Ciel Eng.,octubre 1959, pigs. 46-0
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del clemento, pero no de las intensidades del esfuerzo de que se trata. Sin embargo.
mis a menudo a causa de las proporciones de esbeltez usadas cominmente, ¢l
pléstico sucede cuando ¢l clemento, o porcidn de €I, esté sometido a tensiones fuera
del limite de proporcionalidad del material. Entonces, as intensidades de csfuerzo son
0 Do pcuivo el ospormieno, porgue o shtrumicios § b rgkes o
fexién ms allé del limite de proporcionalidad dependen del valor de las tensioncs.
A veoes, cuando tiene lugar el pandeo eunm = alvi I car. i i como
risad o lon deplzamicaion G andco. St ST, o s s 20 Coue
tal alivio y se desarrollan nuevas deformaciones bajo la accidn comimads de ' carga

pudiendo dar lugar a una deformacién pléstica considerable y el consiguiente hundi-
miento de Ia estructura.

Raramente ocurren fallos por fnign en I cetroctues de i i s
Sin snbarg, cusado nevenn e cargas e o ibeacoes v, e
comirarss a poubiad do ul pu Fegn Lo fllw por
de fragiidad, cuyos sintomas pueden apreciarse solamente b i Benis
de inspeccion. También puede ocurrir Ia llamada fatiga plistica, aungue es rara. Este
es el fendmeno que se presenta cuando se rompe un cable o un clavo doblandole en la
rein pltes, rimer o wo dircidy ego e ot Natumente, s o que

una estroctura de ingenieria mﬂn‘ém}:ulmmzmbhnmdquwﬂdw

El ingeniero de estructuras debe por tanto, proyecar sus estructuras para obiner
¥ pobeHiad Souveniene do ot 0 8 o it 1 esier Hovhil Debe
o para analizar el comportamiento rmas
que utiliza, de modo que pueda estimar las posibilidades de hundimiento o mal s
tado bajo las cargas y ambiente a que estén sometidas. Si Ia teoria es inadecuada para
tales predicciones, debe hacer sus chlculos y tomar sus decisiones de proyecto a base
o s npencay sy, de mudeo o depcas s,
Formas estrctrale. L decision mis importante a tomar por un ingeniero de

te para satisfacer las diversas necesidades y objetivos'de un proyecto en particular. La
‘mayoria de las veces no puede conocer inmediatamente la mejor solucidn y debe scguir
i i las fases de planteamica

iolégicas,
Sy oo @ Laisee grado, y la que wﬂ- Sonkii sioasaes v fllncne
utilizando los
olos quese pumn py
Las formas estructurales pueden clasificarse dentro de uno de los dos gripos si-
guicntes, segiin las condiciones de esfuerzos predominantes desarrollados bajo las car-
1 46 proyeto  condicanes s i

toda la pro-
funditad 9 sk, 0.9 o gt do i pase somi o gl ey oty
elementos de cerchas, membranas, liminas, etc.

2. Formas con tensiones variabls, en las que las tensiones varian con Ia profundi-
dad o espesor, normalmente desde una tensidn méxima de traccion en una cara hasta
una tensién méxima de compresién en la otra, como, por ejemplo, vigas, porticos rigi-
dos, losas, placas, et.

Evidentemente, las formas con tensiones uniformes utlizan mis eficarmente Ia re-
i disponie 6l ateia s I 8o tnoms variabe o 1 9o, b0 ool
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tensiones, exceptg en zonas en que hay elevadas tensiones cortantes. Por tanto, cuando
s necesidades funcionales lo permiten, el proyectista de estructuras trata de utilizar
una forma don tensién uniforme. Realmente, a veces las dificultades de fabricacion
ylo de construccién que se encuentran al dar la forma deseada a Ia estructura hacen
que cubste més que el material ahorrado, por o que no se consigue ninguna economis.
Las estructuras de cable de acero son un ejemplo de forma estructural muy eficaz.
Los cables son cas perfestamente flesibis, esto cs, puede suponcrse o 0 teoen
P ¥, por tanto,

mmwpwd: variar de forma. ylnldlpmgﬂpoﬂmadﬁithmdehl
cargas aplicadas a él (ver Cap. 10). Esta adaptacion en la forma es un cambio

trico de cuantia muy considerable a diferencia de las pequedias flechas que son conse-
cuencia de las caracteristicas tensién-deformacin en los cuerpos deformables. Como
muestra Ia posicion de Ia linea llena de la Fig. P.6a, cl cable tiene la forma de una cate-
naria bajo su propio peso. Si se aplica ahora al cable una carga grande P (comparada
con su propio peso), su forma se desplaza sensiblemente hacia la posicin de la linea

@

®

Fio. P, Estructuras de cable.
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ammmpmmnumr«mmm
5¢ ve en Ia Fig. P.6b, i s¢ apii del -
mmmmmmmmuhfmummumel
principio es una porcién los dos
ﬂmmdmﬁqmnuﬂtmmd equilbrio vertcal y horizontal son:
1) variar su tensién y 2) adaptar su peadiente (esto €5, su forma). En otras palabras:
ma incdgnita (i tcnsién del cable) o puede en general satisfaoes dos ecuacions simul-

i por razones funcionales 10 son admisibles cambios sustanciales de forma cn las es-
mmannu,dmmnummmmmnwnmonn
enla Fig. P.6d.
Un.mmﬁaumuwmumrhmnmm
que es como un gran ntmero de cables uno al lado de otro, y seri escacialmente éste
dm-hmﬂsmkmmmmmmm
Sin cmbargo, la
tiguos onsiuy usa difreci muy imporane e o cabe o membnu. como
pucde verse por Ia consideracién del equilibrio de un elemento diferencial de membra-
na representado en Ia Fig. P.75. En el caso del clemento diferencial de membrans, hay
satisfacerse i

circu

solo dos condiciones en el caso del cable. Obsérvese, sin embergo,
wmmmm,n,yu,mumunmqum-mfwm
tres ecuaciones de equilibrio del elemento mediante incrementos de su valor, sin nece-

wrdgat
a <04

r
Mrag e

Membrana cilindrica.
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ndmdcvlmhfwmddm.-hohpqmﬂnrmmw

repartidas si
mhamwnuwmm@muumm“

Ev.dmm te, las cargas concentradas en una membrana —que son discontinui-
d-m:nhuwulnpudm wmdnwnﬁmuumhlwﬂelmbah
7ados de Ia membrans, similares a los cambios que exige un cable.

versal y sin ninguna flexién. Abora, si, como se ve en la Fig. P.8, se aplica una carga
completaménte diferente al arco, éste trata de cambiar de forma, como un cable, para
tomar Ia del poligono de equilibrio del nuevo sistema de cargas. Sin debido

camt
estado de tensiones variables en el arco, por lo cual soporta Ia carga parcialmente por

I T S P Y PR |

) Arco do 1a misma forna cue (4. poro

istinta. cerga. que Grigine

el i s s e oha T

andloga a 1a quo se representa exagers-
da en linea do ‘razos

Fi0. P8, Arco bi-articulado.
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esfuerzos de flexién y parte por compresidn—. Esto es, la compresién del arco no
e, en general, satisfacer al equilibrio vertical y horizontal sin la ayuda de la tension
de flexin y Ia de cortante transversal asociadas con ella. En realdad, el Gnico caso
‘poligono de equi-

o
librio de su misma forma.

Ios casos en que hay una condici6n de cargas predominante, cuyo poligono
dnnquﬂhwnlnpnd:ﬁmrhlanmdglmwm Para esta carga, el arco actia sus-
tancialmente como una forma estructural de tensiones uniformes; para otras caigas
auc puden ser eluivamente o imporanes y de apiacibn poco freene, e

‘pero con . como una f i de

eoons v
La limina Estoes,la i b
na que tiene resistencia y rigidez a flexion, lo mismo que un arco tiene igual relacion
oo § i b s s Kb it ol e s (i

cargas
nnl\apahnuln por compresidn, mds que pn{ e tracén, . como conscien
k

cia, se hacen
brana prescaiads enla Fig. P iverid, acturi de modo diferte qu una serie

e e et g e e o o 3. b o

disponibles en la ldmina —N, N, Ny— pueden satisfacer tres ecuaciones de equilibrio
sin la ayuda de esfuerzos de flexion. Como consecucncia, mientras la carga csté dis-
tribuida, la soporta principalmente con un estado de tensiones del ipo del caso de la
‘membrana, aun cuando Ia forma de la limina pueda no corresponder con la de la su-
perficie de equilibrio de las cargas que intervienen. A causa de la ligera tendencia de la
i  deormar 3, poc ko, cembia de o, e e
socundri. Sin embargo, solamente se desarrollan tensiones de
Heion consderabie al ada e o sopoin e nomaen s PO propore
cionar exactamente las fuerzas de sustentacion exigidas por las tensiones de la mem-
brana. ica o cargas repartidas
que varian bruscamente, se pmdm s s deflid e il e 0
forma en ambién
med\m(knﬁnjumnxlmummbrmdew o forma, de la limi

(0 armadura plana). Evidentemente, una carga sencilla concentrada P podria ser so-

ot por o arco de dospeas represntado e g P,y ce = siapia s

forma del tal carga. Si

ran capaces d proporconar 1a secin horaoni necari H, ool relenca podrll

proporcionara n a y ¢ una fueza G tacin H en un e lemenio ac, afadl
veenla Fig PS5

se »od cargas concentradas en d y e, sogin s¢ representa en
1s i, e ulzando dosbara pre garcad unn e e sronc (s on
armadura ya formada. Se ve inmediatamente que tal disposicién permite  los cle-
mentos soportar un sistema de cargas en los nudos, por medio de condiciones de ten-
i wifres e cada s de o hemeni —corpomint & Ferzs e i

en algunos de ellos y de compresion en otros—. Si el sistema de cargas a soportar no
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()

FiG. P9, Armaduras plana y espacial.

esté en un plano, sino que es de cardcter tridimensional, se puede disponer una arma-
dura espacial apropiada‘que una los puntos de carga, comenzando con un niicieo te-

traédrico constituido por cuatro nudos y seis barsas, como se ve en la linea llena en la

Fig. P.9d. S¢ usan tres barras para unir cada nuevo nudo con la armadura.

En la Fig. P9, lo-wmmmmdmmundmulnmdmmnmd:p-ﬂdmmw

¥ Ia espacial. Takes

juntas constituyen todo lo necesario para ¢l buen comportamiento estructural. Real-

mente, es conveniente y econémico en la fabricacion moderna de cuchillos y en el mon-

tne ilzar usones fundamenalment rgdes, empleano remaches, pemos ¥ solda-

por fuerzas

fement las barras.

i dales. Como resultado, Ias barras varian
ligeramente al haber desplazamientos de las uniones, como consecuencia de estas va-
riaciones de longitud de las barras. Sin embargo, si las barras estén unidas rigidamente
en los nudos, no pueden producirse las variaciones de los éngulos, y se necesita.
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gera flexion de las barras para adaptarse a los desplazamientos de los nudos. En una
armadura bien proyectads, lls m relacionadas con esta flexion de las barras
3. por tanto,

tensiones secundarias.

Es intercsante observar oe, en cierto senido, s amudurs con nudos igdos -
tén relacionadas
‘deben pertencoer a la familia de tensiones uniformes y dd::n actuar como armaduras

elas, por lo que se produce una flexidn que, en general, es de importancia secundaria,
explo 1t congu o borde,

Se observard también que en las armaduras no se pueden cargar dircctamente sus
barras entre los nudos sin que se produzcan considerables esfuerz0s de flexion en las
barras asi cargadas y en las que se hallan proximas y ligadas a ellas. En otras palabras,

armaduras son preferibles las cargas conceniradas en los nudos en lugar de
las repartidas; sin embargo, para las membranas y liminas son preferibles, por l con-
trario, las cargas repartidas y no las concentradas.
Muy a menudo,se usan, por razones basadas en el funcionamiento, cconomia o
construccidn, formas estructurales de tensiones variables como vigas, porticas, placas
 losas, especialmente en proyectos de puentes y edificios. La relativa incapacidad de
ik fomat pam illas I resiensi povsci] de todo o atra puds s i
nimizada por la eleccion de las dimensiones adecuadas para las secciones. Por cjem-
plo, en el caso hipotético de flexi6n pura representado en la Fig. P.10a, todo el material
podmmpcmmtnueludmlln.m al no haber cortante, no se necesitaria alma.
identemente, estén unidos Ia fiexion y el cortante y es necesario
materl el ams como 3¢ v en I Fig. P06 Com comecocni, s Fbranics
de vigas de acero laminado y de aluminio han desarrollado cierto nimero de series
dosccones e viges |y W (k sach) qu cn wchicn caon pritoo comiguen s

se ha prestado e eson ot b g qu:.lunndkhululmmm

eficiente de los clementos flexados, muchas vigas y pérticos poseen una capacidad de

soportar cargas superior a la carga que produce el limite de fluencia en el punto some-

tido a Ia méxima tension. Las estructuras dictiles hechas de acero u hormigon armado

pueden estar sometidas a cargas mayores, que producen simplemente deformaciones
i canzad i

en accidn las resistencias totales de los puntos menos critcos. La consideracién y el
empleo de tal comportamiento sc llama de diversos modos, proyecto a fa rotura, o es-
tado pléstico, segtn se ha dicho ya anteriormente.

Evidentemente, muches vigss de gran luz fucrtemente cargadss cxcoden la capaci-
dad de las socciones de metal laminado tipicas. En tales casos se obliencn las ressten-
e st narias projctando sxions apciales, constivids por chges

estén en voladizo o “en s extremos, como sc ve en la
m P.10c, b. Sin embargo, es mis frecuente en la construccién moderna que sean con-
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C

b4

@)

te)
Fio. P10, Elementos a flexidn.

tinuas, con varios apoyos intermedios, o estén unidas a otros elementos para formar
i ades exmcura podcods: Todo o mumdo o & ko sumeroce Gempoe
de la casi infinita variedad de disposiciones ut ccidn porticada,
algunas de las cuales est v.inmduduw”mdnnlmnlmu!sd:llﬁ! P.10c. Casi
siempre estas estructuras 20 confunios edimeualonales d chmenios, e
que a veces pueden aislarse partes planas, tal como se representa en la figura, a objeto
de proyecto y estudi

A veces se estudian las uniones de estos porticos utilizando remaches, pernos y sol-
daduras para que sean pricticamente rigidas, de tal modo que los extremos de todos

i trasladarse, sino te una

irvigidas
Realmente los clementos estén raramente articulados en las uniones, pero a veces las
uniones remachadas o roblonadas son tan flexibles que solo transmiten momentos des-

iables

Ea tales casos pucde see necesario afiadic cartlas, o diagonales, como s ve en ¢l
i speir dlpirti e Fi.PAc par o cabiica.
clementos a

las estructuras son fundamentalmente
flexidn, sujetos mnapdmunmmmde&nﬂn ¥ cortante. Ademis, estdn some-
jos & axiales, aunque 1o son grandes, excepto en elementos como las colum-
nas verticales de los prticos.
La iltima forma de teasién variable a considerar s la losa o elemento de placa. EI
‘comportamiento estructural de una placa se puede ver por semejanza al de dos capas
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de franjas de vigas, cada capa formada por fajas yuxtapuestas y unidas lado con lado.

Las capas estin orientadas de modo que las dirccciones de las franjas son perpendicu-

lares cuando se coloca una capa sobre Ia otra, como s ve en la Fig. P.11. Si estin sus-
id

. vertcal),
ambas capas colaborarén en resitir la carga, flexando cada una de elas y transmitiendo
Ta carga al par de soportes de borde en los extremos de sus franjas de vigas. (Se obser-
vark que para que sea correcto el comportamiento ar que
el espesor de cada capa s igual al espesor total de la placa.) Es interesante considerar
el comportamicnto de una placa relativamente larga y estrecha, en 1o que concieme
a Ia analogia con la capa de franjas de vigas. En tal caso, a capa con las franjas de vi-
gas largas serd mucho menos rigida que Ia de las franjas cortas, colocadas en la dirce-
cidn estrecha. Como consecuencia, la mayor parte de la carga esta soportada por las
franjas de vigas cortas, pricticamente sin que cxista una accién de placa de dos dircc-
ciones. En otras palabras, para aprovechar sensiblemente Ia accion de placa en dos
direcciones, la relacién longitud-anchura debe ser 2 o menos.

. Comportamiento de placa.

Una de las cualidades i un

ingeniero ha de poscer cidad d
10 de una estructura propuesta, en las condiciones especificas de proyecto. Si dispone
de una teorfa que esté en correlacién con el caso, y comprobada por la experimentacién
de laboratorio y por la i tiene
‘una base I6gica y racional para extrapolar sus conocimientos y experiencias previas a
nuevos casos. Evidentemente, cuando no sc dispone de ninguna teori, el buen inge-
niero esté preparado para utilizar una combinacidn de experimentacién en modelos
en el terreno, cxperiencia previa, juicio € inwicién para guiarle al cjecutar su 3

EX ingenicro de estructuras debe ser capaz de analizar " tres aspectos fundamentales
del comportamiento estructural:

* Bl anliss de las caracteritics de sensid, deformucidn y flcha del comporiamiento structurl 3¢

conoce por e o anlss e snsones,



PREAMBULO “

L st de o, lormions y sk b g o condiciones
de deformacion, estiticas
2. Respuesta y caracteri
3. Caracteristicas de pandeo, normalmente bajo condiciones de cargas estiticas, y
ocasionalmente bajo cargas dindmicas.
En cada uno de estos casos debe comparar las capacidades limitadoras de la es-
tructura para cada uno de los posibles modos de fallo a que conduce, con el corres-
pondiente comportamiento para las condiciones de proyecto

vibratorias bajo condiciones de cargas dinimicas.

en Ia forma hecha, ¢s algo arbitrario. Se podria argir que los aspectos 2 y 3 estarian
realmente incluidos en el 1 sin mis que incluir en Ia descripein de 1 las condiciones
de carga dinémica —lo cual s cierto—. Sin embargo, el anlisis de los aspectos 2 y 3
requiere técnicas més especializadas que las utilizadas para el 1; por ello, parece acon-
sejlble ‘considerarlos por separado. Ademis, s estructuras de ingenieria civil deben
generalmente de modo que sea suficientemente pequeda la probabilidad de

hllo frigil o dictil asociada con las caracteristicas del comportamiento clasificado
1,y que sea adn menor la probabilidad de existencia de causas, de fatiga, o de vibra-
e, dn o » pandeo, osadascon 1o tposcsteadon cn 2 3 rapecthamente
El andlisis del pandeo y caracteristcas vibratorias est fucra del presente cstudio,

Para resolver completamente tal problema cs necesario obtener las tensiones y despla-
zamientos desconocidos en cada parte de la estructura, de modo que satisfagan las
ecuaciones, con las fuerzas y condiciones de desplazamiento en el borde conocidas
Estas incOgnitas pueden obtenerse formulando un nimero apropiado de ecuaciones
independientes, obtenidas de los tres tipos de relaciones o condiciones siguientes, que
igen el comportamiento de una estructura:

1. Condicones de exulio xtco do s foeces ey xtions ( pu-
es) que actian sobre la estruct

T Relcionss i nioney dforsonesdel matera d qu ot

3. Relaciones geométricas entre deformaciones y desplazamientos de puntos de la
estructura,

Evidentemente, es ficil combinar las relaciones 2 y 3 para eliminar las deforma-
ciones y obtener relaciones directas entre las tensiones (o fuerzas interiores) y los des-
plazamientos. Algunos autores resumen este hecho diciendo que solo hay dos tipos de.
relaciones, es decir

1. Condiciones de equilibrio estitico.

2, 3. Relaciones enire tensiones (0 fuerzas interiores) y desplazamientos. Real-
meni 2o impora b puntode i i, s cn cadn cuo ly que wiza wio
e los dos caminos fundamentales para formular Ia solucion del

Estos dos caminos fundamentales son ¢l método de las fuerzas' y s
tlrwhmrtmm', que se definen a continuacién. Estos caminos son descritos en una

generalizada, tal como se aplicarian & una estructura tipo por elementos®.

erss o par.

5 A efectos del andliss, pusde clasifcarse una structura como por elemenos 0 hars,  itruturs de
pancls, aunque & veces puede ser una ezl de losdos tpos
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1. Método de las fuerzas

a) Primero se establece el nimero de fuerzas independientes desconocidas (nte-
na.uynmam)yukmmmnnmammmwmmdd
pucden

s estdticamente determinado, pues se pueden determinar directamente las incOgnitas de
estas ecuaciones de eqy

conocidas y las desconocidas superabundantes. Resolviendo el sistema de estas ccua-
Gone ¢ hallan ‘superabundantes
) Una vez que se han determinado todas las fuerzas que actian en la estructura
i umwwlmlua‘mmmm Luego se puede completar ficil-
mente el andlisis estructural calculando las deformaciones por las relaciones tensién-
deformacidn y I
las relaciones deformacién-desplazamiento.

2. Método de los desplazamientos

3 s
intervienen en la estructora, y sc ks considera como lummmmmmum
problema. Entonees pueden expresarse s fuerza internas de la estructura en funcion

PmmmmuawmmmmmMna
en funcién de las y las fuerzas
eros desomnsdas Qe 5 ban xpreac c Foncion d s dspezamatos. Esas
jones, igusles en nimero a los desplazamientos-incogita, s¢ pueden resolver para
ballar sus valores.
b) Una vez se han determinado los desplazamientos, s pueden hallar las fuerzas
internas. Asi se calculardn todas las fuerzas, excepto las exteriores desconocidas, y
étas puoden caleulase fhcimente utiizando las condiciones de equilbrio restants,

saportado ef conjunto de alguna forma en puntos aislados. Cada barra s relaivamente laga comparada
i b

contious por iderube. Cada
s puede er

rto aémeio
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ue 00 s usaron et al anea o cuncons pare bl s componenes
desconocidos.

umyumﬂelmmandmadmmmnmrd se han desarrollado a lo lar-
pmmpmmw»mmum Sin embargo, el método de
deformacion angular, y el primer teorema de Castigliano, que se estudian més ade-
lante en los Caps. lZylSmmﬁmdquﬁmmm

El que sea més eficaz un método de fucrzas o uno de desplazamieatos depende de

civil por
anmmhhnyqneohgmqumhmynmdﬁlumnonwh.l:{mm
del proyecto, u las teasiones y
124 o0 uiosde a srcire. Posds socesarse w Cotir compito d tcsoncs,
erm o ¢ cakeglon lss poc fehas eprcasatian. Adeads, muckas o

de ingenieria civil son, en esencia, eséticamente determinadas, o si son estticamente
o ¢ e que o i
‘mero de componentes de desplazamientos desconocidas. Hay, ciertamente, algunas es-

tructuras tales como muchos WIWmlanuehymmmmpwznmdc

108 desconocidas que el grado de indeterminacién. En tales casos, el mé-
md.adedﬂomlaﬁntn;ldn(mnnmdzhmhﬂdmd:ﬂdpimmwnlm]nnndo
el método de resoluci6n clisico adoptado. Lo que el futuro pucda traer con relacidn
100 bt o el lrucral reidon e lecetid s adca, on b o

H-y otro axioma muy impor mpetume quees m somidre seigecty dol andice
del comportamiento estructural. La mayoria de las estructuras reales que tiene que
mmzlmmkummmmmmbhd:mlnﬂmlm Esto
s particularmente cierto para estructuras que contienen pdrticos complicados en el
espacio, loses, muros portantes y membranas. En tales casos, s cstudian varias versio-

ymdmmwmmmmnhynnmﬂnuhnmpﬂmnpc
particular de estrocturs, tales simplificaciones estén justificadas y proporcionan u
oo aifctosa pus wa v proyts, S % %o el o o buc b
cio y I intuicién de un ingeniero inteligente y experto.

Al obtener los resultados del andlisis, el ingeniero no debe ohidar munca que tales
resultadas deben satisfacer las-condiciones de equilibrio. Para ser wexactos», los resulta-
dos deben satisfacer también las relaciones tensién-desplazamiento, Una estructura
‘proyectada a base de un andlisis que satisface las condiciones estticas, pero solo apro-
ximadamente a las relaciones tension-deformacién, rara vez tendrd problemas si el
proyectista ha sido conservador con respecto a que se satisfagan las condiciones de
pandco y vibraciones, y ha dimensionado la estructura de modo que no sea susceptible
de fallo por fragilidad. Una-estructura asf proyectada puede flexar algo mis y de dife-
entc modo del eamente discado. Pusde ncuso omperse o dsarolar deformaciones

resistencia para satisfacer las condiciones de ndmw:ummhnmdzmn‘
dando suficiente resistencia de ductlidad y pandeo, Ia estructura movilizar las resis-
tencias. necesarias antes de hundirse.

‘Procedimientos de cilcalo, La aparicidn de los moderos calculadores analégi-
cos y digitales ba tenido ya un inflyjo considerable en Ia préctica de Ia ingenieria de
smcturas. La empli con que i yuda de st caeladors lcar 1 1 ingricria
de estructuras es dificil de predecir. Ciertamente tendrén un enorme efecto y pueden
revolucionar la préctica actual.
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el posible impacto de los calculadores modernos, debe reconocerse
que el desarrollo del andliss estructural hasta muy recientemente, ha tenido lugar con

las técnicas del cdlculo manual (logaritmos, reglas de cdlculo y calculadores de mesa).
Como consecuencia los métodes que entraan célelos xtensos (ales como la resolu-
cién préctica, excepto

en ocasiones excepeionales o may IMpOrtants que s encontraban raras vces en Ia
prictica. Para resolver los problemas corrientes se desarrollaron métodos de relaja-
miento, y otras técnicas de aproximaciones sucesivas, para obtener soluciones que
convergieran hacia la solucién de problemas que, si se resolvian por los métodos clé-
sicos, necesitaban sistemas de gran nimero de ecuaciones. De hecho, los avances més
gt 0 o Bicce ke ek o sido de esta clase
bargo, ahora al disponer de cakculadores clectrénicos «automticos» el n-
geiero ucnts con In ayuda de clclos d varcs ddenes e magnitad s ripidos
que los que ha tenido nunca. Es obvio que, aun i no se desarrollasen nuevos métodos
¥ proyecto, disfrutaria inmediatamente de estos beneficios. Utilizando estas
‘méquinas se reduce el coste de los cdlculos  una pequefia fraccién (a menudo se con-
sidera un cuarto) del coste del célculo manual. Este ahorro permite al ingeniero hacer
un trabajo que tiene mds de ingenieria y menos de cilculo de ayudantes. Como con-

de considerar posibles proyectos que anteriormente o era ponbk analiza
umente. Si el ingeniero de estructuras
identes, estar lejos de utilzar toda o po:nble ayuda que los calcu-

La cuestion es desarrollar métodos completamente nuevos de proyecto y andlisis
estructurales, que utilicen del modo mas eficaz toda la capacidad de trabajo de estos
calculadores electrénicos. En general, no puede esperarse que I ientos ana-

los
liticos que se han usado durante afios para el cdlculo manual sean igualmente eficaces
paracl niza
objetivamente sus problemas f as prc-
icas y procedimientos ulizados en el pasado, con una Mea delclculo compltameots
distinta.

En la actualdad parcce que Ia manera mas sencila de organizar los edlculos de es-
tructuras para realizarlos con méquina es la formulacion matricial de la teoria de es-
tructuras, con las notaciones y operaciones del dlgebra matricial. Los estudios y avan-
ces futuros demostrardn si éste es el camino, g it e que 2 de

asiad que presents o il

necesitan_conceptos y pmod.\mi:nlm totalmente nuevos. Muchos

e, b conribuido 2

desarrll d s métodos matrcales do andliss cructra s dos limas dicads

En realidad, este camino fue sugerido, al parecer, por primera vez hace muchos aos

por Edward Study, en 1903. Sin embargo, en esta época atrajo muy poco interés a causa
de los complicados calculos que exigia.

A pos de que oscaculdors lctsfeios tendn n efecto cds ves mayor en
el de g el ingenero del

y
yecw actuales. No los dmn.lri como tampoco decara e mecinico sus heramin-

tas de mano porque haya sido inventada la méquina herramienta programada auto-
mtiamente. S embargo, afadi la nueva mdquina calculadora a su equipo y apren-
derd a usarla con eficiencia y eficacia.




PREAMBULO r

Objeto de este libro. _Este libro estd orientado fundamentalmente a un tratamiento
elemental del andlisis del comportamienito estructural. De entrada, ¢l anlisis es un
‘medio paru llegar a un fin —no el fin mismo—, pues el principal objetivo del ingenicro
de estructuras s proyectar, no analizar. La concentracion del estudiante de ingenieria
de cstructuras cn el anlisis, hasta la eliminacion del problema mayor y més impor-
tante del proyecto, le permite desarrollar su capacidad de apreciacién, seatido ¢ intui-
cién para ¢l comportamiento estructural. Evidentemente, nunca aprovechard total-

ndo proyectos, el estudiante desarrolla su ji
S0, o Smngiomitn . o podie ol o s b o BE:

iez primeros capitulos de este libro estdn dedicados casi exclusivamente a la
censmem:lén de las estructuras estiticamente determinadds. Estas consideraciones
sadas casi completamente en conceptos fundamentales previamente introdu-

cidos en fisica, mateméticas, mecénica y materiales. Aqui se revisan y se insiste en estos
conceptos fundamentales aplicindoles a problemas del andlisis estructural. Como esta
‘materia figura como revision, el estudiante avanzaré en esta parte muy répidamente,
segin la profundidad con que haya asimilado los fundamentos en cursos anteriores.
Los Caps. 11 a 14 se dedican al cdlculo de d:l‘omunnns y al andlisis de tensiones
materia nueva para

el estudiante normal, aunque haya sido introducido antes brevemente a estas ideas
¥ materiales. |, el estudian-

te o encontrard completamente riguroso y facil de comprender, de modo que, des-
pués de aprenderlo, no lzndri dxﬁwlud plmcnllr para estudiar libros mds avanzados

El Cap. Ia formulaci ici teoria
de strucirss. E o camino que pares om este mexocoto ¢ ks sl para oranizar
los cdleulos de estructuras para resolverlos con méquina. Se han publicado
poblickndoss varioe o Seditudos ccbaramone # orio fens: Hari ahoes 00 toh
claro hasta qué punto un libro como éste debe revisarse para incluir métodos matri-
lles: Quid los avancesfutures cxgirdn una evisidn mis extensa e et sspecto de
1a que se incorpora en esta edicién.

THaia o Cap. 1 s presads mayo importanca alanlss d circturs lsi
cas linealmente. Con el creciente interés en el proyecto estructural a base de rotura,
se hace necesario considerar el comportamiento posteldstico. Por esto, ¢l Cap. 16 esth
dedicado al comportamiento pléstico de 1as estructuras. Este tratado comprende solo
el andlisis de este comportamiento, no los métodos y principios del proyecto pldstico de
estructuras.

La moderna ingenieria de estructuras se ha visto cada vez més relacionada, no solo
con formas estructurales més complicadas, sino también con proyetos més perfeccio-
nados, tanto de estas formas complicadas como de las formas estructurales tipicas tra-
dicionales. Por tanto, es importante para el ingeniero de estructuras familiarizarse con
el andlisis de estructuras de placas y membranas y con el anlisis de pandeo, respuesta

indmica y distribucién de esfuerz0s para diversas estructuras y clementos estructura
les. EI Cap. 17 ¢s
avanzada que intervienen en tal andlisis. Se pretende simplemente que sirva de tran-
sicidn entre este libro elemental y otros ms avanzados en estos campos.

Los Caps. 18, 19 y 20 presentan un tratamiento resumido del andlisis de modelos
de estructuras. Hasta ahora, el andlisis de modelos sc ha usado principalmente como
un instrumento de investigacién y educativo. Sin embargo, es uno de los importantes
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instrumentos disponibles para el ingeniero proyectista, que debia usar mucho més que
1o ha hecho en el pasado. S¢ pucde u dc modelos como comprobacién

deun 1 andlisis ma-
temtiognocs prctico s imposile, ! ‘niis de rvodlos el onc camin ana.
litco disponible. Los ingenieros europeos han hecho importante uso en Espaiia, Portu-

gal, Ttalia y Suiza del andliss relacion con ¢l . En los
Estados Unidos solo 1o han hecho unas pocas organizaciones como la Oficina de Re-
clamacién U. S. A,




1

Introduccion

L1 Estracturss de ingenieria. Para el ingeniero civil es muy importante el pro-
yecto de puentes, edificios, torres y olras estructuras fijas Tales estructuras cstén com-
puestas por elementos unidos eatre si y sustentados de modo que pucdan soportar en
equilibrio estitico las fuerzas exteriores aplicadas. Una estructura debe también man-

cia de su propio peso. Por ejdmplo, sobre una torre de linea de su
Propio peso, las cargas de viento y hielo aplicadas ente a la torre y las fuerzas
plicadas a ella por los cables q . Deben, pues, ¥ proyectarse los

clementos de Ia torre de modo que puedan soportar las cargas en equilibrio estitioo
y transferir asi sus efectos a la cimentacion.

Ademés de uxy.mnm-m hay muchas clases de estructuras: presas, muelles,
losas de pavimento de i

3 o ingenier eléerico s ocupado de igualforma co e cuipo el y s bast-
dores.

Sin embargo, ¢l andlisis de todas estas estructuras estd basado en los mismos prin-
cipios fundamentales. En este libro, los cjemplos que se usan para mostrar la aplica-
cidn de dichos principios tratan casi siempre de estructuras de ingenieria civil, pero
Ios métodos de andlisis descritos pueden usarse para estructuras que tengan aplicacién

12 Proyecto estractural. Una estructura se proyecta para que cumpla una misin

determinada, para lo cual e e e i resistencia y rigidez. Otros aspectos
importancia en el proyecto estructural son 1a cconomia y buen aspecto.

1.~ Establecer el planteamiento general, para determinar los requisitos funcionales

liminar de las di l

ionales y estéticas.
5. Proyecto detallado de la solucion ms satisfactoria.
49
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Tanto los proyectos preliminares de la fase 3 como el proyecto final detallado de
1a 5, sc pueden dividir en tres amplias fases parciales, aunque en la préctica estdn entre-
mezcladas. Primero deben determinarse s cargas - actian en la estructura; luego

3, finalmente,
by e Gmeoonr xe bera 7 s sl o, b oo dlrioas ' somponit
de cada parte de la estructura.

Puede tres pasos estén la
ot E poo roplo de I eructur @ unn e 1 crgasque &t debe saporar,
¥ este peso no se conoce exactamente hasta que esté totalmente proyectada; en una
estructura estéticamente indeterminada, las tensiones dependen de las propiedades

principales. Asi, en cierto sentido, el proyecto de una estructura avanza por aproxima-
ciones sucesivas. Por ejemplo, cs necesario suponer los pesos de los elementos para po-

pesos. y i Ios supuestos, hay que repetir
el proceso.

Al proyectar una estructura es importante dars cuenta de que cada parte debe tener
suficiente esistencia para resistir las tensiones méximas a que puede estar someida.
Para calcular estas tensiones mdximas es necesario conocer no solo qué cargas pueden
actuar, sino la exacta posicién en a estructura de las cargas que originardn que las ten-
siones consideradas tengan su valor méximo.

Asi, cuando una locomotora de ferrocarril atraviesa un puente, una parte dada de.
éste sulfe su tensién méxima para una posicion determinada de Ia locomotora. Una
segunda parte de la estructura puede estar sujeta a sus tensiones méximas cuando la
Tocomotora eté en otra posicién.

este libro se presta especal atenci6n al andlisis estructural; pero para hacer un
o mds saisucorio, e prstart ambic sguna peaion s cagus que st

En ¢l Predmbulo sc sefalé que a la base tradicional del proyecto estuctural se le
Hlama propecto eldstic. Las hipbtess de cargas, tensiones admisible y olras carace-

e especificaciones standard y normas de edificacién, como las dadas por los siguientes
‘onocidos organismos:

Asociacién Americana de Funcionarios de Carreteras Emuls (AASHO).

Asociacién de Ingenierfa e Ferrocarriles Americana (AREA)

Instituto Americano de la Construccién en Acero (AISC).

Instituto Americano del Homng(yn (AcI).

Algunas normas contienen cliusulas potestativas, segin las cuales
1 preden dinuomst o ot por métodos de proyecto-plistco, sempe que

tales proyectos se justifiquen a satisfacci6n de las autoridades que

par I modificacén. Sin embarg, hasta shoe, ol autor 20 conoce siagu norma
americana que haya incluido los principios del proyecto plistico en sus especificaciones
standard. Como estas ideas tienen gran valor cuando sc las usa adecuadamente, no
by duda e qe eminarn po alcans o econociniento que eren.

13 Cargas La carga fja, que actia sobre una estructura, cons-
10,00 peso G propi et  de e o dems cargas inmvile, constantes
en magaitud y asignadas permancoicmente a I misma. As), para un puente de carre-
tera,
05 del sstema de tablero, las losas de calzada, los bordillo, aceras, barandilas, poses
de iluminacién y otro equipo.
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Co q 1 actia yectar.
e, i hmdnml
‘sca posible, el
dapwdumulpmym.n Asi, pnnumua:mm,umymn
u losa a las vigas

dnuhl«o.mmma:umcmqmumnumd:lmumm.lmpm-

‘udo, pueden servir de guia al proyectista los pesos de otras estructuras semcjantes.
&mmnmmmm-mmmuammm.m
< ™ o d

cuniquira que sea I funte de fos dato. nspmauwmummmuqu
calular exactamente su pesd eal y s revisard, i s necesaio, el andlisi de ensiones ¥
el proyecto. Esto es necesario para la seguridad y deseable para Ia economia.

Si se conocen las dimensiones e una estructurs, se pucden calcular las cargat s, tomaa-

I e pueden eaconrar los peso uaitarios de algunos materiaes ussdos comdnmente €n -
tructuras de ingenieria?.

14 Sobrecargas. Generalidades. En contraste con la concargs, que permancoe
i 2 sobrecargas,

que pueden variar de iento. A veces te clasifcar las sobr

ackn.
sc'mucven por su propia energia, tales como un tren, 0 una serie de camiones. Se apli-
can, en general, répidamente y, par tanto, ejercen un efecto de impacto sobre la es-
tructura.

Cuando intervienen sobrecargas, hay que prestar atencidn a la posicién de tales
cargas en la estructura para la cual las tensiones en el elemento o nudo considerado
mmvﬂwﬂmﬂpmbku,mmuubhmdemmﬁjnpmdmdn
pnr?m.ﬂju,mldaimmlwmmmn a las sobrecargas.

1

poeates
tera consta del peso de las cargas mGviles de los vehiculos y peatones. Realmente, ¢l
tréfico por un plente de carretera constark de una multitud de tipos diferentes de ve-
hiculos. Sin embargo, se proyecta para un tren de camiones standard, elegido de ma-
e o s pgs. 991 de St Ty o Wiy & s, ., Nosr
memxn-bl Suberand y
4eC. M. Spofod,
e el Dok Compan. u‘u-mvm.lm ‘ay condro eferentes 8 o pesos d puce-
3 picics para
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El peso y la distribucién de
mmmmﬂoﬂmnclmmparmumm:mﬂuw
il poc s AASHO,

Estos camiones seric H estin representados en la Fig. L1. Se designan por una H
seguida de un ntimero que indica el peso total en toneladas americanas para ¢l camion
tipo. La eleccién de qué camida de la serc H hay que utilizar para el proyecto de una

estructura determinada depende de diversas circunstancias, tales como la importancia
del puente y el tréfico esperado en &
Seha Ia carga por

da concentradas. El andlisis de tensiones para hallar I tensién méxima producida por
una serie de sobrecargas concentradas puede ser bastante complicado. En tales condi-
ciones, es admisible sustituirlas, al objeto del andlisis, por una carga equivalente cons-
tituida. por una carga uniforme por metro de carril mds una carga concentrada simple.
As, para Ia carga H-20, Ia sobrecarga oquivalente consta dc una carga uniforme de
952 kg por .165 kg
U 11,793 kg (18.000 b 0 26,000 Ib), i
respectivamente. Esta sobrecarga equivalente o equivale exactamente a la seric de
cargas de rueda concentradas, pero permite un célculo de las tensiones méximas més
sencillo, que corresponde muy aproximadamente al que se harta a partir de las cargas
ol ¢ sl

S&eulpply—:lehmnl 1a sbrsargs purs s pecr de

hsobmmwludlwnlpuhhwnspnndnuldoslommmmunﬂmxd:
una carga uniforme que representa ¢l peso de los vagones. Para tipificar tales cargas
‘Theodore Cooper establcié una sere de cargas E. Estas cargas se designan por la le-
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tra E seguida por un nimero que indica la carga en kips® en el ejc motor. Las cargas
en 10s otros cjes mantienen siempre la misma relacién con Ia carga en el eje del motor.
La carga uniforme que sigue a las dos locomotoras tiene siempre una intensidad por
pie de rail igual a un décimo de la carga ea el eje del motor, es decir, aproximadamente
un tercio de dicha carga por metro lineal.

o sndeent

T TT"T' T LTI 1T s

R e i S TvT--
Fio. 12, Carga de Cooper E-50.

La separacidn entre ruedas no varia con el tipo. La Fig. 1.2 muestra una carga de
cmawmm-umm(mqumhp 22,68 toneladas).
Los puentes de ferrocarril modemos se proyectan para una carga al menos E-60 (con
mxpou,emom)y.m..dos,nmhp«mmmySem.nqu car-
a5 por rueda para cstas pesadas cargas de Cooper s¢ pueden obtener de la Fig. 1.2
por una proporcién direct:

A veces, en lugar de s cargas de Cooper por rueda se usan cargas simplificadas
qirlenies, ars reresentas s sbreargs e s e ol
7 Sobrecargas para

s sobrecargas para

edlﬁumwnwwmnrﬁdu movibles de intensidad uniforme. La intensidad de la
pisos a usar depende el objeto a que se destina el edificio, como se indica en

18 Tabla L1, gue s ha cometido s sdades btias, odradoad o valors.

Tabla 1
Sobrecarga
ki
Uso de persons:
Habitacionesprivadas, casas e viviends, tc. 20
Oficina, ecuclas, et 20
vestnlos, i, de odifios piblicos 00
Uso industial o
Almacenamiento (ea geoeral) 125%
Fabricacién (igera) 310
Iy 500
Comercio al por mayor (mercancias ligeras) 0
e ) E
'lodaupudevdihnlw ]
de pasaeros
1350 k/n® 0360 kg commrdon, o g 66
mento o cortante

o1 kip = 1000 b,y co unkdades métricas, e toneladas, coa 1 £ = 1000 kg,
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Cuando los pisos deben soportar sobrecargas especiales de intensidad conocida,
mayor que asindicadasantcs, cvideniement hay que utlzar n el royeto s car-
s

13 Impacto. uuommaemmm una sobrecarga es
myoruundo&uulphnp-dmhquuehquzuudﬂxnhmnﬁusﬂ
tensiones

complicada, pues
méndelnzmpomnquznwlayhlpmpddsd:m‘y:lbbusdchmpa

ulmclurl.
umelw:ﬁnmmd:mmnldxdnmhsap&ﬁunm
dehusmuuwuuennmm.smemm ‘aproximadamente

50 "
LTS 0 ceder de 0300 @y
dnml.u|-|nnmw.1mmm.ul.p-mumowpd.pnpm\mhunnon
miixima en ¢l clemento considerado. Por ejemplo, supongamos que ¢l méximo cortant
i mdmnoseumwnmm.lmpmmdem

deun Ia sobrecarga ocupa
I mitad del tramo de 30 m. Entonces, hlmmdmrpdlad:lim.:lwemudn
impacto 7 = 50/(49 + 125) = 0,287; de impacto se obtiene multiplicando
el cortante por el coeficient udemmy.powmummxagsrmlmkg
EId'mmuld:hwbmeuou,dmmnumudunmm.uiguh“ﬂ.mk,
més 129.150 kg, 0 sea, 579.150 ke.

Las Especificaciones para el proyecio y consiruccién de puentes de ferrocarril de acero, pu-
Por o ARSA, v ol Bmpecto oo e (ciroes e o poreente do impacto

pacto que cor
L. Bfecto de rodadura:
100
Unmu,eaelua.maummmpumuwm- b}
s=
o longitud, mmu,devuuunbmovwl\nmmlu
2. Efecto vertial directo
Con |m4=nw(w‘mm irregularidades de Ia via ¢ impacto de coche)
n poroenae de I obrcarga igal
) Pas vige, arercn, portoo, v d tblro:

10752
Para L meaor de 30 m (100 pics)

30

Para L30m o mis wowt
400

b) Para armaduras sobre vanos Et
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motoras elictrias (i o 1 via ¢ imputo d cose) un porn-
i dt s d 1 sbrcrgs el

2w
Para L menos de 24 m (80 pies) -2

Para L 24 m o mis. sELow e

= ongtnd e s, o ekt cntvo o sopeies delargare igs apmsts -
gitudinales y armaduras (cordones y elementos princpales)
o L = longitud de vigas d:ubkmnnp:mmkmks € metros, para vigas de tablero,
de tablero, diagonales de amaduras, vigas ransversales y soportes
vigas transversales.»

Para aclarar la aplicacidn d I anterior especiicacidn d impacto, supongamos que Ia viga
Tongitudinal descrita en el emplo anterior es una de las dos vigas principales de un pucate de
ferrocarril a vapor y que estas vigas estén scparadas 5,4 m entre cies. Asi, para l efecto de ro-
i como §'= 54 m o pontle de impacto, o igua 100028 x $4) = 55 or 10

como L = el
B0~ por 100 o b-hvne
gempo i s wlizbe e |s qll; foord wnum i
de impacto total es igual

Otras especficaciones dan. nM reglas para determinar el impacto, pero los dos métodos
estudiados son quizh fos mis importantes de los utizados normalmente. Ademds, lustran ¢l
{ipo de ecusciones de impacto que figuran en cuslquier cspeciicacion

Normalmente es innecesario considerar esfuerzos de impacto al proyectar con so-
brecargas movibles tales como las aplicables a edificios. Tampoco se considera el im-
pacto cuando se proyesta una estructura de madera, a causa de que la madera es un
‘material que resiste mucho mejor a las cargas de corta duracién que a las lpliudn
permanetements por 1o que puede utilizar esta reserva de resistencia para sof
cargas de imy

75 Cargas e sivey bk, A menudo, la cargas de ieve son importantes, o

. A mommde >

i Ia cuberta, i 2
cubierta puede alcanzar sus tensiones mdximas cuando la nieve cubra solo una parte
de ella. El peso de la nieve naturalmente varia mucho segin la nevada que pucda cs-
perarse en cada region. En una localidad determinada, la altura que pucde alcanzar la
nieve en una cubierta dada dependerd de la pendiente de la misma y de la rugosidad
de su superfcie. En cubiertas planas en zonas sometidas a grandes nevadas, la carga
de nieve puede alcanzar hasta 300 o incluso 40 kg/m?, Si han de considerarse 0 no
simulténeamente cargas de nieve y viento sobre una cubierta es problemitico, pucs un
viento fuerte quitard gran parte de la nieve.

cargas de hiclo pueden ser también importantes, como, por ejemplo, al pro-
yectar una torre constituida, por barras relativamente pequeiias que tienen superficies
considerablemente grandes en las que s puede acumular hielo. El hiclo, que tiene una

se forma hielo en una barra, altera la forma y la superficie proyectada de la misma, lo

que debe considerarse al calcular fucrzas e viento en elementos cubiertos de hiclo.
110" Cargas laterales. Generalidades. Las cargas estudiadas hasta ahora acttan

verticalmente, aunque no es necesario que las sobrecargas y los efectos de impacto aso-
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ciados a ellas acten en tal dircccidn. Existen ademis ciertas cargas que se aplican casi
siempre horizontalmente, y hay que considerarlas muy a menudo en ¢l proyecto de las
cnmuam. Tks cargus s o Inmada e, Conirrens bors hges de
las clases de cargas laterales mds importan

Bajo esta clasifcacién se incluyen ormaiment foeras de veno, empuies de e
rreno, presiones hidrostticas, fuerzas debidas a terremotos, fuerzas centrifugas  fuer-
2as longitudinales.

111 Foerzas de vieato, Las cargas son particularmente importantcs

l poyect G eurucuras grande, owmo odiBioe alie forres do radia  pars 8¢

gran luz, y en estructuras tales como edificios industriales y hangares, que tienen gran

o ey ouros o qu pod ber prnden ‘Aheturs, La vlocdad 8 vewt
‘depende de la st

ﬁuyde)lelpunﬂndeh:ﬂn‘lun Para a mayoria de las clodades de fos Estados

Unidos es satisfactorio un proyecto que considere un viento de velocidad 160 km/h

100 mp).

‘cargas de viento recomendadas en varias espexificaciones como sobrecargas de
o e b como representativas de las cargas reales de viento. La
e L dodrider gl o 1 6 K s sl ondict e

resistencia y de i

L& AASHO espciic que In fuea e vint a . soperesirctra de

carretera se debe suponer como una sobrecarga movible horizontal de 370 kg por m*

mmmwymyamk.mm‘mmmmﬂyv@.s_mrm
60 kamh. L

1
deI»wp:rfmudcMwlmchmm.lmuymdodmmﬂeublvuyhnndﬂh
segin se ve en alzado a 90°

por 100.
Para la infracstructura, nmsammrmdemwmmmtnpnm
de direccidn del viento para oblener las fuerzas longitudinales y transversales.
Para mummndguuscmbhmumu
‘mado de un edificio para que soporie una presién de viento wmaquunmk./m'
sobre Ia proyeccién vertical de las superficies expuestas de 1a estructura acabada.

Fun clbon om i 8 0 g plindonto, e sl s o s e
Buil-

e, por conveniencis, mbm)mmhmmnwn
Tooin de g, pratn de viockiad, dtiida
9= Ymp? 12

* Proc. ASCE, marwo 19%, g 1.

bt L prcis el Wl s, dermians rsones e Ve 0 prces g 08
verticales, conistc en aplicar un [érmul ta como a de Ducheasis, 7, = P

“_,f-x.-er.m.

i Tl procadimiento da usa
eiado 8 dos apuas T sucida ea I vertient de s




Ja mea o vlumn unitariod i, ¥, velosidad

responicals & m. Pan condicione mdias,  cutndo e cxprea ln velocidad de viero en

mwrmml:mkwmmummwwu&wmm
v

-2 a3

Para ejados » dos aguas, s resomienda que se adopien Ias sigientes cargas, para I ver-
tente de cara al vieato:
1. Para pendicncs de 20° 0 menos, una sucxidn de 07
2. Para pendientes entre 20 y 0", una succidn de

P = (007 - 2,10) 1.4
donde ¢ o pedicnte del tjado e grads.
Para pendientes entre 30 y 60°, una presidn de
P = (0,032 - 0.90% )

4. Para pendientes mayores de 60", una preidn de 0.90g

como U i de 06 e o s pendins. Todas s presioes y s 10 e
vendiculars o I supertie sbr o que
La Sociedsd Ar

Civiles (ASCE), a cuyo informe se ha hecho refe-

i, s bl I mgues Sl s 6 S e
deadok como o wados c bngars.
Ea las ucs AILSC pars cargas de vieato en difcios, s supone que tods la pre-

mamadmmmummmhnwmamummm.
de presidn co el lado

valo
por presién activa. Por ¢l contrario, si ¢l muro esté forzado contra el relleno, la presién
nmmmymmumunmmmnn.u-mmmu Bajo condi-
ciones normales, la presién activa a cualquier profundidad es alrededor de ¥ de la
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peesidn el In paie sprosimadamet catito v s s pritn. Como

a Ia vertial s el mat valores apr
m.umyyuhu.m-mamnammmumpnl_m
de activa y pasiva, respectivamente.

o anterior, un ooder si

puede I act 1 que va a actuar
realments sobre €l serd superior a este valor. Ademss, sc podré suponer que la disri-
bucidn de Ia presién sobre tal muro es triangular, aunque esta hipdtesis no sea total-
mente correcta.

Para terrenos sin cohesién, la resultante total correspondicate a la presidn activa.
del terreno que actia sobre una faja de muro de 1 m de anchura se puede caloular to-
‘mando como basc Ia teoria desarrollada por Coulomb, que supone el fallo del terreno
por rotura segin un plano inclinado. Con referencia a Ia Fig. 1.3, esta resultante total
s¢ represcata por P, que actia  los dos tercios de Ia altura, contados desde Ia corona-
cién del muro, y en una direcsion que forma el dngulo ¢ con una recta perpendicular

el fibrica. Hes
la altura, en vertical, del terreno sobre la base del muro. El dngulo que forma la super-
ficie el terreno con Ia horizontal s representa por i,y ¢l talud del muro, por 0.
La fuerza total P en kilogramos, segin Iz teoria de Coulomb, viene cxpresada por

P %,H,[_%]‘ 16)

VT ) + [t S 6=
sen (0 — 1)

siendo y el peso de Ia tierra en ilogramos por metro ciibico, ¢ el &ngulo de rozamieato

interno del terreno (obtenido ficilmente por ensayos de laboratorio y con valores nor-

males de 30 a 40°)y ¢ el ingulo de rozamiento entre terreno y fibrica, que tiene apro-

ximadamente el mismo valor que ¢ para muros rugosos y algo menor para los lisos.
Sii=0,0=90°y¢ =g laEe. (L6 sereducca

i {ﬁ‘;n—”] an

Si, por ejemplo, consideramos una arena para la cual ¢ = ¢’ = 30°, yy = 1.600 kg/m”,
que actia detris de un muro vertical de 3 m de altura, ¢l empuje resultante para una
faja de muro de 1 m de longitud, por Ia Ec. (1.7) viene dado por

1 0867 _
P mmv{m} =2145kg

Esta o ima de la base del
Llyhlnxlhl;n,lhrmmdnnnknplndz”’ml la horizontal

Para un estudio més compito de los empujes del terreno se envia a los estudiantes

general como cargas movibles, por cuanto los esfuerzos criticos en la estructura no
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-:nmrlnnmmmnlecnlmelllqmdod‘qu::lnuumlsumvdmblhopo-
sbie En algunas cstructuras, In presucia de presioncs s hidrosttias disminuye real-
swas. As, un

s

cuando esth. leno, y un
-lmummdhéndguln:rmcdumnm_:dnaﬁﬂmnwlnpm’;lnﬁm

cargas
.&mudulplnvelmdldmlpampdldﬂpumt:omwmmm

Muchas veces hay que proyectar estructuras importantes
-mdzs en regiones xu}du a fuertes terremotos, de modo que resistan sus efectos.
| Durante un terremoto puede ocasionarse un daiio a la estructura por el hecho de sufrir

leracion de Ia gravedad, esto es, 0,981 m por seg?, y se representa generalmente por
@,1z. Si se supone que la cstructura actda como un todo rigido, sulfird una aceleracién
Borizontal el mismo grado que sus cimentaciones. Por tanto, sobre cada parte de la
estructura actuard una fuerza de inercia horizontal igual a su masa multiplicada por
s aceleracion horizontal, 0

"7’ 0,1g = un décimo de su peso.
A veces s proyectan para que resistan los rdo con la
hipdtesis anterior, aunque ¢s solo aproximada, por cuanto ¢l suponer que toda la es-
{ructura se acelera como un conjunto rigido normalmente no es vilido. Realmente, I
tructura experimentark deformaciones eldsicas que afectardn a la aceleracion de sus

diversos elementos.

La aceleracién horizontal de una estructura tal como una presa producird 1o solo
fuerzas de inercia horizontales debidas a Ia propia masa de a presa, sino también fuer-

72 Widrodindicas al moverse ipdameni n o gus que e

115 Fuerras centrifugas. Al proyectar un puente en ¢l quc la calzada o 1os railes
s L e o o eloios e wasviia ¥ e
ien un fsa ceisfge e pustc et s ampitd prs escsar o
considere en ¢l proyecto. Estas fuerzas centrifugas son cargas laterales y se deben con-
siderar como cargas méviles.

Si un peso W recorre una curva de radio R a Ia vlocidad ¥, la fuerza centrifuga C
(que actta en el centro de gravedad del objeto de peso W) esté expresada por

Fuerza lateral = masa x aceleracion =

Csmnxamhmbnmluu!~% 18

116 Fuoerzas longitadiales. nnuundeunmm.-mtmnmum

de las ruedas de los vehiculos que aplican estas fuerzas a la calzada o Ia via, y la super-
ficie de éstas.
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Para los puentes de ferrocarri,las especificaciones de Ia AREA establecen que estas
fuerzas

longitudinales sc supone que actian a 1,8 m (6 pies) por encima del rail y que
deben considerarse un rail solamente.
tomarén las fuerzas con los valores mayores siguientes: 1) debido al

25 por 100 del peso sobre lasrucdas matrics de I ocomtora, sin impacto.
Para

mamammmmmwsmmkhmqmmmm
ncotrctas, splcads o 1.2m (4 po)por encienn o s cabds.
117 Acciones de temperatura tesiones en los

@ comano, S lnian b aracions do foru debides s tempertars, como s

el caso dentro de ellas
10 cignan ensioncs. Lasfocema prodchas e esrcturs como commruenca de
cambios de temperatura, s¢ llaman a menudo fuerzas térmicas. Adems de considerar
las fuerzas introducidas por variaciones e temperatura, es importante tener en cuenta
1a ltaciony conraeion e 1a srcurs, Spesalmene  racén oon 1o s
de los soportes.
En un clima moderado se considerark una variacidn de temperatura de 18 a 49° C.
En linas fios s empliar et margn e 35 49 C.

compuestes. En una estructura construida de

mmmnmwﬂummuhmlkm]wmﬂowpsd&m

Fio. 1.4, Componentes de una viga compuesta.
ancha, para soportar cargas en un vano. Cuando s pueden usar perfies laminados,

06 v ks wgstien veriain, e sicckust ubrmedios. Loa deutios
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componcates de Ia viga representada en Ia Fig. 1.4 estén roblonados entre si. A me-
‘nudo se usa la soldadura en lugar del roblonado, en cuyo caso los detallcs de la viga
difieren algo, pero las partes principales, como el alma, las alas superior ¢ inferior  los
montantes del alma, sc conservan.

119 Organizacita de cerchas o armadarss. Las consideraciones de fabricacién,
iraspori’y moetaj lmitan gneraboents I srsde s vigas compacats . .
Cuando los momentos y cortantes son tan grandes que no puede soportarlos una vign

FiG. 1S, Componentes de una cercha remachada.

de esa altura, se hace necesario el empleo de una cercha o armadura. En la Fig. 1.5
sc muestra la disposicidn de una armadura tipica. A las barras LoLy, LyLy, - -, Lsls
s le llama cordén infeior, s UyUy, Ul ., UuUs forman el corddn superior:
185 Lol y UsUs son las barras extremas y se incluyen a menudo entre ls de corddn;
las bartas UyLy, LyUy, ., LyUs s llaman diagonales, y s UyLy, ULy, ..., UsLs,
montantes verticals. La Fig. 1.5 muestra un detalle tipico de unidn de las barras de
un-mmlmyummemwammmm-
juntan en un nudo se | Para cerchas
plnlllz.lvmluhxmul‘nunﬂumunnndnpﬂr\mpnﬂnrqulmmhs
almas de las propias barras o las placas de pasador unidas a estas almas. Las
pusden st scdudas n hga de rblonades.
120 del piso. Para un puente de ferrocarrl de viga de alma llena,
i estas vigas no estén demasiado separadas y s coloca el ral sobre cllas, &s cconémico
las travi sobre las ala de las
vigas, como se ve en la Fig. 1.6. Estos puentes sc llaman estructuras de tablero superior.
(Cusndoa distanisent 4 vigas s mayor, sta construeein s anticondmica. Tam-
alta de las vigas. En cualquiera de las circunstancias mencionadas sc hace necesario
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Fig. 16, Puente de tablero superior.

nstruir un sistema de tablero compuesto por largueros y vigas de tablero, como sc ve
en la Fig. 1.7. Si este sistema de tablero esté sobre las vigas o cuchillo, el puente se lla-
‘ma también de tablero superior; si est en la parte baja de las vigas o cuchillos sc lama

SECCION TRANSVERSAL ‘SECCION TRANSVERSAL
(Puente ds ferrocarri) (Puente de carretera)
(0 @

FiG. 1.7, Secciones transversales de puentes de vigas compuestas.

io. Las Figs. 1.7y b
npvuml-nnnpumudgl:nuzmld:vh:mllldzhbkmmumdmymumh
organizacién de sistemas de pisos para estos puentes. Las traviesas descansan directa-
‘mente en largueros, paralelos a las vigas principales. Estos largueros apoyan ea ele-
mmnmummaumn.qmmmammu-mmy--wymmh-
vigas principales. Asi, una carga aplicada a los railes es transferida por las traviesas a
Joultgacron, o h evn & s wies o tblre  E5as o 14 wiga Qo 8 8 V2,
transfieren a las cimentaciones de la estructura.

La Fig. 1.7c muestra una seccién transversal de un pucnte de carretera tipico con
un sistema de tablero. Este sistema es similar al descrito para el puente de ferrocarril,
con Ia losa del piso del puente descansando sobre largueros colocados eatre vigas de
tablero, que, a su vez, van entre las vigas principales.
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Se puede usar un entramado similar para el piso de un edificio, como se ve en la
Fig. 18 En este caso, la losa de piso descansard sobre las vigas e piso y vigas princi-
mmmmluhwu<emuanmw-ﬂmuahlwm

s, luego

a las columnas y, finalmente, a los cimientos.

ien peincion.
it
|
]

VISTA EN PLANTA
Fio. 8. Entramado de piso de edificio.

En puentes ea los que 1os elementos sustentantes principales son armaduras ea lu-
gar de vigas, siempre se usan sistemas de tablero. Las vigas de tablero van colocadas
vnIe‘yunw!d:nmﬂn(nudm)ddenrdbnumdn,dem\m)quluhrmnwsm
sometidas a cargas transversales y sufran to.

121 Sistemas de arriostramiesto. Muchas veces a las vigas, vigas de tablero,
largueros, columnas, etc., royeadosprincipanent pary soporar crpas verals
s D shemetos princpals de 1 estrcture. Ades G stos cementas prnc.
pales, muchas estructuras necesitan sistemas de arriostramiento, que sirven para una
serie de objetivos, los més importantes de los cuales son el resistir las cargas laterales y
evitar el pandeo. En Ia Fig. 19 se representan los sistemas de arriostramiento més im-

barras extremas est el arriostramiento llamado ede porticos, que da rigidez a las ba-
rras finales, lateralmente.

122 Teasiones admisibes. Qunduuprvyucummmnpof:l wiods
ico, se hace el estudio para I

ecciones de a estructura. Con esos datos e posile alcular e et de o
esfucrzos normales y cortantes cn cstas secciones. Para que la estructura sea satsfac-
toria, e necesario que esta tensiones calculadas para 1 cargas supuesas no excedan
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Disgonal dol._sistme latorsl dol cordn _ uporir
arostrmiano. wransversal del sitera
] intoel o conton sparior
E
&
VISTA EN EL PLANG SUPERIOR
Y X
A ALZADOS LATERALES A

Disgonal del_sistoma latoral del cordn _Inferior

SECCION EN EL PLANO A‘A Viga de tablero que sirve
riostramiento

transversal del sistema
Tatoral del cordsn Inferior
FiG. 19,

de cirtos limites adrisibes, adoptados para cl material que s utilc. Estos valores
limites que se admiten son los llamados tensiones adbmisibls .
En todo problema préctico ymnmmwﬂmlnrﬂmullﬂ

en para
efecto sobre los valores calculados, Por llo, las especificaciones 1o solo dan valores de.
tcasiones admisibies, sino que definen también iertos aspectos en los que se deben

gu.mgm.umm» Sin embargo, aunque los remaches estén bien realizados, no

bra a suponer que los esfuerzos de traccin sc pueden transferir a traves de.
on gujeos E dre de 1 sccin tansversal, dismiaida en 1 de [0 agieros para os
remaches que estdn situados en la zona en que hay traccidn, sc llama rea nctay. Al

Ag, ension centme-
mm“.Huhmlmuuummhmmkh‘M*wwAm
por diemy
conoce por " barre. En I pe ‘ o autores do-

por exferzo para
1n fuera total en una seccidn. Eto o demost se tan 6l como se esperaba, por o que ¢a esta segunda

1 superice d I seccidn,
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definir las tensiones admisibles, es necesario decir a cuil de las dreas (o secciones) son
‘aplicables.

Enmnnruoumsmm elllnmﬂelmnmhn:ulsmlprmumdl
mente (¥
wwm»muwmmummmmdmmmo el
al calcular las dreas netas, se toma el didmetro efectivo del agujero como 3 mm mayor
que ol del remache.

n&lmmmmldmnuﬁlpndmvd!m\mum son las especifica-
dnpothAlSCpneﬁ:ﬁaudzmo,mdwdnlmmmpmmﬁmmwl-
drado:

Traceion: Acero estructura, secidn neta 1400
Remaches, con ¢l drea basada ca el didmetro nominal 1400
Pemos y otras partes roscadas, con el érea nominal del fondo de Ia rosca 1400

: Columos, drea total
"Para columnas cargadas sxialmente coo valores de [ no mayores de 120
»
1200 - 00345
2w
1260
T+ (7180007

siendo /14 longitud i o
diente de I seccién, ambos en centimetros
Plexién (basada en ¢l momento de inercia total): Traccién en Ins fibras extremas de
1400

pucsas,
con it 7o mayor de 600 1400
con 4l mayor de 600 o
send 1 oogiud e, 4 sor e br; 1 a1 s
cabeza de compresiéa, todos en
Cortant: Remaches 1050
‘Pasadores,y peros toreados,en agujeros frsados o aladrados 1050
Pernos s tonear ™o
Almas de vigas  platabandss, scsién total s10

Cizallamiento  Cizallamiento
doble sencillo

Apayos: Remaches
Pernos torneados e agujeros fresados o taladrados. 2800 2250
Pernos 00 torneados 2800 225
Pasadores 1750 L4
‘Superficies de contacto.

Rigidizadores fresados y otras superficies fresadas 2110
Rigidizadores ajustados 1900

Lds valores de las tensiones admisibles para el acero de estructuras de puentes de
carretera y ferrocarril varian algo respecto a los anteriores. Para estos valares se envia

1 Otairvese que s i AsTM)
2300 kgfr.
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AASHO y la AREA En varias
upuaﬁﬂnmymnulﬁnmm\nnhllcmm admisibles para el hormigon,
madera y otros materiales para estructuras.

1.23 " Coeficiete de soguridad. En cl predmbulo, sc ha hecho observar que se el
gen los valores de las tensiones admisibles en el método eldstico tradicional, de modo
qu:xmmwkwﬂmmmklmdmodﬁomnmmn

uraslimit

d:lpmymn.porhmnlﬂamdehpmm]mdembdehdall fatiga, pandco

o oturs frig, o po las flechasadmisbes. i, n vitad e Jas hipoeis heehas, e ha

do una estructura para que utilice exactamente la tension de traccion admisi-

Bl de 1400 kgfems del acero para estructuras con una lensién de fuencia de

2300 kg/em?, el margen de seguridad (o coeficiente de seguridad) previsto contra la
fluencia de traccidn es 1,65 (esto s, 2.300/1.400).

Es obvio que en la realidad no se puede definir este margen de seguridad con tanta
precisicn. No pueden predecirse o definise con mucha exactitud las cargas que actian
sobre una estructura, especialmente las de algunos igos. Siempre se hacen ciertas -
tesis simplificadoras en-el estudio de los esfuer20s, de modo que aun para las cargas su-
‘puestas las teRviones calculadas no son exactas. Aunque se ponga cuidado en la fab -
cacién de los materiales estructurales empleados, existen algunas variaciones en sus
‘ropiedades, aun cuando sean nuevos. Con el paso del tiempo, debe esperarse una des-

parcial. Por tanto, hay siempre alguna variacién entre Ias tensiones supucs-
la estructura y aquellas en que comienza a ceder. Asi, idealmente, debe cstu-
diarse ¢l margen de seguridad de un modo estadistico para asegurarse de que hay una
probabildad satisfacoriamentc poqueda d que as variaciones posites en las tensio-

sobrepasen a la posible Yariacién de a tension de fluencia.

Esto es, el cocficiente de seguridad contra la fluencia es la relacién entre la tension de
fluencia del material empicado y Ia tension admisible. Esto es un modo tosco de tratar
esta materia. Hay que tener en cuenta, sin embargo, que los cocficientes de seguridad
que intervienen en las especificaciones corrientes refijan aios de experiencia durante
os cuales se han comparado los procedimientos de proyectar con el comportamiento
real de las estructuras, generalmente comportamientos con éxito, pero algunas veces
sinél’.

Las magnitudes de los coefcientes de cargas utilizados en los métodos plésticos
o o :

124 Estractaras pricticas ¢ ideales. Raramente, si es que sucede alguna vez, una
estructura real coincide con la idealizada que s considera en el estudio. Los materiales

de que esté construida no ticnen las propiedades supuestas cxactamente, ni correspon-
den totalmente las dimensiones con sus valores teéricos. Los detalles estructurales,
como las de cartela, introducen cfe ieden hacer que

y
el estudio sea realmente muy complicado; pero como tienen muy poco efecto, normal-
mente se desprecian al estudiar las tensiones en los elementos. A causa de la anchura

siderablemente del tipo ideal supuesto para el estudio. Puede que una barra no sea pris-
tica, aunque sc la suponga asi en los calculos.
Por cjemplo, Ia estructura préctica de la Fig. 1.10a se pucde estudiar tomando como

! Ver I discusi de la plg. 28 dol Predmbuio.
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4
Fi0. 110, Estructura idealizada.

base Ia estructura idealizada de la Fig. 1.10, en que se supone que la zapata est per-
fectamente empotrada, aunque puede 10 ser asl en la realidad:; se han ignorado el drea
adicional de la columna en el detalle de anclaje y Ia chapa de cartcla; sc ba supuesto
esta chapa como si fuera una unién verdaderamente rigida, mieatras que en Ia realidad
permiid. lgin eedimiento por giro enre 1a counna y a vign borzontl i b to-
ltura de Ia columna la placa de apoyo y el
mdehvua,yhmﬂ:mwpnhlmddndukdmdehwlummdmde
la carga aplicada.
Es necesario idealizar una estructura para hacer un andlisis préctico, Para deter-
minar-Ia estructura idealizada a utilizar en cada caso, se necesita experiencia 'y buen

; -
lmﬂmumupombhyhudnmpnmlmuﬁmm
‘pondientes a todos los estudios.

125 Problemas para resolver

Problema L1 Una vigs apoyada en los extremos, con una luz de 15 cm, tiene una carga
i do 750 K/l y s sobewargn o900 /. L cagn 5 At o s Iogind 90
1a viga, y o miximo debido a Ia sobrecarga, en el centro, teoe Iugar cusndo dicha

‘momeato,
sobrecarga actta sobre toda Ia luz.

) Suponiendo que ln intensidad de In carga fija varia dircctamente con 1a fuz, mientras
que la sobrecarga permancce constante, calcular el -knmn(w—ywhmv)n
oo e v pes bce qu acke de €2 301 o8 eeralos de

) 100, scudl
s el porcentaje de la reduccién del momento total en el centro del vano para cada una de las.
Tuces dadas e a?

*Problema 1.2 Calcular los momentos de impacto del Prob. 1.1a de acuerdo con las es-
‘pecificaciones de la AASHO.

*Problema 13 hmlllmdmﬁmmm!‘mm
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dela AISCy I enlas de Ia ASCE para una
‘velocidad de vieato de 160 km/h.
5m 5m
+
s m
o m
Fio. L1, Problema 13,

Probiems 14 1) Considerando una faja de 1 m en Ia press de a Fig. 112, determinar
o l pupto a, de Ia presi

T o .1 o vt O O Ao 6
cimentacidn de 0,1g. Tratando la presa como un cuerpo rigido y suponicado que el depdsito
st vaclo, una faja de

presa de 1 m.

Fic. 1.12. Problema 14,

‘Probiema 1.5 La cabera de compresida de una viga esté formada por dos angulares de.
- oryisanpeemie gy

nmero de un problema e
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Reacciones

2.1 Defisicones. La mayor parte de este libro estd dedicada a las llamadas
estructuras planas, esto cs, estructuras que puede considerarse que estin en un plano
qummmmmlun..m«manmmmmmmn.nmlunums

con mucho, las mi El andlisis de tridi-
‘mensionales o espaciales no contienc ningtn pnnnplo fundamental nuevo, respecto de.
los que se necesitan para el estadio de las planas, pero los céliculos muméricos resultan

5 F2
I 141 s 4
~f3 5 i
5/" * RRA ; P ._1”__.
a) (L] Ilt) (&)

Fig. 2.1, Sistemas de fuerzas coplanarias.

i . complicados, por las caracteistcas geométricas introducidas por I ter-
Por estas razones, s atencion a las estructuras planas y se de-

ko umdm limitado obr s cspcles l faldel Ko,
os sistemas
d:[uanxuﬂamﬁn:hmdeﬁuwm’lmwm esto s, formados por varias
fuerzas cuyas lineas de accién estin ¢a un plano. Algunos de cstos sistemas tienen ca-
racteisticas especials, y sré convenicnte clasiicarlos en consecuencia, ¢ identificarles

‘por medio de nombres especiales.

En la Fig 2.la esth representado un sistema de fiersas coplanarias concurrenies.

fe sistema
e U e de fuerzas coplanarias paralelas consta de varias fucrzas cuyas lineas
accidn son paralelas, como se v en la Fig. 2.16. Un sistema general de fuerzas co-
planarias consta de varias fuerzas cuyas lineas de accién van en varias direcciones y
o s¢ cortan €n un punto comiin, como se ve en la Fig. 2.Lc. Otro sistema importante,
el pa. i represcntado e Fig. 2. Un pr consia de dos fuerzas iguales, paralelas
y opuestas, que no tienen una linea de accién comi
Como en mmmpuummdemmumdumwuunmzl
nﬁmaphmqwdh.udxmdghs{wmfmdmmmmd js com-
poneates F, y Fy, dmh:pd::ﬂmx:y:pmdmlamnmclulqnluﬂ
2 inci pre, elegir cjes x ¢ y perpendicu-

]
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lares eatre i, en cuyo caso a F, y F, s les llama componentes rectangulares, Ademis,

Fic. 22, Reacciones de apoyo.

tur plana tal como a bara 4B d a Fig: 2. i s barma fuse un cuerpo b,y

mmmmamum:y Sin embargo, si se introduce una
lmadeummha&nqnmhblmnﬂﬂnmﬂpoﬂp,mdmmA dm
miento de la barra estard I

giratorio alrededor de Ia articulacién. Durante este giro, el punto B se moverd en un
arco con 4 como centro. Instanténeamente podria considerarse que el punto B se mo-
Viera normal a a linea AB o, en este caso,

Por tanto, s e ntrodujer ofra sujecién que no permitera al punto B moverse ins-
izt ot sl i, e i d g fdedon d e il w 4
y s¢ limitaris 1
d:mjménlopmdmﬂlnlnllwymwldﬂmlmzoddehﬁ;l}

Los apoyos en A y B, l imitar el movimiento libre de Ia barra, deben reisir I ac-
cién que la fuerza travis de la barra. L
para contrarrestar la accidn de la barra sobre ellos, se laman reacciones. Por tanto,

En las discusiones futuras serd necesario tratar continuamente con las reacciones
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que producen distintos Lipos de apoyos y, por tanto, seré conveniente utilizar un sim-
bolo convencional para describir estos distintos tipos. Un apoyo articulado como el de

Ta Fig. 2.2 5 representa por e simbolo wbe . Eneuelpnyo si e supone que el pasa-
dor de la articulacidn no tiene rozamiento, las presiones de contacto entre el pasador
y su agujero serin normales a la superfice de contacto ¢ irén dirigidas hacia el centro
del pasador. Lu reaccion R que transmite el apoyo a la estructura debe contrar
totalmente Ia accidn de la fuerza P, por lo que R y P’ deben ser colineales y numérica-
mente iguales. pero opuestas entre si. Es evidente, por tanto, que un apoyo articulado
transmite una fuerza reactiva cuya linea de accion se sabe que pasa por el o del
pasador de la articulacién, pero cuya direccidn y magnitud son desconocidas’.
dos clementos desconocidos de dicha reaccidn se pueden represetar también por by
magnitudes desconocidas de sus componeates vertical y horizontal, Ry y R,, respectiva-
mente, que actiian ambas en ¢l centro del pasador.

Un apoyo de rodills, como ¢l representado en la Fig. 2.3f, esté representado por

el simbolo £, o por ¢l 57, . Del mismo modo que antes, puede razonarse que la

fuerza reactiva de un apoyo de rodillo debe ir dirigida por el centro del pu-dor,
embargo,ademis, s 10 odillosno ienen rozaminto, solo puden transit
sidn normal a la uedan. Por ello, un phytas
reactiva resultante que actéa normalmente  la superfici €n la que ma.n los rodillos,
¥ que pasa por el centro del pasador de la articulacion. Por tanto, s evidente que un
apoyoderodilos da na ez racton aplcads o un o conocdo e st ea
una direccidn conocida, pero cuya magnitud es desconocida. Los apoyos de rodillos
se proyectan usualmente para que puedan dar una reaccién que actie o desde o hacia
la superficic de apoyo.

Consideraciones sobre ¢l apoyo de biela BC, representado n la Fig. 224, demues-
tran que para movimientos pequefos reproduce eicazmente la accién del soporte de
rodilos que sc mucstra en B en la Fig. 22z, Por ef mismo razonamiento anterir, sc

puede ver que si Ia fuer-
7a transmitida debe actuar a través de los centros de los pasadorcs de cada extremo.
Pnr tanto, un apoyo de biela da una reacci6n de dirccsién conocida, con punto de apli-

conocido, pero de magnitud desconocida. Este soporte s¢ representa por e sim-
mo,&.mnmmmuﬁwvmpnmwﬂ‘ws:lm»
tado en A, Fig. 2.2, llamado empotraniento. Estc apoyo empotza a a barra, de modo
que sc evitan s trastacidn y e giro del extremo. Por tanto, un apoyo de empotramiento
da una reaccion cuyas magnitud, punto de aplcacion y dircocidn son desconocidos.
Pucden considerars estosirs clementos desconocidos como una fueza que actia en
un punto especifco, pero fene una magnitud y direccidn desconocidas, y un par de
magnitud desconocida, Por ejemplo, se pueden elegir los tres elementos desconocidos
como un par y una fuerza horizontal y una vertical, actuando estas dos dltimas en cl
centro de gravedad de la seccién extrema. Un empotramiento se representa por ¢l

Las fuerzas exteriores que actan en un cuerpo son, por tanto, de dos tipos distin-
tos —Tas fuerzas aplicadas P (representadas asi: —) y las reacciones R (representadas

v de aplicacia, o e, i dexde o hacn of curpo.
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por ++)—. Una fuerza reactiva en un apoyo a se designard por R,, micntras a sus com-
muxcy.l-n-n-un_yn,unmmmmdmmn.mu,

nmmlunmyn-dtmulmﬂmphuwlnmqwmmnm.wme
estructura actuard un sistema general de fuerzas coplanarias, constituido por las fuer-
mmmmyhmwhmddmmw

Ias componeates Fy nlmullm,y.dcl mismo modo, que sea igual a cero la suma
te
un par, todas las fuerzas res-
pmn.unqgmmdnplmdmwunu también igual a cero. Por tanto, las
ym&mmmmmwhmmm
tes para que permanezca en equilibrio estitico:

I =0 EF=0 IM=0 @

Estas son las llamadas ecuaciones del equilibrio estdtico de una estructura plana some-
tida a un sistema general de fuerzas.

Enelmow\xm-rnqumhvummunﬁaumlhmmdz cargas y reac-

ciones concurrentes, cs imposible que el efecto resultante ddl sistema sea un par, porque fas

For ano, par gue en 4 cas0

permanczea I ico, isfagan lss dos
condiciones siguientes:

B, =0 IF=0 @2)

Estas son las ecusciones el equilibio esttico para el caso particular de una estructura some-
tida a un sistema de fuerzas concurrentes.

En las discusiones que siguen, muchas veces a las barras de Ia estructura se les I
‘mard cuerpos rigidos. En sentido exacto, un cuerpo rigido es uno en el que no hay
gln movimiento relativo entre sus particulas. Evidentemente, ninguna barra de estruc-
tura es nunca absolutamente rigida, pues estd hecha de materiales que se deforman
ligeramente bajo las cargas que sc le aplican. Sin embargo, tales deformaciones son
tan ligeras que las variaciones de dimensidn, las desviaciones de las lineas de accion
de las fuerzas, etc. pueden despreciarse de ordinario n el estudio de las condiciones

del equilibrio estdtico a las barras de la estructura, se supondré que son cuerpos
. todes os fins préctics . po tanto que 14 caacer después
dela apicacitde s caras s conc ‘mismas que antes.

Muchas estructuras estén constituidas simplemente
por un cuerpo rigido mumunmamw—xmmMmAam
por un cierto niimero de apoyos. Sin embargo, a veoes puede estar formada por varios
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m-damu:ideumnmom_»ndcmudoam-

del equilibrio estético, si ha de permanecer en reposo. Ea el Gltimo tipo de estructura,
o deallsdel métndo deconsrecide wiido pars s e o ks sermetos e
rados, pueden afadir mis limitaci 1 sistema de
tura. Las han [yt
illos,y en cada caso stos detalles pueden tranemitir olo un certo tipo de fuerza do
una parte de la estructura a la otra.
L-Fl!,ziawnmmplodtuuhwoemnwmwp«dmhnu
rigidas ab y be unidas entre s por una articulacién sin rozamiento cn el punto b y
sustentada por apoyos articulados en los puntos a y ¢. Como una articulacion sin ro-
zamiento 1o puede transmitir un par, su insercién impone la condicidn de que Ia accidn

Fi0.23. Arco tri-articulado.
% e W oo sobes la otra, unida a ella por la articulacidn, solo puede
consistir en una fuerza que acte en &l ceatro del pasador. Por tanto, Ia suma algebraica
de los momentos de las cargas y reacciones aplicadas a ualquiera de las partes de la

estructura, respecto a un eje por el centro del pasador, debe ser igual a cero.
‘condiciones introducidas por el método de construccion (aparte de la forma cn
que estén organizados los ) producen las truccién o

satisfochas por la estructura para cstar en equilibrio estético, y, por tanto, forman una
Sane PAIl para Ober s maonionse do suekquce ructucs Ga O S4a05 6 s
librio.

Si hay menas de s reacciones Mw,m/uymﬁ:mw
cdgnitas para satisfacer las tres ecuaciones del equilibrio esidtico simulidneamente. Por
tanto memo e re clemento de eaceitn desconocidg o agiletes para manier
en equilibrio-una esiructura plana ciando actia sobre ella un sistema general de fierzas.
En estas condiciones se dice que la estructura es estdticamente inestable.

En ciertos casos particulares, una estructura plana que tiene menos de tres elemen-
tos de reaccién independientes desconocidos, puede estar en equilibrio estitico. Evi-
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dentemente, si ¢l sistema de cargas aplicadas que actian sobre la estructura csté en
equilibrio &l mismo, no se necesitan reacciones; igualmente, si las cargas y reaccioncs
tienen mutues, pusden et suicencs para o cquibrio men

ciertas caracteristicas 05
tres clementos e reaccién. Por ejemplo, considerando la barra de Ia Fig. 2.26, si el
efecto resultante de las cargas aplicadas es una fuerza cuya linca de accion pasa por
el centro del pasador en ¢l punto A, las fuerzas que actian sobre la estructura son con-
currentes y las componentes horizontal y vertical de la reaccién en A serdn capaces de
mantener el equilibrio estdtico. Adems, si Ia barra estuvicra apoyada en los dos pun-
tos A y B por medio de rodillos que rodasen sobre las superficis horizontale, las rc-

thtico cualquier sistema de cargas aplicadas cuyo efecto resultante sea un par o una
fuerza vertical. Estas estrocturas, que son estabies bajo tipos de carga particulares ¢

estructuras incstables.
A-lartm!uaénkmxmmdlrram:m.v,npmknhnll‘rlrf:mmg

itas, pueden obtenerse las reacciones de wia estructura plana estable que tiene exacis.

mente tres elementos de reaccitn, resolviendo el sistema de las tres ecuaciones del equi-

librio estitico. Por tanto,
Ias

Iaxemhmwkmw:mhmmddmmbbw

né«ﬂgh:ﬂmmnandﬂmmnﬂwk :mwnmlal..
mero en el cual las incgnitas exceden de las ecuaciones de la esdtica disponibies.
Dels

clementos.
de reaccion independientes para satisfacer las condiciones del equilibrio estitico de
general de cargas

suficiente

una estructura plana que tiene tres o més clementos de reaccion independientes puede

ser ain inestable. Esta es la razon por la que se hablaba en el pirrafo anterior de una
estructura plana estable.

La cuestion de la sufcencia de s reacciones para 1a stabiidad puede cstudiarse

por medio de una amplacién del método wtiizado en a primera pare de la Sc. 22.

Por

mmmmh«mhlywm&dehmmAyhmva\nl
en B. Estas estructuras son equivalentes  la representada en la Fig. 2.4, o e ta
sustituido el apoyo de articulacidn por dos biela unidas al pasador de I

estructura serd estable siempre que a linea de accidn de Ia bicla de 5 no puse también
por el centro del pasador de A. Si esta linea de aocién pasa por 4, la estructura estard

o parcialmente inmoviizada y, por tanto, serd inestable bajo ¢l sistema general de
cargas, porque no habré nada que evite Ia rotacién instantinca alrededor de la articu-
lacién en A. En estos casos, en que hay un mimero suficiente de elemenios de reaccién,
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pero la disposicidn geométrica es tal que la estructura es inestable, se dice que ésta es geo-
métricamente inestable.

) /a ‘Ti
1 L4 Ak

Fi0.24. Estructura estable. Fio. 25. Estructura geométricamente in-
estable.

'Vamos a ver otro caso en que no son suficientes tres elementos de reaccién inde-
‘pendientes para la estabilidad. Considercmos una barra susteatada por tres bielas pa-
ralelas, como se ve en la Fig. 2.5. Esté claro que no hay limitacién que evite una peque-
i traslacidn de a estructura normal a Ia direocidn de las bielas. Por tanto, s l cfeto

otras consideraciones :
Son equicalentes a las prodicidas por wn sstema de res o mds apoyos de blela concurren-
tes 0 paalls, o son sfintss pra manteer ol equiliri etiico de wa s

dt.'mhbl En otras palabras, la estabilidad dc una estructura estd determinada no
disposicitn,

&unummqmmmommmuw

ficar la estructura como estticamente indeterminada. La estructura de Ja Fig. 2.4 cac
también en Ia misma categoria, si a linea de accién de la biela B pasa por la articula-
cién en 4.

Si sobre I estructura representada en la Fig. 2.5 actuase un sistema de cargas verti-
cales, no habria tendencia & moverse horizontalmente, por o que la estructura staria
en equilibrio inestable. En tal caso, se observard que las reacciones son también estiti-
‘camente indeterminadas.

26 y do estractarss que tiencn ecaaciones de condicidn.
Hasta aqui se ha limitado la discusion a las estructuras n las que no se ha introducido
ninguna ecuscién de condicién especial. Sin embargo, si se introducen tales ecuaciones
de condicién en una estructura plans, se afiade un cierto nimero de ecuaciones a las
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dela auticn s, pus, i ¥ reacci Ia estructu
ya las de condicidn.
si dnnm:md(nlnmludeluménduwnmeimmrqmd nimero total de
ccuaciones, la estructura es estéticamente inestable o, posiblemente, esté en equilibrio
inestable para ciertas condiciones particulares de carga. Si ¢l nimero de clementos de
reacitn & mayor o & nimere oal o ccvaions % casiia 1 trches como
estiticamente indeterminada. Por ¢l contrario, si hay el mismo nimero de clementos
de reacci6n que de ecuaciones, a estructura es estéticamente determinada, con tal que
las reaciones no cstén situadas de modo que sea posible Ia incstabildad goomeétrica.
Pucde verse ficilmente esta condicién de inestabilidad, considerando una estructu-
ra del tipo representado en la Fig. 2.3, Esta estructura es realmente cstable; pero si la
articulacién en b est en Ia recta que une los puntos a y c, no hab limitacién al giro
tanténeo de las barras ab y b alrededor de los puntos a y c, respectivamente.
pués de una cierta rotacion finita de las dos barras, s desarrollardn en ellas fuerzas de
i i inclinacién de las mismas, tendrdn

nentes verticales que mantendrn a la carga P en equilibrio. El cdlculo de Ia posicién
46 it il o b i fozm 6 ki v qve 8 iy
Ia consideracidn de

i ver
e eoais o Smraoate @ Xae s eipatnle

stitico y Ias e condicién conducid a valores impoibls, infinios, © indcterminados

s b ementos de ecidn doonocida'.
7 Esquemas de coerpes libres. En ol ctudio o 2 b it que s cemer-

loid:mmﬂndmmmkmmmum te determinada y

stitico, aumentadas, enciertos caso, po s de condictn. “Todas las ecuaciones con-
tienen

eficaz de los esfuerzos de 'n estructura. El estudiante debe pensar que es imposible di-
S dniods ipuons d cverped ey 4 o g o l Ll e &
perdido.

jams tiempo-

Se dibuja i I i apoyos
y trans-
mitire los apoyos, Tal squema st reprsentado o In Fig. 21, Del mismo modo,
p.«kmmhwmaeum"mm“mwm»m
¥ dibujando el esquema de- ‘parte aisiada con
reacciones aplicadas, junto unlqunrﬁnuu\lewdlmruhsumdgln
b.mwmwum..qm.m Cualquier fuerza, cuya magnitud sca des-
conocida, se puede suponer que actia en cualquier seatido, a lo largo de su linea de

" Para una discusidn de este tema, vey W. M. Fifey J. B. Wilur, «Theory of Statically Indtermioate
St a5t .t 3, Meam i Boo Coapay, . Noes Yok, 97
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accién. Ia ol it sicl signo
es positivo, actia en el sentido supuesto, y s es negativo, en el contrario.

A veces es de desear aislar varias partes de Ia estructura y trazar esquemas de cuer-
po libre de esas partes. En tales casos cs necesario mostrar ls fuerzas internas que ac-
tian en las caras interiores que aparcoen al aislar la seccidn. Si se trazan esquemas de
cuerpo libre para dos secciones adyacentes de la estructura y se ha supuesto que las
r..mum:ammms.unmmmmmumuummamamm

Ll

pero
sentidos opuesios e I caa que coinide on lla, d a prte adyacente Eoaci-
o, poe 1 sk y . o o oo s ot b s g Y
nos opuestos. EnhF',lGKmmnmqmnkwhhuﬁnn:nw

ricics, as covacions 8l eqibrio atico ras uilzando dos e 105 -
quemas no estard y serd imposibl hallar para

b,
;4%

Fio. 26 Esquemas de cuerpos libres.

ellas. Bs obvio que cuslquier resccion particular que se supone que actda en un cierto
id figun i ave

aparczca.
28 Ciloulo de las reacelomes. Si 00 se ha introducido ninguna ecuacién de con-
dicén en una estroctua estticamente deerminads, e clelo d I reacsioncs no

apticacin de . Se aclaran estos
dlﬂ:lulum_dw}dnllnpmﬂmuulwydldehFuZhSep«m
para clementos de reaccidn desconocidos les componentes vertical y horizontal de la
reaccidn en A y la componente vertical de la reaccién en D, que pusde suponcrse que
actéan como n ¢l esquema de Ia Fig. 275.

ETES )
P 2

am,

ETEETE T

FiG. 27, Clulo de las reacciones.

Para hallar estas tres incogaitas hay disponibles tres ecuaciones del equilibrio esté-
tico ZF, = 0, BF, = 0.y EM = 0, por lo que la estructura es estiticamente determi-
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nada. Es posible escribir las tres ecuaciones siguientes del oquilibrio estdtioo y resolver
el sistema, hallando las tres incdgnitas Ry, Rey Y Rop:

=04, Ry~ 18= &
zr-nh-lg,uc,, si=s
M, =0, +), 4R, - 2Rp, — mxz)
Aunque tal sohcit s siempre poibe o c muy ingenios 1o c ez, cpecial-
mente en una estructura complicada. Consideremos las veniajas de
sige: Tomando b suma do o tcncatos kel deun i poc o puko 4, s
incégnita que catra cn la ecuacion ¢s Ry, ¥ seré posible una solucién

M, =0, +), (30)2) + (24)4) — (Rp,X6) = 0
Ry = 1=t $ ki

Del mismo modo, puede hallarse dircctamente R, de
* IMp=0, +), (K‘,KSY Gﬂll) st (74)(2)-
Evidéntemente, estos valores deben satifucer Ia ecuacién EF, = 0, teniéndosc la com-
‘probacién siguiente:
F,

01+,28+26-30-24=0 . Comp.
De ZF, = 0 s obtiene directamente Ry,
IF, =04, Ry—18=0 . Ro=18t+

Asi, se ha facilitado el célculo de las reacciones con el ingenio al aplicar las ecuaciones
del equilibrio estético.

que las tres ecuaciones cldsicas del equili

d:ﬁmuuldmﬂmdemmudemmm‘-ﬂ.

o
endpumus.elm-mummumm,-u.ammmm
del sistema puede seguir siendo una fuerza, pero en ese caso esta fuerza debe actuar
segin Ia recta que une los puntos A y B. Por el contrario, i ademis satisfaoe tambitn
el sistema a a ecuacién EMc = 0 (o estando C en 1a recta que va de 4 2 B) eto cli-

Ia recta AB. Por tanto,
sif sistema satisface las tres ecuaciones de momentos, su efecto resultante no puede
st ni un par, i una furza,y e sitema debe ctar o una condicign de oqilibrio es-
thtico",

* Preguntes mporintes:
1 s dos cu primero de I, gr—

do ota i qu otn dircién
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librio esttieo, porgue muchas veoes ‘posle lgie un ee do momentos il que wln
intervenga un clemento de reaccidn desconocido en la suma de momentos

respecto
mta}:,lnqwmendnﬁzlhm{mbndzuumm it debe vt s
hallark

pues
oldaw!o(dl‘:\lln(ylplmtlmﬂndnmmﬂml con vistas a facilitar los
Ston mmbroon
29

Siem-
pre que se hayan introducido condiciones e construccidn particulares en una estrue-

FiG.28. Arco tri-articulado.

tura, el cdlculo de las reacciones requiere las ecuaciones el equilibrio estdtico y las de
condicién. Aun cuando estas estructuras sean estdticamente determinadas, ¢l clculo
de las reacciones es més difci y necesita mas ingenio que en 1os casos en que no s¢ in-
troducen de condicién.

Para aclarar ¢ método a seguir en tales casos, consideraremos a estructura de la
Fig. 2. Esta estructura es de un tipo ya estudiado y puede demostrarse que es estiti-
camente determinado y estable. Hay cuatro elementos de reaccién desconoci
ademis de las tres ecuaciones el equilibrio estitico, esté Ia ecuacin de condi

jucida por la articulacién sin rozamiento n el punto 5. Como se vio anteriorment
mu)ummnonmuum ln'nﬁnlmunp(delnmablhbcmw

F_l,p«s.nﬂ@lmqucllmmdghmd:lmmmmmpmnlunm
ot el punto b de todas las fuerzas que actian en cada lado ab o bc sa gual a cro.
Planteando esta condicidn,

mz,..

- X
Ym=0 o Jm-o

A primea vis, uo estudiante pm deducir que esta articulacién introduce dos
ecuaciones de es, pero no es asi. Solo se ha introducido una
cumién ndependicte, como pule demosrare facilmente por el razonamiento si-

2 a

L don cuscionss de equlbio lisicts ZF, 0y EF, = 0 pueden susttaire por s dos ecuaciones de
momentos EM = 0.y EM = 0.5 e punto de coocurrencia oo cth c I recta qve pasa por 4 ¥ 8.
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guiente: Una de las ecuaciones del equilbrio estdtico exige que para toda Ia estructura
I suma de Jos momentos respecto a un e de todas las fuctzas ba de ser o , por
tanto, con b M, = 0. i la parie ab,

Zu. 0, implica inmediatament que Ia suma algebraica de los momentos respecto
a e, debe s cero.

.
Por tantd; ), M, = 0 0o es uaa relacién independiente, e simplemente igual a Ja
-

ecuscidn EM, = 0 menos la Y M, = 0. El estudiante debers tener siempre presente
estas ideas cuando plantee las ecuaciones de condicidn de la estructura. No se debe
engafiar pensando que tiene mis ecuacionss independientes de h:qurn!mnl&m
En st caso, s pueden ulza indepeodientemente dos cuslsquiera de las trs ccua-
ciones, M, = mz‘u. ﬂ.zﬂ.—ﬂ,yhmnmmuumldmbnnﬂqxu-

dieate.
Pars contiasar oon la souidn de s ciempl, pueden obtenerse ficilmente las
reacciones si se utiliza el ingenio al plantear las ecuaciones de la estdtica.

IM, = 0,5, (10(3) + QOX11) ~ 16R, + 3R, = 0
Ry = 15625 + %oRe

. @
2 My = 0.7, @00) ~ 3R, + 9Re = 0

o Ra= %R, — 6,666° ®)

Sustituyendo R., de la E. (a) en la Ee. (b),
R = 515,625 + ¥gRa) — 6,666 . Ry = 8,66t e+
¥ sustituyendo en (a)
Ry =1725t %

De un modo similar,

M =07 lﬂ. ﬁ 3‘. e unxm @) =0
14375 - ©

-
T My = 0.5, 8R, — 6R.. — (10K5) = 0
SRy =R, - 8333 @
Sustituyendo de Ia Ec. (c) en la Ec. (d)
R = %(14375 — ¥ (Ro) — 8333 " R, =866t +

* Los mémeros akes como 6666 5 eacriben # menndo 6,6 indicasdo of pusio sbee ln dhiea cira
aue s epie indetndamente, o ben 64,
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¥ sustituyendo en (c)
Ry = 127514

Utilizando las ccuaciones EF, = 0y ZF, = 0 para comprobar la solucidn,

IF=0,7,866~866=0 . Comp.
TF,= 0,1+, 1275~ 10~ 20+ 1725=0 .. Comp.

Silos apoyos a y e esta cstructura hubieran estado a Ia misma altura, es evidente:
que el cdlculo de las reacciones hubiera sido mucho mis ficil, poraue e e cto e
obtendria una solucién directa para las componentes vertiales partiendo de ks ccus-

ciones IM, = 0.y EM, = 0. De Ia consideracién de algunos de los ejemplos de la Sec-
cidn 211 e verd inmediatamente que el cleulo de las reacsiones de las estructuras
‘complicadas que tieaca condicioncs de construccidn expeciales e puede simpliicar en
aplcando las ecusciones
el equiibrio cstitco a etas partes. S llama a atencidn nuevamente, sin embargo,
sobre el hecho de que sa técnica no afade ninguna ecuacicn independiente nueva al
conjunto formado por las tes del equiirio esttico de toda la estructura, mis las de
resultantes de las condiciones partculares de construccién. Las ecusciones

iz es.
210 Ejemplon para s clasificacke. En esta seci6n se estudian cjemplos que
acaran los métodos paa deteminas i una estructua e etable o nestabl y i e -
© indeterminada Se observard que
todas las vigas st tadas por rectas que coinciden con su cie y que en los es-
qlumlldellFil.lvnoumuﬂw.Esmmd:u.wwmalznelmm
it 0 af

vertical o Ia horizontal en B. Obsérvese que, i se conocen el punto de aplicacion y la
direccidn de una reaccién, el dnico elemento que puede considerarse desconocido es la
pued

expresar en funcid dell
que produce el poyo B o pasa por el punto 4, e i I.muu:le
hallarse, pues, de las tres
librio stético disponibles, y Ia estructura es estiticamente determinada,
Contdeando 1 vigs de I Fi, 295 se ve que hay solo dos clementos de reaccion
ammuﬂnwm*mwmmunomlnmpmmmnnn-
. Com

zontales o
del equilibrio estitico simulténeamente por cstos dos pre mén indepen-
dientes, esta estructura es estiticamente inestable bajo un sistema general de cargas
aplcadas. Las lincas de accidn de las dos reacciones sc cortan en un punto 0. Si ¢l
efecto resultante de las cargas aplicadas e una fuerza cuya linca de accién pas tam-
bién por el punto 0, las dos reacciones sedn capaces de mantener e sstema partiular
de cargas en equilibrio. Mientras la estructura sigue siendo inestable estaré en un esta-
do de equilibrio inestable bajo cstas cargas y se pueden determinar sus reacciones por
las ecuaciones del equilibio estético.

Si se aade en ¢l punto C un apoyo de rodillos, como se muestra en la Fig. 29¢, las
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reacciones de la estructura serdn equivalentes a tres bielas cuyas lineas de accién no
20 omcmrons o parabls P ko ockid it sty il il
camente determinada, porque pueden hallarse los tres clementos de descono-
cidos —las tres magnitudes desconocidas— de las tres ecuaciones del equil
tico. Por otro lado, i se aplica el soporte de bicla en el punto C de Ia Fi
tructura serk geométricamente inetabl, pues los apoyos serdn tres biels cuyas lineas
e wcride & coru o 0. 11 it 6 el comicmmete s i
evidentemente, pero giraré instanténeamente airededor del punto O un 4ngulo fini
hasta que se alance cl equilibrio. Como Ia nueva posicion adoptada por la i
es funcion de las deformaciones de Ia misma, las reacciones que actian en ella en su
oskitn deplands 2 comilers e oot ndourmind

iructura representada en la Fig. 29 s, cvidentemente, cstable y tiene seis
=lﬂnemm\‘k|umond=wn jos —una mmwml:hnnmnwyvmnlynnw

cada apoyo—

-
4

~

o

o
N
o
o

0] %) I I
o T @ >

Fi0. 29, Ejemplos para clasificacién.
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la estructura es indeterminada en tercer grado. La insercidn de una articulacién en la
estructura que se muestra en la Fig. 2.9 introduce una ecuacién de condicidn y, por
tanto, hace a Ia structura indeterminada en segundo grado. La insercién de un rodillo
en la Fig. 2.5k hace posible transmiti solo una fuerza vertcal de una parte de a es-

que acttan en cualg kil .
mnuimﬂmmﬂnmpﬂmupldn
Enmﬁmmd‘pmﬂm&mmmd&hwmnmnwﬂm
cngwﬂmmyuwmmmmmmmumwmm
que se hayan cakculado las reacciones. La disposicién de las barras de una cercha ne-
csar par n stbidd, et s ctudia n dtalle ol Cap. 4 Par ol abco del

ﬁulmmkq\!hxu‘lmmmdehxﬁg 19’yqumauhlsyumnm:nkdﬂn‘
minadss bjo cualuie ssema general de cargas. En la Fig. 20r, la estructurs tiene
i ke

ymaeuwyuyhmmmmdehmmusumaw
T e e it by 3k s oo 4l oquieo k. Lo
mmgwuxummymmw e primer grado.

En st i 1 e b Fig, 29, s 2 menudo mejor usar un camino di-
ferente esttica. En este caso, la eva-
lonitn e 1 coacones dipocibies e e iy sons: S supone, e cam.
bio, que sc ha roto Ja estructura en dos partes separadas y se considera e cilculo de las
fuerzas que unen cada parte al reto de a estructura. Si, n ste caso, s¢ traza una sec-

3 9

Fla.29. (Continaacion.)
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cién por Ia biela BD y se sust rticulado E por vertical

fuerz

res
bre, se llegard

reacciones de esta estructura por las ecuaciones del equilibro estético, y s¢ dice que
dicha estructura es estable y etéticamente determinads.
211 reacclones. El
mmmlmmﬂumﬂTm:mmmummuﬂww
determinadas, pero deben investigare independientemente como préctica.

jemplo L Determinar la reacciones de a viga siguiente.

Método A:

=07
000} - @0K) + 065 Ro¥6) = 0

M, = 0,7 =
Rk ous) + wm = wnn- 0 Ry =% L—” +
=034, R~ 3,
" Comprbacin
Metodo

2 Soo-m
+8- 17 + m

‘0
Ry= 18304 =~ 100 x.,,»la-u‘a.;

i
Ra=BJS14 Ru=Yx 16=875 1
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Método C:

Bl cllita aresrd et o rediads mbrayidoos € b ls s y

ha spuesto que la fueria
et 1 a sl s megare, a furza

actia en el sentido opuesto al considerads.

yime ez,

La ecuacién de comprobacitn TF, = 0 da una comprobacidn de las componentes veticales
de las reacciones, pero no comprueba las horizonales S1 se esribiera EM = 0 respecto a un cfe
cualquiera que no esié en lnea recta con a y b, se oblendria una comprobacid de ls oalores de
s reacciones horizontales.

debe trazanse
1a foerza, para indicar que ésta s ba sus-

linea ’
ituido por sus componeates.




8 ANALISIS ELEMENTAL DE ESTRUCTURAS

Ejemplo 2.2 Déterminar las reacciones de esta esiructura.

Aisiado ab: Aislado bd:
=05 M= 0F

#SNR,) — (20X25) = 0 B9 = -8
SRy =Ll ~(20X7.5) = -150
IM, =05 e
(@042) - (5¥K43) = 0 ~usn = ~15
s=s4rt Ry = S1S14= 209
s

IF, =0 F=0

Ru= IS LFeRie

Compobaces B, = 0,14, pr e 0
-20- ll*:l.}~l«$7u¢a}0 0
7~71=0 . Comp.

Razoasmiento:

o Al ko doe e .9 b e . s mpone gt ofper e o stcloci 1 ek
idn puede ransmitir una fuerza que actia en cualquier direccién por el cenro del pa-

m.stnmmmryshw:hommh!ymﬂulkmﬂ/lﬂ 2 y se supone

o ction como ¢ et o s pre o debenocr en s conreri en o prie ML

Obsérocse que se puede tener una comprobacién independiente tanto para las reacciones verticales

como horizontales, tomando EM = 0 respecto a algi cje que no esté en la recta entre a y d.
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Ejemplo 23 Determinar las reacciones de esta viga.

- 0.
(Ro)S) — (203) ~ USKLSD) + 2236150 = (Ro}S) = 0
= 3R, + 489
T et A L e R
Ry LR 15 888 R 4 T Y R 01
Y Ry A4 835 = 435 Ry= AMSTT ,,,..;,mH.
M, =07

2042+ USK350) = (Ro)) + G236NOSD) + (445KE) =
=52y
Comprobacion: ZF, = 0, 1+
RS = 20— 15 + 5452 = 2236 — 4345 = 0
61765 — 61705 =0 . Comp.
Comprobacion:

w =03
55+ sms =0
i s =0 . comp.

Ejemplo 24 Determinar las reacciones de esta estructura.

at o3t

2 yml
o 5 3
2m |im[im e, T
% at 3t
o-AF- 2 re0
Ray =4 ymt
Feoed
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Asiado be:
IM, = 0.5, (2KAND) — (RN =0 . Ry= 41 4
M, = 0% (K0 - (KKD =0 - S=Tit
Aislado ab:
M, = O 6K + ON + (KD = M, =0 " M,=Bmig
IF= 014, Ry—4=3-4m0 Ry=lid
Conprobacién: SF, = 0, aplicads a toda o

T OO =0 Ry= 187514

IM, = 03, (OX375) - (12K9) — RoM12) =0 Ry =
Comprobacitn:  TF, = 0,14, 1875~ 16~ 275 =0 . Comp.
Rasonsmicate:
Esto puede
, que i ylare-

s un problema diecto el hallar s reaccione. Se observard que se ha supuesto que no hay roza-

 la cercha, por
aby estd dirgida hacia el centro el rodillo.
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Ejemplo 2.6 Determinar ls reacciones de esta estructura.

s
25 1] 7
g
sm
(3 e q)
2 t/ml
[l szm nm
ot
. o S,
5
FTIr [ .
%
A
7
) i (o)
c Far
3
Ry
nn
[ p————
s, = 07, 030 - D00 g0y 0 m= 2504

2w, - 07, 2020

)~ R)7I0) =0 Ry= St

[Esquema de cuerpo libre b:
AT M DUMEY RCanil me st

m&m + (V,K"’Y L 0

Comprobacién:  TF, = 0,1+, 258 + B8~ 179+ 559 =0
-001=0 .
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Esquema de cuerpo libre d:
My = 0.7, 64K5) - RJ375) =0 . Ry =861
M, = a (645K - 2390075~ (n.,x: 79 =0 Ry =60213
TF=0  Ry=6dSte =

Comprobacit en s ctrctir em eonen
=07, -6as+895 45 -0 g ono com.

LF, = 0,1+, 86+ 602 + 1488~ 179+ 55920 ~00I =0  Comp.
M, = 03| ~(602X375) ~ (48XI0) — (5.39%30) + B5K10)
@0
7

+U79N15) -
—357843580=0  Comp.

@50 =0

] este tipo, se parte la estructura en sus elementos estructurales separados,
3¢ o o qems e curyo e, Lo frsas ue ccon et lemenas i pede -
poner con deben tenrlo opueso en dus elementos adyacenics. Po cjemplo.

debe acruar ha-

cia ariba lri
o de susclementos debe estarlo ambin. eten sgaco o emcies el sl e

cidas y las fuerzas mutuas.

sodas EE—
los resultados aplcando las ecuaciones del equilbrio estdtico a la estructura en conjunto para ver
sise satisfacen 0 no.

212 En este punto,
del principio de superposicén. Debd»y-nnunplndowunmhmlm&nﬂd

wmludmmndmwlohm«dd‘unmm
embargo, hay
mlmq\kmuvﬂxﬂndpﬂmod-mpﬂpmah nwumm

b2

aun cuando pueda
. El dltimo caso ocurre siempre que el material de la est

estructura esté

Mnlunnfuammhlmddlhmﬂmmnmldvmu‘uhky&ﬂwhmﬂv
ina z0na de su curva tensién-deformacién.

B e 5607 o gt s it Ias deformaciones de una estructura

o considerara como icar

estructura, porque los brazos de palanca, inclinaciones de las barras, etc., han variado
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Articulacién

pa——
Fi6. 2,10, Estructura no lineal.

en una cantidad importante. Como consecuencia, las fuerzas y deformaciones de la
estructura no son directamente proporcionales a la carga P aun si el material de la es-
tructura sigue Ia ley de Hooke. Por tanto, éste es un cjemplo del primer caso indicads
antes en que ¢l principio de superposicién no es valido. En esta estructura, los efectos
e carga 2P o s0n doble o o correspondictes  unk curen P 5 o de und care
82 P, + P, son iguales a Ia suma algebraica de 1os efectos de P, y P, actuando por se-
parado. En mecknica aplicads, se pucde encontrar otro caso mds importante en que la
superposicién no es vilida —el caso de un puntal delgado sobre el que actéan cargas
axiales y transversales—. Aqui, los esfuerz0s, momentos, flechas, etc., debidos a la carga

10 se pueden superponer las tensiones y fechas. Por ejemplo, en el caso de una viga
de hierro apoyada en los extremos, las reacsiones, Ia fuerza cortante y el momento flec-
tor en las secciones transversales son cantidades estéticamente determinadas y s¢ puc-
den superponer. Sin embargo, las tensiones y flechas producidas por el momento flector
debido a una carga 2P 10 son iguales al doble de las debidas a Ia carga P, por lo que
tales cantidades no se pueden superponer. Si las reacciones de una viga

¢ puede superponer
e andliss de teasiones es entonces una funcién de la deformacién de la estructura.

213 Problemas para resolver

“Problema 21 Clasificar las estructuras represcatadas ca las Figs. 29¢, /i, [20y (3 v
cnmauub(aamm.bluyumnmk o indeterminadas. Discutir y dar las
razones para la
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“Problema 22 Determinar las rescciones de ls vigas de la Figora 2.11.

o on
T3
P
o) 2 % ) =
\

Fio. 211, Problema 22,
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*Problema 2.3 Determinar las reacciones de as estructuras de la Figura 2.12.

mm N

)

¢
- >
2] ==
& 75m
st 45t V75 d7om
: m
b 2
X Jsm
@ NS & A |
4 3
2
5m | 6m [ 8e375:30m
v
)
RodilloSin 2n
(@ Rt
Radio del
prio-0om M _4sn

FiG. 212, Problema 23.
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Problema 24 Es difll 8 vece convencer al esodiante e que ok by un cierto nimero
28. Dibu-

“Escrbi tres ecuaciones de equiibrio estitico m ‘cada esquema. Comparar y combinar estas
Dueve ecuaciones que contienen seis ) demontar qué slo say enie ellas cateo

‘cuaciones independientes con cuatro i
Problema 2.8 Determinar las reacciones de las estrocturas representadas en la Figura 213,

jzs0¥s
2 <
Woig
(o) 5ol
8
5
“
A
an)
[} ===
=
n sn
i
—puntal
Vi 2
(@ Gy
oo
/3
m [ym |, asom

Fic. 213, Problema 25.
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Cortante y momento flector

aislada,

de s tensiones que sctian n la seocién transversal por las ecusciones del cquilirio estitico.
esto cs, una barra

someida i por cagas e st rsnversimene 5 ie oo 8 vespor
‘consideraciones siguicales s

Kimitan a vigas rectas, es decir,
m-ummy‘wwwmwmw[mqudmwdd
cortante!
estin en un solo plano, quemn_ld-lllllekwnuldehhmynnqcmwpl

e cad secido transvrsal. Si 1 Ta viga fexark solamente ¢a ¢l
plano de las cargas, si torsién

32 Detsinscin de ctueres o vigm. Supongataos qus, o determina <f compors-
micnto de Ia viga st determinada de la Fig. 3.1, & las tensiones
e una secién transversal mn. Las rescciones necesarias para el eqilirio esttico se pueden

ealular ficilmeate mnaqm-awm:s‘pua que s s
—d-hvln-huqnnﬂl  Ia derecha de mn estén aisladas una de otra, cortando la

por.
e fodas s s e ct n s dospuris de v
‘Cuando ¢ consideran las fcrns xteiores que actian cn coalquira de ls partes b o .

‘solamente. Sin embargo, si 1a viga como conjunto st en equilibrio todas y cada una
partes deben estarlo, por lo que e necesario que baya fuerzas interiores ma_m..

. y ver fo texton

i H. Craodal y N. C.
‘e o Soldsw,phg. 314, McGraw.HillBook Company, Inc, Nueva York, 1959.
95
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dos en fas caras inter ¢l corte imaginario. Estos esf

tban en la parte sisiada y la manteagan en equilibrio esttico.
que actian en las caras inleriores expustas pueden descomponerse en dos
componeates,usa bormal &I cars, Iamads efursos mormaer, 3 1 ot parsi s 1 s,

- m{l

LT

()

-
T ~€tf_r:.ﬁN_L
) v

¢ te)

FiG. 3.1, Esfuerzos e vigas.

amds exersa iento. Ea los esquemas yese

o sl 40t o omicie oo ot b i 31 1 v ot g o ot

dola s s, of pr M. Obarvess e o s smlts . £ 1.4 &0 &

bse .q.«..

Comario o conespoincs 4l e & Ly et d o vt po 1o conte
raciones siguicntes:

Considerean wduqmd:mﬂ-puhbulquzmuﬂluhwmwmhqunhn

ydelas calculado la resultante de

Todas o e e M.um-uwm de 1 seccién mn en magnitud y

mén.ylnmpnhl’ll‘nk las foerzas exteriores restantes aplicadas  la dere-
cha de mn. Si I vig
es cvidente que I resultante de las fucrzas aplicadas a la iquierda de mn debe se colnea, nu-
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te igual, pero de signo contrario a la resultante de las fuerzas restantes aplicadas
|. derecha de mn. Se deduc, por 1anto, que I resulante de Jas fucrzas exteiores del csquema
€, por lo que los
relacidn.

elmmmdunm&mmmlmuqmlhyrdcbmmhmm

i cmunsba s siong by sotpuey ybiod iefmtsmparipui iy

ol y e lamar fuessssiene e, L o tranmvr s lamrd ferza esiente
de cizallamiento y ¢i par M.

Fun sl s e Coudicoocs 8 equlivio s, tnlo par I pare del esque-

b como para Ia del c, las magnitudes de F, S y M deben ser tales que contrarrestcn

¥ Tomiani de 4 focrca cxiors g aciéen 1 parie consderada. Tebrcamente 70

iyt 4 parte s o Qoo s ke e s el menor nimero

de fuerzas m:mﬂlﬂa!l«d}m . Debe mantenerse el equilibrio estitico por
o8 aloes cacuidon de imodo: L fecn et axal Fy I de nlamicto §
deben ser iguales y la resul.

unw«lnnm..nmmwumm.md«wwnmmwwnm

¥, "M debe ser de gual mag:
mmdykmmﬂmmdﬂllmﬂunkd:hfwmquumn
esta parte.

Una i fugrza resistente axial, I

mmmn.:mmmmmmamummmyuam
punto cualquiera de Ia sescign transversal, utiizando las ecuaciones conocidas
de materiak

terior resulta evidente que, para determinar las magnitudes de las fuerzas y momentos resis-
fenesqueactan  a seci tranversal de unt vgh, e sconseabe caar prinero 4 mag-

i
o lad de et scin rvnsveral.Genrlene, o comenite reprscta st i,
i por s componcnt il componeic el su moment et 8 un e pr
e de 1 soén traniveral consderada. Etos e cementos on exhicamen

e e iy o o S ot ot furi .
Jiuersa de cizallamiento y momento fecor. Por tanto, sc puede resumis as l definicidn de estos
res términos:

oo il 8.2 e 5 i et s
sebraica de las componentes que acrian paralelamente al cie de la wiga, de todas us cargas y re-
ckomes aplcd  prt d 4 iga 8 40 4 i ado de exto seceon ranvesl

Fuerade calmeno coane) . L fursade calomient o i seccion rasersl
de una viga recta es la
e & o o g  veseons sl P B o un ot o e e
seccd transver:

‘Momeato ecior M, E momers fecar e 1ma s el e wa i et 1

de los momento, tomads uro de la secci, de I
Lumym«la-wqwlkpukhuk-lmuwohbdtk seciin. £l e res-

‘Aunque no s propésito ‘apreader de memoria
turales, férmulas, et., estas defniciones se presentan constantementc y son tan fundamentaies
parala que o shainats dbon spreadeto Y 3 slmtates i con-

pletaments, y con tanto interés, que se quedea impresas indeleblemente e
InirMucidas es mm.x,.«muaummmwmh/mamu.
tente Gxial ial en esta sec-
cion; llﬁmarullu-lelemlﬁmlﬂmn‘.mdym:ﬁ-hflﬂuirduﬂ.nlmmvarw-
tante);
En los cdiculos sucesivos se utilzard el criterio siguiente de signos para representar las di-
recciones de Ia fuerza axial, cortante y momento flector en una seccidn transversal cualquicra
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(4+) Foerza axial

(+) Cortante
Q 9

(4] Momento flector

Fi6.32. Criterio de Ia viga.

pomwl!xwzluplnrhldmmdemmnnu,mmnm‘hlpmdwunn
e de la
{oqieda b s conrspc & o derscha, F momeats Bicto 4 posivs et ende

licarse
‘Cuando una barra 0o es hmmu)mqudwunlldnmmu
ado inferions y aplicar el critrio como

Mo do clce & crti 1 meme . E prcetiieto pas cacar s

Bt e v et e ox I it 3 o v ol e
d. Elctlea-
mm‘num.ulmmauoymmuumm.nmummowmo.
1a mayoria de ls vigas Si
uAu-mhm«u.me..m,h.m“mmmm«mmmmmmmmm
s necesario calcular este momento, primero en una distancia infiitesimal a la
m.merd.ldefyluswennlnnunldmmﬁmumhhdu:dﬂnkt

lado de Ia seceidn considerada. Se pudr utilizar m-l.ulu parte, pero generalmente se hardn
s o covkon il b e e toncr e P Eogi i pate, a0
a se incluyen que

i ot 50 pr
Se:IipAhpnckhm&hw-mwdum&ydmmhﬂmm

libre b, ¢ y d muestran, respectiy Jarar la ventaja
aemmp.nmmmn-:mamnuymmbmuumdm»

e Ohbre s 8 oe o e qvmcorpando o o e

Para explicar los célcalos tpicos, consideremos los del cortante y momento fletor de la

i imediameni 1 et G st ¢ om0 s e e o e . B cotane e
de 28,5 1, la carga

i con ml dest 15t
(iende. hacia ari uierda) y las dos cargas originan un cortante nega-
Th s s i ah]u " part ). Por e, o crane

S=4B5-§-15= 455t

pecto s a dercha. Para e quilbrio, eidentemic, ol corane st debe sr de 5.5 -
ciaabajoen s




Comptci: 2, - 0.1
'ﬁ‘ 3’3”2“ * b 1+
S i a7 m

S
‘ = e ) unmn Disen i o 03

P
I

Ery

ps £y Sedbs 4 1se 4

el M = QR 4239 - K1)

) o i Vressme

g
| (o)
W e =205 8150 1431
sl A Gnswe - 0 - Gy
s o1 - 175m.
[ d
s B £ 5 = 430+ 0= 10301
- M = (44.3041.0) ~ DONO.30) = 5175 m1.

0 2 J R
. ]

05 15« 531
475+ GON130 - 45NN = 305w
Fi6. 33 Cilculo de la fuerza axial, cortaate y momento flector.

Como la reacsidn
tende pﬁmmnhmmmkhmﬂnyhmmmmmnlu
superiore, ¢l momeato flector es

M = (28,5010) - BX2:0) - (15K1) = +5050tm
mﬂunkudmlmdunulpdwhwbﬂwluﬂhmm{mm Admh.w-:leq\n—
librio, es
b e e

mmmmmlnmhmmdmydmmmw

enuna.
mmm_mquwmhhmmlmhpmk
ia Por cjemplo, la fu y:

mm-mmmn..mmumy-munmbuaum d
conant,fueraaxal ol momento fctor en  son etilicamets equivleies  a eslanie

1a inquierds
eote csttica, me i > :

en el esquema g de la Fig. 3.3, en el que se represcatan las foerzas que sctian en Ia parte sis-
Inda be.



=Mas

b= Mag

~Manc

55
0= Menh

THI=Men)

0 - Mene

Fic. 34, Diagramas de cortante y momento flector.

35 Curvas de cortamte y moments flector. Cuando s estudia o proyecta una viga para
unm«wmumma.meWuwm_m-

pucda
den construirse estas curvas Mumum*hwmmmnﬂdm

os extremos de estas ordenadas # 1o largo de Ia bese se laman curvas de corantes y de mo-
I Fig,

La construcci6n de cstas curvas es elemental, pero necesita alguna explicacién. El cortante
en una seccién a una distancia infiniesima a I derecha del punto a es +28,5 t, por lo que la
curva de cortantes sube bruscamente de cero 8 +28,5 t en este punto. En la part af, ¢l cortante.
en una seccién a la distancia x del punto a e

Ccaz5-8x

ue indica que la curva de cortante en csta parte & una recta que disminuye desde una orde-
udl+21!:ulllmom!ndpdnloj(}mnmlmmiﬂ/y:nnnqﬂn
o mis, o et e dendo +20. 0 ctlauer i de e il 0
G 5 e Mo, a0 posts e A s dencs bttt = s Vet
a.iwm,.amn.nmmsm--nmw-umummm.
I carga de 15 t ha hecho que bste o haya reducido a 55 ¢ Por tanto, ca cl punto g hay un
‘mod

curva. Se observard, ‘concentrada s supone
p|ubmnnpunw.wrlnqmmﬂhmhmmmmnnmun-
it o o, oo o Wt vtk g sk el o & i

Supertic paguet. Sin mbargo, ars ekl come los el contanie y momeao Becas ¢ i
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nora esta imposibilidad y se considera mateméticamente posible que se puedan aplicar cargas

concentradas en un puno.

En Ia parte af, el momento flector en una secciéa a la distancia x del punto a es M = 28,5x
- Por ano, acura e momentosflectores comieza 0 0t lpuno oy umena g
una curva +24.5m ten el punto /. En Ia parte , el momento fiector en un
punto a Ia distancia x del f es M = 24,5 + 20,5x. Por tanio, Ia curva de momentos flectores.
s parie s un et qu rc desdc un ordenkds 24,5 /st 45 n g De il modo,
en la parte g, la curva de momentos flectores s una recta que crece hasta un valor de 0.5 en

A 8

L

Fio. 3.5. Relaciones eatre carga, cortante
¥ momeato fector.

ina seccién

de cortantes ya estudiados. De modo andlogo, s puede comprobar ficilmeae el resto

de Ia curva de los momentos flectores. En a Fig. 3.4 sc moestran los célculos de las ordenadas
de a curva.

que una viga esté

mma.umxmmnpmmnmammaemmammmym

mentos Bectores teniendo en cuenta ciertas elaciones que existan entre carga, cortante y mo-

p por unidad de longitud de viga, el cortante y el momeato fiector habrdn aumentado en can-
i iales hasta S + dS y M + dM,

Se calcular los nuevos valores del cortante y el momento flector en'el punto n, uti-
lizando los ya calculados para el m, como se dijo en la Sec. 3.4, Asi,

S4dS =8 +pds )
Mok =M +Sdtpa ®
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Por tanto, de (o) es cvidente que

©

®E
'

¥, despreciando difereacis Ec. (b) que

au
E-5 @

mento flctor, sc han considerado las cargas hacia arriba como positivas y se ha supucsto que
x aumenta de izquierda a derecha.

Las relaciones planteadas matemiticameate ea las Exs. (c)y (d) son de una gran ayuda al
trazar las curvas de cortantes y momentos flectores. Consideremos primero I Ec. (). Estable-

cadaalay est Ia pendieate de la curva d ada puto es

b opempedete ey
A PR -
Por tanto, la diferencia de cortante en dos secciones Ay Bes

S-sim [Pade o smsat [re

Asi, pucs, In diferenca de ordeuadas de I curva de cortants cn los pustos A y 8 s gual a la
s ol aplcad o vig e s dos i

a £e. i la carga s
h-dllmhﬂpmnnmnmd-hv_.dmmuwuunmaﬂnpmmm*
punto. Esto ‘una secidin a derecha

de st puno, el e, 8 na dstaniax igeratent mayode spayo it enderd 4 s

ﬂhmlh!cuwnumunwmu,ulmhmnmnm&mn-umm

de pendieais de una curv, s dS/d é posiivo, I curva va haia ariba a n deecha, pucslos
valores postivos de S s trzan haca ariba y x crece e izquierda a derech. S dS e ne-
gativo, la curva d cortante baj hacis a derecha.

" Para utlzar cetas ieas, s s¢ aplica una carga uniformemeate repartda a una pate de uoa

a dicha zom.Por

lﬂu&luuwnﬂedﬂmmhmummm.qum

mm-hmm s e el de st oo 1 Ao g o i
aater
hh(llup-dﬂmawwndewulmnﬂl et ue i te vl

wn i
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cortanies en esc punto. La variacién del momento flector dM entre dos secciones scparadas
una distancia diferencial dx ¢s

amM
M = dx = Sdr

ia de momento flctor en d

it aw = ot = s -[:sa Ma

3 Ia diferencia de ordenadas de la curva de momentos flectores en los puntos 4 y B es igual al
drea bajo la curva de cortantes entre los dos puntos.

De la Ec. (d)es evidente que, i l cortante es positivo en un punto de una viga, I relacidn
de variscién del momento flector es también positiva en ese punto. Esto significa que s se ha

e
o contrario. En términos de pendient de la curva de momentos fetore, se puede decir que

punto
i b 1a derecha, pues itivos de M se trazan hacia
arriba y x aument de izquierda a derccha.
si parte de Ia viga, a curva una
recta en esta parte. alguna @ I

Tty cambio broco 0 I odenads e cuva de corte , porant, a camblo oo

porceroy a pendient
de Ia curva de momentos flectores variard de positiva a a izquierda del punto, a negativa a la
derecha del mismo. Por tanto, I ordenada de la curva de momeatos fectores seré un méximo
1o pok S, o o o lndo I curva e cortantespas por o del moda mvero, 1 ode.
nada de la curva de momentos en ese punto serd un minimo.

I
k]&kmmmmmlxmﬂm«hwmdzmm momento flector
para vigas sometidas a cargas transversals, si s adopta el siguiente procedimicnto: Después
de.

gas s una curva cuyas ordensdas mucsiran Ia intcnsidad de fa carga repartida apliada a Ia
viga e cada punto. Ademss, s indicarén todas las cargas concentradas. Las cargas hacia arr-
ba, o positivas i i jo. Entonces, pueden
construirse a su vez las curvas de cortantes y momentos flectore, siguiendo de izqy
recha en I viga y esablecicndo Ia forma de las curvas utilzando los principiossiguienics
sumidos de la discusidn anterior

L Ls e de n cuv e conteen e i poto gl I nsiad el
repartida en ese punt

2 hmmmmhuﬂmﬂukhmamm&uml»’rmhwm
10820 que hay plcadascagas concen

nada de Ia curva de cortantes en el mismo punt.

4 En los punios cn que hay aplcada cagas concenradas, hay cambios bruscosde s
por lo que hay ‘pendientes

l, en cuslquier punto, a la orde-

de la curva de momentos fletores.
Genealmenic soo s ocrario caluar los valoes umérico de s odenadas e s cur-

vas de

Fig. 3.
el valor de de una curva:
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5. La diferencia de. I igual a la carga
i elirea s

aisldas aplicadas enesa partc.
§, Lo ks c ordnua o cur e momentn s e ds s et
quiera e igual al drea bajo I curva de cortaniesenir sos dos

I
plos que siguecn.

Aunque todas estas relacionecs y esta discusién se aplican especificamente al caso de una
viga sometida a una condicidn de carga mis general. En los ciemplos que sigucn s¢ estudiard

versals, se verd que Ia curva de cargas pierde su utlidad y 00 es prictica. A pesar de que se
pucde utilzar i fores, e ballard Ia mayor
‘complicados de cargas, hay que revisarlas. Como aclaraciéo, se verd en el Ejemplo 3.5 que tie-

aptados pares exeriors a 1 viga. Por tano, la ilerenia e ardensdas de  cur de mo-

ek P s e s o e Sn sk o
uludnmz comprobaré que Ia experincia conseguida al trazar las curvas de cortantes y mo-

o Scores e s caos s eclosde carges traneverals, e capcia pars asr ks
pmbkmnm‘lwlmnmnpn

I em eckroriesliat cortantes y momentos fectores para vigas estiticamente
determinadas, utilzando las ideas y principios estudiados antes:
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Eiemplo 31

™07
—()2) = 32
+O009 = 46

aym S Rg=320t

M, =0,
in n m (60)3) = +48
(N506) = +36
o

i
L LRgm 1681+
peatim sty IR =01+,
52+ 168-16-6=0 . Comp.
e & Cortante:

Sizquierda) = 5.2 ~ (Nh) = ~108 1
Liast, I

L
e St i pmi § = Gy

2 e g
A 2

. My 4620 = 452m1

By,
Maw = 5202.30) - K

= 4858m1
Ruzoasmiento: ===

siguen las ideas

de la Sec. 3.7. Partiendo del extremo zquierdo de la curoa de cortanles, ésta sube bruscamente

Moy e 4. Dl ¢ ¢, come 1 = .l s de coroer o vl De b ¢

comop = ~4, la cursa. con pendiente constante hasta un valor — 10.8 inme-
Mmlr.b:whkchz,hrwwhnmum

curva de cortantes hasia +6, inmediatamente a la derecha del punto c. De ¢ a d, como p =

+(x/07§],hmn«baj-mhkvmz—nnmummlmnudak —den

positiva :wulnlt (hacia arriba a la derecha). A la derecha de b, L:p-ndmudrmlln«'mmu
e g enc.
Hayn m“.m.....,meumm,m.mmm
Brcer 4 pndore i e 134008
e ko i b vl s s o B G o o
s ficimente directamente, como s¢ v n a Seccdn 34
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Ejemp 32
Pzl
g
L] ] s
E B
ISR
Goaiav B ]
:\I-ir g s W H
i 3

TF, = 05 R~ (L0K%) =0 R = 4500 kg o
T LSOO ~ M, =0 M, = 900 m ks

M,
Cortante y momento fector:
Enym3ms p= =130 + QS0NG) = 1500 + 750 = ~750 keim
5= +500%) = 1125 ks
= 030004 = ~1.125 m ke
Razomamiato:

o5 fectore, considerando la fvas del lado derecho del voladizo como fbras infriores, api-

hacia abajo, o

e de cotois s brascamene en  hstawnwlor +450,Siguiendohaia b, xa
cursa arranca hacia abajo con una pendiente negativa de 1.0, pero se aplana progresicamente
hasta una pendiente nua, con ordenida mla, en

Por otro lado,
pendiene posi de +4.50; Coniuando baci b lo pdinc siue siendo posio, per dis

Establecida lo forma de estas curvas, s puede calcular una ordenada de la curva de cortanies

direct, considerando la parte de la viga entre ese punio yb.




CORTANTE Y MOMENTO FLECTOR

Ejemplo 33

Ry= 35314
6, =0, ! S47¢1JJ-I)0:1)

. Comp.

s S= SMIx15= 8

= =T
-0 B2 =My
3 S=THIx1 =447

4 »
=3l s="Hix1
-0

5= -uxx

= Mas

A W

§§ g 15 3= M,

2 § S="H03x15=-605

L —15 T26= My,
276

a3 0 =M

2me
W67m

. Comp.
Moy tieme el cortante
pasa por cero (a 350 m de o).

Razossmiente:
ALl ol e s W i & v s o i
cargas gisladas, es conveniente disponer los edleulos de

sioamente khqumh.l«nhprhqlﬁxﬂ-ﬁhmh’yd“dﬁd&

la Sec. 3.7. Se observard que se obtiene una comprobacidn de los cdculos 2

viendo a cero en el punto b.
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Ejemplo 34
oy ™ =07
1 I . (R 450 amm.im =0
fzn 450m 1500, +
L M, =0T
s i ~(RN430) + (BXI0X2) = 0
T | - ~pdit
= TF =01+, 44+ 53 -80=0
P=0 g
Comp.
24 My = (102 = 20 m1
< M, = —(101.5040.75 = 11,35 m t
Enla parie enire b y .
L s = 4
S=24-10x
. Cuando § = 0= 244 — 10x -.x=2dm
it
S lm;m)
¥ M= My + 988
p B L
20mt. s
Razonsmiento:

b gt s e ok s b v i b i fcire
mayu..mm/mm sumando algebraicamente el drea bojo la cura de cortantes
ey m o 1 rdevado My B e cas, e e prtidrmens sl porew ol b
la cortanies es un tridngulo.
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Ejemplo 35

Todas los poleas son de 0.5 m de didmetr. -

M, =07

(L25K15) = (1NU3) = (R,¥6) =
Ry =065

™, =07
(RoX6) = (154,75) - (U5KD) = 0
o Ry= U351

B0 b (omedatamente a o izquirda),
My, = 4 INL50) = +2055m 1
» T

tamente a
s = (14375)1.50) + (15)0.75) = 328 m 1

B lomedamenica .
s e = St me
prr—
15t @ la derecha) elemento
1, de viga aislado entre
T lraller
s g medaament o 1
in sy
ot iriy
15825 umente a la derecha
et B
ol 3
o e,
Prive

M, =0
+3155 ~ (I540.75) = 0525)0+) ~ My = 0
Moy = 3155~ 11250 +203m1
En d-nmediatamente a lo izquierda),
My, = 0.625(2) + (ISK0.75) = +12.50m ¢
(imediatamente a l derecha)
1o = 0525)2) = +1.25m ¢

18 en el Cap. 2, el edlculo puede bacer sin
e ske-wmr-
el e s a vig
el o vl e s Pl et o g, Calodade s rescions e |
esquema

e que esi cargada la estrct
Cﬂmxlxplkdmhﬂln-’unel:h&( 3.7, no debe intentarse dibujar wna curea de car-
En lugar de elo,
e come o 1. B b debe i s s de coroies 'Y de momentos lecores, i
iones fundamentales y métodos de céleulo e, indudablemente, usando lu expe-
rumuww«mmummmmmwnuau Todos los cilculos ante-
riores se pueden seguir sin dificultad.
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M, - 07
@)D + (5K150) ~ (2043
+Q0N0) + QOKS) - (15)0.29)
~(Ry)6) = 0
254750~ 60 +80 + 100 - 375

- 6R,
LRy U9 E

M, =07
(R, 6) = 29)0) + 61.50)
+{20X3) ~ (2002) ~ (20K1)
—~(sy0.29) = 0
Ry = 125 = 7.50 - 60 + 40
204375
LRy = 2214

IR, =0, 1+,
D2vuw-25+0-0-2
=0 . Comp.

‘Momento fietor:

22 x 1= 02A=M,

a9 x 1= 479

1542 = M, isquierda)
50

|
[
|

+7,
e F2292= M, (derecha)
o 419X = 41D
g B3 = M,
& ™ 1sax1=_1520
N THHM,
4B xl=
A J My Gquierda)
sld 89§ -4
b $2480 = M (derecha)
279 x 1= =279
607= M,
o
Rezouamicato:

Este éjemplo es similar l Ejemplo 3.5, siendo aplicables los mismos comentarios. Ademds,
se observard que a veces se aplican cargas inclinadas a los bordes superior o inferior de wna viga,
25 ten . En estos
oducird un par que originard un cambio brusco de los ordenadas de la eurva de momentos flc-
tores en ese punto.
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Ejemplo 3.7

M, - 05
(10)10)4) ~ (R,,}8) = 0
Ry =0t

M, = 0.5
—UOXI0K0) + (R, X8) = 0
CRrew

Cortante y momento flector:

A la distancia x de a,

S, =40 8¢
M= 0 — 42
Cuando x = S m,

=0-85=0
My = (40)S) ~ @NS™) = +100 m 1

Cuando las vigas inclinadas estin sometidas a cargas uniformemente repartidas vertcales por.
tridad de longid el e, ks como 4 propis e, e debe descompoes I nvsidd e arga
 paralela al e de la viga. al g, olo

coniupe & roduc coinie 3 oo et I compenene prpendcuse o mims. -
duciendo la componente paralela solamente fuerza axial. i se descomponen asi las reacciones
en sus componentes paralla y perpendiculor a cje se puede trazar ficilmente las curas de cor-

lelos a la barra o, por comseniencia, del modo indicado ms rriba. En estos problemas serd ven-
tajoso usar la cusa de cargas.
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39 Ejemplo acartei. Vips co vigctas de tabero. _En todos los
= il s carps i 1 i i S cobrg, ks v € -
o i les. Una

PR
o s, o caras P plentas o s gt 5 lamaies -
s qu i spoyadon e o s i i s e . s

lox rguto com crp oot eprie o g uuqir e d crpe s
adas, su efecto en s vigasprincipals e el de cargas aplicadas por s vigas d tablero cn lor
puntos 0, b, etc.

o

Seccién 88

Seccldn AA
Fio. 36, Pucnte de viga armada.

P y vigas cargadns
de st modo, consideremos e Eemplo 3.5, Paa sencile, ¢ supoodrd que las cargas ctin
aplicds 8 argueros apoyados co el aln suerir de I vig, com ¢ ha epresentado, Sc -
pondri que los argueros y a viga estn en el mismo plano. S supondrd adernds que loslr-

y Como primer paso cs nécesai Jo lrprosy
& partir de ella

de la curva de ynmmln-llu:aml&llv_uwﬂll]d:udqmwnmhull
que actda un sstema de cargas aislads.

de estructura:  En qué differen las curvas de cortants y momentos floctores ca los dos casos,
astoes,

repartida a la cstructurs, ;cémo serén as curvas de cortantes y momentos fectores con lar-
ueros y sin largueros?

del capitalo recalcarin alguno de estos puntos.
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Ejemplo 33

o o e
o (SPXR,,) = 290P
e = sn
08t o2 —
o ohe Ryl - G+
201t
14 £20 62 + 68 — (3)20) — (4NIS) — 10 = 0
6216 w0 lom . comp
B e e e d T e comroba e s
L e il o e plotes e
|1aa | .
Conanie ymometo fctor e 1 vig pri-
e Con
= R o= 610
-
Seam xS
| o
W xise 2
i,
8
= P
€ g K s I =M,
3 I

M,

Ry total
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este aporo.
Obsérvese que solo entra en los cilculos bt  momento fiector la reaccién neta.

310 Ejemplos aclarstorios. Vigas estiticamente indeterminsdas. De Ia discusion del Ca-
pitulo 2 se recordar que el andlisis de esfuerzos de estructuras indeterminadas entrafa el que
se satisfagan 10 solo las ccuciones del equilibrio estético, sino también ciertas condicioncs
de deformacidn. Mis adelante se estudiard ¢l andliss de esas estructuras. En los ltimos capi-
tulos s verd que, cuando se haya hallado alguna de las componentes desconocidas de esfuerzo
(tales como reacciones, cortantes 0 momentos flectores), de modo que satisfagan las condicio-

5 =

de et it Eo s o el problem e xticaments deterninado s pode
reslter por s de s s explkads e os Cpe. 2 3 ar et csiamens
determina
e v s ek g g ke doorsiadas ,.m: alu-
lar el cortante y el momento fiector ¢n Ia seccion que se desce. del mismo modo que para las
Vipws endtcament delerminada. Tambitn posden s ot mimos rscipios 31 (a2
las curvas de cortanies y momentos flectores.
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ke 39 St it o cdicameie eermiadscson 10 oo s g prsn

- ﬁ« res se han i las estructuras
estdticamente indeterminadas.

M, = 1085 m1
u,,-ua.u

o
PR e o el
n i Jom IM, = 0,5, (R)2S0) +7,50 - 1065
n 250m Ry = 1326 rmn: 0
ot Ry = 13261
w( 10t/m =1326-30= 74t
B B gby otor Esquema Il:
BB ,7"“ Ot M, - 0.7
R 0 [ yz.wun = un = m,,nuay -0
(n SRy =,
- 79-’0-*}1- +1550¢
(lnn(i}ws;o % LR
Esquema 11
18326 e 95
o b__pr0 i i TF, = 0, Ry = 1674 4 155 = 32241 %
N » = Momentos flctores:
+1320 1550 M, = — 1065 + (13.26)(1.50) = 9.24 m t
s Bure by . baller M, ==
E Y 4 =950 - -
o S, = 1550 10x
+924 Cuando S, = 0 = 15,50 - 10x,
um Cxeissm
T =
& {oFd T Mo = ~750 4 U5.50) ('—j’)

1065 - =445m
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Efemplo 310 Se han calculado los siguientes momentos
Jectores por los métodos del andlisis de estructuras indeter-
minadas.

En A extremo de AB: M = 3261
EnB extremo de AB: M = - 775
EnB extremo de BD: M = — 775
EnD extremode BD: M = —53.75
En D extremo de DE: M = + 9.7
En D extremo de DG: M = +6284

s =M =0, 4=

E"%t s
W

na
By

= 3075 = 600

. 7
v
]
g Mg =0, 0x750= 375
% 907
rrivy 8407
. s

Ry = 6145 = 2407
i 25
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n
311 Problemas para resolver

31 Dibujar las curvas de cortantes y momentos flctores para las condiciones
de carga de la viga simplementc apoyada represcatada ca la Figura 3.7.

,,
" (@) (8)

Fic. 3.7, Problema 3.1.

;i enb, kesigual a 0.5, jouil
s el méximo momento fletor?

Problema 3.2 Dibujar las curvas de cargas, cortantes y momentos flectores de a viga de
I Figura 38.

Fio. 38, Problema 32.

“Problema 33 Dibujar s curvas de cortantes y momentos fectores de la viga de Ia Fi-
o 39,

34 Dibujar I vig
en los Probs. 22a y b.
“Problems

35 Dibujar las curvas de cortantes y momentos flectores de Ia viga AB de I
Figra 3.10.

. o
ey o0
fadagetates o7em
i som
4 - K 7
s,
MM,_L_J 3 Lm_
Fio, 110, Problema 35, Fio. 311, Problema 36,
“Problema 36 Dibujr s curvas e cortantes y momentos lectoes de Ia viga de n Fi-
g 3

Problema 3.7 Dibujar las curvas de cortantes y momentos flctores de la viga ab del Pro-
blema 224y de las vigas ab y cd del Problema
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Problema 38 Dibujar las curvas de corantes y momentos Bectores de las barras ab y b
dela estroctara de la Figura 3.12.

| i T
s
E
225
Fio.3.12. Problema 33
“Problema 39 Dibujar las curvas de coranis y momento fectors d I vigs compuesta
ab e la Figura 313,
wow s 3 . v [
3 4
[ i 1 |
T P
son B0 280
ey -+
Fi0.3.3.  Probloma 39,
Problema 310 Dibujar s curvas de coranies y momento flectores d I viga compussta
abe a Figua 3.4,
W B s 0
m_{Jeom | ls0n | 2250 | o%5m | 2250 | 228m | 225 Grm
. i L1,
| A ] ‘
) & ]
0

Fio. 3.14.  Problema 3.10.
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Problema 311 Dibujar las curvas de cortante y momentos flctores de las vigas de Ia Fi-
g 315,

a5om
100k fsom 50n
osom of
) qu oo™ (o) hsom
af —]tfosom som
4
|
0
n #
@ omm ol
—) ,
asomf [ "
i —t
s0m m | 150m | 1500
ason]
) 1500
| posoter
0son] £

gk, ﬂ m 50m | tm [ im

Fio. .15, Problema 3.1
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Probicma 312 Dibuar lascurvas de corantes y momentos lecores de as vigas de a Fi

gura 3.6,

fo) 1som

0]

2]

caie F_G

2 F i
)

: )

[ sn 150m
/\nmm [S00kg.
. %
w4 "
n som

FiG. 316, Problema 3.12.
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Cerchas o vigas trianguladas planas

41 Generalidades. Definiciones. En este capitulo se estudiard Ia teoria general del

tria

destinan, ¢l comportamiento estructural es ¢l mismo, por 1o que en el estudio nos refe-
riremos a ellos indistintamente,con uno u otro nombre. También se tratark del modo
de disponer las barras componentes para obteaer una estructura estable. En un capitulo
posteror se consideraré en detalle el andlisis de los esfuerzos de los tipos més impor-
ierta y ‘pucates, bajo Ias hi nor-

" puede definir una cercha 0 viga triangulada plana como una esiructura compuesta
por cierto nimero de barras, que estin 10das en un plano, articuladas enire si en sus ex-
tremos de modo que se forme un entramado rigido. Para el estudio se supondri en este
apllo que se cunplen Lo condiciones sgienes: 1) Las baas s widas enve i
en sus extremos por kpmadw:mmmuma 2) Las cargas y reacciones se apli-
mmbnb.rndm3)ﬂqcbaﬂbaﬂw Ao g los

de el p iene también
-la.vlhmdeamléudem&uh'w'mymmm Mhmle‘es/hmmle
imposible que se cunplan todas estas condiciones en una cercha real, por lo que aguella

en que se supone que se verifican se llama cercha ideal.
uode aislr cualquier barra de una cercha ideal como cuerpo libre, desconectin-

tremo, que represenardn I ocin del nudo sobre I barra en e extremo. Como se
i 10 tienen rozami

dosfnﬂn:deheuurdmpd: hacia ¢l centro de su correspondiente nudo articulado.
Burs gt dos fuerzas satisfagan las tres condiciones del equilibrio estético para

F, = 0, EF, = 0y EM = 0, es cvideate que deben actuar segin la
mqunnclolmwd:lmnudmdeud.lumodellhmydebmx«num:n—
‘camente iguales y de sentido contrario. Como los ejes de las barras de una cercha ideal

’dclmm, por tanto, cuando se han hallado las fuerzas axiales para todas las barras
de la misma, pues ya pueden calcularse ficibmente las intensidades de las tensiones en los
secciones de las barras.

121
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Las estructuras tridimensionales compuestas de un cierto nimero de barras articu-
ladas entre si i " e
Estas estructuras se estudiardn en detalle en ¢l Capitulo 9.

Las corchas  las ammaduras spaciales son estrucuras dispustas cspecifcamente
para soportar licadas en sus nudos. los

axiaesy a pequedos o nulos corante y flexion. Sise o o transversales a las

cerch,  se producen corants y momentas fctores consieraes. S los nudos son
‘pasador

0 de rotula sin cfec mitan
al i Eipon ) e st

idos, la struct dura rigida (ver Sec. 4.13).
En este caso, los efectos de flexion en las barras cargadas transversalmente se trans-
miten a través de los nudos a otras barras, de modo que pueda producirse un cortante

y una flexion apreciables en todas las barras de la estructura. En los Caps. 11y 13 se
emdiaria miodes purs analzar entramados rigidos estéticamente mdzkrmmldos
y nunca
m: existi realmente, el andlisis de esfucrzos de una cercha real, h.udu en la hips-
tesis de que actda como una ideal, proporciona generalmente una solucion satisfactoria
para las fuerzas axiales en las barras. Estas fuerzas sc llaman fuerzas de barra. Las
tensidades de las tensiones debidas a las fucrzas de barra, calculadas tomando como
base que I cercha actia como una idea, e lamarin intensidades de las tensions pri
marias
Los pasadores de una cercha real no estin siempre verdaderamente sin e
ademés, ‘mod

que no pueda haber cambios esenciales en los dngulos entre las barras que ¢ )\mun

nudo". Como conscuencia, aun cando I furas exterioe et aplicdas
en el centro de los nudos, la de una barra puede
«mmﬂrullnnusuu.\y\muv!ml.yunp( Pnrmm.hménmmrk
unlb.lmp\nd: mm.mmn-num.mrummmyunmm

1 precaucion de hacer que los ees de las barras coincidan con las lincas que uncn los
centros de los nudos, se puede eliminar, o reducir al minimo, la flexién de las barras

debida a una'posible excentricidad.
Todas estas desviaciones de las condiciones exigidas por una cercha ideal, no solo
‘poden producir una flexién de las barras de na cercha real, sino causar también fuer-
2as de barra que sean algo diferentes de las de la cercha ideal. La diferencia entre las
intensidades de las tensioncs n las barras de una cercha real y las intensidades de las
ensiones primarias calculadas para la cercha ideal correspondiente, s lamen intensi-
dades de las tensiones secundarias. Pero se puede demostrar que, en el caso de Ias cer-
chas ordinarias, que se han proyectado de modo que los cjes de las barras se encuen-
a

trenen
innsidads e as tensones scundarias son pegucas o comparacico s de las
tanto, normalmente, las inteosidades de las primarias, calcu-
ladas mpnmwo que Ia cercha acttia como una cercha:idea, son satsfactorias para ¢l
proyecto.
Yl et i .1 P e
5. Moorman, eAnalyis of Satial Indeterminae Sruturss, cap. %, Jo
Wi S, o o Yok 195
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En lo sucesivo se usard la palabra cercha para expresar una armadura que sea real-
mente una cercha ideal con udos articulados, o que pueda suponerse que actia como si
b fuera.

43 Disposicién de Ias barras de wma cercha. En la Sec. 4.1 s¢ ha dicho que deben
articularse entre s las barras de una cercha para formar una armadura rigida. La pala-
bea rigida se usa en este caso con el mismo significado que n la Sec. 23; esto es, se dice

del causado por las pequetas deformaciones elistcas de las barras del mismo. En este
sentido, se puede obtener una armadura rigida disponiendo las barras de muchos mo-
dos diferentes. Cuando s han dispuesto satisfactoriamente de uno de estos modos,
3¢ puede apoyar de alguna forma toda la cercha y utilizarla para soportar cargas como
wna viga.

Supongamos que es necesario formar una cercha con nudos articulados en los pun-
15,5, ¢ y d. Si se quiere hacer articulando entre i cuatro barras, como se ve en la

&
o 0
m

Fio. 4.1. Entramados: (o) no rigido; (8) rigido.

Fig 4.1a, Ia armadura resultante no serd rigida y se puede hundir en la forma represen-
tada, por causa de las fuerzas P, hasta que los nudos a, dy c estén e linea recta. A poco.
que se piense, se ve que cualquier intento como este de unir cuatro o mds nudos entre
s con el mismo ntmero de barras articuladas en sus extremos, dard lugar a una cercha
que fallaré con todas las condiciones de carga, excepto con algunas particulares. Por
€l contrario, si s¢ unea primero los puntos a y b por una barra ab, luego se pueden ar-
ticular otras dos barras de longitudes ad y bd en a'y b, respectivamente. Si después sc
articulan entre i 10s extremos d de estas barras en el punto d, se formar un trdngulo
igido que une los nudos a, by d. A los nudos d y b se pueden conectar ahora barras de
longitudes de y b, respectivamente, haciendo coincidir los extremos ¢ de las mismas
en ¢l punto c, y articularlas en &I, uniendo asé rigidamente €l nudo c al tridngulo abd,
formando una armadura rigida de cinco barras con nudos a, b, ¢ y d. También puede
conectarse el punto c  los nudos a y b por medio de barras ac y bc o a los nudos a y
d con barras ac y d. Se pueden usar también otras varias disposiciones, formando pri-
cona, dy c; o con b, ¢ y d. Cada una de elas
daré Iogar a una armadura rigid, capaz de soportar cuslquier sstema de cargas en los
‘s i bundie,micaras o0 podee g de s bare o g ot  ur
sidn superior al punto de fluencia del material.

De igual modo, se puede unir cualquier némero de nudos articulados por medio
de barras, para formar una armadura rigida. El modo de proceder es elegir primero
tres nudos que no estén en linea recta. Estos tres puntos se pucden unir por medio de

tres barras

a los que se une, nunca deben estar en linea recta. Cada una de las cerchas represen-
tadas en Ia Fig. 42 sc ha formado de este modo, comenzando con un trdngulo rigido



estin
pqun:ele\npﬂmixmlluywnﬁndedupmnﬂnd:hmxmhnrm
Enmlmduu-mud:wmmnlosdgh Fig. 42, m sepoaniacin s b
rras por Veoes se pue-

dﬂncmmlubunnvnmipandzhuldmmmdebmquwwéumﬂuuu
a otra por un nudo en su punta de intersccién.

Cuando se han dispuesto las barras para formar una cercha simpl, pucde apoyarse
toda Ia armadura como si fuera una viga. Para cumplit las condiciones de una cercha
ideal, se proyectardn los apoyos de modo que las reacciones estén aplicadas ca los nu-
dos. Resordando la discusion de Ia Se. 2.5, e evidente que s e isponn s poyos
d ‘paralelos, i con-
currentes, nmuuammymmmumnmmm
una hipdtesis general de cargas. En la Fig. 4.3 se muestran ejemplos d cercha simple
‘apoyada de modo estable y estiticamente determinado.

A veces e convenient uni dos 0 mis crchas implesente i para formar una ar-
‘madura rigida. E la armadura formads ha
puesta. Se puede unir rigidamente una cercha simple a olra en ciertos puatos por
bl:hnwpnhh.lmwmm!u.opordlquwdmudtmupod:mmForhl»-
|o.dosmhnumdnd=uu compuesta comy

mullmodo.tpu«knmmhmhumnph-hwmmdm
ooy ‘compuesta ms complicada.
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Fig. 43, Cetchas simples estables y estiticamente determinadas.

En la Fig. 44 se muestran varios ejemplos de cerchas o cuchillos compuestos. En
todos los casos, s han rayado las cerchas simples que se unen entre si. En las 0, e y /
¢ han unido entre s las cerchas simples por medio de las barras 1, 2y 3. En los casos
by ¢ 5 han unido eatre si las cerchas en un nudo comin, con lo que s¢ necesita solo
‘una barra adicional para formar una armadura rigida compuesta. En el caso d, la barra
adicional que une las cerchas A y B entre si se ha susttuido por una cercha simple C.

i s barras para formar una cercha compuesta, se puede apoyar toda la
armadura de igual forma que una cercha simple.
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44 Notacibn y criterio de signos utilizados en ¢l estudio de los esfoersos en las cer-
Antes de comenzar ¢l estudio de los esfuerzos en las cerchas, ¢s necesario esta-

cada extremo. Se usard Ia letra F para expresar la fuerza de barra; s, utilizando sub-
indices para representar (a barra, F.y expresa la fuerza e Ia barra ah. A menudo se es-
criben los valores de las fuerzas de barra de una cercha en forma de tabla, 0 bien a lo
largo de las distintas barras en un diagrama lincal de la cercha. A este objeto, es con-
veniente adoptar un criteio definido para designar el cardeter del esfuerzo en una barra,
i e e e ek« Sompr, EI crterio mds conveniente es wilizar un sig-
mds (+) para designar una traccién y un signo menos (~) para una wmﬂe.\'mn Aﬂ
10 sentes wn i d 10, 10, wn compreion i 10. S e
e Gedgaar ok tracit porqus T e i procis . shepamicots, o
aumento de longitud de la misma. Asi, una fuerza posiiva produce un cambio de fon-
gitud positivo. Por l contrario, una fuerza de barra e compresion, o negativa, origina
una disminuci6n, o cambio negativo de longitud de la misma.

En el estudio de esfucrzos de las cerchas, conviene a veces trabajar con dos com-
ponentes rectangulares de una fuerza de barra en lugar de hacerlo con la fuerza misma.
A este objeto se eligen dos direcciones ortogonales x € y (normalmente horizontal y
vertical, respectivamente) y se designan las dos componentes en I barra ah por X,
€ T B caprcalocatc inporane par o et o Gnifaiane wmpleumwle
conlas die una fuerza y Estas
relaciones
e con Ieldad por oo rass o replmn nl‘\mn de ellas. Cuando una fuerza
de barra actéa en el cje de la misma, son evidentes las sguicntes pmpomnm

La componente horizontal (0 vertical) de wna fuerza de barra es igual a dicha
ﬁmm tiplicada por la relacién de la proyeccion horizontal (o i) e la o
pondiente barra a la longitud de su ej.

2a o el e« st compeneve orco s et
multiplicada por la relacin de la longitud del je del elemento a su proyeceidn horizon
(0 vertcal)

3 La 1 a la compon
muliplicada por la relacién de la proyeccién horizontal a la vertical de la longirud del
e 0 viceversa.

EI principio siguiente es importante tambiéa al tratar con célculos de fuerzas en
barras:

4. Al objetB de escribir las ecuaciones de equilirio de un cuerpo particular aislado,
se puede sustiuir cualquier fierza por sus componentes rectangulares, siempre que se
1ponga que ambas componentes actian e un punto apropiado de la linea de accion de

45 Teorin del aniliis de esfherzos de cerchas. Para determinar Ia capacidad dg
una cercha de resistir una condicion de cargas dadas, es necesario primeramente calcu-
Tar Ias fuerzas de barra desarrolladas en los ditintos elementos para resistr las cargash
El camino principal para estudiar Ias tensiones internas en un cuerpo es el mismo s
se rata de una viga, una cercha o cualquier otro tipo de estructura. En el caso de ina
cercha este camino consiste en trazar una seccidn imaginaria que corte algunas de las
barras y aislar una parte de la cercha como cuerpo libre. En las secciones interiores
i b qudade s 5 core, aacin Smioes e B 6 s G s
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barra de una cercha ideal, la resultante de cstas tensiones s simplemente una fuerza
:xul llamada la fucrza de barra del elemento.

cezcha en conjunto esti en equilibrio estitico, la parte aislada de ella debe cs-
warlo umhm. Sobre cualquier parte de |- cmke el sk o gt e faas

expuestas de zm Cementosque han i ortados por a seccidn. A menudo, es pmm:
aislar partes de una cercha, de modo que sobre cada una de ellas actia un némero limi-
tado de fuerzas de barra desconocidas, que podrén determinarse para satisfacer las
condiciones de equilirio estitico de esa parte.

Pucde expliane fciments s modo s poceder, considerando un cenplo e
pecifico, comohetn‘)uHmkdﬁlvas»AS,Euxmh-uﬂWﬂ-ﬂﬂoemoduque
las reacciones son estéticamente determinadas y se calculan ficilmente, como se ve en
la figura. Para proceder, ahora, a Ia determinacién de las fuerzas de barra en la cercha,
supongamos que sc ha hecho pasar una seccién imaginaria por ¢l nudo a, cortando las
barras ah y ab, aislando asi completamente el nudo a del resto de la cercha, como se
ve en el csquema de cuerpo libre a de esta figura.

Este nudo aislado seré un cuerpo libre sobre ¢l que actuar un sistema de foerzas
concurrentes, pues las fuerzas de barra en las barras cortadas de una cercha ideal y

i todas f lineas de accin pasan por el centro del nudo,
aislado. La resultante de un sistema de fuerzas concurrentes no puede ser un par, por
o que el sistema estard en equilibrio si ZF, = 0 y ZF, = 0. Por tanto, s solo hay dos
foerzas de barras desconocidas que actan en un nudo aislado dado y o tienen la mis-
ma linca de accién", las dos condiciones del equilibrio estético conducirdn a dos ecua-
ciones independientés que, resuelta, nos dardn las dos fuerzas desconocidas. i hay
mis de dos fuerzas de barra desconocidas, no pueden determinarse inmediatamente los

den cscribirse las dos ecuaciones del equilibrio cstitico, suponiendo que Fuy Fu son
las dos

zrsn +I2‘?+‘/f.—0 (a)
IF - F Y FitFa=0 ®)
Luego, de a Ec. (0)
Fa=-3625t  (compresién)
¥, por tanto, de la Ec. (5)
Fu= —¥Fa = —(%)(~3625) = +21,75t (traccién)
Por tanto, as componentes de £,y son

Xu = (G4)(-3625) = —21,75
Yu= (#(-3625) = -Bt
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Fic. 45, Andlisis de una cercha simple.

ticae el sentido supuesto (una traccidn). Sin embargo, el

qu\nelmhmdm

igno de los resultados uu ‘autométicamente de acuerdo con e criterio adoptado para
expmdamaluﬁum Estos resultados sc puedmlnm'cubldup-mldc
~3615y +21,7 Seanotan

Iummponzn!sd:ll(\n'nnahmddu;nmnhnnl
mahmmu.-ldwmlm»
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de las traccién. Si se hace esto, un signo lares-
mmqu-lmmDmmamy,wmmwmdu.mmm
un signo menos indica que el sentido supuesto es incorrecto y s trata de compresién.
Asi, los signos de los resultados estardn autométicamente de acuerdo con el criterio
de signos establecido.

particular se pueden calcular las restantes fuerzas de barra desconocidas ficilmente,
aislando los restantes nudos uno despus de otro, eligiendo sicmpre cl siguiente nudo
a aislar de modo que las fucrzas en &, menos dos (o menos) de las barras cortadas, se.
hayan uknhdo previamente. Indudablemente, s necesario tambiéa que estas dos
fuerzas de barra desconocidas tengan distinta linea de accién. Esta técnica de trazar
una seécién para aislar un nudo de una cercha sc llama método de los mudos.

A veoes ¢5 mis répido trazar una secci6n que aisla una parte que contiene varios
nudos. Esta técnica se llsma método de las secciones. Una parte aislada constituida por
varios nudos de una cercha serd un cuerpo sometido a un sistema de fuerzas no con-
r.'unmla,qlllm:mmmmcumnmdtlmmmykfw
de barra en las barras cortadas por la secién dada. Par el equiibrio de e art, s

F, = 0,EF,
YIM = DPnrl‘nw.nldnmﬁlnmanplnzncsfu:mxdzhmdmmmﬂu
¥ esas tres barras no son ni paralelas ni concurrentes, se pueden obtener los valores de
% ! = v

En el esquema e de la Fig. 4.5 se muestra una aplicacion del método de las secciones.
En este caso, i corte pasa por las barras kg, he y be, aislando asi Ia parte de cercha de
Ia izquierda. Las fuerzas desconocidas en cstas tres barras cortadas se pucden deter-
‘minar resolviendo las tres ecusciones del equilibrio de la parte aislada. En las discusio-

nes anteriores del cilculo de las reacciones, s¢ ostrado que es posible muchas
veces simplificar la resolucidn en los casos de sistemas de fuerzas no concurrentes, uti-
lizando el ingenio al escribir las condici oquilibrio. Por ejemplo, para hallar

iy en la ccuacién del momeato, y
EM, = 0, T, (X, )10,50) + (29)12) — (16)6) = 0
de donde X,, = ~24 y, por proporcién, ¥y, = ~10y F,, = ~26. De un modo si-
milar,
My = 0,7, 96) — (FuB) = 0

de donde F,, = +21,75. Luego pueden usarse IF, = 0 o ZF, = 0 para obiener la
componente horizontal o vertical, respectivamente, de F,,.

IE =07, X + 217524 =0

de donde X, = +2,25y, por proporcionalidad, ¥, = +3 y Fy = +3,75. Indudable-
‘mente, se pueden escribir tres ecuaciones independientes

'y deducir de ellas estas tres fuerzas desconocidas.
pueden contener las tres ecuaciones a las tres
‘ma, mientras que, como acaba de verse, es posible escribir tres ecuacior
e las cuales solo contiene una incognita.
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45 En la seccidn
‘anterior, las ecuaciones correspondicates a la aplicacién del método de los nudos y.
del método de las secciones se escribieron de un modo completo. Sin embargo, muchas
‘veoes esto es innecesario. Por ejemplo, tomaremos ¢l nudo a que se usd al explicar ¢l
método de los nudos en la seccidn anterior. Ahora, consideremos este nudo aislado
como cuerpo libr, segin sc representa en cl esquema b de la Fig. 4.5. A primera vista
S aprecia que, para que se satisfaga IF, = 0, la componente vertical en la barra ah
debe cmpujar hacia abajo con una fucrza. de 29 t para compensar la reaccien. Lucgo,
por proporcionalidad, la te horizontal y la fuerza de barra misma en esta
buums ot 2755 o copraie de 3625, mpetiaenk, 8 b dictn
Ia componente horizontal en ak, es evidente que, para que se

satifaga ZF, = 0, la fuerza en ab debe ser una tracci6n de 21,75, que actle hacia la

Covm:wnmhlmdehmmab,udmh\hnlhrhsﬁnm;mkybh
udo b,

¢ de Ia Fig. 4.5. Tambi puede resol modo es-
mnmm"mmm*mmmr,y Para que se satisfaga
F, = 0, evidente que . debe se una traccion de 21,75 Y, para saistucer IF, = 0,
Fa debe ser una traccion de 10.

el oudo h,
! d
desconocidas. Nuevamente, pueden hallarse estas dos incogaitas de las condiciones de
equilibrio 2F, = 0 y £F, = 0 para el nudo aislado. Suponicndo que las fuerzas desco-
ocidas son tracciones, se pueden escribi las dos ccuaciones como siguc:

IF, = 0,7, ¥Ry + YR + 21,75 = 0
IF, =0, 1, %Py~ %F — 6~ 104+ 29 =0

En este caso, desgraciadamente, ambes ecusciones contienen a las dos inodgnitas, y
es necssario resolver el sistema. Naturalmente, se pueden hallar as las dos incégnitas
ey fllmente, pero consdenenio s veniajs de proosder como s

ucha
Vecs era preferible sustituir una o las dos condiciones IF, = n, =Dpﬂr|m.|o
dos ccuaciones de momentos. En el cao preseae < aconciable wilizar una téenica
similar en el nude d libre d, las po-
siciones de los udos a, ¢y £ estén situads en cl espacio como se repreenta, Se podrd
war ZH, = 0 n uar d I cuatn EF, = 0 0 la 7, = D Tomando moaenios
respecto al punto i
=Idbulnd=|mmmmxmd:h:ﬁwﬂnmh:blmnhyh¢ ‘Ahora, pueden descom-
ponere st dos fcrasde barsensus componenes el y borzntal n o -
dosay y solo cntrarén en la
vgmumr_yunnmmmau,,ynpmmabmmmwhbmaep--
lanca de ambas componentes.

M, = 0,7, (XyX10,50) + (29)12) — (16X6) =0 .- Xy =

¥ por la proporcionalidad Yy, = ~10y Fy, =
‘Conocidas F, y sus dos componentes, es ficil utlizar EF, = 0 0 £F, = 0 y hallar,
respectivamente,las componentes horizontal o vertical de Ia fuerza en Ac, directamene.
Por ciemplo, como X,, = ~24, Ia componente horizontal en e debe actuar hacia la
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deecha oo 125 pare coapea b 2125 1 0 oy bcer ZF, = . Bt qoe
esta barra esté en traccidn y, por proporcionalidad, Ia fuerza de barra y la componete
Veicalson #3753 4, Mapectiamente, S¢ paoin comprobar todas stes llenon
viendo si los resultados sat

estudiante a ver los esquemas de cuerpo libre cuando sea posible, en los wltimos cjem-

mcuxu.snlsmdunkmmaiﬂmmirwdmﬂhdm,dimjunlm

mhmmmuuudedmrdﬁnhmmhnmﬂemwhhymo‘

ver las ecuaciones de equilibrio de modo simplificado; pero se reconocerd también

qu:mﬂﬂpﬁnd&:wlmlhmhndﬂﬁlmb-msqmyﬂ—
confuso, unp(oblenu

I libre:
demnﬂn&nmm&wﬁﬂmm&mmﬂuk
mmlm‘mmwrdkmmmmumwmmumhpw
teriormente, con su magaitud. Por ejemplo, al dibujar el esquema de cuerpo libre d
de Ia Fig. 4.5 se han calculado previamente las fuerzas en las barras ah y bh y se han
anotado en el diagrama de Ia cercha como —36,25 y +10, respectivamente. Por tanto,
las fuerzas de barra que actian n los extremos de esas dos barras se representarén em-
pujando el extremo de ak contra cl nudo 4 y tirando del extremo de b para separarle
ua:nmnlnﬂudou(dmndﬂd:d.uﬁumd:hmewwx.wrmedwde
flechas, se fuerzas solo con su valor numérico, eso es, simplemente por
]6.25ylﬂ,mluprde ~36257 +10. Como m i sty s ¢ oo
pleta el esquema de cuerpo
sifueran tracciones.

se anota el valor de una fuerza de barra a el diagrama lineal de la cercha,
secé también gl dibujar flechas en cada extremo de Ia barrd, que indiquen la direccién

las fuerzas de barra en los dibujos restantes de este capitulo.

' ‘magitud, e modo que e actta
n fuerz.
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Ejemplo A1 Calcular las fuerzas de barra en los elementos Cc, CD, cd, cD y DE de este
chills, producidas por las cargas indicadss.
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sars e saceon @~ @

s
prxg

=401

My =0T
0xI=-10
Sx3=-IS

=z
225 x 2= 4425

i

Fu=+175x H
= +0%0

791

s = =281 x o1
For = =281 x 55
-2
Razonamient: ==
Obaéroese que, el fors n C. 3 pe ol kv b componse
mumlkllﬁuuamml-dud-do o . el s
<D, se puede hallar Wml[alut‘h*ﬂ-am de IM, = 0, para el es-
quema de cuerpo libre de l seccion 2-2. Conocida la fuerza en CD, se puede halar Ia fuerza en
cd de BF, = 0 aplicada  este esquema de cuerpo lbre.
de la seccién 3-3. Se ha elegido s
ter
iimdela
longitud del ramo. Bt

ardid simplifica el trabajo mumérico en lo cdlcuos.
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Elewpio 43 Determina I fuerza de barr e losclementos d, €5 thy .

0 o d °

LI 2 4
8 o4
i g
‘s T Y
E I
: s fNas

e
&

amn | svee 0
"

=07
woyz0) = 75
sy =150
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s d:seccion DD
o

0
750

Fy= = 5= =656

T30~

0
L Vgms 4686 Xy= 45

750
Fy=+833

135
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Barra hm: Nudo aisado h. Consideraremos la part aislada por lo seccién 3-3. De IF, = 0. Y
debe ser igualy opuesia a Yo, Seponiendo que Yo = A4,
— — serd Yoo = ~ A, ete.

Fam 4125 Fa=-125

si. odas las barras,  ais-
lando stos sucesvamente e el orden: a, . b, d, J, . 8, k. b, I, m. Ese es, probablemente, el
método mds dar. Si solo se -
siera hallar algunasfuerzas de barra, se podra hacer el cdlculo como en ese ejemplo.
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Ejemplo 43 Calcular as fuerzas de barra en los elementos be, BC, aC y bC.

7
v s oo
4075030
5.5
"
® 58
Barra be: Parte a la isquierda de 1-1, EM 364p
10x Ip=~100p
BE+5x 10
g

-Ro= 43
Barr BC: N a4, ego . F
B oC: Pate ol iuerda de 22,5F, 0 . Y= ~183

F¢=ﬁr;_)'1-:u)-—_s:
Barma bC: Parte a la izuierda de 1, conociendo el exerzo de aC, de TF, =
e 410
0. del mudo B, Fp = 8; y del mado b, TF, = 0

“ Y= +10
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Elemplo 44 Calcular los ferzas de arra n os elementos cd, BC, bm, f, nF y md.

™
-

- 2]
o
)

)
£ W3 3
. L
© oo om

=07 M, =0T
Bxis 0 $x2< 0
nx2- 0 2x5- @
nxiz @ 2xim @
Sx4=m oxs= 50
w )

Ry-2dt LRym3it

Barma od: Parte a la izquierda de 1-1, EMy = 0.7, 33.3 x Ip + 20 x Ip = 533p

=10
Barra BC: La misma parte, M, = 0.5, -
BIxP-Dxlp-0x=@p . Fom—45

" Mudo C aislado, Foc = =45

islando el mdo C se ve que Feu = 0. De aqul, considerando la parte aislada por la

=0T 4B x p= 42
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Bama : Aislando el udo E, se e que Fo = =S. Por ell, consderand la pare soda por la
secion 33,
M =0T SxlpmSp  LVy=-25 Xy=-315 Fy= 450

Barma F: Parte ala derecha de 4,3F, = 0. Vg = +19.18

Barra md: Parie ala derecha de 1-,5F, = 0 . Yy 337
Ejemplo 45 Determinar de barra fi
2 [y
g £ £
50m
- lsm
2750m

B _5x7%

-7 e
DX Fum2z

Para resober exte problema, ex posble aplica ¢l méiodo de los mudos sucesiamente a los 4,
B,Gy F. Sin embargo, 3¢ ve que ex
wkmhywkhmtmmddumnﬂ-m*d‘uhmﬂ
la furza de barra en bd

I-1. Luego,
wun,.«n—m,-mn*uwm
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Elemplo 46 Determinar lasfuerzas en todas la barras de la cercha.

la cercha y 3
Es una cercha sim-

barras verticales se
de TF, = vm.um,uﬁ-«-mmau = 0 enlos mudos,
de extremo a extremo de la cercha.

A7 Dol it i o e 3 A b i o Lon soglen 42

mmdam
secciones, para el estudio de los esfuerzos en una cercha, hay que aislar partes de la
‘misma. La experiencia en estos cdlculos ensefia a combinar stos dos métodos para te-

a ellos.
En la discusién anterior del método de los nudos se ha indicado que permite deter-
i isiado, con tal

que 0o haya més de dos foerzas desconocidas y que tengan diferentes lineas de accidn.
A voces sucede que 50lo bay una fuerza de barra desconocida en un nudo aislado. Ea
et 2 . .

P

‘cbgaitas con las dos ecuaciones de equilibrio de que se dispoe en este nudo. En estos
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& r <

o e
NP SN

(@ [0} (@
Fio. 46. Casos especiales.

casos, es necesario aislar otros nudos y escribir otras dos ecuaciones para cada uno de
ellos. De este modo, s puede a veoes obtener n ecuaciones independientes con  fuer-

2as de bama itas, por lo que se podri
- Hay un caso importente en que hay més de dos fuerzas desconocidas en un nudo
aislado, pero estin dispuestas de modo que s posible hllr el valor de una de elas
i Sit f ‘menos una tienen la misma

incgnitas F.y y Fu. En cl esquema b de la Fig. 46 se representa un caso particular de.
este tipo, en que sobre e nudo actdan solo las tres fuerzas de barra descor no-:ldusi
FuyFu mummlhaaeman.umumhmm e, Fup
aih s cero B treants tambicnconserar o s 4l squem < d 1 Fi. 45
En este caso, sobre el nudo actian solo dos fuerzas, que no tienen la misma linea de
accién; por tanto, para que sc satisfagan ZF, = 0 y ZF, = 0 en ese nudo, tanto F,
como F,. deben ser nulas.

Es intercsante observar también que, una vez determinadas las reacciones en una
cercha simple, se pueden hallar todas las fuerzas de barra utilizando solo el método de
Tos mudos, s tener que acudir al de la secciones. Es evidente esto, pues solo hay dos
Cuan-
do se han determinado cstas dos fuerzas de barra aislando ese nudo, se verd que sobre.
lmnudmdebtﬂmmde barras solo acttan dos fucrzas de barra des-
conocidas. Asl, puss, ud hallar todas Ias fu
d:hmlnhndclmuldmm:lmdmmvmﬂql:n{mmﬂmpnmrhm-
che-Bo

pogwomme gl i ind am-mh!mmhmd
dlmlﬂd:lnﬁumld:l:mmhmﬂo:lundzlunmndnsd:lumnﬂydz
los nudos, como se verd en algunos ejemplos de la Seccion 4.11.

previament
que actfan en esa part. Evidentemen Inhlyumndmﬁmnxdghnldm
nocidas, =mmmmmumelmmo mmodemmmdupcnibks
El resto de.
ikl 0 oo willzer sl como ‘comprobacidn de los s ekt g
¢l momento.
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A veces es posible hallar alguna de las fuerzas desconocidas por el método de las
seccones, aunque Haya mis de s desconocidasen . part aisada. Por cemplo, su-

una se cor-
tan en el punto . Podré determinarse ¢l esfuerzo en esta barra por a ecuacin ZM,

perpen
de los casos anteriores, s dos ecuaciones de equilibrio restantes de la parte islada,
contienen més incdgnites que ecuaciones, por Io que no es posible su resolucién inme-
diata,

10 importa udatas baras con fueras conocidas se o sino g ol teoe mpor.
tancia el ntmero de fuerzas de barra

43 Estabiidad estitica y determinacibn estitica de e
Ihxxl,unldmllmywlmpwwmllumhndmd:ulmlnhnmudzhm
ml cerchas, a cuy

unmuy.puhkml.mmuuuuwmmy

e G d cerchas desde un punto de vista gencral.

Al estudiar Ia disposicién de las barras de una cercha simple se vio que se forma

necesario
uno de los (n — 3) nudos restantes. Si b expresa e} ntmero total de barras,
b=3+2n-3=2n-3
Emselmmnnmhimndzhzmquwvm‘knuwmummﬁnnmpkdﬂda
El usar més es innecesario, y una cercha o rigida o inestable. Si se
lpnynunleuvhlmlpkmnnndﬂlyﬂn737hnud4unmudoeqmv-lmlcnhﬁ
biclas ni paralelas ni concurrentes, la estructura s estable bajo una condicion general
de carga y las reacciones son estticamente determinadas. En la seccidn anterior se
indicd que, una vez halladss las reacciones, sc pueden calcular todss las fuerzas de ba-
una cerehs simple por el método de los nudos.
Por tanto, se puede concluir que una cercha simple que tien tes clementos de re-
ccién independientes y (2 — 3) baras, es estiticaments determinada con respecto &
Tas reacciones y a las fuerzas de barra. Si hay mas de tres lementos de reascion, Ia es-
tructura s estéticamente indeterminada con respecto a sus reacciones; i hay mis de
n—3) bamas y Ias foer-
2 de bama;y 5 By un exceto tnto de barascomo de cleenis e et n e
reacciones y

Sumqummmmmmwm-mmm
. Si

n,ynlnndu,mvumu,:lnmmd:hnud.hmmmu
b=Qa =3)+@n=3)+3=2n +m)-3

estoes, sin=n, +

serd.
b=m-3
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compuesta,
anterior se aplican por igual a las cerchas simples y a las compuestas. -
Es aconscjable estudiar la cuestion de la determinacién y estabilidad desde un punto
de visa més general Supongamos que una etructura e cecha tene 7 clementos de
reaccion b barras y n nudos. Si I en equilibrio,
udlpln:lﬂuhdebesuﬂomnbmElnﬂumhmmurlnnmpamdzzlh
10 produciré nueva informacién, pucs se consideraron las condiciones de equilibrio de

s posible aislar cada uno de los # nudos sucesivamente y escribir para cada uno de

Slos dos e ecvaciones dl equilbio estitin independint, BF, = 0.y IF, = 0.
, s obtendrian 2n ecuaciones independientes, con

manylnarmahmmm.wm,wnmmm&(u b). Estas 2n ecua-

ciones deben satisacerse simulténeamente por las (r + b) incognitas. Comparando el

nimero de incdgnitas con cl de ccuaciones independicntes, es posible comprobar si

una estructura de cercha cs inestable, estiticamente determinada, o indelerminada. Si

terminacién. con respecto tanto a las reacciones como a las fuerzas de barra, con tal que
la estructura mo sea ni estitica 1 eoméiicamente inestable. Bs evidente que et con-
y compu

.\ prinera visa, puede prcc que l o ttal de scvaciones del cquiio stitco e
incuird no sol

bobiorigoguipubnemide bty ZF, = 0, IM = 0 aplicadas a toda la sty

somo oo e S enbergo demostraciéa siguiente probark que esta opinién
cierta, y que solo.

un cuerpo libre mm el que actian sus reacciones y las cergsapcadas omo enl i 47

Ta;

los dos sis i Fig. 4.7c. El
e

y encada
. Para cada barra, 2 o largo de la misma, cada
una en el nudo de un extremo. Cada foeza es muméricamente igual » o fuesa de bara on se
elemento por las fuerzas del sistema a y actia en un sentido tal que es ¢l mismo que

()
Fio. 4.7, Consideraciones sobre el equilibio.
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el de a accidn. barra en el audo. Cada par
deatemeate, por T vez forman

Mamu-'pohhu m.mmmumymrmam,..

o072 -D)nrlﬂhnmd:dlm.lufuﬂﬂqnemnauﬁnudomflnmn
n sistemsa concurrente

de fuerzas que estén en cquilibrio. Como €a cada nudo estén en

Hmhmd—mmmuckwhcnmuuluthbmym-flc
= 0.3F, = 0.y IM

sy i b,1a parte res-

e ot s a g ‘también ea equilibio y satsfrd, por consiguiente, las

ecuaciones ZF, = mu myw-a-nmum ‘puede deducir, por tanto, que.

Tas reacciones y I
b i o que solo ha-

s " ko
bré 2n ecuaciones independicates del equiibrio estitco.

pmlblmumbb«navﬂhuamw,mmwmmw.

5i una cercha es esiable o no. Si b+ r es menor que 2n, :mmmmunﬁdam

para decidir que la cercha es estticamente instable. Pero s b + r es igual o mayor que

20, n0 se dediuce automdticamente que la cercha sea establ. Esto puede comprobarse
o los ejemplos de la Fig. 48, En los cuatro casos, las estructuras son in-

estables, mientras la cuenta indica que a y b son esitiament delerminadas y ¢ y d

son i i i

de cargas, iones son tes a bielas paralelas. by ¢
son inestables, no & causa de la disposicion de las reacciones, sino por Ia de las barras.
En b, por ejemplo, las i pero la cercha es
¥ se hundiré porgy ‘para soportar el o tra-
mo de la dei
]p lp
13 r:3 028 0413 rs3 ns8
berst6  2n:16 berst6 20316
(0 )
e 7 P
0u47 14 nxt0 5:25 rsd ns1d
bers2\ 20220 bere2s 2022
te) (@

Fio. 48, Estructures inestabls.
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Estas y otras consideraciones conducen  la conclusion de que, aun cuando el recuento
indique que la estructura es estéticamente determinada o indeterminada, para que sea
también estable, es necesario que se cumplan ademds las condiciones siguientes: 1) Las
reacciones deben ser equivalentes a tres o s bielas no paralelas ni concurrentes. 2) Las
barras de la cercha deben estar dispuestas de modo conveniente. A veces s dificil deter-
minar si la disposicién de las barras s apropiada o no. En estos casos, se verd clara-
mente si es inapropiada, porque cuando se intente hacer el andliss de esfuerzos, con-
ducird a resultados imposibles, infinitos o indeterminados.

49 Ejemplos que aclaran cimo se determinan Ia estabilidad y I
fic ctudinr I uablidd  deteriacion de whs esmuctrs formeds mtonands
de alguna forma una cercha que es de por si un cuerpo rigido. La cercha pucde ser sim-
ple 0 compuesta, o, en ciertos casos, unn cecha simple o compuesta modifeads afa-
diendo més barras de las necesarias. En cualquicr caso, pueden contarse las barras,
reacciones y nudos y aplicar el criterio de I Gt scsén para determivar s e vna
estructura inestable, per
cluvﬁurhsuucmn!ﬂpeﬂolhsﬁmrmdzhmyhﬁmm Si el recuento
demuestra que la estructura es estéticamente determinada o indeterminad, atn debe
decdine n cuestion de I csabiidd, porque o ecueto no s prcha sufinte de
que la estructura sea estable.

s ficil también clasificar este ipo de estructura respecto a sus reacciones sola-
mente. 5 hay menos o res lementos e reaeicn independicntes, la estructura es cs-
thticamiente inestable bajo una condicién general de cargas, independientemente del
modo como cstén dispuestas las barras de la cercha. i hay tres o mis clementos de

A

N 0s21 156 et
218 123 net0 (L
€

Fi0. 49, Ejemplos para clasificar.
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reaccién independientes, y et dispuestos de modo que equivalgan a tres © mis biclas
B0 paralelas ni concurrentes,

estos elementos estin esthticamente determinados; si hay mis de tres elementos ¥4

reaccion, la estructura es determinada, respecto iones, con
n grado gl imero decementos e ek 0 a0 s s En b Fig 49
s¢ representan estructuras de est

y elementos de reaccion. Considerando solo las reacciones, I estructura a es estable

qulheurmurlluind:tnwnmdlmymnermdn,llﬁpﬂalhlmimmhr
te, Ia estructura e es indeterminada en segundo grado, pero el recuento tanto de
ot baira como do e reaceios, descubes Gt o et detsninads 6o coaio

grado.

oy otro o do exmctrs d auaducsgue e omadaspor iy dc o -
lura rigida. En este tipo, la estructura esté compuesta de varias armaduras rigidas
umdu:nu:ddeﬂlﬂnmodoylwmmlodvelwwunmwmmmnmm
de apoyos. disponen los que den mis
et skcenton o st npeadimin. Sn cmbargs, o et s iver.
sas armaduras no son completamente rigidas, de modo que s¢ introducen ciertas ecua-
ciones de condicion (0 construccién) que reducen el grado de indeterminacién, o que
hacen, incluso, que las reacciones sean estiticamente determinadas. Este tipo de cs-
tructura es el més laborioso de analizar desde el puto de vista de Ia estabilidad y Ia de-
terminacién. No obstante, algunas de las estructuras de armadura mds importantes
—por ejemplo, puentes de arco tri-articulados y cantilever (voladizo)— pertenecen &
cin i por b g o impotais ol o ik s coiniia Ea o

Fig. 4.10 5c dan cjemplos de estructuras de este tipo general.
pm:m-dml.aum.d.iyhammmammmdglmm
presentado
wndmﬂod:hnm&nuummnzddmmmaﬁmmmb de
yha estruc-

y
Lire 5 cte tpo e kmportans twalil cousrse 1 som clbicammnie
fespecto a sus reacciones solamente, lo que se puede hacer comparando el recuento de
los clementos de reaccién desconocidos con ¢l tmero de ecuaciones disponibles del
modo ya descrito en Ias Secs. 2.5 y 2.6. En estos casos, las ecuaciones disponibles in-
cluyen las tres del equilibrio estético para la estructura en conjunto, més alguna ecua-
cién de condici6n que puede haberse introducido por el modo en que se conectan en-
tre si las armaduras

i s¢ artculan dos ammaduras entre sf en un fudo comin, como los liamados a en
las Figs, 4.10a a e, sc introduce una ecuacidn de condicidn,
flector en ese punto debe ser cero, pues la articulacidn 0o puede transmitir un par de

de Ia estructura d, s¢ introducen dos ecuaciones de equilibrio, pues
cidn y punto de aplicacion de la fuerza que actia entre cllas. Esto significa 1) que el



CERCHAS O VIGAS TRIANGULADAS PLANAS “w

de la bicla debe ser cero, 2) que

Ia fuerza
a la biel
B hecho en los tramos e as estructuras 4y ¢, o ntrduc ana dcuacién de sond
cién, que indica que la accién mutua entre las dos 1o puede comprender
una fueza perpendicular a Js dos bara. En ol cato de s eructuas dy ¢, 0 s
ifica

In estructu
dmmb,nnlmc,muunaldymmc thnwvndndmﬂq\z.lu'pﬂoml

v dy es inde-
urmlmd‘mpﬂman!do Ll/nnnnwwdeulnmnﬂlmldomﬁludu

RN AN

A
//7/ - N
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Umdmmmwm‘ en la que solo puede hacerse el recuento considerando las
barras, nudos y reaciones.
Noummeu muwmmdgmmmaeun. 410; pro

{ados et Emposith, mfitos © mdcicrisado, por o que s g et
mente instables, En ambos cso, s posibl hace a estrctrsestable cambiando
forma geométrica, por ¥fson

tables. Este tipo de incstabilidad se puede presentar siempre que se introducen ccua-

AAANNNN

Viga Howe, Viga Pratt
(o) ()

Viga Warren Viga Warren con montantes
tel @

T

Vi Pt i
' viga Baitimore.
(9

FiG. 411, Cuchillos de puentes clsicos.

ciones de condicién por la disposicién de la estructura. A veces la inestabilidad es evi-
dente, pero u‘hmum:nhmqugmunuulnmrlum:w‘
410 Tipos clisicos de armadaras de puestes y de cublertas. Sc pueden disponer

‘mayoria de las armaduras que se encuentran en puentes o cubiertas perienccen a uno
de los tipos correntes, representados en las Figs. 4.1 y 4.12. o & excwn e
tanta frecuencia, el lector debe familiarizarse con los nombres de estos tipos cldsicos.

Las armaduras a, b, ¢, d y e de la Fig. 4.11 son simples, mientras que las restantes
son compuestas, formadas por varias simples (sombreadas). Para realizar un proyecto

.. Sioman, <The Wicke Truss, D. Van Nostund Company, o, Nuca Yk, 1932
W.M_Fifey ). B. Wilur,
turesn, McGraw-Hill Book Compasy,Inc., Nueva Yort, 1937.
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‘Corcha Howe Corcha Pratt
(o) [3]

Corcha Fan Corcha Fink
(e) (o)

Fia. 4.12. Cerchas de tejado clsicas.

econémico de puentes de mn-dnndem&nnmm. s esencial que Ia relacién

Todnlueuﬁndewhﬂhdehl"u ‘llmmmpls,umhzuqadn
de Ia cercha Fink, que es compuesta.

411 Ejemplos aciaratorios del anilisis de esfuerzos de armadurss determinadas.
Los ejemplos siguientes aclaran Ia aplicacion de los rozamientos anteriores al andlisis
de esfuerzos de varios tipos clsicos de armaduras. En el Cap. 7 se estudiard el andlisis
de las mismas.
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Ejemplo 47 Determinar las fuerzas en todas las barras de esta cercha Pratt con corddn -

st
o

N7

ARSI ?'>~..‘.a'_ S

Yo e i 1

EYER s i

Esacrch Prt s ma cerclasinpepor o que pde ctders ilnds sl | mlodo
de o . Sin embaro, e procedimieno o e e o el caso o qe s dos cordoncs 0

sean paralelos. Probablemente, lo mejor es hallor primero las componeries
Wﬁlmﬂﬂum,bﬂ’u&bﬂuﬂl-ll-nmdénn(mul’ummmyh—
respecto al mudo comseiente del cordsn inferor. Estos edleuos se simplifican
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Estos momentos flectoes pueden calclarse dibuiando los diagramas de cortante y momento
fector, En st g

mento fector en cualguier super »
situado inmediatamente debajo de 1. Naturalmente, i hay cargas horizotals, esto no e ece-
sariamente ciero.

Conocidaslas componentes horizoniales en e cordin superor se puede hacer el resto del es-
tudiode sfuerzos por el método de los rdos. Se obseroard tambi que esfcil calulr las com-
ponentes verticales e lasdiagonales, una vez conocdos los corantes e los tramos y s compo-
nentes veticalesen l cordon sperir.

Ejeaplo 48

\

NP 8
5, A
T s 1 o

\ ~
L2 r
Iim?imrlm Asom_ |, a7sm A%sm

s R

E

F:Iljlxg- 24 781 71

A i B
—(9!6+l.!xl?)i- 12 Comp.

Fy= 41045
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unque esa cercha Fink s wna cercha compuesto, se puede estudir wsando solo el método
iy Por ergl.

los i, H y h. Como hay
el s 5.7 G, m € poile cnsdrals o <l pa it 1 ant. S g,
Mmu/m..mumﬂmﬂmnyuanmn..um.:/

parte a la derecha
de la secit 1-1 y tomando momentos respecto al punto E hiego se puede compltar el resto del
os mudos.

tambin que se puede simplificar el andiisis d los esfuerzos hallando las fuerzas en
las barras Cd, Cb, Gf y Gh usando secciones similares a la 2:2 y tomando momentos respecto a
tales 22,

apw.-u.m«lmummuummmm el y
de las secciones,

conplcade, Jre-
cuwncia en las cerchas de cublertas. En estos casos, muchas veces es mds sencilo wiizar para el
evtudio métodos srdficos.
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Ejemplo 49 Howe siguiente.
5 F
e 1o
m
i
2 d EJ
[ Yot o J
80 750:60m
Ui 1
Foerzas 5 i
(86875) €588 £3875) | L0.375)
§ YAY19/9 g
(F8687) | (7250) | 47750) (s825) (387 I’ML
el -
0cens  wxBoim
4“5 J
0xBons 0xZe e

Comprobacitn:

0xZe o 0xBe s
30625 +

97 | 1600 | RS | 48U | 580 oS 2906 vum

Pors o moniaics: s de = 1 i i)
Juerza de bara = 1210 x dicador
Para los cordones: fuera de barra = 7.5/10 x (fuer:a inicadora)
= 19375 % Yo = 438,125
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Despts de calr o rescione, € posible iller s componis e e todas s
extremo de. el método de los udos,
o ¢l el secciomes. Luego s pude clelor s componenes borzoniaes en o dagonies 1

Como todas las diagonales tienen la misma inclinacién, la elacién enire las vertical
 horizontal es la misma para todas ellas —en este caso com 10 es a 7,50—. Por tanio, al aplicar
TF, =

Iﬂuhvndthlmlﬂualkulumh‘qm-lambquthhkwulﬂ De este

mm el borisomtl o o
/nawmmm.-MMn-uuurm-/«mmm
mhlllalalabiun/law barra, se llaman fuerzas os cordones. Del
gl oppmaimt s i e Y e
cadoras en la celosa. Estas fuerzas indicadoras se hallan facilmente, escribiéndolas como se ve
Luego se obtienen

Ser:
"Bl uso de las fuerzas indicadoras es il al estudiar armaduras de cordones paralelos con ira-
les, es y e

leser inerior a los otros métodos ya estudiados.

412 Casos excepelonsles. Ocasionalmente e encueniran armaduras que no pueden cla-
sificarse como simples i como compuestas, como es ¢l caso de la Fig. 4.13a. En estos casos,

Fio. 413, Cercha compieia.
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© indeterminads. En este caso particular, un recuento de la estructura muestra que hay nueve
barras y seis nudos, lo que indica que es estéticamente determinada. Si es estable 0 no, no s
evidente, pero un modo de hallarlo es hacer un andliss de esfuerzos y ver silos resultados son
‘compatibles o no.

s reacciones, se. i e
fuerzas de barra desconocidas, por o que la aplicacin del método de los nudos no conducirk
a soluciones inmediatas para las fuerzas de barra como en el caso de armaduras simples. Se
¥e ambien que a0 ol méodo de as seiones condce 1 olcén inmediaa para
ninguna fuerza de barra. Naturalmente, cs posible plantear y resolver aveve ecuaciones simul-
tioeas con nuev fuezas de barra com incdgaias et e de s 12 cacones gve
de aplicar ¢l método de h
16 s reaosas, ¢ pusie a a e scuscions resanes pa comproba s frered
obmidos pas s v ez e b
E lar s nuev cuacions e un fr pobr e el ol problma; hay otvos -
que son mejores, uno. las.
reacciones, se supone que Ia componeate et i 0 b s 2

dura y aislar a parte que queda a la derecha de clla. Sumando los momentos respecto al pun-
10, 5 obtiene una ecuacidn con la tnica incogaita H.

D M= 0T, 3I5H ~(5KO5H) — T0KS) = 0

o dmte = 430, Conclo 1, pusden i todas b dun s e b p o ot
todo d ve en la Fig. 4.13b. Ce
oo e o e st  bo e ot de cargas cu.llqm. pyreibels qu: e
estiticameate determinada y establ,

armaduras de este tipo, que no se pueden clasiicar com simpls ni como compuestas,
pueden leos. EL profesor S. Timoshenko utliza esta terminologia. En su ex.
celente estudio de las armaduras complejas, Timoshenko describe un método general llamado
método de Henneberg’.

Mieatras que el estudiante debe saber reconocer una armadura compleja y algo sobre ¢l
modo de cstudiar 1. unlxl.dnd 3, andliis e cfcros, no cconirard it ipo lo st
meate  meaudo par se necesi
byt ey ‘Varios de los problemas del final de ese capitulo
recalcan el hecho de que muchas veces se puden disponer las armaduras compljas de modo

% ipo no so n
0 verse claros hasta que al realizar el anilisis de esfuerzos se halle que conduce a resuliados
imposibles.

413 Pérticos rigidos. Antes e cerrar este capitulo sobre estructuras de armadu-
ras, es importante llamar la atencién del estudiante sobre Ia diferencia entre una ar-
‘madura ideal y los llamados epérticos rigidos». Los elementos de un pértico rigido

tén generalmente unidos entre sf mediante nudos capaces de resistir momentos (rigi-
dos) en lugar de estar articulados como en Ia armadura ideal. Asi, pues, se puede definir

* 5. Timosheakoy D. H. Y oL L
oL, Noea Yo, 1956.

L
o Yo s
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un pdrtico rigido como una estructura compuesta por cierto nimero de elementos situados
10das en wn plano y unidos enre 5t para formar un entramado rigido por medio de nudos,
algunos de los cuales, o todos ellos, son capaces de resistir momentos (igidos) en lugar
de estar articulados.

Un nudo que resiste momentos es capaz de transmitir una fuerza y un par de un
et o oo ol 53¢ B 4 i e bl o idaad
mmmm.mmkm La organizacién de los nudos es tal que los

jas barras

=x i por lo cual

cvnnmmwmuu estricta de estas definiciones, una cercha moderna con nu-
oblacios > ok eraca akionda cou pirics k. s Guergn s

.
5
,L L
"
£ 3 ’E £ ,E
d g1
. PR - i+
3 L £ 3 3 3
) (m: ()

FIG. 414, Porticos rigidos.

generalmene sc obtiene un mam satisfactorio de tensiones suponiendo qué actia
estas estructuras se les llama cerchas

odos rtiuiadon s tepracodan &l modo babial

- as cerchas. A est objet un criterio
para comparar el nimero de componentes de las fuerzas interiores desconocidas y los
elementos de reaccién, con ¢l nimero de ccuaciones independientes del equilibrio es-
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titico disponibles para determinarlas. Como en el caso de las cerchas, se puede expre-
sar ¢l ntmero de incgnitas y de ecuaciones en funcidn del de barras, nudos y clementos
de reacci

El nimero total de incognitas independientes es igual a Ia suma del nimero de cle-
mentos de reacci6n desconocidos mis el nimero total de componentes de las fuerzas
interiores en las barras desconocidas. En un pértico con nudos rigidos, la accién de un
nudo sobre una barra puede consistir en un par, Io mismo que en una fuerza. Ademds,
esta fuerza puede tencr componentes axial y transversal. Como consecuencia, la seccion

de la misma. Por tanto, solo hay tres componentes de las fuerzas interiores
barra delptco i e ntmero de dlementos dereaeiinc .l de barrs 1 e kv
total de i i

la3b+r.
S o i an o g oomo,cucepo e, mbm @ S i e e i
¥ pares. Para que exista cl equilibrio, este sistema debe satisfacer a tres ecuaciones del

equilibrio estético ZF, = 0, £F, 0,5 o pirtico e conjunte e on squ-
librio, o estark cada no de sus nudos. Si hay n nudos igidos en el portio, se pucde
aislar cada uno de ellos como cuerpo libre y obtener un total de 31 ecuaciones de equi-
librio esttico. Como en el estudio de las cerchas, se ve que las tres ecuaciones de equili-
brio para el conjunto de la estructura no son independicntes de éstas, por lo que se
deduce que solo hay 3n ecuaciones de equilibrio estitico para todo el portico rigido.

A veces se introducen en la estructura articulaciones o condiciones especiales de
construccion. Si se introducen de esta forma 5 ecuaciones especiales de condicién, el ni-
mero total de ecaciones disponiles para hallr las tguiar srd gl ¢ 3+ 5. B
crierio de estabilidad. del pértico rigido A mimero
e incoguias, b + 1, con el de ccusions kpendines, 3n + 5. Como ants, uede
deducirse, por tanto, que

Si3n+ 5> 3b + , el pbrtico es inestable
Si3n + 5 = 3b + r, el portico es estdticamente determinado
Si3n+ 5 < 3b + r, el portico es estdicamente indeterminado

Si el crterio indica que el pirtico s estaticamente determinado o indeterminado, se re-
cordard por el razonamiento similar de la Sec. 4.8 que el recuento solo o prueba total-
e gut I csircied € table s phad, o it i o geomdocn:

- — grado de indeterminacion respecto & las reacsiones y las
componentes de las fuerzas internas conjuntamente. Se puede establecer el grado de
indeterminacién respecto a las reacciones solamente del mismo modo que se dijo en
1 Sec. 49 para las armaduras y en las Secciones 2.5 y 29.

La Tabla 4.1 muestra Ia aplicacidn del criterio anterior a los pérticos de Ia Fig. 4.14.

Al aplicar este criterio debe contarse cualquier extremo del portico, tal como el £
o, aun cuando solo haya en él una barra. A veces es
dificil de hacer e recuento de las  ecuaciones particulares de condicién. En la estruc-
tura k de la Fig. 144 cs obvio que la insercién de dos articulaciones ha introducido
dos ccuaciones de condicion. La insercién del nudo articulado A en la estructura m
introduce una ecuacién de condicion, pero un nudo similar A en n introduce dos ecuz-
ciones. En cada caso resulta més claro el recuento si s consideran los esquemas aui-
liares de los nudos, que muestran la forma en que se puede conseguir la misma accién
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Tabla 41
Porico | m | s | b | r{3mes|Bar Clasificacion
a s fo [0 | 3f x 33 | Indeterminado—9.* grado
bols o [ | 3| u 42| Indeterminado—18.* grado
c | 4o 33| n 12 | Determinado
da |40 3t 12| Determinado
e | 4o 3 06| n 15| Indeterminado—3."
so|9 o |0 |e| 3| Indeterminado—12* grado
g | 6o | 66| B 2% | Indetermi * grado
holefo s o] 1. 2| Indeterminado—6.* grade
k|6 |2 59| » 2 | Indeterminado—4.* grado
mo |4l 3|le| B 15| Indeterminado—2. grado
no| 6|3 66| 2 2 | Indeterminado—3. grado

auwmnlmzmninmhnmmlaamwdemhnuqu:mnun Estas
fones equivaleates requieren una articulacidn para la estructura m y dos para

o oado M del . Par g, pucde stablces qe ol nimer de esvacionss
nunmuuummmwhmmaemnmmmmm

una.
s- se cucatan | ltad

wumaummn,dmrmmammmmr
aesta. A causa de las dificul-

p» aunque
1os criterios como el anterior son Gtiles algunas veces, el calculista ha de contar con un
método mds satisfactorio para determinar el grado de indeterminacion de wna esiructura.
E principal procedimiento s quitar apoyos y/o cortar barras hasta que se haya redicido
o st o cicamente ey esable. El mimes e mcioes e
hay que suprimir para llegar a este resuliado e igual al grado de indeterminacitn de la

real.

estructura

414 Problemas pars resoiver

et I
(8 (e)
A& ATN
gE n
) le)
9!

Fio. 415, Probema 4.1,



CERCHAS O VIGAS TRIANGULADAS PLANAS 159

43 Clsar s ctrcurs de armadars e Fi, 416 o clcamcne do
Ia estructura es

de indeterminacién con respecto
reacciones solsmente. Si I estructura s inestable, decir Ia razén de a incstabilidad.

Al ‘@

e

FiG. 416, Problema 42.
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*Problema 43 Calcular las fuerzas de barra en las barras que tienen una letra, de las ar-
‘maduras de I Fig. 417, debidas a as cargas representadas.

Fio. 4.17. Problema 43.
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Problems 44 Calcular todas las uerzas de barra en las armaduras de la Fig. 4.18 debidas
a s cargas represent

c

fam
» »
m
9 g 3 2
6m | 6m Am_An
(@) te)
5 .
n
i
5 15 i P
i i [
L] g te)
I ) ke

£ Jom &
5 g sm
T”Ie’”l"{{" ,‘5/1!5‘”
H
10 oazion
[

Fic. 418, Problema 44,
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‘ P ]
jam
7 7" -
3 7
3 A7

¢ semsom L]

om
a750m
a8l el o £ r
3
I,
¢
5 s 4
s
saz50m
£
Z
afa’xm
E
| |3

oo ho o
6a750m

FiG. 418, (Continuacitn.)
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FiG. 419, Problema 45.

*Probema 45 Calcular las furzas e barra en as estrctaras de Ja Fig. 419

(Indicacién:
*Problems 46 Calcular 11 foerzas de barra n s estructuras de a Fig. 4.20. Dibujar tam-

de esfuerso. ¥

Fic. 420, Problema 46.
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Problema 47 Calcula las reacciones para cads una de las estructuras de Ia Figura 4.21.

-

So6n=ttn

L)

Fio. 421, Problema 4.7.
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Problema 48 Calcular la reaceiones para cada una de las cstructuras de la Figura 4.22.

2500k

(o).

Fio. 422, Problema 48,
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Problema 49 Calcular as fucrzas de barra indicadas en cads una de las estructuras de la

Figura 423,
[ oo .,
L e

o 5o
o N 10 200 200 0
8375m=60m

Sasmeaom |

P s

2azsneson

o o
@ " P
254
o ] 7
m| ket
b b o
P ssimzon

Fig. 423, Problema 49.
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Estatica grafica

51 Introduccié. La estiticn gréica s a rama de la mecinica que trata de a reolucién
srifica de los problemas de I esitia. Actualmeite parcce haber cerl aversion haca as sou-
ciones gréficas, cntre los studiantes y los ingenicros. Hay diversos problemas cuya resolucion
s mucho mor que st minrs ue e iros s o conirarie, e e
05 dos casos extremos, el clgir uno u otro método, depende de Ia preferencia prsonal el in-
Fiins3 5o vm e

Enice s prblemas us s pusden e con e por o métodon s st s
siguicnes: 1) Ia determinaciéo de las fucczas de barra cn una cercha g
Sl compl y que ha de s pars un nmero i de condions o are: 3 o
casos e que s busca I verdaderafach cncada udo de uncerch.

par solver

éstos, sino que
tajas. fred et et 30\t stsdo ko ragee o o et uen § 3 ot
sentar los fendmenos fisicos, y muchas veces ayudan también a pensar sobre la solucién alge-
braica de ciertos problemas.

P
dimensiones, o planas. Evidentemente, se pueden lmphlr los métodos grificos a los problemas
1l e 0t imemonsn, o, 1 s de o cator, s cumplfied ttrodcia
porla yor para los

52 Definicioses. Anudenmrlﬂmmwmmmhlsdzhmlmmﬁu
es necesario insisir sobre algunas ideas y definiciones i 3 Syt s 8o
fueria, Se puede deini una furza como una esén que tende a cambiar ¢l esado de movi

da. L un cuerpo se pueden

clasificar en m::mlmms(nﬂn:shx:{admnxulunv.udelu(momxmI.uu-
ciones interiores expuestas por los cortes dados para aislar el cuerpo que se considera). Las

a su vez en cargas (fuerzas a estructura des-
hfm,ymmonn[pnraoﬂu!mlrﬂcnmlqmmmnannuhmhulmdmud:hs

2)mu dieoctn; 3)m magnitud De acsedo co e emincop, i dc v fre

numtnumummdmnhmwumﬂ-nhlb«ﬂcwnsden!nvlh:uluds-
de el cuerpo. Por tanto, una fuerza es una cantidad vectoria, pues fene magmitud y direccidn,
Bor anio, e pusde rprer rfcamente por s e rzads s o e ol pnto
4 spmite o o o i s o i s de b e o e

i
xlﬁltnsnmDem{muufu:uﬂzlmk.nwuwxdvxxm‘ﬂFn‘-u-

A e s s g o
il empie del e apuo de aplcacions implc que s s concnint e
en un punto. Evidentemente, fisicamente ¢s imposibi tal cos, pues una carga finita aplcads

167
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# FiG. 5.1, Vector de fuerza

2 un punto, esto s, en una superficie nula, desarrollaria tensiones de contacto de i
infie n e materal, qut singano e clos podi ressir. pocs 3¢ delormaris €n < punio
se produjera una pequena superfc de contacto sobre Ia que estuviera distribuida

a carga con unas tensiones de intensidad finita. Sin embargo, en Jo que concierne a Ia condi-
rga real repartida en una superficie peque-

Como ya s explicd en Ia Sec. 23, en general se pude suponer que las structuras son cuer-
pos rigidos (no deformables) al estudiar sus condiciones de equilibrio. Asi, en Ia mayoria de
. por lo que

car las

las caracteristicas geométricas son esencialmente las mismas antes y después de
cargas.

53 Composicida y descomposicién de s conveniente susiitir dos fuerzas
o e s e e o miamo sitoen eyl el setpo consdendo. Esa Lo

S i 4 gy e 0 e o o oA 3 e

Fio. 5.2. Composicién de fuerzas.
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dibujando la diagonal del paralelogramo construido, con los vectores que represcntan las fucr-
225 como 1ados. Asi, para determinar la magaitud y dircccion de Ia resulante de las foerzas
£ el i 20 e comtoe an ptclopene, como s ve vl i, 524 omendo

las fuerzas r.;r,. epreinaie. Lo mapwtdy devoide e e et e v dadn
por cl vector OC, que es la diagonal de este parale
De Ia Fig. 534 resulta rvden__queknbi:dlh|mrwd un prskiogamo

Iugar del paralelogramo.
tuir esto -mmmh que trazar primer d:lufumuylwllcvlrhok-ll:llnmo
dc primer veir. L reslane s gbtica, a magaiad y diecson, &l vetor que Gers &
widngulo, primer vector al

uduhm-nn-d 2 Ry3 por

Tos de su linea de.
n. Eunllnudebemwrdwmu&mmonumdulwﬂyf,.bynnlo

aceidr
0 de Ia Fig. 5.2a, pues si no fuera asi, no eercia el mismo efecto que las dos fuerzas que
ey, 1.que o momentorspect 8 un i or n puno csluir ol ano 0 e gl o
Ia sums e o momesto de asdos foras respecio s e . Po cemplo, os momentos de

Fisen B

o, 53, Paralelogramo de fuerzas,

P 3

10 6. Supongamos ralacion arbitaria, de modo que
D!Mmﬂuﬂldnlﬂ Mlnundqhnunﬂnqunhﬂmdmb-pd:!. ¥ Fy con el de
Ry, ¢ obiene Ia Ex. (g

) = 20 + B )
o Ry = Drthioms @

(Rus 008 o)

'Del mismo modo, trasladando el cuerpo de forma que el punto O sc mueva hasta O
iy cos 8 = a)l(5) = (Fi) (b -+ (s con 8)(3s)
Ru= )

®
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Raye
o ol g St e B
Fysenp
® " RFFieord @
+Fieoes
Porto que am o fithions
¢ - V/Fisen B)* + (Fs + Froos ) @
Sustituyendo (d) en la Ec. (a) se tiene
Rus = /Frsen B + (F1 + Fy con B ©
De o Be ()¢ ol  nglo ¢ gribamene, oo e i o I Fg. 53 it
que I magatud 8l vecor ¢ veco n . () qu i s por e ipotenus del kgl
lo ODC. Por tanta, & vident que <l vector O que represcts 1 rsuantc, s tam.

b s dagoual 4ol pacogrmo d st OACH, o que e e consisidn e po-

i procso de st 8 foras F, y F, po v sl rsulane s 5 conoce por com-
FoyF fuera R por
! ‘lama de: e
2R it G, procs, b 0 comeet I dre s dos corpepenes y ¢ o
= mepitd yor o wilagilo de ferat o o petlogan; bl e dave b it
y magnitud de una componente y querere halla, de uo modo similr, as correspondicates
ircidn gt o s Deerminadas a magritud y Qrscion de s dos compooenies
Fyy Fy, pueden apicase ambas ca el punto de aplicacion de la furza . Indudablemente, es
s splear s dos companctes F,  F, n culqie put de i de acidn &

el e coptario e furas F, Fy Fy o comol de b Fig S0 B s
s simplemente un diagrama en escala que mucstra el punto de aplicacidn y linea de accién de.
las feras en 50 plan (o cspaio d dos d.m) llamado diagrama espacial. Suponga-

e i R p. 3 F se puede oblener en magnitud y direcsion
el iguio de oeras 012 S b o ne d acinde e reaneparac o -
por el punto de interscesidn de las furzas £, y F;. Del mismo modo, se pucge oblener
I st R de st oy 3 P13 s ek R 0 o o P i
eslantc R indudablemenc, a de s custo focras F. Py y P
, 023

i
lnl(mxd:mmﬂzylllx“nvupnl&uudr[hnm\k!,‘l’,,r,y La et R
de todo el sistema pucde hallarse directamente de cste poligono de focrzas sin completar
tridngulos de La magn e
el vector traado desde e punto il nal del poligon de ez, s caso porc ve-

lnea de acidn de esta resultante en el diagrama cspacial hay que es-
bt el gyt Ruz ¥ Ryzy, como se ha descrito
antes

Este método de obtene la magnitud,dirccidny lnea de sccidn de la resultant e splicable
P

del dibuj o recuriea o de
uumm e eqibrionque s desribic el Scsidn 51
o o import  rdes  que e b 4 feras n o polono y s o
o ki o st agujas del reloj, solo por cx
55 c-u- 4 il par stemas d force cotanren a7 0 G50
F al sistema de fuerzas no concurrentes ya
e o e e e o ot , e I it i de it g a
Fesultante Ryye Y que sea numéricamente igual a ela, pero de sentido opucsto.
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£ otsrama esecil Poligono de fuerzas
/! o (o) )

FiG. 54, Resultante de un sistema plano de fuerzas.

v e o ol de St ur b cco s s o a e ke 0.
B 3

F, =
las cinco fuerzas, por lo que su efecto resultante no m s una fuera. €1 hecho de tenr.
el diagrama espacial, Fy y R 3, la misma linea de accién y ser numéricamente igual
idos opuestos, indica que, en efecto, F mantiene a las otras cuatro fuerzas en eq
it ci s Fy s llama eqiirados 4 s tras wat Torras

16, 55. Sistema plano de fuerzas equivalentes /
un par. FRase
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Pero spongams que Fy e Iugr d ene o misma line do ccién qu Ry s dos

e . ¥ -oy):r-o

paradas una distancia o hmﬂtn'z.pwunm. que I rsulant del muevo sisema
FoyFesun

o P
#0.

por tanto,

que e
o e, ddemis de el condicion o esearls devsir, o o degina priceslar
¥ opuesto

ity gt e e b i

Janeaiiete 1 o e foes . i St o o Bk & il

& sea un par.

[-ipemiip na fuerza,
2 icont v dsrr o of s el oyl

i hesybayle wo MR U

A emes 39 i o S dohousa Qo e qon g SO el ot

‘concurreates. Consideremos dos cualesquiera de esas fuerzas. La lioca de accidn de su resul-

e debepute por 3 punt do ikt Pam au e T e ol o s don

primerss, su i debe coincidir con a de la resultante de las mismas, por lo que s¢

ol it posts e e i Bt conchuitnpoporsions o bue del asado cmbtodo

Wmmﬂn.\.mmmm.ummmmq sc desea
Kl s rcions scmari Py st o o ettt 8 il o Dot
Myhumdemhuhmmuﬁnnmupm
iante o oo G o o dngrams pacil, Loge s e ot o
hennnun-an.nnu!uum-—hnunmulnnmw(l(umuuu-o)ylu

ucras s concuvemt. o e cas, s desonooe 1 mapitd d s dos recsones 3 1 i
e . e 100 conaidos ot e spiccid d R, I o et e Ry pos

6. Reacciones determinadas por ef mé-
e ke
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8 une s que puspor ol st . For o, o e ermci de Ry, debe
e fueras. La lina de acci serd, pues,

i la longit
sentan las reacciones &, y R epecimeste. Indudaienent, o o pismo g i e o
ligono

seneral para

Jrvmmhrrtmﬂmuku-umm- estdticamente determinada. Se puede wilzar sole-

e snds b el de s crses cplasc sna fursa e deacin ot a o
"nmdrnmdnmmnldad(

e (o qelii. 1 S 541 b ctuindo un mtodo por <

1 e B e et e as. Este método no sirve cuando

algin punto de interseccidn del diagrama cspacial e sae fucra de loslimits del papel, y no es

aplicable a un sistema de fucrzas parailas. Por el contrario, un método geaeral que uiliza ¢l

poligono

FyyFy dela Fig. 570, La

i Ry
y1alinea d acién en el dingrama cspacil s poo Ralar como sige: Sapongamos que, me-
diante el tridngulo de fuerzas OP1, sc descompone Ia fucrza F, e dos componentes PI y OP,
ey clond e ¢ Mok i 1 g 4 o s B ds e 5 0 o
poneate Pl hasta que corte a la de ;. Descompongamos cu cste punto F; en dos componea-
u,mudzh.‘culn.l!nwhm)wnrltn-lyupm-lelhyhnmawhn
obicnida del de fuerzas 172, Del o, descompongamos F, cn las cor
et 1 P g s epesena, Sc it et s o e ool conston oo

Fy, Fyy Fy por y P, l!yn y2Py P3.De

1as parcias P1y P, P2 y 2P son colncals ¢ igualesy opuesta, por lo que cada parcja esi en
vio, La reulante de las seis sy, por tanto, de sistema original serd, pucs,

la de las dos componeates restantes, OP y F3, y actuard pasando por su punto de interseccién.

La construccién espacial
se liama poligono de equilibrio o funicular. Los lados de este poligono, entre las fuerzas, se lla-
man lados, el punto P por ¢l que pasan todas las componentes s el polo y las rectas trazadas
de los vitices del poligono al polo P los rayos.

Fio. 5. i i ¥ funicular.
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En un problema real, se sitéa la linea de accién de Ia resultante construyendo el poligono
rmmmu..m.m diferente al descrito mis arriba. Primero se clige un polo apro-
ez o ey desde st po 8 Io vt del pllgono de okt Lt &
G o s e poligono funicular e ¢l diagrama espacial parallos a los correspondien-
e rayos de pligono de ueras. Obsévese que s dibuja cada lado enre s lnas e acidn
de dw 3 rayo que pasa
por 1 it de o vectores e s eprsctan, Aungue o e neserio procder s
gencralmente se elige ¢l punto de r-md- o polgres famiuiar oo sgin st de b o
de accién de Ia primera fuerza dibujada en el poligono de fucrzas. Entonces, la interseccidn ds
primer lado el poligono il con e limo (il como los e van de 1y e Ha
a, que ha sido

Aliimiasds pevimene ¢n magnidy dresién a o potboss e herae

Q

3

3!
Fic. 58, Cierre de los poligonos de fuerzas y funicular.

Supongams que e anade una cun
neal con R,y ¢ igual,

o st  plgoen = st serart oty que F, = 0y waimen
cuando e dibuj el polgond funiulr, e qu lo ados prmer 3 G, dlbuudm ysrd
Jas e F,y Fo epetivamente, son shora colneaes. lndud-bkmmu. el dibujar el poli-

furza £ o sistema de s Fig. 57,y que a g

eniada. s ovidets qu % posicn cousdra et ochs compobents some i parcias,
cada una de las cusles esti en equilibrio, por lo que el sistema de fuerzas original estard tam-
bién en equilbrio.

Suponamos que, e vez de s Focoicalcon Ry, iene s lne de ocién desplrads 3

la posicién de trazos, siendo adn paralela ¢ igual y opuesta a Riz5. Entoncs o poligono de
s g ks coado,poo et 7 i i ¥a 00 serdn colincales, sino pa-
rallo y separados wna dianchs o cnre i En e casor o v o tadas

represent

por el poligono funicular consistrdn en tres parcjas iguales y opuestas en equilibrio, pero la
cuarta parcja OP y PO serén paralels, iguales y opuestas y serén equivalenies a un par igusl
£ (OPYoh B e d Rt orgas e e & 45 At (OPHAYy o etk equi-
librio.

Por tans que, para que un sistema de fuerzas no concurrentes em o
i, s et 0 el e poRGon 4 funs una figura cerrada, s
bitn o seu el pollons iiclr, esto 5, qu Io ldos primers it hm de e comidentes
Si el poligono de fuerzas cierra, pero no el poligono funiculr, el sisiema de fuerzas serd equiva-
lente a un par.

He aqui otro principio asociado con un poligono funicular que puede ser Gtil en muchas
‘ocasiones. Se puede considerar que los lados de un poligono funicular representan varilus, unidas
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a los oérices del pligon por iento. Si Jpios fund
s v erinne on e conmrvctn do i plgonn o, s e i Sl
it ctafrne patr st de crs el ¢ s . s

cuando el poligonc

ada, e
cones propidas o vrl, e 1 dvecones de prmer 3 1 hime o e plgne
1a longitud del primero y tltimo

rayes gl poligono de feras

del poigoao fescalar pars determinar as reaccloaes. El empio del poligono
PPl vl g ey mmlighe e ap-ord
explicar considerando Ia viga y cargas de Ia Fig. 5. En est caso, son conocidos el punto de

0

A

Fio. 59.
lplluuén ¥ Ia direccion de la mon et y o oo d sphacite de b ecid i
ierda.

i

e ot e conl d oy aodons ek o ol
Se puede dibujar inmedistamente una part del poligono de fucras, la. correspondicate
o o OF y 12 que epreoan s cars

rmos sy s punos 0.1y 2

acitn de R, desconocda y I foerza

‘accidn conocida de

el po pdum funicular serd el ab. Ahora
de fucrzas, paralelo a este lado de cierre. Este rayo debe pasar por el vérice de interseccion de
los vetores que representsn 8 Ry y K. Como s trz e lado  enre F, y Ry parailoal rayo

tremo del vector Ry debe.
A i S i o e, T Yo g ks g i} v
represeatari a Ry, El otro extremo de este vector debe estar en el rayo paralelo al
ado de cierre, con 1o que s sitda e vértice 3 dl poligono. I veetor 23 da Ia magnitud de Ry
y ¢l vestor 30, que ciera el poligono de fuerzas, da Ia direccidn y magaitud de R,.
Este procedimicato es directo, pero a veoes los estudiantes dudan si deben trazar el vector
la reaccién con di Mop«uunmmmm.rm.m
s, en este caso por dpunwﬂopnrdz!';nnmn aclara si sc piensa que
mmlnunmknmdnkdul\tm.u -Inyoqup‘.-mrhln(ménhbl
dos vectores que  esas fuerzas en i poligono de fuerzas. En este caso, e 1ado 1 e5
et s iy POy e 3 a1 2.l qo mpica o un exremo dl ector gue eprsens & Ry
otk om o puni O dl pollonc de s, un xemo dol vecsor de Ry e 2

ot o o e

* Por qué no se empieza el poligono funicular por e lado 3, paraklo al rayo #2 desde el punio <
1a llca de acidn de a foera F3?
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59 Poligsaes fkcalars trazadon por wmo, doe o tres pamios deerminnden. Cuando
romiden o poseimenis uado pae 1 s un polgoao fencut paa uh contils &

pers s et priur, preu paede g o plo n nbr s P
S crmvargo. s veces e i dinga o polgon fncle de modo Qe pase por ki
puntos determinados dol diagrama espacial. En csas condiciones, s necesario limitr I c-
i del polo  certos puntos determinados.

A
A B A
R [ o
8
P
3

FiG. 5.10. _Poligono funicular que pasa por un punto dado.

Consideremos primero el caso €a que es necesario que el poligono funicular pase por un
et derminade 1 o dtrim ol om0 o o i, 510 Eto s pus convgee
correspon-

e ot o e et trca paral . 1 po I erc Md:lmn:mmd:r,yr,
o Se puede elgir, ahora, ¢l
itar e ek dl polgous enkcaler. Evidemiemeat, . pois g a s oo e po

los P, .,x|..quupuum.,..mnmmﬁma,ﬂ@mqumwmm‘u

os
. de I Fig 311, by o modiar lgo e ooty Supongamos, proviiomimente
2 s ol sl e st sy o o5 s, arenhde wd pe-

e o o4 ko it shicsado o polgoes fmicear rouido”con s
Iados 1, 2,3 y 4 y el de cierre ab'. Este poligono funicular se ha trazado con P como polo.
Ias reacri R, secd el mi

a P,
s Gnica. i s ha elegido P convenientemente, el poligono funicular resultante pasard por los
puntos a y by ef ado de cierre serd ¢l ab. El rayo correspondicnte serd paralelo a ab y pasard
también por el vértice o del poligono de fuerza. Este rayo se ha dibujado as, y sc ba rotula-
do S'. Ahora se puede elegir cuslquier punto de esic rayo como polo P, que dark

poligono funicular con rayos 1, ', ¥, 4 y 5' que pasan por los dos punios dados a y b en el

. por
|oqugmmmnmmuumrmwhmmmm.
ayb.

ahora un cao n que s necsrio que o foiularpas or e punos de-

que esas fuerzas actian en una estructura 2poyada en un apoyo articulado en a y uno con ro-
oo el o sl vl ¢ Combisnde como s, Sbmiomics

reacciones R, 123,455,

vdel €l polo de un poligono fu-

nmluquvﬂtwrkxmay(hﬁm-l‘lﬁl e s e ¢ o
Consideremos lo las fucrzas situadas entre los puntos a y b y supongamos que

wpuudﬂwun -wyo sate o4 o ol g s s et g g
puno b. Estas reacciones R; y Rp se pueden determinar utilizando el poligono funicular con
oo 123t suunde s el i e polgone e ocas. D o o 5l oo
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Pl 5.12.Poligono funicular que pasa por tres puntos dados.

un poligono funicular que pase por os puntos a y b debe esar en algin punto de Ia recta k.
I ab Por tanto, para que el polgono pase por los trs puntos a, b y . el polo P
solo n'polo P ash

‘puede haber ut
situado, por lo que por tres puntos dados solo puede pasar un poligono funicular. Ademds,
1m0 se pucde hacer que un poligono funicular pase por mds de res pinos dados.

510 Determinaciéa grifica del cortante y del momeato flctor. Después de hallar gréfics-
meate las reacciones de una viga, s pueden hallar taribién ficilmente por métodos grificos
ol cortante y ¢l momento fletor. Siendo el cortante Ia componente transversal de la resultante
‘de I fucrzas aplicadas a Ia izquierda o a Ia derecha de una seccién, se puede hallar ficilmente

- $ i grien o0 s

‘uevas consideraciones sobre 1as técnicas ya estudiadas.

"Bl momento fletor en una seccidn es igual al momento de fa resultante de las fuerzas apli-
Naturaiment inar ls magnitud

3 direccidn de esta resultante con el poligono de fuerzas, micntras que s localiza un punto de

20 lines de accién por la inerseccién de los Iados apropiados del poligono funicular. Se

calcular el momento buscado utilizando csta informacién y midicodo a escala el brazo de pa-

Janca de Ia resultante. Sin embargo, es mis seacillo caculark utilzando el procedimicnto des-

@

Fo Fyy Fy rep Ia Fig. 5.13, y supongamos
que se desca calcular la suma de los momentos de cstas tres fucrzas respecto al punto a. Esta
Suma es igual al momento de su resultante respecto a a, que llamaremos M, Serd

Mo = Rus)(m) = OT)m) (@



FiG. 5.13. Determinacidn grifica del momento.

donde O est medida  escala d fuerzas y m e Ia e disancia. i e traza Ia. rect de parae-
1aa OT, los tridngulos OPT y cde son semcjantes. Por taato, trazando H perpendicuar a OT,

L ELT o e - @D ®

De donde M. = (H)de) ©

estando de medida en escala de distancias y A de fuerzas. A  sc le lama distancia polar.

to de Ia resultante (y, por tanto, de las tres fuerzas) respecto al punto a. E procedimicato si-

2 un punto dado a:
L Secomtruy o polgono de ferasdl s, S g un ok £ e di o pu-

g0no funicular
2 W:Ipmc‘dﬂldupmuwuﬂunxvu:lxpnldllllduménd:hu-

sl dl tems detrmiada n o polgono e s
Se mide Ia distancia a escala en esta recta entr los lados del poligono funicular, cuya

Se mide también, con a escala de fuerzas, I disancia polar , que s Ia distancia o~
tre el polo P y el vecto resutante del poligono de fuerzas, medida en su pepeadcr
§ H oy 4 s 4 S songcko M o s i g & Wit
tancia medida en 3 por la distancia polar obtenida en
Lo empion s scaea 1o piccque s I i i o e prcebsini
l ciculo del momento fletor en varios puntos de una viga.

repartida en lugar de con-

Ias reacciones, ortante y momento fiecor del modo habitual, onsiderando I carga repartida
mnphudx por esta serie de cargas aisladas. Los valores de las reacciones asi calculados no.
eror, pero o de los cortantes y momentos fectores olo son cxacto <o los xtremos
s divris o carcs g e i carge eprid. S g, aor de
corane  mamenos e e o s i 1o c

Sorsiale, s ongiade d o rgos s st pueLe



ESTATICA GRAFICA m

Ejemplo 5.1 Dibuir los diagramas de cortantes y momentos flctors de la viga siguiente.

MOS0

e SS=TSTm
o MeBH0A-G60mY
&

Rasosamiento:

B este ejempl, todas las cargas son verticales y producen reacciones s. Como con-
secuencia, en cualquier punio de la iga, hmulnukhrmmlbdmma la tzquierda
de la seccion es una fuerza vertcal. Por esto, se simplifica considerablemente el edlculo del cor-
(aniey sove ido, dl mmeno fecor. Por chenplo.l clclr s momentos fectors envris
s

Jumicular lo serdn en linas vericales.
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Fjemplo 52 y
Aot Rt Rys2st
457 607
m s lin e

Remspse

Pl

e

/ =9
23

Calculadas wilzando las fuer:as en la
Derecha

I
M= 1985x00= 397 o IS x030= 45
M =15 x095=1425 o 1960 070=1372
M= 1960%020= 392 o 1985 x020= 397
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Razonsmiesto:

)
‘Cuando las cargas son inclinadas o la viga no estd simplemente apoyada, el método resulia mucho
s complicado.
i o, depls de el s rescones wlcndo b polmos de furss o I
coloer

poligono de fuerzas I, y su correspondiente funicular, es ya posible caleular el cortante y el mo-
i lectr e o diersos s de la ol Nonalmene, s pde sperponr e e po-
Yo fimsler of prine, e oqu s ox i o romes e et o
evitar una confusi

blhnaequlnAant-’whbla:munmmﬂ«muamwdgiu/uﬂmnmhbdr
la seccion, para tener una comprabaci

e cerchas. Diagrama Notacida de Bow. El método
gréfico de los nudos es apropiado las fuerzas de barra d
‘Suponiendo que se han previamente las reacciones por

icamente determinadas. Supor do
métodos grificos o algebraicos, sc pucdea hallar las fuerzas de barra dibujando una seri de
poligonos de fuerzas, uno para cada nudo. i embargo, es conveniente combinar todos estos
* formindo ue S compots nmads degrama de Maseel, pos s menor,
Clerk Maxwell
T end i 1 v 8 iy o s o s ol o ooz
concurreates, que para estar €0 equilibrio debe dar Iugar & un poligono de fucrzas cerrado. EI
ciere de dicho poligono s equivalate al cumplimiento de las dos condiciooes algebraicas
ZF, = 0y ZF, = 0
s¢ puede determinar Ia magnid desconocida de dos fuerzas de bara, haciendo que cierre el
poligono correspondiente a ese nudo, Es posible, 1, determinar todas las fuerzas de barra en
una cercha simple comenzando sucesivameate con los demds tudos, o siempre uno
€ que n0 haya mis de dos foerzas de barra desconocidas
i e y
utlizando la notacion de Bow. Para aplicar csta notacidn, se designan los cxpacios cotre Ias
fuerzas exteiores por ndmeros romaaos y los situados catr Ias barras por ndmeros
comose e ena Fig. 514 A, fuerza extetior leyendo
1ado e seatido de I agujas del rloj; por ciemplo, I fuerza que actda en ¢f mudo  se
e fre 1. De 5t mod, I o oo o st e e £ o
se identiica leyendo los ndmeros stuados a cada lado de Ia barra en senido de las agujas del
elo, alrededor del sudo; por cjemplo, la barra B¢ ctda sobre el nudo B con une foerza de 32.

Fig. 5.
.ﬂnwnm- znmamugnmam“mmmmrmagmm
de foerzas. Los

poligono
rnmden segtn el seatido de las agujas del relo, de as fuerzas en el nudo. smmmnm
extremos de un vector por lado de la
pacia, dispusio de modo Qo eyeado pimer e g st y Iogo f de dlate el vector,
estén colocados en el mismo orden en que se encontraban maschando alrededor del mudo en
el sentido de las agujas del reloj. Si ¢ sigue este método, s leerdn los ndmeros de los vértices

alrededor del mudo en sentido de las agujas del reoj. De este modo, se halla en e poligono de

- nudo, vienen medidas Wlwmryrﬁmhqw ica que la foerza.

Teiendo e o s, v el psr 8 o conri  polgoo d s
el que s Gtrinen s de s bt B b, Psando 0o i udo B. 510 by dos Frms
de barr desconocidas, en B¢ y AC, que pueden determinarse por e poligono de furzas para
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nudo @ o & mdo B

Fio. 5.4, Notacién de Bow.

este nudo. Considerando sucesivamente los demis nudos, sé puede complear el estudio de la
cercha, Sin embargo, en lugar de dibujar ua poligono diferente para cads nudo, es preferible
trazar el diagrama de

exterores, las fuerza
Md’ddmdﬁhmmdmhd:hwdﬂhﬂa‘ Sl:hxndglnmmldn
hay que di-

bujar otro muevo oou o etors ardensdo kmuhunloum-sdeauwﬂwnom

She de I g 534 pramido I i, $15 1 commmad e s maaen. ‘Consderemos

i asos que odan i oo Todos it o1 enn o s cors:

‘pondicates en Ia parte del disgrama de Maxwell dibujado hasta abora. EI vétice que fala, ¢l

i1 s e rmndopor s dos s conigu 7 V1, s prn o s -
i aBy Ahora, oudo b de igual modo,

awzuunmmmmm“mmwmyv,\mmm

tivameote, I barras 6By be. n, 3,4, 5y 6, 5 pucd

sivamene, cor mndnlunudn-!L‘ryd(nmomsequt.nundo»wnudmud-

0 bay un

‘Completada Ia construcein del diagrama de. Muwdl es sencillo determinar la magnitud
o dado.

y

Muub'm-cnunbnnemmﬁnidwmdwemuddoknkrl-hlwdt’rm

Saade o  dgen a8 ot

todos los poligonos de los nudos. Es cvident, también, que ¢l cupeo cn est razonamieato

Sl oy Voo W el ke e
Cerchas de cublets Flak. El diagrama de
ﬂmwmhmdnmmkmmmmnuud du.wdcm«rdulwlz
estas ideas & una cercha compuesta, s puede trazar cl diagrama hasta certo
ynnln 1»:.» sc descubre que en cada uno de los nudos rstants hay mis de dos fucrzas de
barra desconocidas y, por tanto, falta més de un vértice.
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L

FiG. 515, Diagrama de Maxwell.

Consideremos una cercha compuesta como la Fiok de la Fig. 5.16. Después de halar las
reacciones, se pucde trazar un poligono de fuerzas con las exteriores y comenzar e poligono de
Maxwell del modo clsico, considerando primero el nudo a y siguicndo sucesivameate con los
By b. Consi ocl,hay 3, por tan-
10, dos értioes desconocidos en cuslquiera de csos nudos, por lo que cs imposble continuar
conel Nturalmente, se puede pasa al nudo i  volver luego a los hy H, pero s ea-

1

s o obviar csta dificultad:

ovsionaimente, que susitino s bars Gy dD por la e, como s i

s or I e ¢ rason. Al cpics & oo cDE e sz .o
comprendido en ¢l cCD, 4'. Tal ..,.mmn o alers 1 s aB, ab,

56, B0, DE y 5o o de i ok o, o e evigets comdrand 8 st o2

rras utilizando las secciones indicadas. Por taoto, l situacién de los vér-

Sem 234 ingrum de Marwell e seodo I mispar 4 et gl y 1 mo-

€3 oot etk e b s ke s . Dt o6 o la cercha mod
A, skl on ¢ 4 s S gl 4 xi%0 oot o o varas DEy dE sl
i, Abor e y posle valvr ' e gl
onD 7€ e gkt o By ¥ y 4, respectivamente. Luego es
{ic o coninuar de mods lsin  deer vérties restantes, del 7 al 13,
513 R 7 S do b n s rhatnades, U vez eermiadas s
s de n aro tiarticlado o bay ifclad pars ibuar o dngrama de Maswell
g de s furis de bara, Las resionss e puden detrminar, eidenteents, naliten
t, pero Ia solucién grifica en el caso de un arco tr-artculado necesia algunas
wmm suplementarias
Un método gréfico para hallar las reacciones utiliza una caracteristica importante del arco
raricuido. Consderemos c o de l Fig 57 Se pueden s s racion, er
e 3 vt .tk e it separados, wque en cads caso sobre una
ctia ninguna fuerza exterior. En es0s casos, la reaccién que actia en Ia mi
1ad no cargads, debe i diriida hacia ¢l cenizo de Ia articulacion del punto 4, e modo que 1
‘momento fector en Ia ariculacién serd nulo. En los dos casos 1 y I, la solucién gréfica es la
misma que en el de una viga apoyada en sus extremos, en ¢l que son desconocidas Ia magnitud




Fio. 5.16.  Andlisis de una cercha de cubierta Fink.

deluﬂmmnnyhmumnhudhhﬂlwu'm-nln-uw-lyllx
o7y

en a figura. Si Lon oo i, o et cacaion do

frd eyl dos poligonos junt
‘superponer los dos casos grificamente y de hallar las reacciones &, R, producidas por el sis-
tema conjunto de cargas.

3 Un segndo méodo grifico paa hallar s reacions xig l paso del pligono funicular
St S1emd
por a

mims forms qoe o polposo Mmkalar sormpomsint. Coubdamade tos miad e s
‘cada vez, se pueden sustentar las cargas exteriores que actian en cada mitad por medio de un
varillaje con reacciones extremas correspondientes a un poligono funicular cuyos lados extre-
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o s I derocha e e se igual y opuesta I de I derecha sobre I izquiends, los lados ex.

bt piaried peplomplach o o sl e el
aue e pllgono Paniclr de tods az cargas extriors pase por o (e punts, o podrn
P

514 Pribbensa pach st
Ia Fig

ot e -.m-a Mostrar su direccidn, indicando las componentes horizontal y vertical.
Utilzar I escala | t = 2 cm.

sor
01
00°
E

701

L e fase

B

60T

Fio. .18, Problema 5.1.

Proima 32 Hallr grcaments ot s pecy s o cud o e s
mareosde I Fig. 5,19 c oquoi. Tndicar I magaitud e s ecsa y de o
muyMWhmkmuumnmm-lawmmm
y vertical trazados por el centro de

e

(@) 4O
Fic. 5,19, Probiema 52.

Probiema 53 Hallr Ia resltante de as fuerzas reprosntadas e a Fig. 520 wsando el
poligono funcular. Indicar su magitud y direesdn, y localizar I intersocion de su lica de.
Sk con 1 e do bae horizonial Evlas 1 e = 05y 1 60 = 10 K¢,

o 20 B B0 g
60 4

FiG. 520, Problema 3.
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Problema 54 Hallar las componentes horizontales y verticales de las reacsiones de las
estructuras de la Fig. 5.21 utilizando el método de las tres foerzas.

Fic. 521, Problema 5.4,

Problema 5.5 _Hallar las borizontales y verticales de las reacciones de las
estructuras de la Fig. 5.22 utilizando el poligono fusicular,

B S, 0 ™
(@
12om
Ska. g 10k
&
[
p s |sson
e
607 \45° :Em
(e 4o (@
kg 1« d
Qs kg 10kg
mm | 3n

FiG. 522, Problema 5.5.
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Problema 5.6 Hallar grificamente las fuerzas de barra en los elementos de Ia cercha de
cubierta Pratt de la Figura 5.23.

Yo st s Y2 s ot st

803m=im

Fio. 523, Problema 56. FiG. 524, Problema 5.7,

allar grificamente las fuerzas de barra en 10s clementos de la cercha de
mmmuumm 524,

Problems 53 Fig. 5.25, usan-
do métodos grificos.

o0t

il

Sosmen

FiG. 525, Problema 58,
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Problema 89 Dibujar las curvas de cortantes y momentos fletores para las vigas de la
5.26, utilzando métodos grificos.

60° 45° 45% 60%
e) ()

FiG. 526, Problema 5.

Problema 8.10 Dibujar el poligono funicular de Ia viga y cargas de la Fig. 5.27, de modo
que pase por los puntos de 2payo y por otro punto § m por debajo del centro de la luz.

Fig, 527, Problema 5.10.

Prothan 31 Un' el s mupidit d 0o i o b mime o8 ¥ i ¢ .

to mis bajo del cable

ko 150 m pordeb de e g 0 s apece okl o I o e e 5l
iicos.

‘mixima en 817 Utlizar métodos
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12 Hallar las reacciones y fuerzas de barra de las cerchas de la Fig. 528, uti-

Problems 5.
lizando métodos grificos.

(o)

(2) m
n asom
5
=
3
—
g
—— .
o i
(e =
on
)

FiG. 528, Problema 5.12.

Problema 5.13 _Utilizando métodos grificos, halla las reacciones y ha fuerzas de barra de
la cercha del Ejemplo 4.5.



6

Lineas de Influencia

Introducciéa. Los Caps. 2.2 5 estén dedicados a la consideracién de las ideas

undamenaies -que intervienen en el célculo de las reacciones, cortantes, momentos

flectores y fuerzas de barra de estructuras estéticamente determinadas. Antes de que
o

posicion de ésta e In estructura; siempre hay una posicion que produce . *mos es-
fuerzos en una zona determinada. Esta zona y el tipo de esfuerzos de que se trate Due-

seci6n de una viga, la traccién o compresion en Ia barra de una cercha. » la carga que
soporta un cierto remache. EI proyecto correcto de lis diversas partes dependerd en
‘general de las diferentes posiciones de Ia sobrecarga.

Esté claro, por tanto, que es esencial para el proyectista de estructuras entender
claramente los métodos por los que sc puede determinar la posicién de la sobrecarga
que produce las tensiones mximas en un punto.

62 Ejemplos Supongamos
que i coloca una caga unidad irgd haciaabajocn cl punto A d a viga 4B e la
Fig. actia hacia

6.1

bey s igual o 1. Liovenot, 0 5 wbmhhu‘lmmuumuﬂzh-wded Ia

longitud + 1 verticalmente. Si haccmos que la carga unidad aplicada sc mucva hasta C
¥ volvemos a tomar momentos respecto a B, se halla que Ry, es igual a +%{o. Trace-

mos csa ordenada 3o on C situedo e I ica e base A S modisamente oo

del punto de apiiacién de Ia carga unidad. S, shora, s tralada Ia cargs unidad 2 D,

nA,e.u,g tomaremos +¥%o verticalmente en D', .. esth inmediatamente deba-
jo e .

Repitamos este proceso para todas las posiciones e Ia carga unidad entre A y B.
Los valores que se obtienen para Ia reaccién, trazados en cada caso desde la linea de
base A'B' y directamente debajo de la posicidn de las carga, »stén iodoe en linea recta.
Esto sc podia haber previsto, pues cuando la carga unidad st co v..a seccion a la dis-
tancia x de B, Ry, es igual a +x/10. La ordenada +x/10 s traza a la distancia x de B,
¥ la curva de x/10 respecto a x es lincal.

19
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F m ﬁmﬂv’: R

Fio. 6.1, Linea de influencia simple. 7 rad 2

A causa de la forma de trazar esta curva desde la linea de base A'B', sc pueden de-
ducir numerosas conclusiones:

1. La ordenada de cualquier punto de Ia curva es igual al valor de Ry, si se aplica
en esta seccidn una carga unidad. (Obsérvese que todas las ordenadas se refieren a la
reacci6n en el punto A y que la variable para Ia que se traza la curva es la posicién de
la carga unidad que produce esa reaccidn.)

2. Cuando la carga unidad se mueve de B 2 A, la reaccion en 4 aumenta lineal-
mente. El valor méximo de R,, tiene lugar cuando la carga estd aplicada en 4.

3 de esta curva son positivas, sc puede deducir que
una carga unidad aplicada en un punto cualquiera del vano AB origina una reaccién
en A hacia arriba. Por tanto, si hubiera que cargar esta estructura con una sobrecarga
uniforme, ésta deberia extenderse en toda la uz AB para que produjera el valor méxi-
mo de Ry,

63 Lises de lnflencis. Defiiclén. A la curv trazada en Ia Fig. 61 5¢ e lama
linea de influencia, porque muestra la influencia en una cierta funcién de una carga uni«
dad que recorre a estructura. Eneule:unpmdn Ia funcién considerada es la re-

accién vertical en 4,
210 largo del vano, tal como el momento, o el corant, en una secid dada de una
viga, 0 la fuerza de barra en un elemento de una cercha, o la flecha en un punto dado
de una estructura.

55 o s e Sl s o o s B S ot ot
i s cags unldd o dech, de 1 Kg)que actia en exe .
lerv-bdchl’u&lnw—m linea de infloncia del momento en C, ceatro
de una viga apoyada en los cxtremos. Se puede verificar que esta curva satsface la de-
ﬁméndzﬂnudemﬂm comprobando a ordeaada n g, puto i per i
Yix3=+075mkg

Emahnrumdzd:hllnud:mﬂumnmel to D.
Lo curv ¢ d cta s reprecats i loca e i it a4 e s punto,

a la cuarta parte e Ia izquicrda, D. Que esta curva satisface la definicin de linea de.

influencia se puede ver también comprobando la ordenada en cualquier punto. Si, por

<jemplo, sc aplica la carga unidad inmediatamente a la derecha de D, ¢l cortante en

es iguala +% kg.

- Por definicion, una linea de influencia muestra el efecto de una carga unidad cuan-
do recorre el vano. Es evidente que tal curva est relacionada con una sobrecarga que
se mueve por un pucntc. Sin embargo, ¢l uso de las lineas de influencia no sc limita a
s etructuras de pucic, pues tenn gran mportania en  determinacin de los

‘méximos en cualquier estructura sometida a la accidn de sobrecargas. Estas
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e g (o)

‘Momento_ flector enC (mka)

4

(e

T~ Conanto on D tka)
Fi0. @2 Lineas de influencia para una viga simplemente apoyada.

sobrecargas son cargas méviles en un edificio de oficinas, o cargas aerodinémicas en
dmhmumhnmohmmm&mmnm‘mdmm
barco.

iminada debido a una carga unidad que actia n el punto en que s mide sa ordenads,
es cierto el siguicate teorema:
1. Para obiener el valor méximo de una funcidn, debido a una sobrecarga aislada
2 losnd s i ow o i g o et 4 1o e et e A
cion es maxima. Bs cvidente que i sc desea hallar el méximo valor positvo de una fun-
cién, se debe colocar la carga en el punto en que la ordenada de Ia linea de influencia
valor

nega-
tivo, I posicién de la carga la determina la méxima ordenada negativa.

2. ﬂw*mmmaumammm es igual
al
cién, meddamdpwladenﬂmﬂnkbm“ Esto se deduce del principio de su-

na carg de 1 kg
siguientes fueras ractves, klogramos; cortates y facrzas axias, ilogramor; momentos flcors, me-

diando n Fi

y .
420 kgen Dseve ques
75 m kgk2%0) = 1875 m kg,

Algunos ingenieros de etrctars, prefren defni una s de iflcacia que represate fuciones produ-
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perposicién. Ademis, el valor total de una funcidn debido a ms de una carga aislada
se puede obtener superponiendo los efectos separados de cada carga aislada, determi-
nados por el Teorema 2.

Como ejemplo de aplicacién de estos dos teoremas, supongamos que se aplica una
carga aislada de 1.000 kg a la viga de la Fig. 6.4a. Si sc usa la inea de influencia de la
Fig. 6.4c, ¢l méximo cortante positivo que csta carga puede producir en D, tiene lugar
cuando esté situada inmediatamente a la derecha de D y es igual a mm(+/n}=
+700 kg. El cortante negativo méximo en la misma seccion se produce
inmediatamente a Ia izquierda de D y es igual a 1.000(~¥{o) = —300 k. Dehruu—
ra 6.4e se ve que ¢l momento posiivo méximo en D se presenta con la carga en D y es
iguala

1.000(+2}4o) = +1.050 m kg

De la deinicin de linea de influencia resulia evidente e sguinte teorems, efren-
e a las sobrecargas uniformemente
ara obtener el salor maximo de una funcion producido por wia sobrecarga wni-
Jormemente repartida, se colocard la carga en todas las zonas de la estructura para las
cuale las ordenadas de la linea de influencia tienen el signo de la funcidn de
Para calcular, mediant? la linea e influencia, el valor real de 3 rnmwn debido
una sobrecarga uniformemente repartida, se usai el siguiente teore
Ol e o el & oy et et e B G
al prodicto de la intensidad de la carga por el drea total bjo la parte de la inea de influn-
mdtla/wmmnuucmh correspondiente a la zona de estruct
e est teorema es correto con las siuientes consideraciones: Sea
A8 T de b de ans oo dade F, para una parte de la estructura, como

Fic. 63, Parte de una linca de inflvencia

i por Ea e cso, o
un ntmero con dimensién de 250 kg 0

(07 w20 k) = 1875 m kg

I i e cin
de g e I cagede | qu o, por o qu icn que s rdendes e o Fig.

 aimero con dimensidn de 250 kg 0
(075 m kg por kgXIS0 ) = 1875 m kg,
De acuerdo con &, as ordeondas de

i ventjes,
las lneas de inffoacis¢ aman coeficenesde nfenca.
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1a de la Fig. 63, que estd sometida a una carga uniformemente repartida de w kg por m
Iph;ﬁhm orma contna s s sructur clr os punos M y N. La part de lacar-
1

ted, chlTwmuZ dvdﬂ(dellfunndnfdzhldnlsun(gdxin!
dado por dF = w dx y. EIv-}nrlou.ldaFdebidolhurpnm:llyNKnbu:n:m»

tegrando dF entre x = 0y x = a,0 F =
e drea bajo Ia parte de Ia linea de influencia que corresponde a la zona de Ia estructura

"y dx = wf 'y dx = w multiplicado por

‘Como ciemplo de aplicacion de los Teoremas 3 y 4, supongamos que se aplica una
sobr niforme de 1000 kg por metzo a 1a viga de I Fig, 6 a. Para obtonr e
cortante positivo méximo en D (Fig. 6.4c), la carga uniforme debe extenderse desde C
a4y desde D a 8. El valor de este cortante méximo positivo en D est dado por

LO0O[X25K+23) + %4B.5)+ %o)] = +1.850 kg

Para el cortante méximo negativo en D, la estructura debe cargarse desde A D, pro-
duciéndose entonces un cortante en D igual

L000[¥(1,5K~o)] = ~225 kg

Pars o momento poiivo misimo cu D, ¢ verk I Fig. 6. L srutur deberd. car-
(o e 1 oot st o s

LOOOX4(SK+2%50)] = +2.625 m kg

Para los valores méximos de las funciones debidos a una sobrecarga aislada y otra
uniformemente repartida que actian simulténcamente, se calculard Ia funcién méxima
debida a cada uno por scparado, por os métodos ya explicados, y se superpondrin
los resultados. Por cjemplo, para obtener el méximo momento negativo en 4, en la

tenderse de C a A y la aislada debe estar colocada en C. El méximo momento negativo
en A st dad

LOOO[Y32,5(~2,5)] + 5.000(—2,5) = —15.625 m kg

Supongamos que se extiende una carga uniforme de 1.000 kg por m sobre toda la
fongitud de la viga de la Fig. 6.4a. Las funciones se calcularén a base de la suma alge-
braica de las drcas parciales comprendidas en toda la linca de influencia. De Ia Figu-
ra 6.4e, por cjemplo, s¢ ve que el momeato resultante en D st dado por

LO0ODA@.5K=3,52) + 46X+ 50)] = +437,5 m ke

Construccin de las lineas de infaencia para vigas. Consideremos Ia viga re-
tada cn la Fig. 6.4a. método par
trazaremos la correspondiente al cortante inmediatamente a Ia izquierda del punto 4,
como s indica en la Fig. 6.46. Cuando se aplica una carga unidad en una posicién cual-
quiera & la zquierda de esa seccion, el cortante inmediatament a Ia izquierda de A
es igual a la carga unidad  es negat tanto, la linea de influencia tienc la orde-
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nada —1 desde C hasta A. Cuando se aplica una carga unidad en una posicién cual-
quiera entre A y B, el cortante inmediatamente a la izquierda de A s cero. Por tanto,
la ordenada de la linea de influencia es cero en esta parte de la viga.

Construyamos ahora Ia linea de influencia del cortante en D, como en la Fig. 6.4c.
Si sc aplica una carga unidad en C, se puede calcular el cortante en D  partir de la re-
accion en B, y se ve que s igual a +;. Cuando la carga unidad se traslada de Ca A,

reaccién en By, por tanto, el cortante en D disminuye hasta anularse. Por tanto, la

250 m sm

(@)

[oortant a 1a tzquierda de

J T
(A~
i Momento en D

FiG. 64, Lineas de influcncia para una viga con voladizo.

(0

linea de influencia del cortante en D varia de + en C a cero en A. Realmente, esta
variacién entre C y A es lineal. El que Ia linea de influencia entre C y A es una linea
et e o por vl oo it gt

Se pucde apiicar la carga unidad en cualquier punto eatre C y A y calcular el
et ea Do
se verd que estén en linea recta.

2. Si se representa por x la distancia desde A a la carga, la reaccidn vertical en
actia hacia abajo y tiene el valor x/5. Por tanto, el cortante cn D es igual a +x/5. '
representacion de +x/5 en funcién de x es una linea recta.

‘Cuando I carga unidad se desplaza desde A hasta un punto inmediatamente a la
izquierda de D, la reaccién en B aumenta desde cero hasta +1,5/5, 0 +¥{,. Por tanto,
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ol cortante en D va de coro & /‘u,pllnq'uhmde_d.dehﬂnudzlnﬂmm
un punto inmediatameate a la i ~¥o. El que Ia linea de influencia es
ummqnevnrhd:mm‘:~y mnuwm ‘con cualquiera de los argu-
mentos usados para deducir que era una recta entre C'y A.

unidad. Si, por el contrario, se calcula a partir de las fucrzas situadas a la izquierda,
solo hay que considerar la reaccién en A.

A veces s preferible, al calcular las ordenadas de las lineas de influencia, tener en
cucata las fucrzas del lado de la seccidn en que no st I carga unidad. Para el caso
cotuierdo, Ry = 355 = +{o, de modo que e cortante en D es +fo. Esta

ordenada de la linea de influencia inmediat

te desde
mmmmmmm.umamw'ummonm.y,wmnw,
¢l cortante en D, decrece linealmente de +{, a cero. Por consiguicnte, la linea de in-
fluencia es una recta que va e +%{o en D a cero en A.

‘Tracemos ahora Ia linea el momento en 4, como en Ia Fig. 6.4d. Cuando hay una
carga unidad en C, ¢l momento en A es igual a ~2,5. Cuando la carga se desplaza des-
de C hasta 4, el momento en A disminuye linealmente hasta cero. Con la carga en cual-
quier posicién entre A y B, ¢l momento en A es igual a cero, como puede verse consi-
derando las fuerzas a Ia izquierda d

P-nmnxhlhhe-dcinﬂuma'.pln:lmnmmml).mmhFl&ﬁlf:pw
de proceder como sigue: EI momento en D debido a una carga unidad en C s igual a
~Z, como puede verse fimlmle, considerando Ia reaccidn en 5. Cuando la carga
Ve Ca Al momento n D disminuye ineamene hasta cro, por o ue s de
influencia es una recta desde —4 en C hasta cero en A. Cuando la carga va de A
a D, la reaccién en B .umu linealmente desde cero hasta +3{,, y el momento en D,

rccion, st e de ceo 8 4o X7 = +Hox
por lo que la linea e influencia s una recta que va de cero en A a +2%, en D. Cuan-
do!a carga va de Da B, 1a reaccidn en A disminuye linealmente de + %4 cero y el mo-
mento en D, calculado a partir de esta reaccion, disminuye linealmente desde +{o x
3= 4y hasta cro en B.

66 . EnlaSec.39
se ha estudiado Ia accidn estructural de los sistemas de tablero. La construccién de las
lineas de influencia para vigas principales con sistemas de tablero se pucde ver clara-
mente considerando la Fig. 6.5. Se dibujard linea de influencia para ¢l

Cuando se coloca una carga unidad en 4, R, = 0. Las reacciones de las viguctas
a la derecha del entrepafio BC, esto cs, las fuerzas aplicadas a la viga principal por las
viguetasde lablero e C, D, &, Py G,sou tambin cero. Por at, alulando ol cor-
tante en BC a partir de las fuerzas que actdan en la viga mis a Ia derecha, se ve que cs
igual a cero. Cuando la carga unidad esté colocada en B, Ry, = +; las reacciones
de Ias viguetas en C, D, ..., G contingan siendo mulas, por Io que e cortante en BC
es iguala —

Cusndo a carga unidad se trasiada a 1o lago de un larguero, de un extremo de c0-
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puede calcularse ficilmente con las fuerzas a la izquierda. La linea de influencia es una
recta desde Ba C.
Las ordenadas de Ia linca de influencia cn los nudos D, E, Fy G sc pueden

Ia ordenada

calcular
en Cy la linea de in-

o
Ia carga va de C a G, R,, disminuye linealmentc desde +3; a cero, como se ve ficil-
mente considerando las fuerzas exteriores que actian en la estructura; como las reac-
" i Ay Bsiguen si I cortante en BC disminu

cuidado de incluir todos los puntos en que pueda cambiar la pendicnte. Los nudos son
‘puntos de éstos; pero, como se verk més adelante, es posible disponer una estructura
de modo que puedan ser criticos también otros puntos. La experiencia en trazar lincas
de influencia hace post ho de que cie lineales,
1o que sc traduce €n un ahorro de chlculos, pero 1o es neccsario.

‘Consideremos ahora Ia linea de influencia del momento en ¢l nudo £ de la viga de
Ia Fig. 6.5a, que est representada e la Fig. 6.5c. Cuando una carga unidad se traslada.
de A a E, Rg, aumenta lincalmente desde cero a +35, como puede verse considerando
las fuerzas exteriores, mientras que las reacciones de las viguetas de tablero en F y G
son nulas. Por tanto, el momento en ¢l nudo £ aumenta lincalmente desde cero en 4
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co r
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g Fio, 66: Efecto de la disposicion de los
VemensenE [ laeros.

hasta un valor igual a +3{ x 5= +'% en E, y la linca e influencia es una recta que
va desde cero en A hasta +'% en E. Cuando la carga unidad se trasada de £ G, Ry,
disminuye lmu\mnu desde +55 hasta cero; I s de s vigets d bl
end,B,C; tanto, la I
0= (»"VznihiﬂllmmG
s nepesario que los largueros de 10dos los entrepaios estén simplemente apo-
yldmtnluvlgu:mde contiguss. La Fig. 6.6a represcnta un caso en que cstin
e voldiz n l erpatio BE y el argero del etrepato E vils hasa dl puio G.
estructura,
considerando el momento en el nudo E de la v.. principal, como en la Fig. 6.66. Cuan-
do la carga unidad va de A a C, Ia consideracién de las fucrzas que actian en ¢l cuerpo
libre constituido por Ia viga mds e larguero AC y las viguetas de tablero que unen AC
a Ia viga, demuestra que Ry, aumenta linealmente desde cero a +4. Como las reac-

en E aumenta linealmente desde cero en 4 hasta +4; x 3 = +1,5 en C. Con la carga
unidad en D, R,, = +Y; as reacciones de las vigucias d tablero en A y B son nulas;
pomnmgnmmmh.,..uwxs.+:mmuumum.“m
lada de D a G, R, varia linealmente desde +; hasta — ; las reacciones de las vi-
guetas en 4 y B siguen siendo nulas; por tanto, oot o & et st de
de+3enDhasta —% x 6=~ enG.

7 Interpretaciéa de s lineas de lnflucacia de las vigas priocipales con sistema de
tablero. Lo cuatro teoremas de la Sec. 6.4 refercntes al emplo de las lineas de in-
fluencia son completamente generales y aplicables al caso de vigas principales con is-
temas de ubler. Supongamas que e aplca 1 o structua de la Fig 650 uoa
sobrecarga constituida por una carga uniforme de 1000 kg por metro.y una aislada
e 6000 k. Pars obienr el misimo cortite dbido 3 a sobrcarga o o ctrepats
BC, consideraremos la Fig. 6.55. Es necesario, primero, situar el punto a en que a li-
nea de influencia corta a Ia linea de base. A este punto sc le llama punto nearo, pucs
una carga situada en & no tiene influcncia sobre la funcion considerada. Se le puede
determinar por semejanza de tridngulos, y sc hallaré que su distancia a 8 ¢s de 0,50 m.
El méximo cortante positivo de la sobrecarga en el entrepaiio AC tiene lugar cuando
Ia carga uniforme se extiende desde el punto neutro hasta ¢l G y la carga aislada esté
en C;es igual

LOOO[(+#4X12)] + 6.000(+33) = 8.000 kg

El miximo cortante negativo de la sobrecarga en este entrepafio tiene lugar cuando la
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carga uniforme sc extiende desde 4 al punto neutro y la aislada esté en B tiene por

1.000[%5(— %)3)] + 6.000(—%) = —1.250 kg.

En la Fig. 6.5c, ¢l méximo momento positivo de Ia sobrecarga en el nudo  se produce
indo la carga uniforme se extiende sobre toda la fuz y con la carga aislada en £. Su
valor es igual a

1.000[4(+'%)N15)] + 6.000(+1%5) = +45.000 m kg

El método anterior para calcular cortantes y momentos méximos debidos a la so-
brecarga, basado en la determinacién de los puntos neutros y el empleo de dreas exac-
tas bajo la linea de influencia, s exacto. EI método aproximado siguiente tiene gran
importancia, pues muchas veces implica menos cdlculos y se adapta bien a la buena
orianiaciin o s ko e vectares ornghiatas. o whtodo speoniniess
se supone que, para la sobrecarga uniforme, en cada nudo actia o toda Ia carga del
entrepafio o ninguna, segon que la ordenada de la linea de influencia indique que la
carga en ese nudo aumenta o disminuye el valor de la funcion para la que se quiere ha-
lar el valor méximo. +

La carga total de un entrepaio es la méxima que puede aplicar a la viga principal
una vigueta de tablero. Puede producirse solo cuando los largueros contiguos al en-
trepafo estén totalmente cargados, y s igual (para entrepaiios de la misma longitud)
a i, siendo wla intensidad de Ia carga uniforme y /la longitud del entrepaio.

105 de nuevo la estructura de Ia Fig. 6.5a sobre la que actian sobrecargas
constituidas por una carga de 1.000 kg por metro y una concentrada de 6.000 ke. Para
sobrecarga uniforme, toda la carga del entrepafio es igual a (1.000)(2,50) = 2.500 ke.
Para calcular el cortante méximo positivo de la sobrecarga en ¢l entrepafio BC por ¢l
método aproximado, s¢ coloca esta carga total en C, D, E'y F, pues la linea de influencia
de Ia Fig. 6.5b tiene ordenadas positivas ca estos nudos. No se colocard ninguna carga
en B, en que la ordenada de la linca de influcncia es negativa. La carga aislada se co-
locard, como en ¢l método exacto, en C. El cortante méximo positivo resultante en ¢l
entrepafio BC es igual a

250034 + ¥ + % + %) + 6.000(%) = 8.166 kg

El valor correspondiente fue de 8000 kg en el método exacto, por 1o que el del método
aproximado estd ligeramente del lado de Ia seguridad, esto es, es ligeramente mayor
que el exacto. El método aproximado supone que sobre C actia toda la carga
entrepafio, lo que o puede ocurrir més que estando completamente cargado cl larguc-
10 BC; Ia carga del larguero BC producird, una reaccion de Ia vigueta cn 8 igual a la
iad de I casa de un entrepafio, que originaria un cortante negativo en BC. Como
‘método aproximado se desprecia el cortante negativo debido a la carga parcial
e erepa plicada cn 5,  Conante posiivo resutante caulado esth nesuara-
‘mente del lado de la seguridad. El método aproximado para calcular valores méximos
de las funciones no da nunca valores menores que los del exacto.
Para Tl momemto s pukins 2 i o en E para la misma estruc-
cargas, por ¢l método aproximado, consideraremos la Fig. 6.5c. Para la carga
Unfone, 3 apla Una carga de 2.50 kg corespandicne & un envepaho, <n odos
Tos nudos intcrmedios, pucs todas las ordenadas de la linea de influencia correspon-
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diente son positivas. La carga aislada se coloca en E. El méximo momento positivo
de la sobrecarga estd dado por

2500(+% + % + 1% + '% + %) + 6.000(+'%) = +45.000 kg

Los méto-
dos que utilizan las lincas de influencia y que acaban de explicarse, se aplican a casos

a las aisladas. Por e contrario, no se pue-
den aplicar a una seri tada, de gt como serian

que es el mismo valor que se obtuvo por el método exacto.
[

por
Cuando hay més de una carga aislada, en general no es posible decir por simpl
peccidn cul de ellas ha de colocarse en la ordenada méxima de la linea de influencia
para que Ia funcién dada sea méxima.

El método que sc seguird para tales sobrecargas es ¢l de tanteos. Para abreviar ésos,
s aconsciabi organizar el estudio cuidadosamente, con objto de reduci los clulos
al minimo. Para con éxito un di
el de la Fig. 6.7. S¢ ha # dculado este diagrama particular de momentos para las sicte
carpe sy on U sepurcin g e indice, 0 entiendepor o sk, Los imerss

85 bajo
hm.oymhummmnunummelummmma.l.w7
representa ¢l momento-respecto  la carga 7 de las 12 4; asi

5(12) + 1009) + 10(7,5) + 10(6) = 285
Para aclarar el uso del diagrama de momentos, supongamos que se desea calcular

[ kS 20 20 20 Cargas en t por rueda

10 | sls] 10 [ 5] 5] seperacien ontro ruedes
w [ 20] 30 35 Ta0] oistancia a n carga 1

apeags
g
B

2
3
2
2

asom | sm n |

Fic. 68. Empleo del diagrama de momentos.
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€l momento en Ia carga 3 de la viga de la Fig. 6., debido a las cargas de la Fig. 6.7,
situadas como se ve en la Fig. 6.8. EI momento respecto a B de las cargas aplicadas es
igual a 247,5 (momento de las cargas 1 a S respecto a la 6) mds 55 (suma de las cargas
de 1 6), multiplicado por 0,60 (distancia de Ia carga 6 al punto B), de donde 247,5 +
55(0,60) = 280,5 m t. Dividiendo o e mowento por i s e s vig x bl que Ry
cs igual a 280,5/15 = 18,7 t. Por tanto, ¢l momento en la carga 3, calculado con las
fuerzas de Ia izquierda, esth dado por +18,7(8,40) — 37,5 = 119.6 m t. Hay que obser-
var que ¢l momento de 37,5 m t que se resta es el de las cargas 1 y 2 respecto a la 3.
mo segundo cjemplo del empleo del diagrama de momentos, se calculard el cor-
tante en ¢l entrepaio BC de la viga de la Fig. 6.9 para las cargas representadas, que son
oma pare d s o a g 6.7, Com o cargs olocadas sl i 186 ek n o i, L
reaccién de la viga en 4 cstd dada por

Ry = 24

= +22¢

La suma de las reacciones de las viguetas en A y B ¢s igual a

o104+ (US27)00)

5,55

Por tanto, el cortante en el entrepaio BC es igual a +22,22 — 15,55 = +6,67t.

Para utilizar el diagrama de momentos suele ser conveniente reproducirle a escala
en cartulina  eolocaric e 1 poscién adecuada sobe an dibo de 1 st 5 6.
tudiar, hecho a la misma escala.

0n fonfison) sn_Jison]’
6 & & d

=11
BP—3—7¢ o

5 "

Fic. 69. Empleo del diagrama de mo-
‘mentos.

Serle de sobrecargas aisladss. Cilculo del momeato méximo. Veamos un cjem-
plnde célculo del momento méximo en una seccién dada de una viga, calculando ¢l que
corresponde a C de la viga de Ia Fig. 6.10a debido a la sobrecarga correspondiente al
diagrama de momentos de la Fig. 6.7. Primero se construye la linea de influencia del
momento en C, como se ve e la Fig. 6.106. EI momento miximo en C se produce cuan-
do estd en C una de fas cargas aisiadas; la primera parte del problema consiste en ha-

m

Antes de comenzar los tanteos, se calcula la pendiente de cada tramo de la linea
de influencia, yendo de derecha a izquierda. Por ejemplo, el tramo de la linea de in-
fluencia del momento en C, que va de F a C, tiene una pendiente de +3,6/9 = +34.
Utilizando de momentos de Ia Fig. 6., coloquemos Ia carga 1 en C.
Esta colocacidn produce un momento en C que no se calculard por ahora. En lugar de
ello, moveremos todo el sistema de cargas hacia Ia izquierda hasta que la carga 2 esté
en C'y se calculard si el momento en C ha aumentado o disminuido por este cambio
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de posicién de las cargas. Para ver si €l momento es mayor o menor, es conveniente
dividic las cargas consideradas n tres grupos: 1) Ias que estaban sobre a structura

las cargas y de moverlas; 2) las que estaban
sobre h G ks de mover las cargas, pero se han salido al moverlas; 3) las que
1o estaban sobre Ia estructura, pero que lo estén después de mover las cargas. Por con-
veniencia, |mn«nm-mom«gumdzwgumnyuwzynw3m
tivamen

< 0 £
= .
T
. e :
(]
. —_—
5
.
|3 # T
€
& ) il
S

FiG. 6,10, Lineas de influcncia de una viga principal,

Low llncs dgicates determin o o morinieno de 1 crgs ba sumentady
o dimiido d womann e C. e cbaervar gue, v cagn P e trsade i
7y la pendiene de 1 linca d infoocia e m 1 varincén de moménto orres
pﬂndlenu es Pdm.

Carga 1 en seccidn; taslacién s
ooty Aumento de momento | Disminucién de momento

Grupo de cargas I—Cargas 13 0N+34) = +48 SEK=24) = -9
Grupo de cargas 2—Ninguna 0 0
101,50)+24) = _+6 0

‘Todas las cargas juntas 5 =

La variacién total es de +54 — 9 = +45 m , de modo que con Ia carga 2 en la
seccion (en C) el momento es mayor que con la carga 1. No obstante, puede ser que
todavia haya un momento mayor con la carga 3 en la seccion. Habrd que mover ahora
s s e e o e 3 ot 4., N 1 Sl i deter-

1 5i ¢l nuevo movimiento ha aumentado o disminuido el momento en C.
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Ot plosrulcln |} e ooty | Do do s

Grupo de cargas | Tndu SOULS0K+34) = +30 | 1501500~ %) = ~135

Grupo de cargas 2—Ni 0 0

Grupo de cargas S—Nlnlunn 0 0
‘Todas las cargas juntas 30 -Bs

Como 30 es mayor que 13,5, el momento ha vuelto a aumentar. Veamos si conti-
nuaré aumentando cuando se traslada la carga 4 a esa seccion.

[T Lo R P

Grupo de cargas 1 AOLSON+2) = +24 | 25(150(-24) = —225
Grupo de cargas 2 N...,u... 0 0
Grupo de cargas 3—Ninguna 0

‘Todas las carga juntas =7

Nuevamente ha aumentado el momento. Trasladaremos hasta la carga S.

A 48 e, it Aumeato de momento | Disminucidn de momento

hasiala 5
o de cargas |—Cargas 207 WK+ = 436 | 300K-24) = -54
Grupo de cargas 2—Carpa 1 0 0
de cargas 3—Ninguna o 0

* Todas las cargas juntas % =)

Obsérvese que, aunque se consideraba cuando la carga 4 estaba en la seccion que
Ia 1 actuaba sobre la estructura, no originaba momento en C, por lo que no produce
variacién cuando sale. Como 36 es menor que 54, la traslacion hasta la carga S origina
una disminucion del L momento en C. Por tnt, el misino de sstc moment s presenta
Clacarga 4. Cc as cargas, s podia haber
pre mqwnoupmmudmnmwmmmhmy 1 en la seccién y que

probablemente tampoco con a 2, 1o que hubiera evitado una parte de los célculos.
Conocida la posicién de las cargas que produce el méximo momento en C, s puede
valor, bien directamente por las ordenadas de la linea de influencia, o bien

wtilizando el diagrama de momentos. Por el iltimo procedimicnto,

30
R ﬂ = 435t

Elmmnwaklumncmmd:lnVtgutmdcuhlcrom,(yﬁmpndelcsmul
al de las cargas 1, 2y 3 respecto a la 4, 90e e 75 . Portno, o momento kim0
ivo de las sobrecargas en C es igual

+35(6) - 75 = +135m 1
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610 Serie de sobrecargas aisiadas. Cilcalo del cortaste méximo. E| método ante-
rior de mover las cargas, basado en la linea de influencia, es totalmente general y se
puede s pare culqierlca deinfocnin. Como segundo cemplo de s alccién,

3= caonlct o corale mizing posin e o emrpatlo C de  trctindo i
gura 6.10a, debido a las sobrecargas de la Fig. 6.7. La resolucion puede comenzar co-
lmhumlucm‘mmmunuhnmﬂemﬂm)ym

mdehFu,GIWlithmnnmkmlm,kqudm
vimiento aumentar el cortante en BC.

Carga 2 en secidn;

ot Aumento del cortante [Disminuciéa del cortante

Grupo de cargas 1—
SOLS0N+%5) + SHLSO) X (+34s) = +55| 100L0K~2%) =
o de arps 2~
0
cmpo«mns 3=
[
+55

m.. e cargas
juntas

. L .
ciendo un aumento del cortante positivo ea ¢l entrepato BC.

Lo que muestra ¢l aumento del cortante positivo ea BC. Por tanto, moveremos las
cargas hasta que esté Ja 4 en la seccién.

Carga 3 en secion;

heleirid Aumento del cortante Disminucién del cortante

Grupo de cargas 1—
A01,50)+45) + S(180) x (+15) = +4.5| 20(1,50K~%{s) = ~80
Grupo de cargas 2—

s

inguna 0 0
Grupo de cargas 3—
Ninguna 0 o
Todss las cargas
juntas 5 -80

Lo que demuestra que el cortante positivo en ¢l entrepafio BC ha disminuido. Por
tanto, el méximo cortante en BC s produce cuando la casga 3 est en C. El valor de
? i # i Fig.6.7:

Ry +‘65§[L50) 25t
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La suma de las reacciones de las viguetas de tablero en 4 y B s igual a
5419 =10t

Por tanto, el méximo cortante positivo en ¢l entrepaio AC producido por las sobre-
cargas es i
+28,5-10 = +1851
611 Méximo absoluto del cortaste de las sobrecargas. Los métodos que se han
dado para calcular el cortante

Ia seccién o entrepaio en que se quiere hallar el valor de la funcién. Muchas veoes sc.
quiere calcular el valor miximo absoluto, en una barra, del cortante debido a la so-

‘méximo de la sobrecarga se produciré en una secci6én inmediatamente contigua a una
de las reacciones de los extremos. Si la viga o es un elemento simplemente apoyado,
el cortante méximo absoluto de la sobrecarga tendrd lugar a un lado de una de las re-
acciones. El verdadero valr del cortante méximo absoluto se puede determinar sola-
o i da una d e
612 Miximo absoluto del momento de las sobrecargas. Del mismo modo, los
métodos dados para calcular ¢l momento méximo debido a la sobrecarga presuponen
08 1 conoe . it en 1 que debe cacuane tl momentn, Mot ves s
del momento de las una viga,
Sxmmmmklmhmmﬂmmhwnhmmdd:hmz.mm
Para una viga
simplemente apoyada en sus extremos, con sistema de tablero, €l momento

accién. SiIa secci6n en que se produce ¢l méximo momento absoluto de In sobrecarga
10 s¢ puede determinar claramente por simple inspeccidn, es necesario comparar los
momentos méximos calculados para varias secciones en las que se pueda esperar que
s¢ produzca el méximo absoluto.

Fic. 6.11. Posicién para ¢l momento miximo
absoluto.

Un caso especial importante consiste en determinar ¢l momento méximo absoluto
debido a la accién de una serie e sobrecargas aisladas sobre una viga simplemente
como s ve en la Fig. 6.11. La curva de momentos para una serie de cargas

testar :
‘miximo absoluto? 2) ;Cudl es la posicién de esta carga cuando se produzca dicho mo-
meato?
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La respuesta a la primera pregunta se puede hallar muchas veces por tanteos, pero
la Ia Fig. .11, el momento
méximo absoluto de las sobrecargas tiene lugar bajo la carga 8. Representemos por x
la distancia desde B al centro del vano, y por d Ia distancia desde 8 a la resultante de
todsaas cargs 4, 2, Cy D. Quecs dteror ofvalor de x que prdizc v -

mento méximo en B. S puede hallar Ry, tomando momentos respecto a Ny consi-
derando la fuerza resultante R en lugar de las A, B, C y D. Asi,

'L
wre-d)
L T3

Expresando por My ¢l momento bajo la carga B,

Ruy =

de dondex = d2.

to, podemos conchuir que ef momento mdximo bajo una sobrecarga de una
e de s s aplicadas a una viga simplemente apoyada, se produce cuando el
centro del vano st a la mitad de la distancia entre esa carga particular y la resultante
de todas las del vano.

Si solo hay que considerar dos os caras s, o momento i abiouo due
producen tendr lugar bajo la mayor de las dos. Tal caso esti representado en la Figu-
72 6.12, en la que la distancia de la carga de 5 t a la resultante de las dos es igual a
@5 3175 = 1 m. Para el momento miximo absoluto, Ia cara de $ et colocada
50 m del centro del vano, y Ia resultante K también a 0,50 m al ofro lado de dicho
Catr. Ea este nstrumento o deb comprobes 1 s dos cargas estdn, o no, sobre el
ano; s v e memento miximo absoluto se produc & milad dl vano cundo stk
alliIa carga mayor. En nuestro caso, las dos cargas estén en cl vano. El momento mi-
umo.hmlumdeh:wm,p. se produce directamente bajo la carga de 5 1 y estd
dado

7,56 - 03

M P o rstme

§

Si hay més de dos cargas aisladas, puede no ser posible decir por simple inspeccion
bajo qué carga se producrd ¢l momento miximo absoluto. Generalmente tendr lugar
bajo una carga grande cerca del centro del grupo de cargas. Por ¢l método anterior se
puede determinar el momento méximo que se puede producir bajo cada una de las
cargas y ¢l mayor de ellos serd ¢l moment wmnmclhwluwddxda.hmbm
Lineas trianguladas y cerchas. Generalidades.

vigas
pueden construi lineas de influencia para las fuerzas de barra en los clementos de una
cercha o una viga triangulada, y tienen gran importancia para Ia determinacién de la
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Fig.6.12.
dos cargas.

situacién de las sobrecargas que producen fuerzas de barra miximas, asf como para
lcular estas fuerzas. EI procedimiento general utilizado para trazar las lineas de in-

ia de vi ¥ vigas trianguladas. Si
lar Ia ordenada de Ia linca de influencia para una carga unidad en cada nudo de la cer-
cha. Normalmente, los largueros actian como vigas apoyadas en sus extremos entre
las viguetas de tablero, de modo que la linea de influencia entre nudos es una recta.

Como en el caso de las vigas, muchas veces es posible reducir el volumen % o e
comprobando el hecho de que Ia linea de influencia es una recta para varios entrepafios
sucesivos.

'Una vez construida Ia linea de influencia para la fuerza en una barra dada, I inter-
rtaciin e s cura rgckn o oo do carpa o it o s s o
al caso de las vigas

Se divujn I lines de influencia de las vigas trianguladas correspondientes a una
carga unidad que recorre el cordén cargado, es ecir, el cordén que contiene los nudos
en los que se aplica la sobrecarga.

6.4 Lineas de infineacis de wma viga Pratt. Se aclarardi la construccin y utiliza-
cién de las lineas de influencia para las cerchas considerando Ia viga Pratt de a Figu-
ra 6.13a. Para construir Ia linea de influencia de una barra de cordén, tal como la LyL,,

44!

Con Ia carga unidad a la izquierda de la seccidn, 1a tension en L,L, es igual a Rg, mul-

tiplicado por 36 y dividido por l altura de Ia viga, 12 m, siendo, por tanto, proporcional

a R, Como R, varia lincalmente cuando una carga unidad se traslada de Lo a Ly,

Ia linca de influencia s una recta que va de cero en L, hasta +%4(%;) = +1en Ly. Si

10 sc hubiera reconocido esta linealidad, el valor de Ia ordenada de Ia linea de influen-
independient

seccion A-A, i tracin e Ly gl 3 Ry mltplcads por 15 y div
dida po 12 Como Ry vri ncalmete cando uns carga unidad e trasa de Ly
a L, la linea de influencia cs una recta desde +34('%;) = +1 en L, hasta cero en L.
i d o st representada en la Fig. 6.135, en la que se ha dibujado la
traccién sobre la linea de base.

La construccién de una linea de influcncia para la fuerza de barra en un clemento
de Ia celosa esth representada e 1a Fig. 6.13c, en que se ha considerado el montante
UsLy. Cuando hay una carga unidad a la izquierda de la seccién B-B, la traccién en
esta barra es igual a Ia reaccidn R, Por tanto, I linea de influencia es una recta desde
cero en Lo a + en L,. Cuando la carga unidad esté a la derecha de la seccién B-
Ia compresidn en UL es igusl a Rog, por 10 que Ia linea de influencia es una recta que
vade —Y] en Ly a cero en Ly, llevando los valores negativos por debajo de la linea de
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)
Fuora do bmr o Ll
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Fuerza de boma en Uil (@
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t
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Fuerza do bama en UL,

FiG. 6.13.  Lineas de influencia de cuchillos Prait.

base, para indicar compresion. Entre los nudm Ly y Ly, Ia linea de influencia es una
recta, suponiendo que los largueros estén construidos de modo que actGen como vigas
mnpkmmm ‘apoyadas entre los nudos Ly y L,.
Para las dos barras consideradas, las lineas de influencia se extienden sobre toda.
Ia longitud de la cercha. A csas barras se les llama clementos primarios de la cercha.
Consideremos ahora ¢l montante U, L,, cuya linea de influencia csté represcntada en
s Fig. 6.13d. Aplicando el método de los nudos a L, se ve que Ia fuerza en csta barra
es nula s a carga unidad estd aplicada en cualquier nudo que no sea l Ly, en cuyo caso
es igual a +1. Tal clemento, que solo estd sometido a esfuerzo para ciertas posiciones

usando la linea de influencia, no interviene ningn principio nuevo. Por cjemplo, su-
pongamos que se desea determinar la compresién méxima en ¢l montante UL, de-
bida a una sobrecarga uniforme de 4.000 kg por metro y una carga aislada de 8.000 kg.

Por ¢l método exacto se determina ¢l punto neutro de la linea de influencia de a
Fig. 6.13¢ por semejanza de trdngulos, hallando que estd 3,60 m i Ia derecha de Ly.
Para producir la compresion méxima cn UL, la carga repartida debe extenderse des-
de el punto neutro hasta L, mientras que la aislada debe estar eo!m. en Ly Elva-
lor de esta compresién méxima viene dado por

4000()324X~24) + 8.000(=4) = —36.400 kg

Por ¢l método aproximado, la carga de un entrepaio para la uniformemente repar-
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e e 4000 x 9 = 000 L yde cokocane 1 Ly Ly y Ly Ls crgs soda st
colocada en Ly. La méxima compresién de la sobrecarga est

30001 — % = %) + B00(-¥) = ~40000 kg

615 Lineas de lnfluencia para vigas trianguladas con diagonales en K. Para los
casos sencillos, tales como el de Ia viga Pratt de Ia Sec. 6.14, & relativamente sencillo
p posible en | de las lineas de influencia,
reconociendo que algunos trozos de las mismas son lineales sobre varios entrepafos
Para vigas trianguladas o cerchas més complicadas, muchas veces s
sario o bien 1) calcular las ordenadas para cada nudo, sucesivamente, o 2) construir
primero la linea de influencia para barras A 0 sty oo e e
datos obtenidos al tazar Ia que se desca realmente, Este iltimo procedimiento se verd
mis claramente considerando Ia diagonal u,u, i iangulada de la Fig. 6.14a,
que tiene diagonales de tipo K. y para la cual los nudos del cordon superior estin en
una pardbola. Esta viga triangulada es, en realidad, estéticamente indeterminada en
primer grado, pero Ia indeterminacion se reduce a los dos entrepaiios centrales, y los
tres de cada extremo son estdticamente determinados.

‘Considerando el nudo y se ve que las componentes horizontales de las fuerzas de.
S cn UsM LyMysonsemprs gals en magnitud yde caite opucsto, Como
as dos barras tienen ‘pendiente, las componentes verticales de las fuerzas son
también de igual mumml 'y cardcter opuesto; por tanto, actéan en la misma direccion
cuando mantienen en equilibrio las fuerzas aplicadas a Ia parte de la estructura a un

&n o Y%

(o)

L

(@)

FiG. 6.14.  Lineas de inflancia de armaduras con diagonales K.
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4AL ior UyUy
que debe considerarse también en la condicion de cquilibrio anterior

S dibua primero lalna de infuenca del corane il en el enirepafio 23, como
seve en la Fig. 6.14b. L
de Ia fuerza de barra en U,U, dﬂmnmlnda esta fuerza, tomando pons s
a Ly de las fuerzas que actian a un lado de la seccién B-B. Se ve que
tridngulo con su vértice en el nudo 3, en que la ordenada es igual a (— ’/n‘V}u xm

plicado ZF, = 0 a la parte de viga situada a la izquierda de la seccion 4-A. se ve
que I componente vertical de Ia traccion en Ia barra UM, ¢s igual a la mitad de la
suma del cortante positivo en el entrepafio 2-3 y la componente vertical de la traccion
en U,U,. Asi, cada ordenada de Ia linea de influencia de 1a componente vertcal de la
fuerza de barra en U, M, e igual a la mitad de la suma algebraica d las ordenadas, en
Ia s scién, d as nas de infuncia de as Flss 6.4y . Como etasdoslness
nente vertical de la fuerza de barra en UMy umh:rl de direccidn, solo en esos dos
Salis. i it ki, & 65, e o i i W dilf 0 Y
de influenca resultant, serdn las sigu
EnLy [+ (=YY= -%  EnL,[+%+ (X% = +4%

En la Fig. 6.14d sc ha representado la linea de influencia resultante para 1a compo-

nente vertical de Ia fuerza de barra en Us M.

Tm

1

FiG. 615,

6.16 Fuerza mixims en los elementos de una armadura trianguisda debida 2 wna
serie de sobrecargas aisladas. Una vez construida la linea de influencia de la fuerza
d:bnm:nunc!cm:nwdtlmud\n\lmn[ulld: se puede determinar la posicién en
que se ha de colocar una scrie de sobrecargas aisladas para que un caricter de fuerza
determinado en este elemento tenga un valor méximo, moviendo las cargas del modo

descrito para las vigas. Como ejemplo, se determinard la posiion de las cargas de
hFl;67qn:ﬂk]lll\lmllnm0v|eﬂhb|ml.,L,dthwld’|ldﬂIlFYl6]30 En
la Fig. 6.5 s representa la parte necesaria de la linca de influencia de este clement
(ver Fig. Mlbw‘lnllnqeomplm)

cleulos son tes (se ve por simple inspeccion que la carga 1 en L, no
. da ¢l mximo):

Corga 2€n Ly traslado hasta la 3 | Aumento de la tension | Disminucién de la tensién

Grupo de cargas 1—Todas O+ ) = 43| 100K 40) = %

Carga 3 en Ly; traslado hasta la 4

Grupo de cargas 1—Todas 00,500+40) = +35 | 25050~ 4

P
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Por tanto, la tensién méxima en L,Ly s produce con Ia carga 3 en L,. Para calcular
€l valor de esta tension mxima, se sugieren dos procedimientos distintos.
Meétodo 1 (basado en el diagrama de momentos de la Fig. 6.7):
m»;ﬂzx‘s)_wﬂ‘
Por tanto, Ia fuerza de barra en L,L esté dada por
+404(18) - 37,5
a5t

Método 2 (basado en el cilculo de las ordenadas de Ia linea de influencia en cada
nudo):

Nudo| ‘Reaccion de viga de tablero Ondecade - | Iacremtito de
e L,
1 42| % +21
2 ’/v/#/-v/)=+39.2 +1 +392
3 216 +% +162
B e e Ly - E 95T
T

617 Tablas de inflaencia. Muchas veces es conveniente expresar los datos de las
lineas de influencia en forma de tablas, mejor que por medio de curvas. La tabla de
influencia siguiente (Tabla 6.1) se refere a la armadura triangulada de la Fig. 6.13a
Da i

L LiLy, UsLy y ULy i Figs 6135
barra

oy p

Alnulmrunluhhﬂemﬂmmpnnhﬂumhumd:hmmmpm

Tabla 61 Tabla de luenca pars of cnchlle de  Fig. 613

Fuerza de barr debida I carga wnidad cn
Bar
L L 4 1 L L L
o | voes | +osw | soms | +o20 | soms | oo
Li, | oo | sogs | +os0 | +oxs | 402s0 | +on2s | 000
LL, | 0% | +0s0 | 4100 | 4070 | 40, +020 | o000
Lo, | o0 |+ -106 | -083 | -0 —oan7 | -o; 0000
ooy | oo -0 | -0 - —02%0 | oo
oo, | oo | —oxs | -os0 | —uis | —o7s0 | —o3s
uL | o0 | - 4033 | 0@ | +oer | 40208 | 0000
o, | om0 o8 | —oar7 | soes | +oarr | +o2s | oo
o | oo 000 o0 | o0
cun | o | soue | 4o | -ose [ —o3m | -1 | oo
uG | o 0 0 X 000

el método aproximado, es convenieate preparar una segunda tabla resumen de la pri-
‘mera, como la Tabla 6.2.
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En el resumen de Ia tabla'de influencia, se obtiene Ia suma de la ordenadas posit-
vas correspor 2 una barra sumando, para ese clemento, todos los valores po-
ios d T tabln, EI producto e cla suma po Ja carga del enrepao para sobrear.

uniformemente repartidas es igual a la traccién méxima en la barra producida por
1a sobrecarga uniforme.
La suma de las ordenadas negativas correspondienc a una barra se obtiene su-
mando, para esc elemento, todas o ordend mgaivas g I tabin Bl producto de

Tabla 62 Remmmen de o tabn de luencia de cachllo de Ia Fig 3¢

Negauas | Tracion | Compresidn

Sgtecor®®

o
as 25
o o

esta suma por la carga del entrepafio para sobrecargas uniformes es igual a la compre-
sién méxima en la barra plvﬂ\-ﬁlpmlllﬂbrwpnmfnnn:.

La suma de tod:
llwmu.mmnmmhmhmmmmmyhkh
las cargas fijas de los entrepafios son iguales, el producto de esta suma
por dich carga a gl a n fan dn barr debida o 1as cargas s, paa odos
Iﬁdmmlnlmmnmﬁmmhqumﬂrlqndpmdmm
la parte de carga fija aplcada n l udo del corddn su

obtiene la ordenada méxima positiva para un In eligiendo, para dicho
=Imlo,clv-.|ofpwnvomyot=nhubhdnmﬂm‘ El producto de este valor
sobrecarga s igual a la traccién mixima en la barra debida a esa sobre-

L misima ondenada segaiv do tmn berra ¢ obticn sigiends, pars o barr,
el valor negativo méximo en Ia tabla de infuencia. EI producto de este valor por la so-
‘brecarga aislada es igual a la compresién méxima en ¢l elemento producida por esa
‘sobrecarga.

EI procedimiento para determinar Ia fuerza de barra total debida a la carga fija y
la sobrecarga en cualquier elemento, a partir del resumen de la tabla de influencia, sc
erk i o comilerando T e ars e Uy Ly 3 crgs sguenie

L:uumuamon"«m Sobrecarga uniforme = 2.000 kg por m
recarga aislada = 5.000 kg
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Traccién méxima en t Compresién méxima en t
Fia 36(+0625) = +225 45
Unorme 18(+1.250) = +22.5 18(=0625) = ~11.2
Aislada S(+0825) = + 31 S(=0417) = - 21
Fuerza de barra total +81 ¥

Per tanto, en este caso no hay inversién de esfuer
3 Laognt carpie, Ls longind cargde o . ongitnd de I pari de mma
mmmu cargada con sobrecarga uniforme para producir un esfuerzo miximo de
in cardcter dado. Esta longitud urpdl s¢ puede determinar con la linea de influencia

el cortante positivo en el entrepaiio BC es de 12 m; para ¢l momento negativo en el mis-
mo entrepafo es de 3 m. La longitud cargada es el pardmetro determinante en muchas
formulas de impacto.

Cuando se usan sobrpcargas equivalentes, en lugar de una serie de sobrecargas ais-
Iadas, la sobrecarga aislada no esté fisicamente disociada de la uniforme, por lo que s
correcto utilizar Ia misma longitud cargada para la sobrecarga aislada que se usaba
para la uniforme; esto e, el factor de impacto de las dos componentes de la sobrearga

para calcular longitudes
n:nlm s situdo n e cntro del entrepaio mis présimo, lo que ahora clclos

(carga fija + sobre-
uw + impacto).

Si se quiere, se pueden ahadir dos columnas al resumen de la tabla de influencia
(Tabla 6.2) en las que se den las longitudes cargadas para traccién y compresion. La
inclusidn d cstos datos en ¢l resumen de Ia tabla de influencia es Gl para calcular fuer-
2as de barra de impacto en los distintos elementos.

619 Otro método para determinar lineas de lnflveacia. Sc puede seguir otro cami-
10 para construir lineas de influencia introduciendo una deformacidn imaginaria cn la
barra de la cercha o seccidn de viga considerada. Este método tiene més interés tedrico
que prictico, en relacién con las estructuras stiticamente determinadas, pero tiene

importanca para constir licas de inffuencia para structuras stiticaments indeter-
minadas, por procedimientos tanto analiticos como gréficos’.
‘Como cjemplo del ), consideremos la viga triangulada de la Fig. 6.16a en la

cantidad A, la estructura tomard la forma indicada en linea de trazos. Como Ia viga
triangulada cs estéticamente detcrminads, 0o se hallaré ninguna limitacién al accionar
el tensor; y como no habia cargas, no existir esfuerzo en ninguna barra. Supongamos
ahora que hay una carga unidad aplicada a un nudo particular, como el ;. Sea F la
tracci6n en LyL, debida a esta carga unidad. Cuando se acciona el tensor, serd nece-
sario realizar un trabajo en la estructura de magnitud +F(A), pues el tensor cjercerd
una traccién de +F en cada uno de sus extremos, ¢n la barra LyL, y la distancia total

e b de bt s d i s i oo de Ml S s ctudr ks
adelate, el Sacidn 14
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Posicién deformada da la corcha dospuss
do scclonar ol tensor

Posicién original do Ia cercha sntes
scclonar o tonsor
e

“Ur-
7
i
|
|

1 ko Tensor Trabajo=F§ +F§ <arn
Detalle dal tonsor

(@ ()
FIG. 6.16. Otro método para obtener lineas de influenca

recorrida por las dgs fuerzas F, ser igual a A, como sc ve en Ia Fig 6.165. La carga uni-
dad en L, s mover verticalmente una distancia 8,, realizando un trabajo (~1)3,).
E 20 ocgativ e debido 1 que o mvimient 4y e en diecin opeents o carga
uni

Lol esfuerzos de Ia estructura no variarén durante esta deformacion, de modo que

Ia cnergia eldstica de deformacién almacenada en las barras de Ia viga trian
debida al hecho de que cstén sometidas a csfuerzo, permanecerd constante. Como la
energia de deformacién constante, no se ha realizado ningin trabajo en la

n permaneoe
viga triangulada durante la deformacién, cuando se consideran todas las fuerzas. Ex-
presado simbélicamente,

+F@) - (@) =0
donde F=+ %‘

Si sc hubiera colocado la carga unidad en otro nudo L, consideraciones semejantes
conducirian a la conclusidn

F=44

Pero Fes Ia fuerza de barra en L,L, debida a la carga unidad por tato, es la
ovdﬁud-mtlnudnl,dehlimdﬂnﬂmdehﬁnmdehmmhh v
or de A es independicnte del nudo considerado. Podemos concluir, por tanto, que el
cordén infeior e la viga triangulada, representado en trazos n la Fig. 6.164, tiene
1a forma de Ia linca de influencia de Ia tracsién en L,Ls. La escala de Ia linca de influen-
i se determina dividiendo las flechas 6, por Ia deformacién impuesta . Si se hace A

Fi6. 6.17. Linea de influencia de foerza cn diagonal de cuchillo.
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igual a la unidad, los valores 6, son numéricamente iguales a las ordenadas de la linea
influencia.

El uso de este método de trazar lineas de influencia requiere, o un modelo de la es-
tructura, o ¢l conocimiento de los métodos de calcular las flechas. Sin embargo, aun sin
calcular las flechas, muchas veces es posible saber a simple vista la forma que tomaria
Ia estructura y llegar asi a la forma de la linea de influencia. De este modo, se pueden
situar 10s puntos criticos en los que hay que calcular las ordenadas de la linea. A me-
nudo se puede decir cudl es la posicién de las sobrecargas que produce esfuerzos mini
mos partiendo de Ia forma e la linea de influencia, y sin tener que calcular los valores
de las ordenadas criticas.

Por cjemplo, las lineas de trazos de la Fig. 6.17 representan la que tomaria
a armadura i se acortase la diagonal UsL,. Como el cordén inferior varia de pen-
diente solo en L; y Ly, solamenic hay que calcular las ordenadas de la linea de influen-
cia de 1a fuerza en ULy en esos dos nudos. Ademds, se puede deducir,sin calcular real-
mente esas ordenadas, que segin el método aproximado la traccién méxima debida

1a sobrecarga. en UL se prodicird con Ia sobrecarga uniforme de un cirepaio en
L;Juyl-;,ylaurgalnlnd;enL, El valor real de esta fuerza de
por estdt las cargas

mlupwnmd»au.
620 Problemas para resolver

Problema 6.1 Con refcrencia a la Fig. 6.18, consruir as lincas de influencia para ) cor-
tante en a; b) momento en a; € reaceidn en

L1
£
:

Fic. 618, Problemas 6.1y 6.2

*Problema 6.2 Con referencia a la Fig. 6.18 y utilizando una sobrecarga constitgida”por
una carga uniforme de 1.000 kg por m y upa concent .¢:zmk.,mkm.r.)v.,m
bacia arriba en b; b) los momentos miximos positivo y negativo en a anuwhnxn
it b.a)si
s cara e s de 200 L por m, e, con i d e o Bt s
debido a las cargas fijas mis as.
63 Paraa ctrctrsde I Fi. 619, consirir s neas d nfueni de o) cor.
tante en el entrepaRo AB; ) momento en el nudo C.

8 ¢ o £ F
> o e —

S enropetos a3 m = 15 m

FiG. 6.19. Problemas 6.3y 6.4.
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Problems 64 ‘métodos exacto y aproximado, el cortante miximo en el
cnuwo 4By ¢ miximo momento en ¢l nudo C de Ja estructura de I Fig. 6.19, producidos
S sobecatgs wifoe de 2400 e por s dbrearg comctrs de 000 kg
s e do

tante en el :nlkpnn DE ) momento e e

(Todos os corgas ent)
Sn_ sm ., m  an el
3 3
24m L&g 18] o |85
Fi0.620. Problemas 6.5 y 66, FiG. 621, Problemas 6.7 2 6.10.

Probicms &6 Calalr, po ol méodo aprosimado, o corunte misimo o o cnrpato
2,

Prbema €7 Couri o dngrams e momentospas s carasd a Figur .21
e de momentos & s carps e

entrepaio AB cuando la carga 3 esti en £ d) el momento en ¢l nudo
esten D.
*Problems 69 Para las cargas de la Fig. 6.21, calcular el momento méximo en el nudo B
de 1a viga de Ia Figura 6.10a.
*Problems 6.10 Para las cargas de la Fig. 6.2, calcular ¢l cortante positivo miximo en
el entrepaio CD de I viga de I Figura 6.10a,
611 Calcular ¢l cortante méximo absoluto en 1 viga de la Fig. 6.4a, debido &
4 s de 4000 ke por m s un sbrrys sidada de 1500 k.
Prolems 612 Cicur l momento miio abioluto dbido  dos crpas wsadas de
Stoada das 2,5 m entre da de S m
deluz.

Problems 6.13 Calcular ¢l momento miximo absoluto producido por custro cargas ais-
1adas de 6 t cada un, separadas 1,20 m ente si, que actéan en una viga simplemente apoyada
deSm deluz.

“Problems 6.14 _Calcular las fuerzas de barra miximas en 1as a y b de Ia viga triangulada
4=|.r. 622, debidas a una sobrecarga uniforme de 1.500 kg por m. Considerar la traceidn
Ia compresicn.

FiG. 622, Problema 6.14 FIG. 623, Problemas 6,15, 6.17 y 6.18.

Problema 6.15 _ Los nudos del cord6n superior de la viga trisngulada de la
en una paribola. Dibujar las lineas de influencia de o) componente oczotal de o e
Wb

1 Consnir una e de i par n s en by u,u, delaviga
inpanisde Figura 6.
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Problems 617 Calcular a fucrza de barra méxima n la barra a de Ia armadura de I Fi-
gura 6.23, debida a las cargas de a Figura 6.21.
18 Preparar un resumen de tabla de influencia de las barras o, b, ¢ y d de la
armadura de la Fig. 6.23. Incui en el resumen las longitudes
Problems 619 Para cada una de las vigas de Ia Fig. 624, construir a linca de influencia
del cortante en el entrepaio C-D y del momento flector en el

Actcutaidn
T
Ea = - E-A
2m | om | om | 2m 4m_|on|2n| am | am
(o) )

FiG. 624 Problema 6.1,

Problema 620 Para cada una de las barra sefaladas en Ias vigas trsnguladas de la Fi-
gura 625, constrir la
1 el

(o) om|

2
"IN o
® ¥ [ e
F
satsm=om

Fig. 625. Problema 620,
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Cuchillos de puente y armaduras
de cubierta

71 €l Cap. 1 se han estudiado las cargas de los cuchillos y ar-
‘maduras de cubierta (oen:hll) en los Caps. 4y $ sc trat6 del anilisis de tensiones en
Tos mismos por y gréficos, yenel Cap. 6
Jas lineas d i
mas debidas a las sobrecargas. En este up{lnln reuniremos las ideas contenidas en los
anteriores y aplicaremos estos conceptos a los aspectos mids amplios del estudio de los
cuchillos y cerchas. Ademds del estudio general de un cuchillo, o viga triangulada de
puente y de una armadura o cercha tipica de cubierta, consideraremos algunas otras
o v phs

tespecto a sus estribos, y, finalmente, se s, e de o uenin ...m.m“.
Los cuchillos y cerchas considerados s¢ estudiarén como estructu

debe enenderse, bin que en realdad forman st e catramados tidimensonaie,

Para ver por qué es admisible este procedimiento, nos referiremos al puente de tablero

inferior dc Ia Fig. 7.1, en cl que se supondré que solo actian las cargas laterales Py,

Py, Py, que estén en el plano del sistema lateral del cordén superior. Supongamos

Oigosin do
amostramiont
T « .m.:.
‘ ransversal

FiG. 7.1, Cuchillo de pucate.

que se hace pasar un plano horizontal a cierta altura entre los cordones superior ¢ in-
ferior. Considerando la parte aislada de la estructura situada sobre este plano, se verd.
que las componentes horizontales de las fuerzas de barra en las diagonales de arrios-
tramiento transversal de los extremos de Ia estructura, deben mantener en equilibrio

28
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dnnmllmﬂﬂdwldbﬂmmmhm:lqumﬂmhurwlﬂnﬂm Estas
componentes horizontales proporcionan las reacciones extremas en el sistema lateral
dnlmldbnmpmnr,qw:podlisludur,wrwﬂmmouummnﬂ.mLu
componentes verticales de las fuerzas de barra en las diagonales de arriostramiento
transversal se deben mantener en equilibrio por las fuerzas de barra en los montantes

transversal
de cada extremo actia como un cuchillo plano, que transmite una reaccion de sistema
Iateral del cordén superior a la cimentacidn.

Ademés, consideremos la misma estructura, con solamente las cargas vertiales
% Piy ... P4 que estin en el plano del cuchillo vertcal de detrds. Supongamos que
se corta a la estructura con un plano vertical, paralelo a los cuchilos principales  si-
tuado entre ellos. Las diagonales de arriostramiento transversal de cada extremo serdn
los tnicos elementos cortados que son capaces de soportar componentes vertcales. Si
Ias diagonales a pueden soportar compresidn, estardn sometidas a tensidn, o que afec-
tard a las fuerzas de barra en los montantes extremos del cuchillo vertical de detrés.
Sin embargo, esta tensidn es de importancia secundaria, por o que s admisible, y esti
del lado de Ia scguridad, estudiar Ia armadura vertical de detrés como un cuchillo pla-
0, sometida a las cargas P}, P,
Si se afiaden arriostramientos

e

0s transversales en los nudos intermedios, Ia situacion
resulta més complicada. Cuando los mudos de la armadura vertical cargada flexan ver-
ticalmente, el ariosiramiento transversal de cada nudo intermedio actia de tal modo

cirto movinieto vetical, Eto producs o e e A egeras e prticpacin cn
Inmdunvnuulmmmdl Sin embargo, si las dos armaduras

o Tk g, 50 bl s G purlpeciGa & e e, » camt de 14
e, En s pocots real, s carges vertiale o Io dos cuhilios verticales prini
pales no son siempre las mismas, pero generalmente son tan aproximadamente iguales

condiciones.
poner que las fuerzas de barra en las diagonales del arriostramiento transversal en los
fudos intermedios son nulas. Por tanto, se puede estudiar cada cuchillo vertical prin-
cipal por separado, como una estructura plana.
7.2 Estado general de mna cercha de cablerta. El estudio general de una

de cubierta incluye no solo el cdlculo de las fuerzas de barra en cada clemeato, dcidas
a diversos tipos de cargas, sino también la composicion, para cada barra de las fuerzas
debidas a cads tipo de carga, de modo que sc obtenga la fuerza de barra méxima que
puede resultar de la combinacién de todas ellas. Como ejemplo, consideremos la cercha
de cubierta apoyada en muros de la Fig. 7.2, que supondremos es una cercha inter-

FiG. 7.2, Cercha de cubierta.

 Bta aimac las com-

porciona as reaciones o sistema latea del cordn supecior.
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‘media de una serie de ellas sparadas 5 m entre cjes. Supondremos que el entramado
s tal que las cargas del tejado estén aplicadas solamente & los nudos del cordén supe-
ior. El tejado, incluyendo las correas entre cerchas, pesa 34,6 kg por m? de superficic
de cubierta; Ia cercha misma pesa 150 kg por m en horizontal, mn:lpetorepnidn
por igual entre los nudos de los cordones superior ¢ inferior. Se
dcnmdelwnwm'dgmwrﬁthmuldemoymbnd:mo iy

d:l:ueldoconhmomdumddmfomeASCE'e‘m‘lud en la Sec. L1 y 3¢
basarén en una velocidad méxima de viento de 160 kmyh. Se limitaré el estudio a las
smmmbmmmaemw 1) peso propio mis nieve sobre ¢ odnllenhkm

2)peso
cn o . it s vk, Fay o besrvar que f viato poods opAr 86 e
recha o de Ia izquierda.

Primero hay que calcular las fuerzas de barra debidas al peso propio. Para el cor-
dén inferior, las cargas en los nudos estén dadas por **%(2,5) = 187,5 kg; para el cor-
dén superior las cargas fjas por entrepaiio estén dadas por 187,5 + 34,6(2,80)5) =
72 by e carps pox enrepio, o oo a fuzat e barma e o, otk

Ia Fig. 7.3. Como las del fijas son sim
mn\qedeIlmdw:muhmmddthu&mmlmdkuhs
que conducen 2 la determinacidn de las fuerzas de barra, pues o implican nuevos mé-
todos.

2000% (et
FiG. 7.3, Fuerzas de barra debidas a la carga ja.
La condicin de cargas 1 exige nieve en todo el tejado; la 2, nieve solo en e lado
de sotavento. Calcularemos primero las fuerzas de barra de la cercha para nieve solo

. Proc. ASCE, mareo 19%, pig. 397.

eo el ldo del vieoto, it ot ccitn, Sin
embarg, cusnd s sigen 0 ecomenducions del forme e n ASCE, e combincién pariar de

o vt o I e o k8 vt o e conets S e i, st
i o Sia cmbe

ue acte como s supone ¢ I condicidn de cargas 2.
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en el lado de sotavento, y luego determinaremos las de nieve en toda la cubierta por el
principio de superposicién, cvitando asi un segundo andlisis de tensiones. La carga
de nieve en un eatrepafio esté dada por

160 x 2,5 x 5= 2000 kg

Con nieve en el lado de sotavento solamente, la carga de nicve de un entrepafio en Uy
es igual a la mitad de este valor. Estas cargas, junto con las fuerzas de barra que pro-
o0 B¢

FiG. 74, Fuerzas de barra debidas a nieve e el lado de sotaveato.

Para obtener las fuerzas de barra debidas a la carga total de nieve, usaremos el prin-
aplodemwwmén,wmnnmdnmhm 75, puuhsfutnu&ehmd:h»du

s - S

Fio. 5. Superposicion de cargas.

[quz:pudmolmn‘dthu.74Wrmﬂvﬁ)wn|subuhld:bﬂnlhsﬂrp!
corresponden a de nicve. Por cjemplo, Ia fuerza en la barra LoU,
d:hldnlhurplnlnld:mveesuul

~3360 - 7840 = ~11200

pora Ia barra ULy es igual a 0 — 2.830 = —2.830; etc. Como es una condicidn de
se ha representado solo media cercha. Las fuerzas de barra de la Fi-
ber

20 independiente para la condicidn de carga total de nicve.
La condicin de cargas 3 exige hielo sobre todo el tejado. Como la intensidad de
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Fic. 76, Fuerzas de barra debid Fro. 7.
total de icve. total de hiclo.

Ta carga de hielo es la mitad de la de nieve, las fueras de barra debidas a la carga total

de il s puedn e el Fig 16 por proporionaidad, pcs son iguales a la

mmdemdebulnlhwpmhldc i reprertade o s igara 71
una velocidad de viento de 160 kmyh, I E. (1.3) da

4= Y 1603.67 = 124 kg

jado, 1g & = 4,5/9 = 0,5, & = 26", de donde, por a Ec. (14),Ia pendiente
e vkt o e s s s

P = [007026,6) - 2,10](124) = 30 kg/m®

La succién en Ia vertiente de sotavento es igual a 0,6(124) = 7ik|/m‘ Asi, pues, para
el ado expuesto al viento, la carga de viento del entrepafio

30(2,8045) = 420 kg,
Para ¢l estudio, es preferible utilzar las componentes vertical y horizontal de la

carga de viento por entrepaiio, que son iguales a 375 kg hacia arriba y 188 kg hacia ¢l
viento, respectivamente. Para el lado de sotavento, la carga del entrepaiio s igual a

Fi0. 78, Fuerzas de barra debidas a carga de viento.
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TSRANS) = | 050 k. Esta carga tiene una componente vertical de 940 kg y otra ho-
a favor del viento de 470 kg. La Fig. 7.8 muestra la cercha sometida & las com-

pmlzms verticales y horizontales de las cargas de viento en el entrepaiio y las fuerzas
de barra para esta condicién de cargas. Las cargas de medio entrepaio en Lo y L 5e
incluyeron en el estudio, pues la componeate horizontal de la carga aplicada en Ly ori-
ha, C i se las fuerzas

de barra para toda Ia cerch:
En la Tabla 7.1 se relacionan las fuerzas de barra dadas en las Figs. 7.3, 74 y 7.6
7.8, Luego se han combinado estas fuerzas para tener la fuerza total en cada barra,

Tabla 7.1 Fucrzas de barra de ln corch de caberta de la Fig. 72

w | o | o | o
[ P I I T R - R et
e ||| .

s [ oo | o | 1258 | s | 288 oo | 3902 | 2808 || 4
v e | oo | 23 | n | 28 | e | 308 |5 | 1
[N BT R oo RECN ) RN el et R
P T e R e D e e ETIET
v | ows |- o | 22 [ e | 1222 [ | g2 | e [em|
N Y A T A B R B 0
A N I I
PR EN E I R o I
v om0 3| o] olc m|em|em|e m|ia
e |+ 03]+ 190 | ot |+ 0 | 2 B [+ e K
Uiy [ w1905 | + 4000 | 420 | v2om | <1e0 |+ 5005 | v2e3s | 42008 | 4 soms| 1

peopio;
ala carga de nieve en los dos lados; Ny = fuerza de barra debida a nieve en cl lado de
sof mente; H = fuerza de barra debida a hielo en ambos lados; ¥ = fuerza
de barra debida al vieato. e han relacionado en I tabla solamente las baras de media
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cercha; pero, al anotar las fuerzas de barra en las columnas encabezadas N y ¥, se
han llevado primero las fucrzas en la propia barra debidas a la carga considerada y

10 se invitiese, condicién que hay que prever en el proyecto. Al hallar los totales que
incluyen Ny 0 ¥ se han calculado las sumas correspondientes a las dos anotaciones.
7.3 Tensiones admisibles efecto del vieato. Cuando las barras
estén sometidas a esfuerzos producidos por cargas de viento, se suele admitir para el
proyecto tensiones algo mayores que en los otros casos. Por ejemplo, algunas. especi-
ficaciones determinan que las barras sometidas a esfuerzos producidos por una com-
binacién de viento y otras cargas, se pucden dimensionar para intensidades de esfuerzo
334 por 100 mayores de las especificadas en la Sec. 1.22, con tal que la seccién asi ha-
Ifada no sea menor que la neccsaria para la combinacién de otras. cargas que no con-
tienen el viento. Ademis establecen que este aumento del 33% por 100 es admisible
también para barras sometidas solo a esfuerzos producidos por cargas de viento.

En lugar de proyectar barras que soportan cargas e viento a base de tensiones in-
crementadas iguales a #; de las admisibles normalmente, es obvio que se obtendrin
los mismos resultados proyectando con las tensiones admisibles usuales, pero conside-
rando solo los % de las fucrzas de barra totales calculadas en esas barras, pues
F¥,f = ¥,Fif. Por tanto, al preparar una tabla de fuerzas de barra como la Tabla 7.1,
e puede colocar en Ia columna llamada Fucrza de barra mix. la mayor de las siguien-
tes: P+ N; %(P + ¥ + Ng); %(P + V + H), y proyectar la barra con los esfuer-
z0s admisibles normales.

74 Estudio general de wn cuchillo de puente. El estudio general de un cuchillo de
puente consiste en calcular la fuerza de barra cn cada clemento, debida a cada tipo de.
carga, y la combinacién de todas ellas para hallar la maxima total que ha de determinar
el proyecto. Como ejemplo, consideremos el cuchillo de carretera tipo Warren de la
Fig. 79, i fija, sobrecarga y i . Se supondrd.

% G 4 4
WL y
‘o
T4 Ak )
8 entropeios 8 75 m = 0 m

FiG. 7.9, Cuchillo de pueate de carretera.

que ¢l cuchillo, incluyendo todos 10s detalles y arriostramiento secundario, pesa 1 t
por m, con este peso repartido por igual entre ios nudos del cordén superior y el infe-
ior. S¢ tomark como peso de la parte del sistema de piso soportado por este cuchillo,
1,6 t por m, sobre los nudos del cordén inferior. Para sobrecarga, se usard un sistema

sobrecargas equivlentes consttuido por una carga uniforme de 1,3 ¢ por m y una
carga aislada de 10 t. El impacto se calculard de acuerdo con Ia Ec. (1.1). Se hallarén
s fuerzas de barra méximas por el método aproximado, obteniéndose las de cada ca-
récter para todas las barras de Ia mitad izquierda del cuchillo.

Calcularemos primero las ordenadas de Ia linea de influencia para cada barra de la
mitad izquierda, considerando el efecto de una carga unidad en cada nudo del cordén

' imi Por que?
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inferior de toda Ja cercha. Estas ordenadas se han resumido cn la tabla de influencia
(Tabla 7.2). Como no se encuentran condiciones fuera de lo usual al calcular estos va-
lores, se omiten los del cdlculo.

Tubla 72 Tubla do nfenc 4l cachle de la Fig 79

Fuera e b dbid + I caga unidad cn
B
Lo L L Ly L Ly Ly L L
Lols®| 0 | 40875 | +0750 | +0625 | +0500 | +0375 | 4025 | 40,425 [ 0
o 4120 | ¥191s | dus0 | +us | somm o
o Zioo | Zoms | Zoms ~ o
o w0 | Z12s0 | Z1om | Zomso | s o
o Ziow | i | Zeo | Cuso | i o
o . oms | o8 | 050 | ot i
o o3 | Zoms | o8 | oo | Zoxse i
o o | oso | soms | rosm0 | soiss o
o o o o o o
o o o o o o o |0
o o | | o o o o |0
o o o o o o o |
Lucgo s¢ ha preparado un resumen de I tabla de influencia (Tabla 7.3).
Tl 73 Remmen de 1 2l e bench dl cachile e o Fig. 79
o
Posdves | Neptivas | Toul | Postivas | Nepaivas | Tracién | Comprestn
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g Py Yo | s | o © o
oo, | o e S [0 @
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gu | o Cawo | o om0 «
ot | e w1 | s | Zom | a2 '
Lo, | os Zam | doas [ Coms | n a
P +169 o | voms. | —oso | x4 b
o | i +i | i | o is o
o | o o o o o
ur | st w10 [+ 4r0 [ 0 15 o
vi | o o o o g o

Anmkhmﬂmﬂéﬁ«mnﬁndﬁwdzhﬂimhmmm
siderados las cargas por cntrepaio. Para Ia carga fija, la carga del en-
trepatio en el cordén su perior cs igual & 7,5(0,5) = 3,75 1; Ia del condén inferor,
315+7s(1,6)-|5.75:.hn|.mm.p uniforme, la carga por entrepaiio es igual
a 5(1.3)-975lhmhmnmq|-uu=xpmm-ylmmﬂrppwnw
pafio, es igual

Enumae-l\mmu.m.hulmmhm las cargas fjas se ban

ve en Ia Fig. 7.10. Prir

L, Por. % e I siguicotes,
bayras como o ol
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|m|neamwmu.mwd:1.m 7.10a. Esta hipdtesis de carga supone
que la carga fija total -umﬂmanmnw,mlothummud.m
de sus nudos es igual a 15,75 + 3,75 = 19,5. Como Ia tabla de influencia cstd basada

Tabla 74 Tabl de s de barrs del cocile e I Fig. 79
(sl exerss ca oaciden)

r- Fraceion | 1= foera Toul
Barra| de barra a tama | S4r | =p
delpeso | Uniforme | Aisada | Touwl | impacto | de impacto 4541
+ 4 + + o5 |,
L, |+ 83| s as | ass [ v [voss | o
Lty | VIS | T | SUS | 9UAs | 61 | 4wz | +ioe | v
06 | ouss | —oa |-
-ns | oss 14 [ -ms | -mo
oo | ouss | 152
4635 [ 016 | %79
-35 | om 105
T [ oam | v e
-~ | oms | -
S [ 0an |+

vty

[ (-

en la aplicacion de las cargas a los nudos del corddn inferior, las fuerzas e barra para
esta condici6n de cargas s obtianen multiplicando, para cada clemento, Ia suma de
todes e oedcanda do b ek de e por o cargn it el A etcpls e

Fig. 7.106, siendo
elvalmlueldehw-ﬁlwmumhddmdénnpmm Este andliss de ten-
nes es extremadamente sencillo, y da como resultado, segin sc ve en la figura, una

I EE

m‘? Simrevects
{lSZSFﬂ’“ e
N.'IWSK‘!M miﬁmm 575 1575 1875

@

Fio. .10, Chlculo de fuerzas de barra de las cargas fjas.
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fuerza de barra.de 3,75 en todos los montantes y fuerza nula en los demds clementos.
Si se superponen las cargas de las Figs. 7.10a y b, sc hallan las de la Fig. 7.10c, que coin-
ciden con la carga real. Por tanto, se pueden hallar las fuerzas de barra correspondientes
2 Jas cargas fjas superponiendo las calculadas para las Figs. 7.10a y b, Para resumir,
s¢ pueden hallar las fucrzas de barra de las cargas fijas para un elemento dado, como
sigue: 1) Se multiplica I carga fija total de un entrepaiio por la suma de las ordenadas
de Ia linea de influencia. 2) A las fuerzas halladas en el paso 1, se resta, solo para los
montantes, la magnitud de la carga fija el entrepafio del corddn superior.

si no estuviera uniformemente repartids, para hallar las foerzas de barra

par

Enlloolmmdluimkumumllmmplsmyh traccion méximas de-
bidas a la sobrecarga uniforme. Estos mmnmmﬁpﬁameh-omm
por entrepaiio (9,75) por Ia suma de las ordenadas negativas, respectiva-
et de 1a lnea de influcia En n siguicts ol s has v b g rac.
cién y compresién debidas a la sobrecarga isiada. Estos valores se han obtenido mul-
ﬁplmmhuq.-ﬂ.dnmrmlnpﬁo (10,0) por las ordenadas méximas positiva

de influencia.

tiva, respectivamente, de Ia linea se han obtenido las fuerzas
toils debidn I sobrecar de cada carcter ‘sumando los efectos de las sobrecargas
uniforme y aislada.

A continuacién sc llevan s fracciones de impacto, calculadas de acuerdo con la

ﬂnﬂnwﬂbenh:ﬁmmﬂemmuhgebidn-humﬁp sol
. Hay que obscrvar que se han seguido anotando en la tabla las fuerzas
dmdu.x.nmmy impacto de los dos caracteres, hasta cstar seguros definiti-

de un cuchillo, hay que considerar fuerzas de barra debidas a otras causas, tales como
urpldevmln,mmbnﬂn‘ohlwnhxdehlﬂlﬂlﬁp.mbveﬂlvxelmp‘lum

d:hsd.n-l viento, mmumm..nnn upﬁnlowmmrel :l\ldlodelo-m-
Iaterales.
5" et de etuers. En ol cuchillo de carretera estudiado en la Sec. 7.4

pmyuouuvohfundn.mmumdend-um Al preparar Ia Ta-
bla 7.4, sc obtuvo Ia fuerza total debida a carga fja mds sobrecarga mds impacto, su-
‘mando mphnmuhx!hamaehmdesuu;bumu.muum
ﬁusdomdwnd:mehmﬂm ULy, las de sobrecarga ¢ impacto excedian de la
carécter opuesto ent

tre si.

o e sl ln intrpeacitn de et condicidn s . siguinte; Segin I poskién
la-sobrecarga en Ia estructura, la fuerza de barra total debida a peso + sobrecar-
p+nnmwd¢=mm6nompu-6n Este cambio de esfuerzos cuando la
sobrecarga recorre
M.mmamzuhwunmoummum.
vador que si se usaran los esfuerz0s admisibles normales con las cargas totales
PS4+ T e mqunplmmqn:ﬁ:mhmbhwqu:mlmufu«-
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208 alternados (inversiones de esfuerzos) tienen lugar sucesivamente durante un paso
de la sobrecarga, se incrementaré cada uno en un 0 por 100 del meor... Si los esfuer-
208 de la sobrcarga y de las cargas fjas son de signo opuesto, solo se considerark el
70 por 100 de los esfuerzos de la carga fija para contrarrestar a los de Ia sot
temeate con esa especificacitn s necsario proceder al clculo d lasfucr-

de esfuerzos. Como sc usan los esfuerzos normales con estas cargas aumentadas, se
obiae un proyto mds conservadorqu c s caon
‘especificacil

oo, consi ULy:
Carga fija +138 0,7(+138) = + 9,65
Sﬂhmzm + impacto +29.5 -193
,J
+ 4.8 = 9,65(0,50)
+481¢

Semymr(:l:lmww-mi!ﬁlﬂmdmﬁmdehm.
e ma rolaci

nmdmmwmnm)mnmumm.mgmu
o 5

diagonales de traccion. Si el cuchillo solo tuviera que soportar cargas fjas, como se
vemuh.ma,nﬂmuud las diagonales de tracsién en todos los entre-
‘paiios, pues se podria elegir L inclinacion de tal modo que esas cargas fjas produjeran

NNAAA [

P11 Bags te g .
solamente traccién en las diagonale. Ciando se consideran sobrecargas, siempre es
debido

el cortante resultante de la cirga fja, las sobrecargas y el impacto, como un elemento

de traccidn.
Alpvmmumwmwaummyuwma
os entrepaiios ea que se necesitan diagonales auxiliaes. Suclen ser mis necesarias en
Ios entrepados mis mmdmumﬂhwdwumd:hmﬁpu
‘menor los ex caricter opues-
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Fi0. 712, Estdio de cachil con disgones ausfars.

10, 00 mayor que ca losextremos , por tano, es s ficil que I supere. En I Fign:
ra 7.11b se muestra un cuchillo tipico con diagonales auxiliares, en el que dichas dia-
‘gonales figuran en lincas de trazos en los cuatro entrepasios centrales.

Para aclarar la determinacién de las fuerzas de barra méximas en un elemento de
un cuchillo con diagonales auxiliares, consideraremos el célculo de la compresién mé-
xima en ULy de Ia estructura de la Fig. 7.12a. Se puede trazar una linea de influencia
que mucstre c6mo varia Ia fuerza en UL cuando una carga unidad recorre el vano.
Sin embargo, 00 s pued usar cn liea de influncia para dterminar c6mo hay que

UsLy por
muwoawwmwe.mmmml-wmmmmou
‘auiliar en cada uno de los dos entrepafos centrales. Esta condicion variar para dis-
tintas posiciones de la carga unidad. Por cjemplo, con la carga unidad en L, cstarén
s Uy LU, mintss que ULy y UsL, tendrén tensién nula, mientras que
con la carga unidad en Ly, estarén en accién ULy y Ly, y no tendrin tension LyUy
¥ UsL. Por tanto, las distintas ordenadas de la linea de influencia corresponderdn a la

ctmctras dferntes, y entles cicnstancias o se curple e pricpio de s
perposicién. La compresion méxima en ULy debida a las cargas fjas y sobrecarga mis
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impacto, depende de qué diagonales stén en accidn bajo I carga fofal que produce esta

compresidn.

Para simpliicar este cjemplo, supongamos que las cargas fijas por entrepaio cstin
aplicadas solo al cordén inferior y m'nlallsl)l,quhwbvuvpmlffmmpﬂr
entrepao es de 100 ty que la sobrecarga aislada s de 12,51y se desprecia el impact

Enthiulllbne:mustrlnI-umnummquwﬁlmmurlndia-
Ta Fig. 7.126, UsL no puede
estar sometida a esfucrzo, como s¢ ve aplicando el método de los nudos al U. Si ac-
llhnmnwmhﬁ[JIk mmmumummmﬂm
€ UL, como se veria aplicando el método de los nudos a L,. Aun con
i LUy y Usly
m&lndupuhmﬂmmmhﬁ;ﬂuh:mbmmnm
como se representa para producir la compresion méxima en UsLs. Este caso es posible,
ot ULy UyLe vemen 1as dos tracion, y conduce & una compresién realant
—1,65 t en UsLy. Si las diagonales acttan como en Ia Fig. 7.12¢, sc obtien la misma
compresion de — 1,65 t en ULy y s también un caso posible, pucs LyUs y LaUs estén
sometidas las dos a traccidn.
Por tanto, podcﬂw.@ed\n(q\l:hmménmhm.quedﬁpnﬂuﬂmm

Oumun-eﬂdlﬁemdilpmnlu hmhquhmlldﬁzmmm
influenciados por

sayado 10 son vilidos hasta que las fuerzas calculadas para esas barras indiquen que
soportan realmente traccidn.

7.7 Pucates movibles. Generalidades. Cuando la topografia del emplazamiento de
unpmuuulqu-qummhmmm.hwm.mh»

se puede
bie de poca s,
Puentes bascalastes. Unmhhmnuwdemﬂutawmmuundn
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mien-

Enhl-‘u,v
hmllnu![pm ummmmmmmmeun,qmwmhmlk.
vano. La potencia por el efecto del

mnlnpao c

nmd.u.mwnmmmuwmumnymmnumo

doxnhtunehqle(lnmo‘n-F.h[mmumhmmn:lmmvmhmmul.
y Fy la correspondiente a la misma barra después de que se ha colocado vertical (esto
L ekputs & girar 50° desde 5 st de cerad), siendo fcles de calelar los
dos valores por los métodos ordinarios. Cuando el puente estd parcialmente abierto y
el cordén inferior forma un dngulo & con la borizontal, como se ve cn’la Fig. 7.4, s¢

Fio. .14, Pueate basculante, pacialmeat abieto.
lar y otra paralela al cordén inferior. anmpmm ites perpendiculares al cordon
e produciin ez e bam g  Fco & it e s componccs
paralelas a este cordén originarén fuerzas iguales a Fy sen a. Por tanto, para un dngu-
Io  cualquiers, la fuerza de barra total de las cargas fijas Fy en cada elemento estard
dado por

Fp=Fysena+ Fycosa (a)
Haciendo Ia derivada de Fp respecto a a igual a cero,
%xl‘,ml—l‘.mu-ﬂ
de donde tg « = Fy/Fy. Sustituyendo este valor de « en la Ec. (a),
=VvFFF 01

Max Fp = Fy +Fu

Fy Fu
VR + P VR +T
Cuando esth ¢l puente cerrado, fa reaccién de las cargas fijas en el extremo libre
serd nuls, pucs el contrapeso mantiene las cargas fijas en equilibrio, pero las

* Ver O, E. Hovey, eMovabie Brdgess, vl 1, pig. 21, Joha Wiley & Sons, Inc., Noeva York, 1926,
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cargas producen reacciones en ese eatremo, del mismo modo que para un tramo sim-
plefnente ado.

79 Paeat demsber. Cutndo n disanci itee neosria n boriamm s mayor

quummmmaummhmumM emplco
deun presentado en la Fig. 7.15. El tramo AB

AVINZANLN

FIG. 7,15, Puente clevable en vertical.

s¢ levanta o se baja verticalmente por medio de cables que corren por poleas en D apo-
yadas en lo alto de torres. La potencia motriz necesaria para cste movimiento sc reduce

los cables. Por el contrario, las sobrecargas del tramo movil producen reacciones en
lnpihs,lyl.rqnmv-mm
710 Pucates giratorios en borkoatal. Los pucntes giratorios en horizontal

o 3
ficie en horizontal. Pueden ser del tipo de apoyo central representado en la Fig. 7|&
o del tipo de apoyo circular de la Fig. 7.16. En los dos casos, l puente se abre hacita-
dole girar horizontalmente alrededor del eje vertical. Cuando esté abierto, los dos tra-
mos vuelan desde la pila central y son estéticamente dzl.zmmxdu Oundneﬂiw

ALZADO

NN

PLANTA
)

Fic. 7.16. Puentes giratorios en horizontal.
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‘Cuando un pucate giratorio esté cerrado, las reacciones del peso propio producidas
n s exrems exteriores d T strocturn dependen del oo e reyecto & tos o
tremos tocaran justo a sus apoyos, cuslquier sobrecarga en un tramo originaria una
clevacién en el extremo opuesto del otro, lo que se evita, generalmente, clevando un
poco los extremos cuando estén cerrados. Se puede calcular la reaccién de la carga fija
ummnquqmmhmummmmm-hwmmkm pucsto.

711 Pocates oblicaos. i los estribos 0o son perpendiculares al ¢je longitudinal
de un puente, se dice que éste ¢ oblicuo. La Fig. 7.175 muestra Ia planta de una de es-

1 misma inclinacién, de forma que las dos esiructuras transversales extremas cstén
en ¢l mismo plano, lo que puede dar origen a una péndola (barra de suspension) incli-
‘nada, como la a de la Fig. 7.17.

(@)

>

A 7
5 T\ &
FiG. 7.17. Pucate oblicuo. -

Cuando s estudian Ias fuerzas en las barras de un cuchillo de un puente oblicuo,
se puede seguir el método general empleado para un puente perpendicular a sus estri-
bos. Sin embargo, para las sobrecargas, hay que tener cn cuenta la irregularidad del
tma d e, que aliear o Gt 3 el d T sabrecarg por ctrpaB,
que 0o es la misma en todos fos nudos.

712 Problemas para resolver
Protima 71 Pur b o de wdo s curps de S 12:

@) Calcalar min do calt ekt s oo b chomerd e b
ot doit

b pnudnln{u«mdzhlnu s e ) oo 0 s d a Tabl 7.,

4para qut clementos,si bay alguno, las condiciones de carga dl apartado a) son las determi.-

tivo, determinar la fuerza de vuelco para la que hay que cakcular cada anclaje, admitiendo un
factor de seguridad del 50 por 100 cn esta fuerza.

; , 7. i
Wiy g ke

Ilﬁmrl.hwbm:lndcuveﬂdeIwklwlll’de-kpmmhnnzmuldzmaymn
Las cargas de viento se caleularda por Ia férmula de Duchemin, basadas en una intensidad de
e de vt de 00 kg po ' d speil vt Ol I+ e st en cada
e s s de s combiacions b s S ) e

n;.mnnm 2) carga
ones). {Qué forza de bama determinard el proyecto d cada una de ellas?
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0 ko
50 kp
s m
125 ko
2 845 we FiG. 7,18, Problema 7.2
Prdleme 73 B o cukil ds prests do o Fig. 719 fguren bt

pao en toneladas. El cuchillo cs sometido a una sobrecarga uniforme de 2,0 { por m y a una
l-hdldt7ilﬂlyqnemdda‘rdmwmdemﬂomnllﬂ:(n Prpara u ubla
. €n In que e in-
iy Al gob b hperahodetes oot kb
2 %
78 77 Y

z
0"
. Fio. 7,19, Problemas 7.3y 74,

. ok mpecto, shreca s bnpaca, sl B e obearys b impecte, Pars

st o método aproximado. Dar las foeras de bars e Ambos camcters
T — Combior s ferasde barsde cargas s co s d sbrearps ¢ mpac-
to a) por adicién opoteacionss de
sometidas a inversidn de esfuerzos.

“Probiema 74 Suponiendo que las diagonales del cuchillo de Ia Fig. 7.19 solo pueden s0-

Probiema 75 Fig. 70
entrepao cn toneladas. Las diagonakes solo pueden soportar traccidn. Sobre e cuchillo ac-
i e st sobrcars: unforme, 1.4 o ;i 001 iy g e f
pacto «Momu&uumhr ‘e barra mixima debida & Ia carga fia mis
sobrecarga mis impacto en a) Ly
o ey
[

70 /5 U )

«
L I P10, proboma 15,

{Probema 76 L Fig. .21 epresaia un tramo besculanis sobre o que actan s carpas
s por enirepafo, rese
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N

0
L}
£

0 00

Fic. .21, Problema 7.6. 4 v20m

ba alcon-

@ . .
wrapeso, on o ramo e psiciin e, como 4 .

b Calulara o un ingulo
4030 s oo o e e L

) 1Es apicabe o méiodo uiaado en'b par detrminar I focza i <o 1a ba-
m LU

Problema 7.7 La Fig, 722 representa un cuchillo de puente girstorio en horzoatal sobre
o u i s carps s dde, 0 . Los o o s sl -
ot i

3 Coads

o Lo 24y L b 6, calcular las reacciones en Lo Ly con ¢l puente ce-

e i base de
1asrescciones comespondients l apartado .
25 25
s s e b P
(78 U v Yoy fim
% /I\ /\ %
2 /( 5 |an
N
B |a & b gty |5 & |6 A7

e 29m=gin

Fi0.7.22. Problema 7.1.

18 Pn 2 il
en la Fig. 7.23, ¢l peso de a via y traviesas es de 1000 kg por m e via: el peso de cada

FiG. 723, Problema 78,
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larguero, incluyendo accesorios de 250 kg por m, y ¢l de cada viga de tablero, incluyendo acce-
sorios de 350 kg.
@) Calcular Ia parte de los pesos por entrepaio que actsa sobre la viga principal AB, apli-
‘cados por las viguetas de tableo en los nudos C, D, E'y F.
5) Si la va estd sometida a una sobrecarga uniforme de 10.000 kg por m sobre foda Ia es-
4qué sobrecargas aplican las viguetas de tablero  Ia viga en los nudos C, D, £ y F?
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Estructuras para grandes luces

8.1 Introducciéa. Cuando sc utlizan estructuras simplemente apoyadss en sus
extremos, los momentos flectores & que estén sometidas aumentan répidamente al ha-

pero e Ia realidad l peso aumenta al hacerla ésta, por lo que el momento crece més
répidamente que con ¢l cuadrado. Como los esfuerzos en los cordones de los cuchillos
o vigas trianguladas dependen de los momentos que soportan éstos, las consideraciones
‘anteriores tienen gran importancia para el proyecto de cuchillos, lo mismo que en el
caso de vigas.

Para que una estructura sea econmica, es aconsejable, en el caso de grandes huces,

dﬂwmupmhmwumdnhllmhmmmndulm

‘con voladizo (camtilever). Gemeralidades. En una estructura con
vomnmmmmmmmmllmmmnmlmdm
mento positivo, apoyando una viga de longitud menor que Ia luz total, en n
voladizo que actiian con momento negativo. La estructura de fa Fig. 8.1 representa usta -

Voledizo
H UIHHII!I L

Fio. 8.1, Construccidn con voladizos.

coistrucsién cantilever y ¢ esthticamente determinada. EI momento miximo en la
viga BC es igual a
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El momento méximo en el tramo en voladizo AB se produce en A y vale
w2\ (L) (B\ (L) - ~hel
2 g 6/\i2) " 72

Si s hubiera usado un tramo simple de longitud L, el momento méximo habria sido
+ LS. Por tanto, o e caso particulr, I reduccién del momento méximo produ-

cido por la adopeién de los voladizos es de wL?/B & S6L?/72, 0 sea, alrededor del 45
por 100. Se puede |d\v=r que ¢l momento miximo no es el tinico criterio por ¢l que se
puede juzgar el de factor impor-

tante para determinar qué estructura convien utilizar para un vano dado. En el pro-
yecto real hay que tener en cuenta los momentos y cortantes a todo o largo de la es-
tructura, calculados para todos los tipos de cargas, incluyendo

En muchos casos puede ser dificil conseguir el empotramiento en los apoyos 4 y
D de los voladizos AB y CD de la Fig. 8.1 Sin embargo, el mismo principio de vola-
dizo estd presente en la Fig. 8.2, en la que sc ha eliminado esa dificultad. Los momentos

HlI11llll!llllllllHlHlIllllIHllll

/6

bl

Fic.82. Puente cantilever tiico de viga compucsta.

en esta estructura, entre A y D, son idénticos que en la de la Fig. 8.1, pero los de A y
D los resisten los tramos laterales AE y DF. Por ejemplo, la reaccion en £ y la carga

profeso.
En la estructura de la Fig. 8.3 s¢ ven algunos de esos dispositivos; la

i
similar,
2 uno u otro lado del nudo b.

La en c permite la aplicacion de IM, = 0  las fuerzas que actlan a
uno u otro lado del nudo c; pero en ugar de utilzar Ia articulacidn en c de este modo,

la
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sl Ta 7
eI L ey
I ]

2
21 entropatos 8 75 m = 1578'm

FiG. 8.3 Puente cantilever tipico de viga de oclosia.
‘generalmente es més conveniente la interpretacién gt Comohny articulaciones
enbyenc, labama
2 perpendicular a be, adear,brmmwmonmhﬂj Pmumo,-emm
p:rpmdmlua

gmwu.mrlnquxmmum..u.o-h-ﬁ.m..qu-m.n
2 un lado de la seccidn B-

rurunm.mdgmxwhmdemmm disponemos de las
sicte ecuaciones independientes que siguen:

(1) IM =0  para todas las fuerzas que actian en la estructura

() IF, = para todas las fuerzas que actiian e la estructura

(3) TF, =0  para todas las fuerzas que actian en la estructura

@ IM,

() IM, =0 iculacién b

(6) IF, =0  para todas las fuerzas que actian a un lado de la seccién A-4

(7) ZF, =0  para todas las fuerzas que actian a un lado de la seccién B-B

Hay también siete reacciones independientes, Ry, Ry Ris Ry R,,R.,M,y
pde comprobr que I cietirs s sttt deerminads con

ierzas exteriores ¢ interiores, teniendo en cuenta que dnﬂlwwlvhldeblﬂ'l!ﬂsi

m:ld:mﬂ)uumddaﬁedddenwmﬂxln-lz

84 Andllis de teasiones en cachillos cantlever, Para determinar

Ias reacciones de
la estructura de la Fig. 8.3 debidas a las cargas representadas, se puede proceder como
by 7 K e pue.® procadec €

Aplicando ZF, = 0 a la parte de estructura a la izquicrda de la seccién A-A; sc ve

Aplicando ZF, =o.‘-§.‘|.n=‘mur. se ve que R

A;iumm.-n.upmdemumummd.dmmwn:
FRYONTS) + R2NTS) =0 R, = ~3R,

Aplicando EM, = 0 a la parte de estructura a a izquierda de Ia articulacién a:

~(E0)K73) + A.,(uxu; + (=3R,)ENTS) Ry=-125
=3(-125) = +37,5
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Aplicando IF, = 0 la parte de estructura a la izquierda de la scccion B-B:

—1254+ 315 - 50 - Ry =

Ry, =425

Aplicando ZF, = 0.8 Ia parte de estructura a la derecha de la seccion B-8:

4R, +Ry=0 Ry=-R,

Finalmente, aplicando ZM, = 0. Ia parte de estructura a la derecha de a:
~250)7,5) — (=R, )4X1.5) — R,OK7.5) = 0
Ry= =15 Ry +15

Mochas veces s pundn splar as cnmcioncsdipite n e arden: poro
i Ia estructura s estable, se obtienen los mismos resultados i
orden seguido.

Una vez conocidas las reacciones, sc pueden calcular las fuerzas de barra por los
‘métodos habituales usados para los cuchillos cstéticamente determinados. Como ¢l
estudio se hace para una carga unidad en cuslquier nudo, la construccidn de lineas de:
influencia de reacciones o de foerzas de barra no contiene ninguna dificutad especal,
‘aunque a veces conviene construir primero la corespandiente a una reacsidn o fuerza
de barra distinta de la deseada y utilzarla luego como dato para trazar la definitiva.

Como cjemplo, se puede constuir la linea de influencia de la barra a de la estruc-
tura de la Fig. 84a. Primero se traza la comespondiente a la fuerza en la barra FE,
calculando esta fuerza tomando momentos, respecto a D, de las fuerzas que actian

12 m|

4

Fuerzs on 1a bams 0

Fio. 8.4, Lineas de infloenca de fuerzas de barr tipicas.
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en la parte de estructura entre D y la seccidn M-M. Luego se dibujard la lina de in-
fluencia de Ia fuerza en la barra a, calculando dicha fuerza tomando momentos res-
pecto a G de las fuerzas que actian en la cstructura entre las secciones M-M y N-N.
Las fuerzas que intervendrén en las ecuaciones resultantes serén la de la barra FE, la
carga unidad aplicada y Ia propia fuerza en a.

contiamss. La reduccion del momento méximo que se obtiene al
acortar la luz efectiva en la que existe momento positivo con la construccién con vo-
Indizo, s puede consegir también de un modo simila por I contnuidad de  atrc-
ra,
La

d Fig. ss,.mm bai
te repartida, como se representa por la linea de trazo ABCD. En los puntos By C. el
‘momento cambia e cardcter, con lo que la curvatura de la viga flexada se invierte. En
esos puntos (llamados puntos de inflexion) el momento flector es nulo, por lo que la
curva de momentos de la viga AD es igual que seria si hubiese articulaciones en €s0s
puntos de inflexion. Por dificultades de construccién para consegir los momentos de
empotraninto en A 9 D e erucures de largas e, s pueden bt lmiaconcs
Parcalesal cambio de pendiene en 6208 pustos aadicedo tramos laterls, como 32
ve en la Fig. 8.55. La situacién de los puntos de inflexion B’ y C' dependerd de la re-
Iacidn de luces . El cuohillo continuo de la Fig. 8.5 posee las mismas ventajas de con-
tinuidad que la viga continua de Ia Fig. 8.5b. Con cinco reacciones independieates, estc
cuchillo continuo es estticamente indeterminado de scgundo grado, y su estudio se
basaen moquu:na\mmmulupmpldmudﬂlusdzllmnmn
Sin embargo, suprimiendo algunas barras s puede hacer un cuchillo continuo,
chillo Wichert", inventado y patentado
por E. M. Wichert, de Pittsburgh, Pa., en cl que se suprimen las barras verticales sobre
los puntos de apoyo intermedios, y que.esth representado en la Fig. 8.6. Esta estructura

wig/m
0 I A
who/m
) | O e S
f‘~;______,, ,Z,“— 0 .
a . o

1 i

Fic.85. Estructuras continuas.

© Véase D. B. Sciaman, «The Wichert Trusss, . Van Nostrand Company Inc., Nueva York, 1932,
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s i 1
| o | 4
S ] .

FiG. 86, Cuchillo Wichert.

tiene 40 barras y 4 reacciones, es decir, un total de 44 incbgnitas; hay 22 nudos y, por
tanto, 44 ecuaciones de la estitica para determinar las fuerzas interiores y extriores:
por consiguiente, tiene ¢ nimero exacto para ser estéticamente determinada y en reali-

dad lo es, tuando se dan ciertas inclinaciones a las barras a y b, en cuyo caso
es posible que sea geométricamente inestable, caso que se reconoce por los resultados
incompatibles que se obtienen al aplicar las ecuaciones de la esttica.

Para la o 4 de la Fig. 8., sobre la que actia Ia carga representada, la apli-
cacién umquk.-ﬂvhndﬂmmm

derech: d:hm&lﬂ}lympunmhqne
todas las reacciones verticales estin dirigidas hacia ariba,

—Ro(5)10) + X1 =0 X, = +3Rc,
Y=+, = 42K,
Tomando momentos respecto a D de las fuerzas a la izquierda de la seccién M-M,

+R4,(5)0) - S03)9) - X,(15) =0 X, = +3R,, — %0
V= AKX m +2Ryy -

Aplicando ZF,

0al nudo B,

4Ry, + 2Re, + 2Ry, — 60 = 0
de donde
=60 - 2R, - 2R,

Como la ecuacién anterior expresa la reaccion en el centro en r...m.sn de las dos reac-
F, = Oatoda

la estructura. Para EM,, = 0,
+500)9) — (60 — 2R, ~ 2ReNH9) — Re,(1049) = 0
Para £F, = 0,

4y = 50 + (60 — 2Ry, — 2Re,) + R,
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La resolucién del sistema formado por cstas on sacions cod 1 = 420
Ro,= =10, de donde Ry = 0 - 2(+20) = 2-10) =

Cmumhmrnnallﬂm.dzlmadnmmdlcho‘plnmnrpumdulenm
ylas foer-

zas de barma.

86 Arcos. Generalidades. Otro método para reducir los momentos méximos en
las estructuras de grandes luces consiste en adoptar una disposicién estructural en la
que las cargas verticales aplicadas producen reacciones horizontales, que acttan de
ulmmqmlmmmmmqupmdmm-dmmwdnmmmmm
tirian en otro caso. La Fig. 8.7 representa un arco, que es una estructura que produce

— ML__‘

w [

L o
PRTE) L [yt

A
b (Rodilio
LA
A
P, Myt
Fic. 88. Viga curva. Fi6. 89.  Arco tri-articulado.

reacciones horizontales de empuje cuando est sometida a cargas verticals. Ese arco
‘particular es del tipo bi-articulado. Las reacciones vertcales de esta estructura se pue-
den determinar por a estitica, tomando momentos, respecto a Ia articulacin de un
extremo, de todas las fuerzas que actian en el arco, cuando actia Is carga P represen-
tada, tienen los valores dados en la figura. La relacion entre las reacciones horizontales
Ry ¥ Ry s¢ puede determinar por Ia estitica (EF, = 0), pero solamente sc pueden
hallar sus valores reales con un estudio eldstico, pﬂumnmlmlummumdqzn
dientes este arco bi-artculado cs indeterminado cn
Slnmmluymhtmxlméndeun:xuumpornnmdl.\le,eomnwveenhﬁ-
gura 8.3, Ia estructura no seria un arco, sino una viga curva estéticamente det
¥ el momento flector en el punto de aplicacidn de la carga igual a P(1 — AKL. Si
h.mpm arco bi-articulado de la Fig. 8.7, este momento se reduce en R,.b.
hacer que un arco sea estiticamente determinado colocando una tercera
xm:ulu:lénmun plmlommmdm Illnnnnllcllv:,ldﬂnlsdeh!dmd:hsu
tremos, Esta est da en la Fig. 89, es el arco ti . Tiene cua-
tro reacciones md:pmdlenm se pueden aplicar tres ecusciones de la estitica a la es-
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sy -
a la articulacién C de las fuerzas que actian 2 wio u otro lado de la misma. Asi, toman-
do momentos respecto a 4 de todas las fuerzas que actian en la estructura, se obtiene

Ry, = +50(%0) = +10
De igual modo, tomando momentos respecto a I articulacidn B, R, = +50%) =
+40. Ahora, tomando momeatos respecto a C de las fuerzas que actian en la parte
de cstructura  Ia derecha de esta aticulacidn,
+RyO) ~ 1005 =0 R = +166

Aplicando EF, = 0 a toda Ia estructura, Ry, = +166.
" mommeat oa o posto e aplacion d I carge st dado por

My = +40(6) - 166(7,50) = +1155m ¢

Para una viga simplemente apoyada con la misma luz y carga, el momento en la
carga seria i .+lms)-+uom,pmnquummmonmmnmdmdo

10 existe ea la lpvyd s enpl, I compresin 1 la cave C
mmuhnupmqmummmm es igual a la reaccidn horizontal,
por o qu pura a caga consideada ene un valor de —16,6 L. No obstante, gencral.
‘mente ¢s mds némmmpﬂmﬂrﬂwrmedlud:dumwhumnnmqu
por el esfuerzo axial es presidn, hay que propor-
awumbwmmdpndmdnm

del arco tri-articolado de celosia. Los nervios AC y BC del arco de
l-)’n;s9nw¢dm por armaduras, como s ve en Ia Fig. 8.10. Como en esta
st ey i éucloon; e ol i v fo po

articulacidn en e que exste realmeate, pues la barra EF, represent trazos, estd
unida en sus extremos de forma que no puede soportar fi

p S

AR
fon [ 6m 673

oy

Fig. 810, Arco de celosia tri-artculado.

Las reacciones de esta estructura se pucden calcular como sigue: Tomando mo-
mentos respecto de a de todas las fuerzas que actdan sobre Ia estructura,

+50(10) + 100(2)(10) + 150(6)(10) — R, (8X10) =
R, = +14375¢
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Haciendo IF, = 0 para todas las fuerzas que actian sobre a estructura

4Ry = 50— 100~ 150+ 14375 = 0 R, = +15625t

Para obtener Ry, aplicaremos EM = 0 respecto a Ia articulacién e, considerando las
fuerzas a la derecha de este punto.

+150(2)(10) + Ry(16) — 14375@K10) =0 R, = +172t

Como ZF, = 0 para toda Ia estructura, R, es también igual a +172 t. Se podria haber
calculado R, tomando momentos respecto & e de las fuerzas a la izquierda de esta ar-
ticulacién obteniendo

+16,254)(10) — Ry (16) — SO(3)(10) — 100(2)(10) = 0
R = +I72t

Al calcular fuerzas de barra, no debe omitirse el efecto de las reacciones horizonta-
les. Por ejemplo, para calcular Ia fuerza en G, tomando momentos respecto a f de las
fuerzas a la derccha de Ia geccion M-M,

+150(10) + 172(15) — M37500) — Fro(8) =0 Fpg = —4651

S! o bayclguns cargscmre e atintctn df st y o de oo etrencs de
1a armadura, tal que pase
purllnmcuhnén central, porque el momento respecto a ésta de las fuerzas que ac-
than cn eso lado de la estructura ha e ser nulo. Asi, si consideramos la accién de una
wpnndldvuumlmlmhmnmnrth %; como la reac-
in resultante en § la linea de 2

R = +40%) = +%s

Este hecho es conveniente muchas veces en el andlisis, particularmente en la construc-
cidn de las lineas de influencia,

Si el arco tri-articulado de 1a Fig. 8.10 estuviera sometido  cargas iguales por en-
trepaiio en todos los nudos del cordén superiot (0 en todos los del inferior), s¢ pro-
ducirian las siguientes condiciones de tension: 1) La fuerza en cada barra del cordén
superior serfa nula. 2) La fuerza en las diagonales seria nula. 3) La fuerza en cada mon-
tante serfa igual a la carga por entrepaiio del cordén superior. 4) La componente hori-

erior

similar
tura de Ia Fig. 8.10. Primero trazaremos I linea de Ia parte de fuerza correspondiente
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50l aIa carga unidad y ls reacciones verticales. iones tienen e
valor que tendrian s se tratara de una viga apoyada en sus extremos, I linca de -
Mmtuuﬁlmbndehﬁnusuuﬁuulnwnmvﬂmmlumumndnh
sobre el centro de momentos , en cuyo punto la ordenada cs
—V("V)x —3,75, como se ve en la Fig. 8.11a. Ahora construiremos la llnu d: in-

e ¢ ooy
It -r

Fio. 811, _Lineas de influencia para el arco
dela Fig. 8.10.

fiuencia de R,, = nuc.undnhumm-dnmm.a=4.zn“ymm

secuencia R, (que cs igual a ¥R,) aumenta linealmente. Cuando Ia carga esté en £,
khuwny(+y)-+1ji Po'unmhlhndemﬂmndcl«ﬁmm
que va desde cero en A hasta +1,25 en E. Por un razonamiento similar, considerando
las €n g, s¢ ve que Ia linea de influcacia de Ry, = R es una recta que va de
+1.25 €n Ea cero en I. En la Fig. 8.11 se ha representado csta linea. La fuerza en la
barra FG debida a las reacciones horizontales cs igual a

+RA('F) = +3Ry

Por tanto,a inea e influencia para stafraceidn de I fuerza e a barra FG es un tri-
+3(+125) = 4375,
comnnvemllﬁ;!l[chlhud:mﬁlmdehﬂnmmﬂ en FG sc halla ya
las de las Figs. 8.11a y c, obteniéndose Ia de Ia Figura 8.11d.
Seohunuiqu:lhukmlhpmlhndemﬂmunuhmmd:bhm—
‘ceder, pues una carga uniforme sobre toda la estructura no produce fuerzas en las ba-
rras del cordon superior.
89 Arcos

2 y0s,
alcjado. No obstante, se pueden hallar las reacciones por Ia estética. Considerando la
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FiG. 8.12. Apoyos a distina alura.
Fig. 8.120 y tomando momentos respecto a a de todas las fuerzas que actian sobre la
estructura,
+50(20) — Ry,(6.5) — R,,(80) =
de donde
Ry = +153 - 123R,,

‘Ahora, tomando momentos respecto a la articulacién e de las fuerzas que actian a su
derecha,
+R(12.75) — R,(40) = 0
Ry = +1275/40R, = +12,75/40(+ 153 — 123R,)
de donde
Ry=+99t y  Ry=+153 = 12309) = +312t

El procedimiento anterior requiere la resofucién de un sistema de dos ecuaciones,
que se podria haber evitado tomando las reacciones como en la Fig. 8.12b, en la que
R actéa segiin Ia recta que pasa por los dos puntos de apoyo, mientras que Ry, aunque
5 una reaccidn vertical, difiere de R, pues R, tiene una componente vertical. Toman-
do momentos respecto a a,

+5020) - R,B0) =0 R, = +12.5

‘Tomando momentos respecto a e y considerando que i, pasa por ¢l punto o,

— 125040) =

i

de donde R, = +31,5 t. Por tanto, la reaccion horizontal verdadera en i esté dada por

a0,

Ru= +u,s( ) = 4320
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‘mientras que la reaccion vertical verdadera en i es
325
Ry= +125 - TR E12) = 4991

En el cao parcuar conideado,como o by ningune carp apiads 4 dee-
én e, podriamos haber deducido inmediatamente que la resulante
de donde.

eni plﬂrh pore,
R = 4012758, = +3,14R,
¥ tomando momentos respecto a a,

+5020) — 3.14R,6,5) ~ R,(80) =
de donde

Ry= 4990y Ru= 495(+314) = 43121

810 Puentes colgantes. Un método importante para reducr los momentos flec-
tores en estructuras de gran luz consist en proporcionar apoyos parciales en puntos
situados a 1o largo del vano por medio de un sistema de cabls, como en un puente col-
gante. Cons Fig.8.13,

Fio. 813, Puente colgante.

que el cable soporte todas las cargas fjas. Cuando sc aplica una sobrecarga a esa es-
iructur, a tracidde s b e ot transmite sl cable una gran pare d ca

Por ello, el cuchillo d rigidez AB 0o esté sometido a momentos de Ia carga
iy oy de l sobroarga que debe soporir i consderablmete edocidon o
estructuras de grandes luces, esto es de gran importancia, porque ¢l cable cn traccion
wmwmrm\u:hxplmdellurp.Inquuuulmmnyaﬁuzdgmm

o el de la Fig. 8.13 i
introducicndo algunos dispositivos constructivos sc puede hacer determinado. En la
Sec. 10.10 sc estudian los puentes colgantes estiticamente determinados.

11 Problemas para resobver
Probiema Constrie Ia linea o inococia de I reacién verticl en A de Ia e
et el P 12 omndo = 12
4 Qué elacicn habrd ente la reaceién mitxima en A debida  una sobrecarga uni
0100 Ty o .3 o s e e o e e At
fueran tramos simplemente apoyados?
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Pk 82 Pisa o pusiy cntioms 8o Fig. 83 et o s s de )14
! be: bl
o i o ks e e d G cargas siuintes: caga f, 4.0 kg w m;
mbmrpnmﬁsrm: 2000 kg por m; sobrecarga aislada, 5.000 kg,
Detrminr s oz e Lodas s baasdl el Wik do  Fis-
nlédﬂhﬁxlmmnﬂesﬂ(
30 Conss 1 e e niucci d I escitn e A dl cuchil Wichert
dela Figura 8.
Problems 3.5

ichert de tres tramos es igual, a cada lado de su eje de sime-

e e de U Ly, cuplo que a ple b 3 o

B tiene un apoyo de rodillo Calclar las reacciones debidas a una g v

10 kg por m sobre toda la estructura, aplicada a los nudos del cordén superior

Problems 8.6 (‘lehulmmhyhﬂnanm..\mdp«nwbdﬂhwundehh—
I pendieate

Problema 89 Cudlc I foerza miima cn Ia barr Be de la estructurs de I Fig. 8,10 de-
xm-nu-mum carga fija, 1.500 kg por m; sobrecarga uniforme, 750 kg por m;
sobrecarga aisiada, 2500 kg,

“Problema 8,10 Resolver <l Prob. 8.8 para I Figura 8.1,

*Problema 8.11  Resolver el Prob. 8.9 para la Figura 8.12a.
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Problema 812 Construir las influcncia de las
sentadss en l Figura 8.14.

Em-am

@

[4 Crzasm=18m" #

FiG. 8,14, Problema 8.12.
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Armaduras tri-dimensionales

9.1 Introduceién.  Aunque casi todas las estructuras de ingenieria son tri-dimen-
sionales, casi siempre s admisible dividirlas en estructuras planas y estudiar cada una
de éstas para las cargas situadas en su plano, : Consideremon,po cempo, un puee
de carretera de tabler inferior de cuchillos paralelos. Es una estructura tridimensional,
P 5 pusde divid ¢ e ctrctras parciaks, oas clas plans,consiuids por
los dos cuchillos principales verticales, el sistema lateral del cordén superior, ¢l sistema.
lateral del corddn inferior y los dos prticos extremos. Muchas veces, algin elemento
se puede considerar formando parte de ms de una estructura plana parcial: por cjem-
plo, una barra de cordén inferior del sistema lateral Esto no causa dificultades, pues

se pueden calcular la tensiones en tales barras para cada estructura parcial en la que
interviene, y superponerlas para hallar Ia tensién total.

No obstante, en algunas estructuras tridimensionales estin relacionadas catre f las
tensiones en elementos 1o situados en un plano, de tal modo que no puede llevarse a
cabo su estudio considerando estructuras planas parciaes. Para els, es necesaria una

Entre las estrcturas qumu:nmm:hlnmunﬁmnnmlnnu,pnmmn

contravientos, , por no citar
Eunmmmmpudzn:uuﬂlumudﬂmmduo indeterminadas. En este
capitulo consideraremos estiticamente determinadas,

s estructuras trdimensionales
pero los métodos para estudiar las estiticamente indeterminadas que se dan en otras
g decio o s spllabe,ca prnciion o e ensoneles eitsments
indetermi

Lm:;uaxyo!nrlnmmbluulmdos s cticies plney, o o OX
horizontal y ¢l OY vertical; el tercer cje, OZ, es horizontal y perpendicular al pla-
1o X0Y.

Se hace observar que el método fundamental para estudiar las estructuras trdimen-
sionales es el mismo utilizado para las planas. Se puede aplicar cualquier ccuacién de.
la stitica s toda I cstrctua, o  una parte de el Sin embargo, hay mis scuaciones

dzmd.n y tomar momentos respecto a dos nuevos cjs.

‘Condicién de la estitics. Generalmente se supone que los clementos de una
lmmmmmmmummdwmdzmumnu
soporten solo fuerzas axiales". Por tanto, solo hay una componente independiente de

dos espaciles por dagrams Hcales.
21
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a fuerza de barra en cada elemento; aunque cada uno pucda tener tres componentes
de I Foerzade bara, parlelas o cada uno de [0sces coordenados, e puede alla

relacion entre esas partir de &
En un punto de apoyo de una armadura espacial, es posible tener e nompow:ux
independientes de las reacciones, aunque pueda proyectarse la estructura de tal forma

que una o mis de dichas componentes sea nula. En Ia Fig. 9.1 el apoyo articulado re-
presntado, que en realdad  una junta universal puede producir tres reacciones in-
dependicntes, Roe, Ryy ¥ Rep: Supongamos que se sustituye Ia articulacién por un rodi-
160, como sc ve en Ia Fig. 9.16. Como éste no resiste mis que al movimiento horizontal

Si se sustituye el rodilo por una junta esférica, no puede haber reaccion horizontal en
slngha siidoy oo se pundeprou vt R, Ete oto en o mpraeiado o
Ia Fig. .1c. A veces pucde ser conveniente representar estos tres apoyos (ipicos por

un Por cjemplo, el WwFg S0

/" 7" /~

ALZADO ALZADO ," or
Ay ‘ _foufoc I fat Foc Fog foc
PLANTA
(o) o) te)
Apoyo con junta universal Apoyo da rodillo  Apoyo con Junta estérica

3 foc

/ a
et o e
Fox Foa fou foa
% Rof RoL
Bor 3 Ror Ror

FiG. 9.1, Apoyos tipicos de armaduras cspaciales.
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es equivalente a tres bick pers-

ectiv en I Fig. 5.1d; o apopo o roiy de I Fig, 5.1, lludmhulueunwnwl

.l pano Y07, qus apevom en s P, 91 1oy & oo de i i b Fig-
911

73, ¢ etk e n i 07 de'
Par reprscotar cn plani el tes tos de apoyo, o tzarkn Uncas de trazos
gruesos segin las lineas de acci6n en que pueden existir reacciones horizontales, como
5¢ ha hecho en la Fig. 9.2, cn 1a que (a) represcnta un apoyo del tipo de artculacin en
el que pueden XyZ; (5) un apoyo
dclupndnod\uo.wnawdmnenlmnufm que solo pueda haber reaccidn

cién X; y (d) un apoyo del tipo esférico, en el que no pucde haber reaccién horizontal.

AV,

- PLANTA PLANTA
() (© (@)

F0.9.2. Represeatacisn de las componeates horizontles de las reacciones

Asi, ¢l nimero total de clementos de esfucrzo independientes desconocidos que

0 tres en cada punto de apoyo, segiin el tipo de construccién usado en este punto.
Para una armadura tridimensional, se pueden escribir seis ecuaciones de la estdtica
independientes, relativas al equilibrio de las fuerzas exteriores y hz: ‘reacciones que ac-
tian en toda la estructura. Si OX, OY, OZ representan los tres ejes coordenados estas
ecuaionss s EF, = 0, TF, 0y TH, = 0. 2,
a I sucna de los

re la estructura, fc.
o o se puede cncr gue e condicin s (o 0 et para que
irdimersional sa deermivada esdtcamenie con rspecio a las fuerzas
e, gt i
Si consideramos ahora a la vez las fuerzas interiores y las exteriores, sc pwdm

el de compoents de rencki ndepedine e gl a il de o de s

La aplicacién de estos principios se ve claramente con la Fig. 9.3a. Considerando
primeramente solo las fuerzas exteriores, si las reacciones horizontals estin dispues-
tas como se ve en el plano de planta, hay un total de 9 componentes de reaccidn inde-
pendicates, por lo que la cstructura cs indeterminada de 9 — 6 = tercer grado. Si se
sustituyen las articulaciones por rodillos, de modo que las reacciones horizontales ac-
tin como s indica en Ia Fig. 9.3, el nimero de reacciones independicnts s i,y
la estructura es . Sin embargo, los rodillos
estén colocados de forma que las reacciones horizontales tengan las dirccciones indi-
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Ry Py Foy
AzZaDO

PLANTA
FiG.9.3.  Disposiién de las reacciones para
Ia estabildad.
cadas en Ia Fig. 9.3c. Aunque el recuento numérico indica que esta estructura es est-
ticamente determinada con respecto a sus fuerzas exteriores, en realidad es inestable.
Por cjmplo, I reacion n Z en b evideniemente tendrd dos valors, egin e deter-
toda la estruct

knplnmuheﬂmﬂn 0 respecto a un eje vertical que pase por a (en cuyo

2 debe tner un vlor). Eto demuestra que of ecuento mumrio, aunque es ma
coniin nescars pary I detrminacée et no s tn crtro suciente. Las
reacciones deben estar colocadas de modo que puedan resistir wna raslacién a lo largo
 una rotacién respecto de cada uno de los tres ejes coordenadas, para que una estructira
ridimensional pueda ser estable. Las reacciones representadas en Ia Fig. 9.3¢ pasan to-
das por el punto o; no pueden resitir una rotacién respecto a un eje vertical que pase
por ese punto.

Considerando las fuerzas interiores y exteriores, en Ia Fig. 9.3a hay 15 incégnitas
independients: 6 e d bumay 9 componenesde o, u.yum-,y.wr
tanto, 4 x 3 = 12 ecuaciones de Ia estética independicntes. La estructura es
ieamente deirminads do 15 - 12 teer rado, Con a8 reaccions horaon:
tales dispuestas como en Ia Fig. 9.3, hay solo 12 incdgnitas independientes: 6 fuerzas
de barra y 6 reacciones, mientras que sigue habieado 12 ecuaciones. Por tanto, la es-
S o ticncts Seruinaleromecto & i

unwslnnamminnﬁxunl.o'nh.luﬁlﬂ'n:d:hmm&depﬂdzrulmhr

Ias reacciones. En este articulo se considerardn las estructuras pue-

dan determinar directamente. G
Determinenos primero las resciones veticals de I Fig. 4. i e ton momen-

10s respecto que pase por ini

[ 1a reaccion verti

Aplicando EM, = 0 respecto a ac como eje, la dnica fuerza exterior que puede tener

un momento s Ry, por lo que R, = 0. Aplkando EM, = 0 rapecto 8 14 nca de

accion de Ry,

+5.0006) — Rof6) = 0
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.
Ry oy Ry
‘3

F0. 94, Determinacién de las reacciones.
de donde R,, = +5.000 kg. Aplicando EF, = 0 a toda la estructura,
Ry +5000=0

de donde R,, = —5.000 kg.

Para determinar las reacciones horizontales, i se aplica EM, = 0 respecto a un cje
vertical que pase por la interseccién de las lineas de acidn de dos reacciones horizon-
tales, la Gnica inc6gnita que figurard en la ecuacién resultante serd la tercera reaccion
horizontal. Tomando momentos, por cjemplo, respecto a un cic vertical que pase por
el punto o y suponiendo que R, actia hacia Ia parte de atrds de la estructura,

—5000(15) = Rof6) =0 Ry = —1250 kg

i F, = 0a R, actia hacia la parte
de atrés de la estructura,

Re—120=0 R,=+1250kg

Finalmente, aplicando ZF, = 0 a toda la estructura y suponiendo que R,, actia hacia
Ia izquierda,

+500 - Ry =0 Ry = +5000kg

Como sucedia con las estructuras planas, las ecusciones de la estitica aplicadas y
fordn e que s aplcan,puden vaiar de scrdo con el ingei el st

Determinaciéa de fuerzas de barma. Una barra de una armadura tri<dimens-

ot puede tener proyecciones segin cada uno de los tres ces coordenados. Pucde

Vs un plo n a Fig 5.5 ¢ 1 g I b atco asproeccones 25, 3 5
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Fic. 9.5, Proyecciones de una barra,

jes OX, 0Y y O i Lalongitud de la barra ab
mrnmdgmpmymmm ‘st dada por

ab = [(a2)* + (ay)* + (a)]*
Como la fuerza F,, es axial, sus componentes paralelas a los cjes coordenados son
Xa=Fal Yo-Full za-F3

Elﬂn’l:lplmrnnnuwl\puntnledemf\lﬂ'aml‘unu&ndeculquimd:lnm.
combinando estas relaciones. Por ejemplo, X, = Y,(ax/ay), et.

En un audo coalquicr, cn l que s baras que convrgen 10 st en el mismo
plano, s dispone de i
mumnnu,ununmumaenuhmmr fucrza desconocida, éstas se pue-
den determinar. Este método general, que es el de los nudos ampliado a tres dimen-
nm,uvu(mhulmq:ldmdobnlnmddehmdehFuN‘ Primero
prepararcmos la siguiente tabla de dimensiones

Tob 51
Proyeccionss
Bams | Loagiud
. X z
o s e
b | e [0 |6
W | e |3 |6
& |4 3]0
b | 4w (3]0
« |6 s | o

En:lnudod.mpomewdnq\xwduhxbnmmlnmmdulmmbn se pueden
escribir las tes:

Vu Yu=0
Zu+Za=0

* S observard que solo e da esn aplicacién partclar como ciemplo de un procedimiento de interks
. e Teorema
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Se pucden expresar las nueve componentes de las fuerzas de barra que intervienen en
estas res ccusciones en funcidn de las tres fuerzas de barra independientes Fus Fua Y
Fop como sigue:

La resoluci6n de st sistema conduce a
Fu= 45725k Fu=0 Fy=-5T5ke

En esta estructura particular se pueden determinar primero las rescciones verticales,

—S000 4 Yu=0  Yu= +5000

Fu= 4500 (16") = 45750
LD
om
2000 R Brfotisn! a1V
1sn =
2 o e
L | s 1om)
bk
1250 y jm
an
3m 3m
PLNA o

3

Fig. 9.6. Chlculo de la fucrza de barra por F10.97, Ejunpln

¢l método de los nudos.

6
S50+ R0 FamasTS
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Dewullam:pmdmh.ﬂhri,,yi_ﬂ:t? = Ocn los nudos by ¢, espectivamen-
te. Sin embargo, para comprender el método general basado en el plantcamiento de
unmd:nsnhﬂnmmﬂnndad o pucic 7 o bl en st

las ecuaciones.
Ahnn|=:(u:lulida\ﬂmdeluburaqneumlmwnlmd:lwyndzhFl-
1a Sec. 9.

Intinken lmvnlnmd:ammulinmptmudmmlaF;9&Com
cjemplo, consideremos el nudo a y escribamos la ecuacion ZF, = 0. Observando que
Pty S1687),

15 |
iz vams(12) r () -0

Ahnnp«udehalhmdeunlrnmnmhxlnﬁmmhb-lnu,lplu:ndnzi -0
al nudo a. £y, se puede obtener
95

= -3535kg

‘pueden calcu-
lar sin tener en cuenta las fuerzas de barra. Slnp\ndmukuhllnﬁnerulmab ac,
ad y ae, sc podrin obtener las reacciones verticales a parti de las componentes verti-
cales de estas fuerzas.

s e bars desconccidas, d modoqus, o solo 3 cuaio-

Slnmhmnmbkhmunmkmmummmnnhz‘eh
con 5 nudos hay s0lo 15 fuerzas
independientes dcnonocias 8 baras, 4 eiones vtiodny bt

T 92

Proyeccién

T
x[r] 2

s| e

1
b
3
3
o | e
Pt
o

ssazzess

s | a8

Para esta estructura, las ecuaciones de Ia estitica forman un sistema. Para resol-
verlo es conveniente tomar, como incégnita provisional, una de las fuerzas de barra,
‘expresando las demss fuerzas y reacciones en funcién de ésta, y finalmente una de das
ecuaciones permitird su_célculo. Como ejemplo, tomemos F,, como incdgnita provi-
sional. En el nudo c, aplicando ZF, = 0, tenemos

15
Futgeshe=0  Fo=-SI0F,
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Aplicando ZF, = 0 en ¢l nudo d,

Fu= -26F,

Suponiendo que las reacciones verticales en ¢ y d acttan hacia arriba, y aplicando
IF,=Oenclmdoc,

R, + 7—“17 =0
Ry = ~0TMF, = ~0TB(~5,10F,) = +400F
Aplicando EF, = 0 en el nudo d,
Rotim F, =0

Ry = —0744F, = —0,144(-2,69F,) = +2,00F,

+75(6) = Ry(6) = Ryf6) = 0

de donde.
+T5(6) — 400F.(6) — 200Ff6) =0 Foy= +12,51
Rop R . funcién de F,
Cummmnmumnnmmdmnd:humun

96 ‘Aunque s¢ pucden estudiar las armaduras tridimensio-
S po s lodo 43 spmaer, ton groe rn mporanci o teocenas s,
‘porque muct ‘ahorran considerablemeate los

L slmwmq-xmmamnda,mnn.m:nuphw.h

‘mal al plano de la carga o cargas. en dicho nudo. Se puede ver que este teorema
es cierto considerando el equilirio esttico del nudo, sumando fuerzas nor-
males al plano que contiene a todas las menos a n. Supongamos, por cjemplo,

te normal

2 este plano. Por tanto, se deduce que Ia fuerza en barra bd es nula. El darse cuenta de
este hecho simplificaria el andlisis del nudo d hecho en Ia Sec. 9.4 con un sistema de
tres ccuaciones, pues solo serdn pecesarias dos.

Particado del Teorema I s pueden estabicor dos corolarios:

1L St todas las barras que se junian en un mudo, menos una , estén en un plano y
40 by g cars Grir e o e, s e o b Bt

L. Si ninguna de las barras de un rudo excepto dos tenen fuerza de barra y esas
dos no son Colineales y no actia ninguna fuerza exierior en el mudo, o ferza en cada wna
de esas dos barras es mula.

9.7 Aplicacida de ko teoremas espociales. Clpula de Schwedler. Se pucde poner
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de manifiesto Ia importancia de estos tres teoremas ea el estudio de las armaduras tri-
dimensionales considerando a cipula de Schwedier representada cn I Fig. 9.8 sobre

In que actia

ta por enen fu fbblrrl.w- e e o s
anteriores aplicados de Ia siguicnte manera

Encl nudo 7, las barras EF, KFy LF stin todas en un plano, y AF no o esté. Como

, Ia fuerza en Ia barra AF es nula, de acuerdo

con el Teorema IL. Una consideracién similar de los nudos E, D, C y B conduce a la

conclusién de que las barras EF, DE, CD y BC, respectivamente, tienen fuerza nula.

B, H y Nno estin necessria-

FiG.98. Cpula de Schwedler.

Considerando de nuevo el mudo F, como las fuerzas e barra cn FA y FE son nulas,
¥ las KF y LF son dos barras que s¢ juntan con ellas en un nudo en l que no hay
ninguna fuerza aplicada, las fuerzas en éstas son nulas, por ¢l Teorema I11. Una consi-
similar en los nudos £, Dy C nos lieva I conclusién de que las barras KE
¥ JE, JD ¢ ID, IC y HC, respectivamente, tienen fuerzas nulas.
Considerando ahora el nudo K, como KE y KF tiene fuerzas nulss, KL s una barra
que no pertencce al plano de las JK, PK y K, por lo que su fuerza es cero. De igual
‘modo, la consideracidn de los nudos J ¢  demuestra que carecen de fuerza las barras
IKel
rando otra vez ¢l nudo K, como las barras JK, EK, FK'y LK tienen fuerza
sl 4 Ky P e cn dobara que s funan o las e un o s cargs -
teriores ticnen también fuerzas nulas, Una consideracion similar del nudo J demuestra
que las fuerzas en las barras PJ y 0J son también cero.
Por tanto, cuando sobre esta cipula de armazon actga una carga vertical en 4, solo
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soportan fucrza las barras representadas en trazo licno en Ia planta de Ia Fig. 9.5. Para
‘completar el estudio de esta estructura, se puede aplicar ¢l método de los nudos a los
481G, H e,y decrminar sl s s entods s baascxcpto s del anillo
de base. Lucgo sc pueden hallar las reacciones verticales aplicando EF, = 0 cn cada
punto de apoyo.

Para determinar las rescciones horizontales s fuerzas de barra en las barras del anillo
de base, todas las cuales estdn en un plan, es necesario tomar la fuerza en una de ellas como
. Supongamos quc tomamos Fyy como tl incognita. La apicacon de

Oca el nudo R, Faryl Renfo
R scttan tamby Xy Z de las foerzas
cnI.ub-nukaGl)lawmadnllmmakuxmmndodclnn[mwlelu]y&n-

dos 0, 7,0
o b S 7 o B e e excepto a de M, en fun-
l:lhdel'.. Si se aplican ahora las ecuaciones EF, = 0y IF, = 0 al nudo M, se pueden hallar
Jos vlores de Fy de I recidnhorzontal n M. Como as demds furas de baray rec-
previamente

incognita
EF =072,

£ posie que b Gipl e Skl e geométiaments bl sangns e cumgs
el criteio del recuento, i 1os dngulos eatre las reacciones horizontales y las barras del anillo
base tienen o8 valores .

98 Tomes. Aunque los pies de una torre de armazén tengan inclinacin cons-
tante en toda su longilud, la cstructura s analizard mediante consideraciones tridi-

() i
Fi.99. Torre riangular.

1. M. ool Ther of Sctrn, 42 . cap. 1, Eoumados i, MoGram il Bk
Company,inc. Noews York, I
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‘mensionales. La Fig. 9.9a representa ¢l alzado lteral de una torre de seccién triangular
en la que no s constante 1 inclinacin de los pies. La Fig. 9.95 muestra la disposicién
de las reacciones horizontales. Esta esthticamente determinada,

tramo, el superior
¥ desendiendo. Cusndo, como e st cas, s pies adyacencs 4l ramo superior
estén en un plano, se pueden calcular mis fécilmente las fuerzas de barra en cualquiera
de lasdel anllo superior, ulizando los s eorenas e la Sec. 96 Por cempo, e

ala cara acfid ba

T i este plano. Una vez co-
nu:dnlnhn-nxarhxhlmddlmﬂonwm s¢ pueden calular las de los pies
X

qumabun\dmd.!y[mmnmh:ummdmmnmmuqu

h‘yq\nulwhuhnndd 0 modo, etc.
Sin embargo, silos pics adyacentes del tramo superior no estén en un plano, para

dbtencr la feras en as baras del anilo hay que wsar un método mds geocra. Co.

F6.9.10. Torrerectangular con pes rectos.
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Se acostumbra disponer elementos secundarios e arriostramiento en todos los
planos horizontales en que varia la inclinacién de los pies de la torre y muchas veces
también en los nudos en que no hay cambio de inclinacion. Por ejemplo, en una torre
de scocién rectangular, ese arriostramiento puede consisti en diagonales horizontales
que unen los nudos diametralmente opuestos. La presencia de tales barras puede hacer
quea tore sa silcamentc indeerminada. in embargo, s pricticacomin supone,
para analizar
rias de arriostramicnto son nulas, lo que e ot cabo ¢l s por los prin-
s dola it

con ples rectos. Si I inclinacion de los pies de a torre es constante en
md.umm:pm: estudiar considerando los cuchillos planos componentes. Esta
estructura estd mummhF-,,vln,Umwnr-ptnmaunnmemqm-
ra,se puede descomponer en tres componentes: C;, paralela al pi de la to
mnulmdphmdgmd:hsmxyC,,honwnulymdphmdehnlnmnm~
yacente de la torre.

Es ficil demostrar, por los teoremas de a Sec. 9.6, que C, produce fuerzas en las
barras del pie GC solamente, C; solo en las del lado CDGH de la torre y C; en las del
lado ACEG.

Asi, pues, s¢ pueden obtener las fuerzas de barra producidas por cada una de las
componentes Cy, C; y Cy, llevando a cabo un estudio plano separado, obteniéndose
la fuerza total en cada barra debida a la carga P por superposicion de los efectos de
sus tres componentes. Como cada carga de entrepaiio se puede tratar de la forma an-
terior, esto constituye un método general de andlisis,

i todas las car mdemlmmﬂéumxmmmvpuulmdlmdew
fluencia, dando
tal unidad, lplu:\humvnmuludlnnod:lmm-dnld:llun,yz}unlum
unidad paralela al pie de la torre, aplicada sucesivamente a los nudos de esa cara. Tales
datos de influencia correspondicates a una cara de Ia torre serian aplicables a todas las
demis, Descomponiedo s cargs por crcpato o Ias componentes que se ha indi-

¥ utlzando estos datos do infloncis, s pusdn obtener por supeeposici las
t

9.10 T-ﬁ.—-.lm-_-m&-l-h Muchas de las armaduras
espaciales utiizadas en las estructuras clésicas se pueden analizar aplicando los mé-
todos estudiados anteriormente, pero para tratar con facilidad algunos de los proble-
mas relcionados con Ios menos corriate, e neccsaro estudiar a estabilidad y 1a
determinacién estdticas de los entramados espaciales de una forma més rigurosa’, se-
ol e e O, 4 pud o oo 5 kel A ot

breve esquema de tal método.

Dmxﬂn&hthmlm&wwm&umulmwe Un grupo de puntos
que no estén todos ea un plano pueden unirse entre i por una armadura espacial rigida
¥ 1o deformable, construyéndola de Ia siguiente forma. (Ver la Sec. 4.3 para las de-
finiciones de los adjetivos igidos y o deformablen.) Primero formaremos un te-
Sl comn wclo, il Wttt S e f oy g 0
estén en un plano, udos 1,2,3y 4
dela Fig. 9.11. w:mnmdmiwm:mnmwlmnk
barras que parten de los nudos 1, 3 y 4, como sc indica por lincas de trazos. A conti-

Vi, eavi ol lctor
45, P. Timosheako y D. H. Young ¢Theory ofSructuess, cup. 4, pip. 163-212, McGraw-Hill Book Com-
paay, loc, Nocva York, 1945
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Fi6.9.11. Armadura espacial simple.

nuacién se unen los 6 y 12, utilizando tres barras que no estdn en un plano para unir cada
nuevo nudo a la armadura ya

¢

sl 3

FiG.9.12. Armadura espacial compuesta. Fia.9.13. Armadura espacial compleja.
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Utilizando la misma terminologia que para las cerchas, a una armadura espacial
asi formada sc le lama armadura espacial simple. E\ nimero de barras b necesarias, si
hay n nudos, s, evidentemente, 3(n ~ 4) + 6,0 b = In — 6.

Formacién de armaduras espaciales compuestas, S pueden unir entre s varias ar-
maduras simples para formar las llamadas armaduras espaciales compuestas, como se
ve en la Fig. 9.12, utlizando seis barras cuyos ejes no cortan a una misma recta. En la
g 8.12 1 hn gt iyl dod s gl 5 s d trzn

o On o (ry s ob 300, +m) ~ 6,05 = 3n — 6, siendom, y ny el
‘udos en cada una de las armaduras simples y # ¢l total en la estructurs.

it 00 pueden el i sivpler o i, t o que ¢ ks icoye
e caegori de s epacales compes, En I Fig. .13 s reseta un -
plo. 246 por una I
Como antes, ¢l nimero de s para construir una armadura espacial
compleja rigida y no deformable, esté dado por b = 3n ~ 6°.

Fio.9.14. Disposicidn de s reacciones.

Apoyos de las armadkras espaciales. S sc apoya una armadura espacial rigida no
deformable d wl modo que 8 componenis de s reaciones seoneqivleis a seis
yesas
sis componentes de la reacciones son estdticamente kmlmdakp‘mrﬂelu:m
ecuaciones de Ia estitica dadas en la Sec. 9.2 y aplicadas a toda la estructura, Tal dis-
posicion estd representada en Ia Fig. 9.14 por las bielas dibujadas en linca gruesa y nu-
meradas de 12 6.

Evidentemente, s la biela 6 tiene una linca de accién que coincide con la recta aa,
a estructura estar sustentada en forma incstable, pues no habria ninguna reaccién
capaz de resistir a rotacidn de I estructura alrededor de un eje que coincida con el de:

entramado
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iy usttuyera In biela 6 por otra vertical, 6.
i i una recta ver-

qulql: ki on i s 3 ucs K 4,5 € qun s puscie s o o
esta recta en el infiito. Evidentemeate, si se afadiecan nuevas bielas como las 7, 8 y 9
serian estiti-

camente indeterminadas,
hm@uuﬁ.ﬂmwmﬂmﬂuuhmmmaemmw

se han suprimido ( — G)bunsdelu(in ﬁ)wmmmwmm
dura rigida e indeformable; como consecuencia,

b=(n-6)-(-6
© (64 1) = 3n. En otras palabras, la supresién de (- — 6) barras es equivakente a la
introduccidn de ( — 6) ecuaciones de condicin (o de construccién). Cuando se hace

reacciones con Iu-tusumnd:w;ldiuényhsd:hsmiapnhsmunm

conjunto. Sin emba

nld:h;{m-dehumwlm:hvmnmllSﬂnén?S
y otras

i ica respect
-h:mpmmdelur-mmuyhxfuamﬂ:hrrlwmunmw Para una
‘armadura espacial se dispone de 3n ecuaciones de la estitica independientes, aislando
cada nudo y escribiendo las tres ecuaciones —ZF, = 0, ZF, = 0 y ZF, = 0. En esas
mmmumma@h)wmm;.bwa:m,r

indica que

Si (b -+ r) < 3n, la estructura es inestable
Si (b + 1) = 3n, la estructura es extdticamente determinada
Si(6+ r) > 3n, la estructura es esdticamente indeterminada

i este criterio indica que Ia estructura es estéticamente determinada o indeterminada,

se recordard que el recuento solo 10 prueba que sca también estable —puede ser esti-

ea o geoméricamcnte ncsabe i baas  crpoente de 14 racciooes ok
inadecuada

dispuestas i mente.

idisis de tensiones de armaduas espacils etiioomente deteminadssS¢ poc-
de llevar a cabo el
wmmmonmmmammo-ymmmmmmmnmmu
en ¢l Cap. 4 para los cuchillos (o armaduras planas). Los clementos geomeétricos
cionales de las estructuras tridimensionales hacen que 0 puedan progresar mucho los

‘Consideremos, por ejemplo, ¢l caso de una armadura espacial simple soportada en
una forma estiticamente determinada. En esc caso, sc pueden determina las reacciones
considerando el equilibrio de toda la estructura. Una vez conocidas las reacciones,
quedan definidas todas las fuerzas exteriores. Entonces puede aislarse  dltimo nudo
formado en la seudoconstruccién de la armadura simple (como el 12 de la Fig. 9.11).
En este nudo hay solo tres fuerzas de barra desconocidas, que se pueden determinar
de las tres ecuaciones de cquilibio en ese punto. Si s¢ opera recorriendo a estructura
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haca sbaj, considerando fos nudosen orden inverso —11, 10 9, ete—, babek slo
‘uno, por lo que s¢ el chlcu-
Iodgwdnhlﬁmxd:blmdcunmudnmﬂnpwmllplncmud:lmé-

e
‘caso de una armadura cspacial compuesta, aun después de haber determinado

.mm.agmrum. En cl caso de armaduras espaciales complejas, aun cuando se
Sagen dermimado o vscciones, 2 skaman sl s o do b wicile @ e
‘nudos ni el de I Tlevan a una En ese caso,
mq\umm. in procedimiento como el descrito en Ia Sec. 4.12 para armaduras
planas o al método de Heaneberg (ver Ia referencia en la Seccin 4.12).
En los Gltimos afios se construyen algunas armaduras extremadamente
relacionadas con los receptores y transmisores de radas. Tales estructuras
contienen numerosos nudos y barras y a veoes tienen formas geométricas complicadas.
Muchas veces determinan el proyecto las limitaciones de flecha y las vibraciones en
lugar de la resistencia. i o ctudi d cas estrctures o b wdo ampliamente los
‘modemos calculadores digitales, utilizando métodos de desplazamicnto como el des-
crito brevemente en ¢l Capitulo 15.

911 Problemas para resolver

Problema 9.1 Demostrarav ot de 1 Fi, .10 athcaments deteminada
*Problema 9.2 Hallar las reacciopes en de I Fi 1su=w.u).nm¢:
500 kg que actia como se muestra.

fm

500 kg

Fic. 9.15. Problemas 92,93y 94.
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“Problema 9.3 Hlla las fucrzas de bara e I esructura de a Fig, .15 debidns 8 a car-
S0k

“Problema 9.4 Halar I rescciones y las fuerzas de barra en I estroctura de a Fig, 9.15
iscaplic I carga de 500 kg e el nudo d, pero con una direcidn tal que pasa por el pulo g,
situado en o cenro del ikogulo cquiliero d.

“Problems 9.5 o) Demosirar que a esructura de Ia Fig. 9.16 es esticamente indeer-
minada de primer grado.

) Halla s reacciones de Ia cstructura de Ja Fig. .16 y las foeras en todas I barras,
cuando st sbr s carge de 3000 K ue g, supoiendo ue 4 bars o e

a una compresion de valo igual I mitad de I carga apicads.

5000 kg v
fom
o
" i57
. For Ry Ropey  FoPoy
3
5000 kg lom
3
om

Fo.9.16. Problema 9.5,

Problema 9.6 Si el ingulo a entre In reaccido horizonial y Ia barra del anillo de base tine:
¢l mismo valor n cda uno d os apoyos de woa clpla de Schweder,como I de I Fig. 93,
demostrar
eoppd s kv

1Poiomn 3.1 Usn tos st de i Fig. 59 e 10 tumos o aa st 3 m
cada uno; b = be = a = 3 m;de = of = fd = 36 c a bue e tore k = AT = |/ =

b e dvin prin 3 tal e 2.500 kg hacia atrds,
o i 15 0 vertcal de 10.000 kg hacia abajo.

) {Cules son as fuerzas en las barras ab, be y ca?

b) X.ry

os mudos d, e y 1, por
Jos s disgonts c < o perir?

rna-.u L tore del Prob. . pess 500 4. La et d vinto i qu st

g o e i e e 2 3
P 8150 pox 100 de o do i
Problems 9.9 Tas reacciones y fuerzas de barra para cada una de las armaduras
o o e T A1
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18m

¥

A" .
o

"

1 .

TE L L
NOTA: Camponertes vertcales de s e
reacciones on 1o puton €. 7 @
@
Fio.9.17. Problema 99.



10
Cables

1 Introduccibn. Los cables sc usan en muchos tipos importantes de estructu-
ras de ingeieria. Constitoyn los princpales clementos de sustentacion de lascargas

en estructures como torres de perforacidn o dc radio, asi como contravientos durante
Jos montaes. Aunque l et cacto e o cabes puede requeremétodos mtemd-
algunas

relaciones fundamentales.

Cuando un cdble soporta una carga uniforme por unidad de longitud del mismo,
tal como su propio peso, toma la forma de catenaria; pero excepto cuando la flecha
s grande en relacién con Ia longitud, sc puede suponer que Ia forma es parabolica, lo
au smpifs notbicncne o et

eorema geseral del cable, Consideremos cl caso general de un cabl sopor-
mlomduwnlunyb.qmnoen‘nmmmulIlmmllmn.whndnu

actia un sistema de cargas verticales Py, Py, .. 1o oo e b Fig 10de e
supone que el fieibl, por lo que el o en
cualquiera de sus puntos. Como todas las cargas mvmlmhmmmmuhm»

mwd:hmmmduummmmmpnm tendré el mismo valor en
‘cualquier punto y las reacciones horizontales son iguales a

Sea EM, = suma de los momentos respecto a b de todas las cargas Py, P ..., P,
* EM, = suma de los momentos respecto a un punto cualquiera m del cable de
cargas Py, P, ..., P, Que actian a la izquierda de m.

‘Tomando momentos respecto a b de todas las fuerzas que actdan sobre el cable,

+H(Ligy) + ~IM, =0
de donde R

{a)

‘Tomando momentos respecto a m de las fuerzas que actéan en la parte de cable a la
izquierda de m,

+H(x18Y = ya) + Rox — TMy =0
Sustituyendo R,, por su valor en (a) y simplificando,

®




casLes m

k3

=

FiG. 10.1. Deduccién del teorema del cable.

Para interpretar la Ec. (5) debe observarse que y, s la distancia en vertical desde
el cable, en el punto m, a la cuerda ab que une los puntos de apoyo del cable. El segun-
do miembro de la Ec. (b) es igual al momento flector que se producird en m (ver Figu-
18 10.16) si sc aplicaran las cargas P,, Py, ..., P, 2 una viga apoyada n sus extremos,
d!)uxLym!uueunwnwdc esta viga imaginaria, situado a una distancia x del apoyo

uierdo.
o tato, podemmo doducr d I . (6) el siguiente teorema general del cable:
En wn punto cualguiera de un cable sometido a cargas verticales, el prodicto de la com-
ponente horizontal de la traccién del cable por la distancia en vertical desde ese punio
la cuerda es igual al momento flctor que se produciria en esa seccion si las cargas que
soporta el cable actuasen sobre una viga apoyada en sus extremos, de la misma luz que él.
Hay que recalcar que este teorema es aplicable & cualquier conjunto de cargas ver-
ﬂuhyuomlnmmuhmﬁd:lubhuhmnmﬂqm-umrbmdl
103 Aplicacién del eorema general del cable. Supongamos que n defoido

eh.wmozn:lmockhm 102. quw‘ndozipwd:lpmp\cuhle :lmm
flector en ¢l punto d de una viga imaginaria de igual

L165(6) — 500(3) = 5490 m kg

Pwmmwdmmﬁubkzn-sm de donde H = 1.830 kg, Para
determinar Ia distancia de otro punto cualquicra ¢ a la cuerd, sc puede aplicar el eo-
rema general a la seosidn ¢, Mwlﬁ)oylxll65(5l.dedv|n1¢y,-l9lm
El segmento de cable entre a y  est en linea recta, pues se ha despreciado el peso pro-
pio, y tiene una longitud igual a

JOF+ (91 = 3,55m
‘Como la componente horizontal de Ia traccién en el cable es igual a 1.830 kg, el valor

de esta racci6 entre ay ¢ valdrd 1830(3,55/3) = 2.170 kg. La reaccidn vertical izquier-
da sobre el cable cs igual a la componente vertical de Ia traccién n el segmento ac y
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or
nasd .
pe
ko J1000kg 250k
snin | 6m' [ om
T iam i
%0 1000k 250k !
o s A 3
= Fio.102.

esté dada por 1.830(1,91/3) = 1.165 kg. En este caso particular, este valor s igual a
Ia reaccidn vertical izquierda en Ia viga imaginaria apoyada en sus extremos. Si la cuer-
da del cable hubiera estado inclinada, los valores serian diferentes para los dos.
104 Forma del cable wiformemente cargado. El caso e una carga uniforme
metro de proyecsidn horizontal aplicada en toda la longitud del cable tiene gran oo
portancia, los puen-
s colgantes, sino porgue n el caso de un cable sometido solo su propio peso, pucde
admitise esa hipdtesis de carga. En la Fig. 10.3 ¢l teorema general del cable conduce &

wlz
Hy =2 @
el valor de y, vano. Esta distas

y , donde x = L2 ¢ yu = hy
Ia ecuacién anterior se reduce a Hh = wL/8, de donde
i
kD (10.1)
Esta relaci6n es de importancia primordial. Obsérvese que es cierta tanto si la cuerda
del cable es inclinada como si es horizontal. Sustituyendo este valor de H en la Ec. (a)
¥ despejando y, tenemos

Ya = —(L -12) (10.2)

Lo e 1) i o el sl i 4 cuerda y en funcién de la flecha.
A veces se prefire tomar como cje de referencia la horizontl. Si se toma el origen o

uti-
lizar la relacion y = +x tg y — .. Sustituyendo , por su valor de la Ec. (10.2),
he
y=fr@-L+zuey (10.3)

Si la cuerda es horizontal, tg 7 = 0,y

- %’ (-0 (10.4)
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Fia. 103, uniforme por i6n horizontal.

Si Ia cuerda es horizontal y se quiere definir la curva del cable con respecto a dos cjes
con origen en ¢, punto mds bajo del cable, que esté en el centro del vano, la Fig. 10.4.
demuestra que, como

t.-%%—x. ¥ y=—h+y

Fic. 104. Geometria del cable.

i estas relaciones en la Ec.

SE

373 (10.5)

105 Tracciéa en el cable wniformemente cargado. La fuerza en cualquier punto
del cable es axial. Para un cable uniformemente cargado, se puede calcular la compo-
nente horizontal de Ia traccidn por medio de la Ec. (10.1). Consideremos un clemento
diferencial de cable de longitud d y proyeccién horizontal dx. La traccién 7, en el ca-
ble a una distancia x del origen, estard dada por H dd. En el caso de ser inclinada la
cuerda, como sc ve cn la Fig. 10.3, diferenciando Ia Ec. (10.3) se obtiene

dv,“"-'_ék
A H-Trw
JT-AH 0y

donde 0 = H/L cs Ia llamada relacién de fecha.
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Ademis, como ds = [1 + (dy/dz)")" dz, T = H{1 + (dy/dz)P%, o
T, -II(1+£‘T"E+'IW+ 1g? 1‘6‘“—”
+‘“‘ 18 y—8018 v) (@

La traccidn méxima se produce en un extremo del cable

T = Hl + 160° + 187 y — 8015 7)" 08
T = HL+ 168 + 187 + 80 1g 7)" .
Ligr =0, i del cable
T = H(1 + 1669* (10.7)

, la comy
igual uddehurymulqu:mﬂlmzlubk o0 wLf2, que se.
puede expresar también por 4Hh/L = 4H0, pues H = wL?/Sh; por tanto,
Tuw = (H? + RY*
= (H* + 16H
= H(1 + 166

106 Ejemmplos aclaratorios

Ejemplo 10.1 Un cable sometido a una carga wniforme de 2 1 por meiro horizonta estd sus-
i rados 500,

la 12501, Cudl esla

Soluciéo: Como H = wL*8h, 1.250 = 2S00 /8h, h = 50 m,
h_$0 1

L7m"™ 70

Tows = HU + 160 = 1250(1 + Yoo = 135 1

e 12 vnmnm-mwwmamuwmemm»

60 m en horizonia, con un punio de apoyo
umman.,..etm e qjusia la traccion hasta que la fecha en el medio del vano (eso e5,
la disancia vertcal desde el cable a la cuerda en el centro del vao) sea igual a 3,75 m. i Cudl e5
la traccién maxima del cable?

el 20007
St = = S

s 2
- 00625 1y =2 =025

= 24000 kg
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L ¥ estd dada por

= U4 1684167 4
240001 + mmu)’ + (w)’ + 8(0.0625)0.25)]"
- mw kg

107 Si s, es la longitud del 3
wfo-[Lo@Te @

En el caso de cuerda borizonta, de Ia Ex. (10.5), basada en que el origen esté situado
encl punto bajo del cable que sté en el centro de la luz,

dy
@~ T
de donde ) :.-zf”(u—%')“dz ®
|Lummmm.h.uwm:
&= % (1 + 1600% + % In (46 + (1 + 166%)¥) (10.8)

Para usar la Ec. (10.8) es necesario empiear los logaritmos naturales. Se puede obtener
a aprorimaciin muy il pur alar 14 it de un cble cuando a o -
e término

rizontal, desarrollando en serie
B4hizr\¥
(%)
que aparece en la Ec. (b), por ¢l teorema del binomio, y considerando solo los tres pri-
i Ia serie. Se obtiene asi

= [+ jormon i

s( )(

80 _ Sﬂ"

o, simplificando,

8= L(l +5 (10.9)
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Si la cuerda estd inclinada, s puede obtener una ecuacidn que dé el valor exacto
de s, sustituyendo el valor de dy/dx obtenido de la E. (10.3) en la Ex. (a), pero el re-
sultado obtenido es muy complicado. Para muchas aplicaciones resulta de suficiente
exactitud el método aproximado siguien

Supongamos que 1 fongit ol cabl e I migma que tendria wno cuya cuerda
fuera horizontal y tuviera una fuz igual a Ia cuerda inclinada del dado, esto es, L sec 7,
siendo la fiecha h cos 7, que es una expresion aproximada de la distancia mixima en
perpendicular del cable a la cuerda. Con estas hipdtesis,

heosy
Lsecy ~ secty

Aplicando shora Ia Ex. (10.9) a ese cable imaginario y quedéndonos solo con los dos
primeros términos,

(10.10)

Para hallar la longitud aproximada del cable del Ejemplo 10.1 de la Sec. 10.6, uti-
lizando la Ec. (10.9) (6 = ¥{o) serd

8/1 2 1
L% [‘ *a(m)‘?(m)]
= 500(1,000 + 0,0267 — 0,0006) = 5130 m

hallar la longitud aproximada del cable del Ejeraplo 10.2 de la Sec. 10.6, uti-
lizando 1a Ec. (10.10), tendremos

0-0065 secty=1+1tghy=1+02) = 1065 secy=1031

=624m

;,;w[mnj “m“,]

Alargamiesto etistico de los cables. Cuando un cable soporta una carga,
e.(penmznu un alargamiento eldstico que muchas veces tiene importancia al calcular
la flecha y para Por definicidn del médul

F/A
ALL

de donde AL =

Un elemento de cable de longitud ds esté sometido a una traccién 7. Un g
il para determinar o alargamiento eléstico de un cable consiste en determinar p
IMEID 7w Qe por definicion puede considerare Tn traccdn medis aplicada a a lon-



cABLES m

gitud del cable, que produce una variacion clstica total de longitud igual a la que tiene
lugar realmente. Matematicamente se expresa por

TaSi [+ Tl
AE o AE

donde A y E sc suponen constantes. Por tanto,

1_.=-‘/ T.ds-—/ ﬂza--/[1+(d”)]dr (@

Considerando una carga uniforme por metro en horizontal, y una cucrda inclinada,
e puede obtener dy/dx de la Ec. (10.3) y es igual a (8hx/L?) — (M/L) + 1g . Sustituyen-
do este valor de dy/dx en la Ec. (a) ¢ integrando,

Tea =B (14 R0+ u'-r) ®

Utilizando la Ex. (10.10) para expresar s,,

_ gl s/ + w y
s = H oy g ao.11)

Si Ia cuerda del cable cs horizontal, y = 0, de donde

1+ (166/3)

Tt = M /)

(1042)
Supongamos, po eemplo, que se qire halar o dargaicnt isico &l cable

el Efmpo 01, Se 06, aSec. 10. las130m.
o E = 1900000 kglem? (= 19.000.000 t/m?), y,{ = 320 em? (= 0,032 m?),

T = 1250

14 54 00)
Ts v - 12t

"  Taw L2851
Alsrgamiento elstieo = =2 = & 552(15.000.000)

La longitud del cable sin esferzos seria, con aproximacidn de 10 cm,
130~ L1 = 5119m
1039 Estructaras con comtravientos. Se puede ver la aplicacin de las diversas re-
Inciones de los cables a los contravientos, considerando la estructura e Ia Fig. 10.5.

Supongamos que se usa un cable que pesa 8,3 kg por m como contraviento para man-
tener vertical un poste BC' ke.
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respecto a C de las fuerzas que actan sobre el poste y observando que Ia componente
Rorzontl do s tracidn e e cable, H, actie hac 1 isqiend del post,

30H = 50000(3)  H = 5000 kg

Este valor de

h=050m

pues, en esta solucidn aproximada, se supone que el cable s parabdlico y csté some-
tido a una carga uniforme de

10 = 8,3(54,08/45) = 9,97 kg por metro en horizontal

La traccién méxima en el contraviento s producir en By, segin las Ecs. (10.6), serd.

e o)) S -

Se observari que se puede obtener un valor muy aproximado a éstc considerando que
el cable actia como un tirante recto segin la cuerda AB. La longitud de esta cucrda.
es de 54,08 m, por lo que la traccidn valdrd

54,08
5000 (_“_) = 6000kg

zlnmmmmmammmmuamumo«mh

m.dﬁ-mdepmmunommmm

Generalmente es necesario tener en un poste mis de un contraviento, para
el vuclco en mis de una dircccién. En estos casos, se ajustan los mumw
tengan una tensién inicial, generalmente alrededor de la mitad de la que tendrdn e
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.50 by

Fic. 106, Miésti con vientos. s sm

carga. Supongamos, en Ia Fig. 10., que lasflchas de los vientos 4By AC se han gjus-

tado s g
tales de Ia traccidn de cada viento sean de 3,000 ke. En esas circunstancias, Ia tension
inicial en cada viento, siguiendo el método aproximado indicado en el estudio-de la
Fig. 10.5, serd igual a +3.900 x 1414 = +4250 kg.

‘Cuando se aplica Ia carga de 2.500 kg en 1o alto del poste, los dos contravientos,
‘para mantever el equilibrio, han de aplicar en A una fuerza de 5.000 kg hacia Ia izquier-
da. Pe-mmmd o sproximado que conduce 8 reultados aceptablemente prcic,

se puede su
mnuld;hmbnmdmm,{lmZmnydmuymmhmmw
a el AC, lo que conduce a Hyy = +5.500 k8 y Hyc = +500 kg. Por tanto, Ia raceidn
‘mixima e los vientos es igual 2 -

+5.500 x 1414 = 7750 kg
ol rstidd, counio s phca b cags do 2500 g n o ol poci, o st 4

construyen

Tos puentes colgantes de modo que las cargas fijas sean soportadas totalmente por los
cables. Una gran parte de estas cargas proviene de la calzada y es uniforme, por lo que
se sule suponer que toda ella es uniforme por metro en horizontal. Con esta hipdtesis,
Tos cables sometidos solo  1a carga ija son parabdlicos. Cuando se aplica la sobre-

que las tracciones de suspensién en un tramo dado son iguales. En la teoria «elistica
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tn
DX pop
JE
Jr— o Y
|, 2enrepstos s 5m.= 60,
ES teb 3
03 %
# ¢
HEL R
o g 5
7
N w W e % G

FIG.10.7. Puente colgante.

de u s ochues s sspons e orkos ks msedsdores da un 5o dado i
o ot e, S pus o e A Wyl 0 6 S corct o
Sderando I tcori d I clccha, mis xacia y mis complcada. S cobargo, o
2ot e i pacale colpte sn lrgo b n teorin cition pude oom
resultados que no contienen gran error.
Si se disponen y apoyan las vigas de rigidez como se mucstra en la Fig. 10.7a, con
icamente determi-

s muestra en Ia figura. Consideremos el mmammrmqumnm
la parte de estructura de la Fig. 10.75. Las componentes horizontales de la

del cable en cada uno de sus extremos son iguales y tienen la misma linea de accién.
Tomando momentos respecto al punto 4,

(Ve + Vi)60) - 20(15) = 0 ¥, + Vi = +5 (hacia arriba)
Consideremos ahora el equilibrio de todas las fuerzas que actéan en la parte de la es-
tructura de Ia Fig. 10.7c, tomando momentos de esas fuerzas respecto a la articula-
EY)
(Vi + Vi = 5K30) + HOS0) - HO350) =0 H =250t
del cable en ¢l tramo principal se produce €n sus extremos Y, por

La traccién méxima
Ia Ec. (10.7), es igual a 25,0(1 + 'x,,"--mq
Sea X la traccion en cada La carga uniforme equivalente en ellos serd
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de X/5 t por m. Para calcular X utilizaremos la relacién H = wL?/8h, donde w = X/5.
w0

5
15"'??(57 X= 43t

Una vez determinadas las tracciones en los sustentadores, sc hallan fécilmente las
fuerzas en las barras de Ia viga de rigidez. Por ejemplo, para hallar la fucrza en la barra
a, hallamos ¥, tomando momentos respecto a B de las fuerzas que actian ea la parte
de estructura representada en Ia Fig. 10.7d.

+30V, + K5+ 10+ 15+ 20+ 25) =0 ¥, = —*% (hacia abajo)

Tomando akiora momentos respecto actian en la
o ierda e 1 sceion € ( (m 107d),

=)+ KO) + F) =0 F= +666t

En esta estructura particular, los tramos laterales no estin suspendidos, y los ca-
bl de estos tramos actdan como contravientos de las torres. La componente horizon-
tal de la traccidn del cable es la misma en los tramos laterales y ceniral, como puede

verse tomando momentos, respecto a la articulacién de Ia base de la torr, de las fuer-
225 que actdan en ella. Se supone que ¥, actia en el ce de la torre.

101 Problemas para resolver
161 Un cable con una fuz de 300 m soporta cargas aisladas separadas a nter-

valos horizontales de 60 m. La magnitud de estas cargas, de.
25, 100 y 150. EI extremo derecho del cable esté 30 m més alto que el izqui
‘méxim, medida vertcalmeate desde el cable a I cuerda, es de 15 m. Se desprecia

4) (Cuil e I distancia en vetical desde Ia cuerda a punto de aplicacidn de cada carga?

£) 4Cul es a longtud del cable?

) LCudl e n traciéo méxima del cabie?

“Problema 102 Un cable e pueate colgante e tramo latealtene una 1uz e 125 m y una
relacion de flecha de . La pendiente de I cuerda et dada por tg 7 = 0,7 La carga en ¢l
cable s de 200 b orm de royeidbrizonal £ = L W00 ke sscindel -

a Loniluhmnmndlmddubk'

) iCudl e I trccion

) Caleular, con error de 20 cm, la longitud de este cable.

d) Calcular, con error de 20 cm, la longitud sin esfuerzo de este cable. +

Problema 103 Preparar una seric de curvas en las que figure la relacion so/L para valo-
e de 0 catre 0.y 025 y valores de tg 7 que vayan de 0 a 1, para cabis con carga uniforme.
‘por metro de horizontal.

Problema 104 Un cabl con una Iz de 250 m y cuerds horizontal soporta 3000 kg por m
de proyeccén horizonal. Se ha ajustado i tensin hasia que I fucrza maxima cn el cable sa
lIdeﬂk‘.hkmprmmukw‘C E = 1900 tem?; A = 260

@) {Cuil es Ia flcha correspondiente al centro del vano?
b mulal-lmmanuu»unm- wer
Tl 185 ‘esth arriostrada con 12 vientos, .

separados
Muummodelwmyllenlnmﬂlmhum El cable de vientos pesa
lolnum 1 flecha de cada vieato es
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), 305 conpeuion oo s 8 A G 31 e e d bk ot it o
os ca

by T T ——

i s 5 e 3y ot i Bl
50000 kg o o dl i, eut o o sprosimad e n v misime n cad view
107 (Se supone que cada viento participa en resistir 2 esta fuerza €n proporcin al coseno del
lu\dv-mdmwyh!uvn visto en planta.)

Tetomn W U posn coliie s st S 90 W T T 0 30
e S sy o e O Bk B e viga de rigidez tiene
dtura.

), Sttt o sobrecarg de 2000 g por m, obee (oo e condn infror, et 4

en el cable ea el tramo colgado y Ia fuerza méxima en las barras del cordén
icor g g e g
)

tene 5 m de

2) a tracciéa en los sustentadores; 51 i o s gl st sl et o e
ntando desde Ia torre izquierda.
) ﬂpom.mmumotpu..umumma.u-mnmr«m
de 4 tpormyusa +. Despreciando el tiene que tener
mmudw,nmmntnmn-u&nuu—ﬂgkxmwm‘plr-lnluﬂ:lmumﬂﬂ
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Estudio aproximado de las
estructuras estaticamente
indeterminadas

oy e, Desde un punto de vista amplio, el estudio de todas las es-
uras cs aproximado, pues es necesario hacer ciertas hipotesis para realizarle. Por
:mph fclcula as tesions n una cerch de nudos ariculados, ¢ supone que las

les. Naturalmente, es imposi wmmmud-mmmw.ww

que i andliss de una cercha de nudos articulados es aproximado. Puede decirse, pues,

que 1o existe un andlisis eexacton.
Slnnl‘mnnmbummﬂhﬂhlhwﬁnumquuhnzlmudm

de una estructura dada, los errores resultantes serdn pequefios. A un andlisis de ten-
mbwdﬂmmmpﬂmhﬁmlﬂquﬁnmhfmwnhwﬁndch
verse que,

5 i il St Sin embargo, es apropiado, porque conviene dis-
tinguir entre ¢l andlisis basado en las hiptesis usuales que son relativamente exactas
y el fundado en otras hipdiesis que introducen mayores errores Y que, por tanto, debe

Cuando se habla de un estudio sproximado de un problema cstructural dado, 0o

se refiere unonecesariamente & ningén conjunto particular de hipdtesis y aproxima-
ciones. El método particular a utilizar en un caso dado dependerd del tiempo dispo-

‘normales de estructuras estéticament
e cstos miétodos, pero quizé es de mayor importancia ain ¢l hecho de que los proce-
23
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dimientos bosquejados aqui podrin servi de base para hacer hipdtesis que permitan
simplificar los anlisis aproximados de otros tipos de estructuras estiticamente inde-
terminadas

Fio. 111, Efecto de las propiedades elsticas

depende de las propiadades cldstica de sus clementos. Como consecuenca, se puede
llevar a cabo un anlisis de tensiones cexactov, relativamente sencllo para tals es-
tructuras.
contrario, en una estructura estéticamente indeterminad, el andliss de ten-
siones depende de las propiedades elsticas de los clementos. Estas propiedades elisti-
cas incluyen el médulo de elsticidad, el érea de a secsidn transversal, el momento de
inercia de la secci6n, y 1a longitud del elemento, lo que podemos ver considerando I
Fig. 11.1. Supongamos que Ia rigidez de 1s vigh AB s muy pequeia o comparacién
con Ia de la CD, lo que puede conseguirse haciendo E, /L3 muy pequefo en compe-
racién con Eyly/L}. La viga CD soportark una parte mayor de la carga P que la 4B,
gamos adems que el tensor EF que une las dos vigas tiene una rigidez muy pe-
quetia por ser Ey/h pequello, o que puede conseguirse haciéndolo de goma, que tiene
un valor de  muy bajo. En estas condiciones Ia viga CD soportard ain ms parte de
Incarga P.
i se conocen las cantidades que determinan las rigideces de los clementos de una
estructura estética realizar
que conduce a resltados con ¢l mismo orden d precision que se obticne para las es-
tructuras esthticamente determinadas. Sin embargo, en la realidad, los tres factores
et impden b i 8 et
calulsta puede carecer d los conocimientos nocesarios para reaizar el s-
ludlnsﬁmmmumdﬂmmmn

ra e i
aemunmmqugn-y.qu.mmnhmmm anumwumpme
ser factor determinante Ia necesidad del tiempo. En otros, las consideraciones econ6-

qmmmxm«nulw{m:lpmmnmhllmwmymwc&m
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do se proyectan estructuras relativamente sin importancia o partes secundarias de es-
tructuras importantes. El calculista debe tener en cuenta, al juzgar, la magpiud de los
ertores que se introducirén con el método aproximado que ¢ propone usa
Ao 80 conenza ol wtuio de ons etrocte cedficamete idterminads,
o se conocen las scciones ni los momentos de inercia de sus clementos. Por tanto, es
de

necesario hacer un andlisis aproximado en la estructura para obiener una
idea de las . Una vez asignadas estas dimensiones aproxima-
das, se puede hacer el estudio eléstico. En general, este primer h

ver que esas dimensiones no son satisfactorias, legindose a una solucién apropiada
por sucesivos proyectos. Por tanto, el andlsis aproximado de las structuras estitica-
mente i o.

n3 para que
sea posible el estudio de una estructura tomando como base solamente 1as ecuaciones
de la estitica, de tant
independientcs de fuerza haya en I cstructura. i hay n componentes de fuerza inde-
peadieates mis que ecuaciones de la estitica independicates, la estructura es estdtica-
mente odtemiania da G . Po anl, e ssomrio hacer n hipdtesis indepen-
m‘ndalnudelucuﬂudblunrlumuuaénonlmﬂn.punqu:xpuedl
hallar una solucidn aproriinada tomando como base Ia esttica solament
&xhﬂmwﬂdvnmp&mwsmﬁbﬁ:hﬂmh‘dlw}vnIlesdr
tica. Si s h en general, ¥ la aplica-
o de et b b s a resultados incompatibles, segin qué
‘cuaciones sc utilicen y en qué orden. EI primer paso n el estudio aproximado de una
estructura estdticameate indeterminada es hallar ¢l grado de indeterminacién, y, por
aco, d kg de gl b
crlons prukdn con doe o e cadn ctrepa. Los
BB o 4
pore}mlpln,enImmnhmlcdelwmrdonnsup:nmzm{mexdeun e,
como e vi e a ec. 121 Como cemplo del studio aproimado de s cuchilo, con
sideraremos el dc a Fig. 112, en o que s¢ supone que todas las barras son capaces de
soportar compresién o traccidn. Se observar, primero, que este cuchilo ¢s estitica-
mente indeterminado en sexto grado, o que puede verse ficilmente considerando que,

[W

FiG. 112, Cuchillo con doble sistema de diagonales.

como,

% 6 68 4 5 &

R

6 okresatos o 9m = 54m

si s¢ quitara una di s ba i ol
cuitcamente determinado. Por tanto s necesario haccr seis mpﬂnsﬂ independient

se que en & cotne e e
por igual entre las o dnxumkx‘ como hay seis cnllzpln supone seis hipdtesis
iependients, Ahora e fil orplar <l stoic de 1a arocurs, ilzands 30t
relaciones de Ia esttica. En Ia Fig. 11.3 sc muestra la solucién, habiéndose emplcado ¢l




Fio. 113, Ejemplo.

‘método de las fuerzas indicadoras. Primero se calcula ¢l cortante en cada entrepafio,
a partir de las fuerzas exteriores. Como cjemplo, el correspondiente al lnpﬂu(ll)
e de —19,5.. Estc conanie s divide po igual nte L y L d modo que s

+9,75y —
nmmemmw'md‘mnmwm*
it Enla Fig. 11.2 sis las verdaderas

fuerzas de cada barra.
En los cuchilos d este tpo, muchas veoss s proyetan as dingonsles coo -
ibre dividida

por radio de giro), pues asi, unaomadlnmmm-mmmn
np‘mu,ylowﬂldwlo carga despreciable. Cuando se proyectan las diago-
e de e forn, e cortani de cada crepaBio o soport, 0 traeion, una sla
diagonal. La consideracién del cortante total €n cada entrepafio nos permite decir qué
dingonal pendear . por o, 10 levark carga. En Ia Fig. 11.3, i se supone que se
Ias diagonales para que solo pudicran soportar traccidn, todas las que en
el estudio anterior tenian compresién, ahora no tendrén fuerza alguna. Esto bace que
¢l cuchillo sea estiticamente determinado, por 1o que 10 se halla ninguna dificultad
‘para terminar el estudio.

115 Cuchillos de sotema méitpe. Los cuchillos con barras en excso puedea,
ser .wpommdoqu:lonnqm

Vi don o e cwlos stlicamate
Por cjemplo, ¢l de Ia Fig. 12 v posde consess combinaado ¥ do de i Fig. 114,

Fio. 114, Cuchillos componentes de s Fig. 11.2.

comoel L, la puede soportar cualquiera de los dos cuchillosde a Fi. 114, por o que
* Ver g 49.
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0 es posible asignar tal carga a uno solo de los componentes. Consideremos ahora el
cuchillo de la Fig. 11.5a, que es esthticamente indeterminado de primer grado. Se pue-
de constuir suprponiendo los dos d s Figs, 115 . Sise aplica una carga verticl
en un nudo cualquiera, se pucde suponer que Ia soporta solo no de los cuchillos com-
‘ponetes. Supongamos, por ¢jemplo, que sc aplica una carga vertical en Libe L
se puede suponer que la soporta totalmente el cuchillo de la Fig. 11.55, pues
nales la pueden resisir. i s aplicaran las cargas a estos nudos del de la
las podria soportar sin que las barras del corddn inferior estuvieran
‘momento flector, lo que 1o es posible porque los elementos del cuchillo estén proyec-
tados para resistir solo fuerza axial. Del mismo modo, las cargas verticales Ly y Ly 5&
supondré que las sustenta totalmente el cuchillo de la Fig. 11.5e. Por tanto, las cargas
splcads l cucill d a Fig, 11505 pueden asigar de un modo eoncmv. a uno
wotrode Cada se puede
unmmﬂ:d:mummumxnm:wpnuwl:xmn Lt fcrsas de parr
en el cuchillo real sc pueden hallar, ya, superponiendo las de los dos componentes. La
de una diagonal cualquiera se obiene del cuchillo componente en que existe csa dia-
gonal, pero la de ballan su-

‘mando los valores obtenidos en cada cuchillo componente.

Como el cuchillo de la Fig. 11.5a es estiticamente indeterminado de primer grado,
el estudio aproximado que s indica aqui esté basado en una sola hipdtesis, consistente
en que en un entrepaio cualquiera, el cortante total exterior se divide entre las dos dia-

en la misma forma que ocuriria si pudieran actuar los dos cuchillos compo-
nentes por separado bajo las cargas aplicadas en sus nudos respectivos. Hecha esta hi-
potesis para Ia division del cortante en un entrepafio, de las ecuaciones de la estitica s
deti W dtiba o cmica los demés entrepafios, de forma que no intervie-
nen mis

WLt L L L = L5 P

Z 7
(e}

Fig. 115, Cuchillos de sistema miliple.

Como zpnpln de este método aproximado para estudiar los cuchillos con milli-
es sistemas consideremos el de Ia Fig. 11.6a. Este cuchillo se pucde con-

Tkune compuesto pos 1o e Componeato indicados por lineas llenas, de trazos cor-
tos y de trazos largos en las diagonales. En las Figs. 11.6b a d se dan las fucrzas de
barra para cada uno de ellos, Luego se superponen estas fuerzas componeates y sc ob-
tenen s feras do bemsltales i o Fi, 116, Por iemplo, i foera total
en Uply se t Fig. 116 (+17.7), @ Uy se ha-
lla sumando las fuerzas obtenidas para cste lemento en los phtoy wmpomls,
~250 - 194 - 218 = -T22.
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i e quieren trazar s lineas de influencia de las fuerzas de barra en cuchillos do
sistema mlipe s puede s l mismo método. En s i 11.7ay b e han dibujado
las lincas de influencia de las barras ULy y UyUs. Como UyUy es un elemento del cu-
chills componente de I Fg. 166, 3 dibuja la linea de influencia considerando pri-
mero este cuchillo solamente. La ordenada en Ly es la tinica no wht 1 oa 5 4
influencia, pues cuando la carga unidad estd en otro nudo del cor
poria otro de Jos cuchills componentes, y a fueza en UL es i, Como a fnca

barraes

sa de la Fig. 11.7a.
La barra U,U es un clemento de cada uno de los cuchillos componentes. Conside-
réndola cada vez como perteneciente a cada uno de ellos, se han construido las lineas
de influencia correspondientes en la Fig. 11.75. La ordenada en Ly cs la tnica que tiene
sigicaidn paa I lna de inuenia tszada con I Fi. 11,6 com base; s de L,
¥ Ly son las Gnicas que tienen significado para Ia linca de influencia ndicnte
alaFig. 116c ylasde L, y Ly para la Fig. 11.6d. Se han unido estos puntos significa-
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tivos por una linea gruesa, hallindose asiIa linea de influencia resultante de Ia fuerza
enla barra U
116 Pérticos simples. Las estructuras de prtco simple, semejantes a las embo-
caduras del puente descritas en la Sec. 1.21, tienen como objeto primordial transmitir
las cargas horizontales, aplcadas en la parte ata, a las cimentaciones. Las necesidades
conducen generalmente al empleo de estructuras con forma de pértico
simpl estéticamente indeterminado, y para su estudio se utlizan frecuentemente solu-
ciones aproximadas. Consideremos el pértico de la Fig. 112 cgue cmeniod b
dos capaces de soportar momento y cortante, asf como fuerza axial Los pies estén a
ticulados en su base y rigidamente uaidos a la viga superior. Esta estructura es indeter-
ot peimar g por o go ey gu e i . Las shaconesdo e
tipo de estruct en consideraciones eldsticas demuestran que el cortante
bosaontl oo pée wm‘dmm por igual entre los dos pies; por tanto, s supon-
drk que las reacciones horizontales en los dos pis son iguales entre s, esdeclr.lsu-llu
i esttica. Se puede oble-

m ¥
portico bajo la accidn de la carga aplicada. Esto se represents, a escala exagerada, en
a Fig. 118c.

o

(@) (0 (e
Fic. 118, Pértico simpl.

Consideremos ahora un pértico similar en cierto modo al de Ia Fig. 11.8, pero con
los pies empotrados como en Ia Fig. 11.9a. Esta estructura es estéticamente indetermi-
nada en tercer grado, por lo que es necesario hacer tres hipéesis. Como en el caso de
los pies articulados, supondremos que las reacciones horizontales en los dos pies son
iguales y valen, por tanto, 2. La Fig. 11.9c representa la deformada del pértico bajo
Ia accidn de la carga aplicada. Se obscrvark que cerca del centro de cada. pie hay un
Puato ca quo s vkt I curraen. Etos 3o puaton do e, o b o o

Bipbiesi 8 rsouabe o o piticn e siméiic y as igidecsde o pis s gules. LCull e
it sl s i 4 s 8
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Fig, 119, Prtico simple con pies empotrados.

‘mento flector cambia de signo, y, por tanto, tiene valor nulo. Se supondr,

cuencia, que hay un punto de inflexion en cl centro de cada m,lnqu:ummcmrll-

mlewmv-knl:u.dmnan:uu\cnmmﬂmnm:n\ los puntos a y @', como se

representa en la Fig. 11.9c. Las reacciones verticales en cste portico son iguales a las

fuerzas axiales en 10s pics y s pueden determinar tomando momentos sucesivamente
0 aay a’ de todas las fuerzas que actian en la parte de estructura por encima de

estos puntos. Por cjemplo, tomando momentos respecto a a,

h Ph
PG —Rab=0 Ro=+3

El momento reaccién en Ia base de cada pie esigual al cortante en el punto de inflexion
del pie multiplicado por la distancia del punto de inflexin a la base y, por tanto, igual
2 (P2XH2) = PHA. U vez conocidas s reaccionss, s pueden determinar icimente
r Ia estdtica pértico.
En la Fig. 11.95 se dan las curvas de momentos flectores para esta estructura y carga.
i et e o g e i it v de un modo semejante
la Fig. 1 s pies ABy CD
Ahasta Byde CaD, lswcllvimﬂlw s¢ proyectan de modo que sean capaces d
resitc momento y corant,lo mismo que ferza axa. Lo otros =|mmm que cons-

¥ que soportan solo plisige iyt borirme i
tercer grado, por lo que se hardn las tres hipdtesis siguientes:

1. Las reacciones horizontales son iguales.

2 :uunp\mlnd:mﬂ:iénanuudd(dhumilmlnhbueAd:lwABy
ol extremo H de la cai

3 Existc n punto de infleien a miad de distania ntr a base C del pe CD y
el extremo / de la cartel

Las reacciones horizontals son. pues igules a P/2. El momento en a base de cada

pic cs igual al cortante en éste multiplicado por la distancia desde el punto de inflexion

% base, y tiene un valor de (P[2)3) = L,SP. Las reacciones verticales s¢ pueden ob-
tener tomando momentos sucesivamente respecto a los puntos de inflexion a y o' de
las fuerzas que actian en la estructura por encima de ellos. Estas ecuaciones demues-




ESTUDIO APROXIMADO DE LAS ESTRUCTURAS ESTATICAMENTE INDETERMINADAS 291
bm

=
LT b pgtete
770N e ]

L
" | et d

{i i1

(@ m tey

FI 1110, Pértco de scoeso al puente.

tran que las reacciones verticales son iguales a 5,4P/6 = 9P/10 cada uns, y actian en
las direcciones representadas en la figura.
Para hallar la fuerzas en las barras unidas a Jos pies se puede proceder como,sigue:
Considerando el pie AB como un cuerpo rigido y tomando momentos respecto a B de.
Ias fuerzas que acttan en &,
P s _ 9P
+7 84— LSP — Xur24) =0 X""T"n
9P (12| _ 9P
=t (35) =+
Para ballar Ia fuerza cn la barra BF, aplicando £F, = 0 a todas las fuerzas que actian
encl pie 4B,

+Yu"”‘+ﬁ-n LYa=0 L Xey=0

Para hallar Ia fuerza en la barra BE, aplicando F, = 0 a todas las fuerzas que actian
en el pic 4B,

9P P : 8P

04T Pogm0 K= -
todas las fuerzas que actian en el pie AB, como s muestra en la Figu-
12 11106, s¢ puede calcular la fuerza axial en una seceidn cualquiera del pi, y ons-
a3 curvas del cortante el momento fector. De igual modo se puede estudiar el
pie CD.L
117 Pisticos ndetriles. Muchas veces e construyen potioos para edifcos in-
dustriales como el de la Fig. 11.11. Se puede hacer un estudio aproximado de ese por-
tico cuando esté sometido a cargas laterales a base e hipStesis idénticas a las hechas
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15 m
|

l e

om Fio. 1111, Pértico

para ¢l portico simple de Ia Fig. 1110, eto es, que las reacciones horizontales en las

bases de los pies son jguales y que existen puntos de infiexién en cada pic  una altura

de 2,25 m. La aplicacién e las ecuaciones de a esttica, despuds de hacer estas hipd-

tesis, sigue la marcha general empleada para el périco simple.
s Silos pies de una

s ptnos Frscn torme

umwmmmwmm-k—ﬁmu&mm&hmmmm
2 los mudos en que las cargas estén aplcadas. Luego e puede ya estudiar cada cara como un
il s g ot e o o, Tty compce it o b s

del estudio de dos caras sdyacentes.

No obstante, el Eneste
caso, f andlisi de esferzos s puede bacer también como cuchilos planos, pero s neesario
Fig. 11120

Trazaremos una
mmmflumakmmnnnllumnﬂehmm de las diagonales, y tomare-
mos momentos respecto o, interseceidn de Ia prolongacin de los pis, de todas las foerzas

Sim.
al oje

X

S

(@) ) (@ (@)
Fio. 1112, Celosia de torre.
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que stfan en o cucilopor encim de s, WM, Cnmlumwmuww
pasan por.
brio con los de las componentes horizontales de
téan con el brazo de palanca A.

las diagonales solo pueden soportar traccién, a ad tendri fuerza nula, de modo que en
1a ecuacidn anterior aparece solo una incégala y se obtiene directameate la componeate hori-
zontal de Ia fuerza en la barra be. i, por el contrario, as diagonales pucden soportar tanto

fu«menludnmhdybe que se-

de incégaitas independients en la ecuacin anterior a una y sc pueden determinar s compo-
ncotes horizontales de as fuerzas e s dingonals.

veeala Fig. 11125,
2 e e o o e o o ks compet o ot cklor com:
as Figs. 1L.02c y 4
Geiments asurainados par s crps sigaadas 6, obieubadon g s Ttk o e
barrasdelcuchill real, superponiendo s de 1a dos componentes.
ha visto, pues, que s pueden apliar al estudio a e los lados de Ia torre, que
ralidad son cuchilos planos en voladizo estticamente indeterminados, ef mismo método
eoenl wilzado pars o ctdio aprximado e 105 cuchlos iderminados simplmente
spoyados.

119 Teashones en estructuras de edificios debidas a cargas verticales. u“m
tura o pértico de edificio tonsta, fundamentalmente, de vigas que lievan las cargas
ticales a los pilares y los propios pilares. Si sc construye tal pcmmemumu
ra 11.13a, que s estaticamente determinado, tendr poca resistencia contra las fucrzas
horzontle, talescomo el vialo, quc ha de sopertar también. Por tanto, en In reali-
dad laFig. 11136,
unidas a los pilares, de forma que todos los elementos pueden soportar momento flec-
tor, cortante y fuerza axial. A tal pértico s I llama pdrtico rigido, y a veces estructura
o pértico de cdificio. A causa de la construccidn rigida, un pértico de edifcio es muy

N e % P i
(o) ()

. e
:
(o) (0] L

Fi0. 11,14, Viga de pértico de dificio.

(el



%4 ANALISIS ELEMENTAL DE ESTRUCTURAS

indeterminado, pudiéndose hallar su grado de indeterminacién considerando la Figu-
ra 11.13c. Supongamos que se corta cada viga cerca del centro, como se indica. La
estructura resultante serd estéticamente determinada, pues cada pilar, junto con sus

que se corta. Si el nimero de vigas del pdrtico es n, ¢ necesario suprimir 3n sobrantes
para que sea estificamente determinado; por tanto, l portico es indel
3n. Por consiguicate, el pértico de Ia Fig. 11.13b es estticamente indeterminado
de grado 18. Un pértico con 100 pisos y 8 fias de pilares contendré 700 vigas y serd
sitiamente indeteminado d grado 2100, Por ano, o may ‘conveniente: poder dis-
‘poner de métodos aproximados para estudiar tales estructuras.
Como un pértico de edificio del tipo que acabamos e considerar es estéticamente
md:fammmnaepldnq\nlnnumdmmdewmxﬁm-mwrm
is de tensiones por cada viga, i se quiere hacer el estudio a base solo de la es-
uuu En la Fig. 11.14a, si una viga esté sometida a una carga de w kg por m sobre toda
1a longitud, los nudos A y B girarén como se ve en la Fig. 11.145, pucs, como tienen
limitacidn parcal de mmmuwnp‘m&’mw\u,{ylmv:ﬂnmmp
tramiento perfecto contra el giro, como en Ia Fig. 11.14c, sc veria ficilmente,
consideracién de los‘momentos en una viga empotrada, que los puntos de placte
Coarian stoadon  una dinance 021 de cadn cxtrcmo. 3 1o spoyos A y B eran
m:um.wmmhmuwmpmdemmnmm.mmmm
‘mos de Ia viga. Para el caso real de empotramiento parcial, se puede suponer que los
puntos de inflexién estéin entre 0.21L y 0,00L de los extremos. Si se supone que estén
 un décimo de a luz, desde cada nudo, s¢ hbr(m]dn\lnllpmummhnmbk,
Las soluciones de los pérticos de eificios, basados en el comportamiento eldstico,
mmq%wmmhmmmhﬁpummmmw
pequeta.
mmm.ummxmmmwmupnuamnmuammpom
de edificio sometido
% Lll'\lﬂ'lllnlmhvul!
2. Hay un punto de inflexidn a un décimo de la luz a partir del apoyo izquierdo.
3. Hay un punto de inflexién a un décimo de 1a luz a partir del apoyo derecho,

20
J
u” =
220 17m
”” 2
= am

=+4m

225 m t We-225 m

Fia. 1L15. is s, Fio. 1116,




ESTUDIO APROXIMADO DE LAS ESTRUCTURAS ESTATICAMENTE INDETERMINADAS 295

queel i Ia Fig. 11.15. ¥a, por
ica, como s¢ ve en la Fig. 11.16, El momento méximo positivo se produce cn ¢l
centro de la luz y esté dado por

M= +%4Q004) = +4mt
El momento negativo méximo tiene lugar en los extremos de la luz y esté dado por

M = —400,5) - 200,5)0.25) =

25mt
El cortante méximo se produce en cada extremo de la luz y vale.

§=2002) +05@) =5t

[ actian en i s fuerzas
verticales aplicadas por éstas a los pilares, se hallan facilmente las fuerzas axiales en
Tos pilares sumando los cortantes de las vigas desde 1o ato del pilr hacia abajo, hasta
Hlegar a la seccidn co X

Para producir 1a compresion mixima en un pilar, han de eta cargados 1os tramos
d o dos o, Par 1o pilares intermedios, en cada piso los momentos transmitidos

vlpxnopomn:nu:i.porlnqm:lmmmddmlnnpeqltﬂnymuhn

Veces se desprecia para el proyecto. Por el contrario, en los pilares exteriores, as vigas

aplican momento solo a un lado, por ln que los momentos de los pilares son mayores

¥ hay que considerarlos. Sin embargo, para calcular los momentos en los pilares, no

avsm.umpmin Los momentos en las vigas sc suelen repartir entre los pilares
oporcén 1 s rgdeos.

70 Teasioncs en os pirtios de edificios debidas a cargas Iaerales a gesra.
En la Sec. 11.9 se sefal que tienen gran importancia los Htiodos sprosimaden pars
estudiar los pérticos, por el hecho de s tales estructuras grandemente indeterminadas.
Se ha visto que el grado de indeterminacidn estitica de n pértico tal como el de la Fi-
gura 11.17a cs igual & tres veces el nimero de vigas que contiene. EJ nimero de hipd-
tesis que hay que hacer para que permitan el estudio por la estdtica depende de la pro-
pia cstructura, de forma que para este pdrtico hay que hacer tres veces tantas hipotesis
como vigas posee, independientemnente del tipo de carga considerado. Sin embargo,
las hipotesis hechas al estudiar los porticos sometidos a cargas verticales no son vilidas

A

(o) 2}
FiG. 1117, Pértico de edifico sometido a cargas laterals.
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para el estudio con cargas aterales, porque el comportamiento sructural del périco
diferente, como puede. iderando la Fig. 11175, que repre-
et escala cxagerada, la forma que toma el pértico bajo la accion de cargas late-
rales. Se obscrvard que, aunque hay puntos de inflexion n los clementos, no se pre-
sentan igual que en el caso de cargas verticales. En realidad, cuando un pértico de edi-
ficio esté sometido a cargas laterales, habrd, como se ve en la Fig. 11.175, un punto
de inflexion cerca del centro de cada viga y cada pilar. Por tanto, Ia hipoesis de que
estos puntos de inflcxién cstén en el centro del clemento, e razonable, y es una de las
que suelen hacerse para lievar a cabo el estudio aproximado de los porticos de edificios
sometidos a cargas laterales. Las curvas de momentos de la estructura de la Fig. 11.17
son del tipo de las representadas a trazos en la Figura 11.17.
mhmmm&m.pxmmmpn udiar los pérticos de edi-
laterales. son: 1) el método del
2l muoao Gl vndian, 3 o miodo delfcor

FPara que pusta consderare a precisidn elaiv e esos meétodos sc spicarin
Jos sl m . Este portico y Fig. 1118,
§ awow §
Aa T [z
*oam roz00 |4
3800 g 2000
S e0 |7 S a0
] <
020 s0s0
rozs0 Koo |6™
dso gooo |
! 750m | 9m |
+ -+ -1

FiG. 11.18. _Cilculo ecxacto» de los momentos extremos originados por cargas laterale,

Es posible hallar una solucién llamada wexacta» utilizando, por cjemplo, ¢l método de
«deformacién angular» para estudiar estiticamente porticos rigidos estéticament
determinados, que sc da en ¢l Cap. 13. Tal solucién es interesante para comparar e
A Ios métodos aproximados y conduce a los valores en metros-kil
para las vi a Figura 1115,

Para apicar ete metodo, 3 Jo mimo swode oo ¢ 01 factor, es necesario conocer
la rigidez relativa de cada clemeato. Esta rigidez relativa se representa por K,
¥ para un elemento dado se obtienc dividiendo el momento de inercia por la longitud.
anmelgmmmddpmwdeum 1LI8; Sgurs el vmlor e K.

1111 Método del prtico simple. En ¢l método del pértico simple, s hacen las
siguientes hipétesis:

1. H-y\mplmlod:mﬂ;uﬂnmdwn(md&ndﬁvm
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2. Hay un punto de inflexidn en el centro de cada pilar.
3. El cortaite horizontal total en cada piso se divide entre los pilares de ese piso,
de tal modo que cada pilar interior soporta doble cortante que cada uno de los exte-

riores
A esta itima hipdtesis se llega considerando cada piso como i estuviera formado

por una serie de porticos simples, como se v en la Fig. 11.19. A.lelmmnmpihr

exterior corresponde al pie de un solo pértico, uno interior corresponde a dos

5o qub e casaae poncr guc o s o acportis dob oants 0o
os exteriores.

FiG. 1119, Serie de pérticos simples equivalentes a
n prtico de edificio.

5 o un po tay ar plr, i ik 3 o  hacer e 1) il poe
piso, respecto a ls relaciones entre Jos cortantes e los pil

Cvnufzmlnlpﬁmdehl-‘( L18, i apacit de mitod de s péton
simples exige el siguiente ndmero de hipdtesis

Puntos 2x3=

Puntos de inflexién cn los pilares 4x2=

Relaciones de cortantes eo pilares 2x3=
Total

Blowa

en este portico hay scis vigas, la estructura es indeterminada en grado 13,

Por tnto, l médo e piric Smpe bacs s hipbei de s escaris Sin -

3 ueluhlpﬂlemmumwmpublsmnhsnmlmynn:
obtiene incompatibilidad eatre los
w:ma.mumo.hmunmuhnms,
hdmmnm.hmll]ﬂmhqmnmh resultados.
Cortantes en los pilares. De acuerdo con Ia hipdtesis 3, sca en cada
pdlrexmnwdeunwndldu entonces, 2x = enﬂ.lmeznﬂdlpnlnmmmd:lm
mo piso. Para

X 264 2x 4+ x = 6x = 5000 + 5,000 = 10.000
x=1667 " 2x=33%

Para el scgundo piso, 6x = 5.000; x = 833; 2x = 1667.
Momens en s ple._ Do sl co s iptods 2, of momesto on o ero
de cada pilar es nulo. Por tanto, ¢l momento en el extremo de un pilar etcrminado
{gual ol cortante endicho il malipicdo por 1 mitad 8 5 longid. Por compl,
el momento M s en ¢l extremo A del pilar AE s igual a 1667 x 3 = 5.000 m kg:

Mo = 167 ¢ 225 = 370 m ks,
Momenios en las vigas.  Obscrvando la Fig. 11.175, que representa el tipo de de-
formacién uu&)elxodmenlm pertico de edificio sometido a fuerzas laterals, s ve.

que los momentos cn las vigas y en los pilares actlan, en un nudo, en sentidos contra-
rios. Este hecho se ve aiin mas claro en la Fig. 11.21a, para la que se pucde escribir la
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5000Kg 1875 1875 1875
lm 875 L3750 1875 L3750
ol ol e
50001875 6875y [3750 o875, ["a7s0
[l e Q™
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ol ofm ofim ohw o
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Fic. 11.20. Clculo de los momentos extremos por cl método del pértico simpic

| I_|cu-t2skg
My | AHE £ !
> £l fer-22m
A
7 b2 y
o) § (] (L]

Fic. 11.21. Esquemas de cuerpo libre de paries el portico de la Fig. 11.20.

ado s mim o 1o o uﬂmﬂllmphlau!mlllhdclolconspon
dientes en las vigas. semnmmmnuam para determinar los momentos ex-
Imnesmhswmp\my-:hmu‘mhdnludchxpnlm Por cjemplo, en ¢l
nudo ,

Mgy = +5.000 + 1875 = +687Smkg

Como, por Ia hipdtesis 1, hay un punto de inflexin en el centro de la viga EF, My €5

también igual a 6875 m kg. Igualando los momentos de las vigas y los de los pilares
en ¢l nudo F, se halla Myg + 6875 = 10.000 + 3.750, de donde se deduce que Myg
es también igual a 6,875 m kg. Continuando con las vigas el primer piso del mismo
modo, se verd que todos los momentos extremos de las vigas de este piso son iguales a
6.875 m kg. Los momentos en las vigas de la cubierta se pueden determinar de la misma
forma; se hallard que cada uno es igual a 1875 m kg.

Cortantes enlasvigas.  En'a Fig. 11.21b, s s cscribe EM = 0 para las fuerzas que
actiian en una viga, tomando momentos a un extremo de la misma, sc ve que
CL = 2M, de donde C = 2M/L. Por tanto, ¢l cortante en la viga EF esti dado por

x 687 x 1.87:
qz:ss 2% 1875

201kg  Cpy =2t m625kg e
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Ferses axies s plre._Ea n Fi. 1121 1 uden bt e s atia
1o e s pres e, pacnd e pre s sy o coranks i
por las vigas. Asi,

Fy= +625kg  Fup= +625+ 2291 = +2916kg  ctc.

Las fueraas axiales en las vigas, aunque no tengan importancia para ¢ proyecto, s¢
pueden obtener de un modo andlogo sumando, a partir de un extremo, los cortantes
trasmukidospo ko pilas; natumkens, kny s ncl e o sum s fcion de
Ias propias cargas lat

1112 Método del voladizo. En el método del voladizo se hacen las siguientes
hipdesi

1. Hay un punto de inflexién en el centro de cada viga.

2. Hay un punto de inflexion en el centro de cada plar.

3. La intensidad del esfuerzo axial en cada pilar de un piso es proporcional a la

xe105m__, Racta verical porecds
105 Reca pordcdg.

sooorg_ 20§ 2 o §
B e v e R
20-]
Fetat] Ferim) Fot) Foart | | 43m
2 H N
oo 120 8 amslaw T g0 faw E g0
‘4585 Y8190 < 6] V2870 3
338 2293 hre:} s
Fe1945) Fet838) Fa-555 F=-2225 jomi
& koo sl
Bm on

®
FiG. 1122, Cilculo de los momentos extremos por el método del voladizo.
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mmmmmum-npluummd=mmmammummmm
que se considers,

‘A" esta itima hiptesis se llega considerando que se pueden obtener los csfuerzos
axiales en los pilares, por un método andlogo al utilizado para determinar la distribu-
cin de las tensiones normales en una seccién de una viga en voladizo.

ke s e s 1 Mgl 6 irlei's U o) ek
s e o eferzos e d o plaes,par cds pc. Por i, il g con o

‘ admite més las necesarias,

izo, lo a
rkl-ﬁ; jrit4 le-awhnmmunldﬂpenhﬁ;ll)ﬂ),mhqugd.mlﬁ
resultados.

Fuerzas axiales en los pilares. Suponiendo que todos los pilares tienen la misma.
seccién, el centro de gravedad de los pilares de cada piso se halla con la siguiente ecua-
cién

SRS ”‘j 25 10,5 m desde AET

Consideremos*la Fig. 11.22a para el primer piso. Si se expresa la fuerza axial en
AEDOr +F, por I bipdtesis 3, las fucrzas axiales en BF, CGy DH seian +4,5/10.5F g

= +¥Fui ~ Y105y = -Vr,.. —12/10,5F 4y = ~%F s, respectivamente. To-
mando olwlw-mtpaﬂn u,m“upnupu«mmumm
‘pasa por

mwnw.amnmsmmmmmpm
+5.000(7,50) + 5.00003) ~ Far(22,5) — %Fas(16,5) + ¥Fuxl9) = 0

de donde Fjy = +1.945; F.,- +%(+1.945) = +835, etc.
Para ¢l segundo piso, las ﬁmlmhmlamhmaﬂnnhmmrdu&n
:nlniqnell.lrl:lpnmupuv calcularén de manera similar, tomando momentos
to de inflexion de HL de todas las fuerzas que actian sobre el pdrtico
por encia de pand horaontl e ada s o punto de fcidn de I pilars &l
segundo piso. En la Fig. 11.22b aparecen, en ¢l centro de cada pilar, las faerzas axiales
cor ientes
Cortantes en la vigas. Los cortantes'en las vigas se pueden obiener a partir de las
fuerzas axials en los ilares en los diversos nudos. Por ejemplo, en ¢l nudo £,
Cap = +417 — 1945 = —1.528
en el nudo F, Crg = —1.528 + 179 — 835 = —2.184; etc. En el centro de cada viga
de la Fig. 11.225 se ha escrito el cortante te.
Momenas en b s Como e momentn s o catro dc cads ign o wuo, o
correspondiente a los extremos serd y[ull-leomnumhvu,mnlnplndu
mitad de la longitud de la misma. Por ejemy

My =158x3=4585mkg Mg =596 x 375=220mkg  etc.
Momentos en los pilares. Los momentos n los pilares se determinan en la cabeza
de los mismios, dewcendiendo backs I base como e ve en el sigient cimplo. En o
1as vigas, por lo que

Myp = 1250 + 2230 = 3480 m kg
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ke

helnmr.u,.ucw = 4585 + 8190, d;aamu,,-ussmk. My &

‘mbitn igual 2 9.295 m ke,
wode

BF.
1113 Miétodo del facor. I método del factor para estudiar los pdrtcos de edi-

en que sc funda el de las deformaciones angulares.
Antes de aplicar ¢l método del factor hay que calcular el valor de K = //L para
ol vity ohmcn. No e esro il ot valores absolutos de K, pues los
fueans dependen de 1as rigideoss rlivs de 1o clementos del porio. No obstant,
valores de K en

eatre
Elmnddﬁclwnlﬂummdnhnpm
1. En cada nudo se calcula el factor o de las vamllnlménlwumw
» = EK,/EK, en Ia que EK, representa la suma de los valores de K de los pilares que s¢
cocwenfan n l mudo,y K  sums de s valore de K pars odos s lmentos el

para el que s¢ ba hallado.
3 Euud:nmnubuhdfnnpdehphmwrh:ﬂw&nm‘nu
=1, siendo o el factor de la viga calculado en el paso 1. Se escribe cada valor

nbun-doldeud::mnd:udlyllnmwnlnndnm:lq\unhlulcuhdn En
e s de T pilares cmporados de primer piso e toma
3. H.ynnnnmwwndnulyi.muhnnmndgwdmlumm(dd

lama factor de mo-

4 Semluﬂundlmmmmnulpmlpwdnlmﬂekddehmmnﬂ
los pilares, k

pilares en un piso determinado, es igual tal
phadnpwllllnlnﬂﬁlpnP«hnlo.luhﬁumﬂemmmﬂ:phr!uma:
transformar en momentos en los exremos de los pilare, por proporcion dirca, en
cada piso.

6. Los factores de momento de viga ¥, ballados en el paso 4, son realmente los
valores relativos de los momentos enlos extremos de las vigas para cada
nudo. La suma de los momentos en los extremos de las vigas en cada nudo cs igual,
por e e, 1 s d 1w mcreuto o o tremes de o plre 6 e o,
que pueden obtenerse n ¢l paso 5. Por tanto, los factores de momento de viga ¥ s¢

<A New Method for Analing Streses Due o Lateal Loads on Buiding Framess, Bor-
1onSoc. . Engrs. ol 21, ném 1, ceco 1934
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Fic. 11.23. Cileulo de los momentos extremos por el método del factor.
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‘pucden transformar en momentos en los extremos de éstas, por proporcion dirccta,
en cada nudo.

Como ejemplo del método del factor, lo aplicaremos al pértico de la Fig. 11.18.
En la Fig. 11.23 sc anotan los cilculos y resultados correspondientes. Se han escrito
Tos valores de K en cada elemento, como parte de los datos. Para cada piso se han ha-
lado primero, en el lado derecho de Ia figura, Ios valores del cortante total en l piso,
H,y Hh, producto de H por la altura del piso h. A continuacién se dan algunos detalles
de ia resolucién:

Paso 1. Caleulo de losfactores de viga

0,133 + 0,100

Para el mudo Bt b = 15+ 0100 + 0350

0482

Se escribe este ntmero en el extremo izquierdo de l viga EF.

. 0267 + 0,200
Para el o F v = e~ 041

iga FG EF.

Para el nudo J: oy = = 0347

013
0133 + 025
Se escribe este ntimero en el extremo izquierdo de I viga L.

De igual manera se calculan los fuctores de vigas en los dems nudos y se escriben
en el extremo de Ia viga correspondiente al nudo para el que se han calculado.

Paso 2. Céleulo de los fuctores de pilar

Para el nudo E: pg = 1 — o = 1,000 — 0482 = 0,518
Se escribe este nimero en la parte alta del pilar AE'y en la inferior del £1.
Para el nudo J: p, = 1= 0, = 1,000 — 0,291 = 0,709
Se escribe este nimero en la parte superior del pilar FJ.
Para el nudo 4: p, = 1,000
pues es la base del pilar del piso bajo, empotrado. Este nimero se escribe n la parte
inferior del pilar AE.

En todos los demis nudos se calculan de igual forma los factores de pilar y se escri-
ben los valores hallados en el extremo de cada pilar junto al nudo para el que sc ha
calculado.

Paso 3. Aumentar el imero de cada extremo de cada elemento en la miad del ni-
mero del otro extremo del mismo.

Para ¢l nudo A: Elemento AE: 1,000 + 0,5(0.518) = 1259
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Para el nudo £: Elemento EI: 0,518 + 0,50,653) = 0,845

Elemento £4: 0,518 + 0.5(1,000) = 1018
En la Fig. 11.23 s¢ han hecho directamente chlculos similares para todos los nudos.
Paso 4. Cleulo de los factores de momentos de los pilares y de las cohumnas
Para el nudo A: Elemento AE: Pg = 1259(0,100) = 0,126
Para el nudo E: Elemento EI: Py = 045(0,133) = 0,112
Elemento EF: Pgy = 0,691(0250) = 0,173
‘Elemento EA: Py, = 1,018(0,100) = 0,102
En la Fig. 1123 se han hecho directamente cilculos similares para todos los nudos.
Paso 5. Deterninacion de los momentos en los pilares

Como los factores de momento de pilar son valores relativos de los momentos en
Tos extremos de los pilares para cada piso del portico, esto equivale a decir que
Mu=A4Py  My= APy My = APy cc.
siendo Mg, My, Map, €tc., los momentos reales en los extremos de los pilares y 4
tene f o vl par s o plare d k. Por o, 3 e cxpsar
los momentos extremos por
X momentos extremos de plares

xA(r‘.&r,,+r.,+r,.+rw+r,x;r,.+r.,)
= AZP por

A

fe

g
pal 4
o 2
3
Yo s
|5 o
Fia. 1124, Plares ssiados dé un piso determinado.

Considremo o eqibrio et e tods I ez g wtan n e o
pilars de n i dleminado- Con e 8 Fig 1124, Lomarnos moentos
respecto & Ia base del pilar de la derecha, en el punto a.

(Co# Cat Gyt Ch= My + My + My + Mo+ My + Mg + My + My

Lasuma C; + C; + Cs + C, es igual al cortante total horizontal H en el piso. La
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suma My + My + -+ + My es igual a la de los momentos en los extremos de los pi-
lares en el piso. Por tanto,
% momentos extremos de pilares = Hh ®
De las Ecs. (@) y (b).
' L ]
TP del piso

Para cada piso se puede dmnmm A por Ia Ec. (c). Lucgo se pueden hallar los mo-
este piso,

correspondiente por A
Como aclaracién del procedimiento, veremos su aplicacion al primer piso del pér-
tico de la Fig. 1123,

A4 = 5136 + 0102 + 0258 + 0216 + 0336 + 0276 + 0,54 4 o7g3

Mg = 0,126(36.000) = 4550
My, = 0,102(36.000) = 3650
M,

0.

De igual modo se hallan los momentos en los otros extremos de los pilares del pri-
mer piso, utilizando A, = 36.000. Los del segundo piso se obtienen a partr de A, que
se calcula aplicando la Ec. (c) al segundo piso, con lo que se halla A, = 12.500.

Paso 6. Determinacitn de los momentos en las vigas

Como s fctos do oo dc vig s v s e ki ouenios €

las , esto es otro . con res-
Bl ary M = B e donde By s el mismo valor
nteriores. Ademds, como en cada nudo la suma de los
oot de v ¢ guz.\ T do o omentos e o i, s pocte luiar
B, por la relacion siguien

BiVis+ BiVac = Mus + Mo
de donde, en un nudo N cuslquiera,

suma de los momentos de los pilares en ¢l nudo N

B = Suma de losfactores de momentos de a viga n el mudo N @

o cats s pda bl B poc b B ),  locgo e k. o o
tos extremos de cada viga en ese nudo multiplicando el factor correspondiente por By.
. se aplica este procedimieato al nudo F del portico de I F.m. 2.

Como aclaraci
7.800 + 3100
Be= g5+ o0 ~ B
0,165(26.500) = 4350 m kg

u,,—nzwusm;»smmkg
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A

Mus=B. ¥,

"= e

g

Fio. 1125, Nodo aislado.
Se observard que I aplicaci6n de este procedimicnto en el paso 6 a los nudos exic-

como deben ser por la estética. Asi, sc pueden obtener directamente los momentos ex-

por la esttica,
por ad i
Una vez conocidos los momentos extremos s pueden calclar, por 1 ecuaciones
de la etética, los cortantes y las fuerzas axiales en los plares y vigas.

1114 Problemas para resolver

“Probiema 111 Para una sobrecarga uniforme de 1.000 kg por m, caleular
i de cade a5 s sguin saes 4wl de g 13+ ) xbat By Lo
(Las diagonales pucden soportar compresién.)

*Problema 11.2 Para una sobrecarga uniforme de 2.000 kg por m y una carga aislada de
6000 k. calcular la fucrzas mdximas en lus siguientes barras del cuchillo de la Fig. 11.6a:
) Usli: b) L ©) UL,

Problema 11.3 _El portico simpl de Ia Fig. 11.8 esth sometido a una carga de viento uni-
{omemene rparda e 410 ks po m  ada s longiddlpit i, S = 10m y

ranlap curns de momenot d todos o semenos 4 péti
Resolver el Prob. 11.3 para el pértico simple de la

n.-—us Resier Pk, 113 p oy sl 6 1.0 co s i

enla

" o 116 Far el porico idusil d 1 Fig 11

) Dibaras curas e cortanies yde momenosfectorsdel pillr quierav.

5) Cuiles so

il mmmm.mu.m.mmm. 1112,
tiene cinco tramos verticales, de 3 m de altura cada uno. La anchura de cada lado de la torre

esa cara, suponiendo que las diagonales de cada tramo,
tienen fuerzas de barra iguales, pero de cardcter opuesto.
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Priima 113 s pictn d sy dome o ks gl o €0 Gl ey 56
base. Para cada viga,

e o B 30 g ot bt 6 6 b o Dt 3 mes
o mésinoca s is: )l mmeno v misim e s vis: ) coranie mi-
mixima

posi
ximo en las vigas:

enlos D
mo ea los pilares ineri

*Problems 119 apamaumarm 118 esth sometido a una fucza

voladizo.
Problems 1111 Reslter el Prb. 1.9 por ol mtodo el fctor, s o moment de o
de cada viga e triple que el e cada pilar.

Problems 1112 wumﬁumnuwmuumuumm
1as hipdtesis que se consideren razonables y necesarias.

4a1sm

Fio. 1126, Problema [1.12.

Problema 1113 Calcular a foerza en Ia barra A de la estructura representada en la Fi-
gura 127, Hacer todas las hipesis razonables que sean necesarias.

N

o tho dho dho of /rs m

Fic. 1127, Problema 1113
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Problems 1114 Tod-hbunudthmumnhru 11.28 son ca-
Los puatos de infiexion estén 2 1,0 m por encima
clemento .

‘paces de soportar
e b d cadn piar. oo I fcra v o ol

0 gl

L A

Fio. 1128, Problema 11.14,

Problems 1115 Utlizar el método del voladizo para determinar los cortantes y los mo-
i

igas del Fig. 1129,
s indican s dreas delos pilare.
25 1—=24 3 C
3]
st—
s m
01—
g
o i
m om |om

Fic. 1129, Problema 11.15.
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Deformaciones de las estructuras
estructuras de ingenieria estin hechas de materiales que

nuomnw:eMomm.urwnmmkmp
raturs, Como coneueniade wmlmmmaeumnape-

la estructura
Mmlmumdﬁfnmﬁnmﬂ smquunnwhmpudummumw
el materia, todas estas deformaciones y corrims cuando se suprime
el esfuerzo y la temperatura v\ltlv:ls\lnlurpnnnnvn Este tipo de deformacion se
llama eldstico y puede ser producido por cargas que actien sobre Ia estructura o por
variaciones de temperat

Amhdﬁfmm&ndullmn ‘es consecuencia de asientos de los apoyos,

articulados, retracci

sultantes no desaparecen. Este tipo de deformacion se llama no eldstico, para distin-
guirle del tipo cléstico mencionado més arriba. En ambos tipos, puede verse que la
Seformcitn eI cructur ¢ uede poducs con o sin seess e a misma. Eto
se iz adelante.
A voces, ¢l ingeniero de estructuras tiene necesidad de calcular corrimientos. Por
cjemplo, al montar puentes cantilever o continuos, o al calcular aparatos de clevacién
s giatorios, es imperativo calcular el desplazamiento por deformacién de
diversos puntos de la estructura. En algunos casos, hay que hacer el cdlaulo para ver
i la deformacidn excede de los lmites impuestos. Por ejemplo, s debe limitar el corr-

Se han presentado numerosos métodos de calcular las deformaciones. Entre ellos
se considera 8 los siguientes como los mas importantes y dtiles, por lo que los estudia-
remos e este capitulo:

1. Métodos para calcular la deformacién de una sola barra cada vez:
n) Método de los trabajos virtues (aplicable a cualquier tpo de estructura).
) Segundo teorema de Castigliano (aplicable a cualquie tipo de estructura).

309
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2. Métodos para calcular la deformacién de varias barras simultineamente
@) Método de Williot-Mohr (aplicable a cerchas solamente).
5) Método de Ia cadena de barras (aplicable a cerchas solamente).
) Método del drea de momentos (método de la carga eldstica o de Ia viga conju-
) Gplcabic o v Vi  pirtion)
del problesa de Ia deformaciéa. El céiculo de la deformacién de

estructura, pero, una vez hecho esto, se pueden calcular utilizando principios geomeé-
tricos o trigonométricos.

Esto es evidente, sobre todo, en el caso de una cercha simple, formada generalmente.
por tridngulos. Se puede determinar la configuracién de estos tridngulos si sc conoce
Ia Asisi después de
la deformacién, se puede calcular la posicidn de los nudos antes y después por trigono-
‘metrfa, determindndose fécilmente la deformacidn de las dos posiciones de cada nudo.
Este procedimiento, aunque sencillo en teorfs, es laborioso y, por consiguiente, no e
‘aconsejable para las aplicaciones précticas.

En el caso de una cercha, es posible también resolver el problema de la deforma-
cién grificamente, superponiendo simplemente los trazados d Ia cercha deformada y
sin deformar. Este procedimiento es, en teoria, obvio y seacillo, pero para tener alguna

exactitud habria que utilizar una cscala tan grande que seria fisicamente imposible
para un delineante hacer el dibujo.

E! llamado «método del giro» es otro medio de calcular deformaciones de cerchas, sencillo
en teora, pero sin aplcacién préctia. Este método 0os da, sin cmbargo, algunas idcas dtles
sobe I et de I deformacién d s crchas. Apliando e méodo, s puede dter-
‘minar el corrimiento de cualquier nudo de una cercha simple, debido a una variacidn de lon-
p(udd:ml.hmah-,ﬂ.,nmdumiaalgmproduﬂdnd:numdelleemmnlh

bar

o vpdon, s o doeina o ot v 8o ot S 4 e vt e

Tongitud de todas las barras.
Com ciempio de el provedinient, onsidrenos e o o d una variacin de
gt superior U Ia Fig. 12.1. Como las deforma-

qkh‘wﬂlduodol' i tan peque-

Bos, que

a=sna=ga

Ademds es admisible, para todas las aplicaciones pricticas, considerar que el arco que recorre
realmente un punto, cutndo el cuerpo gira un éngulo pequedo, coincide con su tangente. Para

Fic. 122, cuchillo or-
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vl e de i de ngd de U o o Gomac, o ol -

sador dl nudo U,

e e eomios o e e b b U bt

de Uy y I pare de trazos d I cercha lrededor d Ly para que los puntos U concidan nuc-

Vamente. Durante csto gios e puede considear que ¢ punto U que forma pare de a

8 U,U, s¢ mueve verialmente,y ¢ que corresponde a la partc de trazos, borzonialmente.
En cse cao, I intersecion de estos dos caminos stard ituad o largo de la posiin or:

ginal de U0y se hallar a posicén defiiiva de U como pucde verseen a fgura. Entoncss:

smabmy by

Ahors, s no ceden I i nudo Ly

Yo. La linea de trazos entre Ly y L corresponde, por tanto, a a finea de g bl
Sorimicata verical, e sbajo, 0\ o Ly srk, Pt e

De un modo anilogo e puede clolar e sorimicto produido por 1a vrisidn de logiod
e um dugonal gy, prcetcndo omo = .m. en la Fig. 12.2. Esas co

o e Wil Mok, g = e Secion 1213
Aunque los diversos métodos mencionados més arriba son impracticables, es im-
portante conocer su existencia, porque nos hacen ver que el problema de las defor-

‘maciones se puede resolver utilizando ideas sencillas jos los dias». Ademds, ¢
evidente que debe introducirse alguna mejora en Ia teoria pata reducir el rabajo en la
resolucidn prictica de esos problemas.

123 Principio de los desplazamicatos vietuaes. Quizk ¢l método mds general, d
recto y seguro de calcular las deformaciones de las estructuras cs el de 105 zabajos vir-
uales. Este método esté basado en una aplicacidn del principio de los desplazamientos
virtuales, formulado primeramente por John Bernoulli en 1717. Este principio se puede
desarrollar como sigue:

Consideremos un cuerpo verdaderamente rigido n equilibrio estitico bajo un sistema de
fuerzas . Por cuerpo rigido debers entenderse un cuerpo indeformable, en el que no puede
haber ningin movimiento relativo entre sus particulas. Supongamos primero que, como se

y W

Fig. 123, Traslacion virtua de un cucrpo
rigido.




12 ANALISIS ELEMENTAL DE ESTRUCTURAS

reprscta o o Fi. (23, ¢ talad ese cuepo rgid, i girr, una cantdad pequeta por
g de fuerza 0. El y dos ejes
et 5 o 7,3 pude G oa a0 por B, lacn de orge o

coordenados de
o por las dos componentes 3, y 4, en las direcciones x ¢ y, supuestas positivas en el sentido
que s¢ indica. Como el cuerpo es rigido, cada uno de sus puntos se trasladaré exactamente la
‘misma distancia que el 0.
fu Q s¢ pueden

3.0y pars Itz patar 0,y s
coordenadas poitvas correspondientes. Como esas fueras Q. estin en equilvio cxitico,
s componenes satsfcen as ecuaciones siguienes:

pover en s ates x ¢ y, designadas por O,

2 =0 2Qu =0  EQuy — Quz) =0 @
Consdusisosshocn o a0 Wy ko po sta s © e s cundo
el cuerpo rigido sufre una pequeta raslacién 3, por alguna otra causa. Como csta traslacidn
botie Ny apdksibad oyl iop o bbb mloritresamon

epects o} compo, # anr i poc o Qv Drmanecen en sl dcete b rcin ot
tanto, podemos escribi
= 8ZQus + 31200
en consecucacis, y por las Ees. (a) el trabajo tota realizado por las fuerzas  es nulo.

por s fuerzas 0 duranie un
pequeiio giro a, del cucrpo rigido alrededor del punto o. Durante una pequeia rotacion, sc

‘suponer que un punto sc mueve segin la norma al radio trazado desde el centro de ro-

tacién, eso es, sgin I tangente, ea lugar del arco. De aqui que se puedan calcular las com-
ponentes x ¢  del desplazamiento de un punto cualquiera n, como se ve en I Fig. 12.4. Como
I rotacién es pequeia, sc pucde suponer nucvamente que las fuerzas © permanecen en equil
brio y podri cscrbirs que

Wa = Z@uats = Quarets)

aZ(Qun — Qua)

3, por tanto, teniendo en cucata las Ecs. (a), f trabajo total realizado por las fuerzas @ durante
el giro del cuerpo rigido es también igual a cero.

o
FiG. 124, Giro virtual de un cuespo rigido.
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Con una ligera reflexién se ve que cualquier desplazamiento pequefio de un cuerpo
rigido se puede descomponer en una traslacién de un punto dado del cuerpo més un
giro de éste alrededor de dicho punto. Como, tanto en el caso de la traslacion como en
el del giro, el trabajo realizado por el sistema de fuerzas 0 (que s un sistema en equi-
I:bno) se ha visto que es nulo, el principio siguiente cs cierto evidentemente cn ¢l caso

el de e s 4t gt desplazamiento de cualguier tipo & un cuerpo

‘rincpl de Bernnll de los desplazanietos viraes: S1 n sisiema de frsas O
que actian sobre un cuerpo rigido estd en equilirio y permanece en tal estado cuando el
cuerpo sufre wun desplazamiento virtual pequeio cualguiera, el trabajo virtual realizado
por el sistema de fuerzas Q es igual a cero.

En este enunciado se ha utilizado la palabra virtual para indicar qué la accidn que
produce el desplazamicnto es ajena ¢ independiente del sistema de fuerzas 0. El raba-
jo realizado por estas fuerzas cuando «caminan» durante ese desplazamiento virtual se
lamar trabajo virtual,

124 Fundameatos del método de los trabajos virtuales. Se puede utilizar cl prin-
cipio de los desplazamientos virtuales a fin de desarrollar la base del meétodo de los tra-
bajos virtuales para calcular las deformaciones de las estructuras. Este método es apli-

cable a cualquier tipo de estructura —vigas, cerchas o pérticos; entramados planos o

ales—. Sin embargo, para mayor sencillez, consideraremos na estructura plana

cualquiers, como Ia de la Fig. 12. ¥ Suwndmwlm que sta structura st n eqibrio
npmem:d

C bri particula del
mismo, como la rayada, y esark también en ethbno bajo los esfuerzos intermos 0
‘producidos por las fuerzas exteriores . Si se aisla esta particula y las que le mdun

metida a esfuerzos Q internos en todas las caras en contacto con

aeml(\us, 78 o jores Q en las caras exteriores solamente. En las caras mw-
riores dos particulas contiguas, los esfuerzos internos serd iguales y de direc-
ciones nvun(

Supongamos ahora que el cucrpo sufre una ligera variaién de forma rigaads por
alguna causa ajena l sistema de fuerzas Q. Tal cambio de forma producrd un reco-
ridodelsistema de uzas 0 e amarsariacinde forma il o defornacir -
ual. A cavsa de esta variacion de forma, cada particula, tal como la rayada, p
formarse. asi como trasladarse y girar como una particula rigida. Por tanto, las caras

Fic. 12.5. Estructura plans en equilibro bajo un sistema de fucrzas 0.
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de esa particula se pueden desplazar, por 1o que se moverdn las tensiones Q aplicadas
a tales caras y, por consiguiente, realzarén un trabajo virtual. Sea d¥, el trabajo virtual
realizado por as tensiones Q en las caras de Ia partiula diferncial. Part de st tra-
foree Sndehriinh

Ia deformacion de Ia misma; a esa partc la llamaremos dW,. El resto de dW, serd
el trabajo virtual realizado por las tensiones © durante el resto del desplazamiento de
s caras y serd igual a dW, — dW,. Este desplazamiento restante es"originado por la
traslacién y giro de la particula como cuerpo rigido ¥, de acuerdo con el principio de
Tos desplazamientos virtuales, el trabajo realizado en s caso s nulo. Por tanto,

W, —dW,=0 o dW,=dW,

Si se suma ahora el trabajo virtual realizado por las tensiones Q en todas las particulas
del cuerpo, esta ecuacidn se convierte en

W.=W, (12.1)

Para calcular W,, tendremos en cuenta que estc término representa el trabajo virtual

Sin embargo, para cada cara inierior e una particula hay otra particula adjunta cuya

virtual total realizado en el par de caras internas contiguas es nulo. Por tanto, como
todas las caras interiores se presentan por pares de caras contigus, 1o hay trabsjo
virtual ninguno realizado por Ias fuerzas en todas las caras nteriores. Por consiguiente,
W, consta solo del trabajo realizado por las fuerzas Q exteriores en las caras exteriores
de’las partculas. Por ello,sc puede interpretar la Ex. (12.1) el sguiente modo:

Ley del trabao virtual. Si un cuerpo deformable estd en equilirio bajo un sistema
de fuerzas Q y permanece en este estado cuando se le somete a una pequeia deformacién

virtul, el trabajo virtua exteror realizado por las fuerzas extriores © que actian sobre
o el l rbaf skl ierior e formacin resloads por as tnsones
internas Q.

Esta ley del trabajo virtual es el fundamento del método de los trabajos virtusles
utilizado para calcular deformaciones. Antes de poder hacer tales célculos, hay que
desarrollar expresiones apropiadas para calcular el trabajo virtual exterior y el interior
de deformacion. Ademés, hay que usar ciertos trucos» para elegi un sistema
cuado para poder allar las componentes deseadas de los corrimientos. Todo esto s¢
explicard en las secsiones siguientes

Es importante recalcar las hipdtesis y limitaciones de este desarrollo, para apreciar
ta flxibilidad y generalidad del método de los trabajos virtuales

. El tnico requisito que han de cumpli las fuerzas exteriores @ y las tensiones
interiores Q es que formen un sistema de fuerzas en equilibio, y que permanezca en
este cstado durante la deformacidn virtual. Este requisito no se cumplir si la defor-
‘macién virtual modifica las caracteristicas de Ja estructura de modo apreciable.

2. Las relaciones que sc han deducido son independientes de la causa o tipo de

eformacién —son ciertas si la deformacion es debida a cargas, temperatura, errores
de longitud de los clementos, u otras causss, tanto si el material sigue la ley de Hooke
como i no lo hace
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3. Ademés de pequefas, para que las caracteristicas geométricas de la estructura
50 32 modifquen de modo peciabl s defomacones han de e compatbr; oo

dﬁpu& de n deformaidn  snigan e condicione de lstaci, e o apayoe.

.5 Expresiones del trabajo virtual externo e terno. Es ficil calcular el trabajo
e W, realizado por un sistema de fuerzas © que e s o i
4 el desplazamiento del punto de aplicacién de una fuerza Q durante Ia deformacion
virtual de la estructura, medido en Ia direccidn de Ia linea de accién de su correspon-
dieate fuecza. E! trabajo virtual realizado por la fuerza O, serd, pues, 0, por &, por lo
que ol trabajo virtual exterior realizado por todas las fuerzas Q, incluyendo cargas y
reacciones, se

W= Qb+ Qb+ Qb t - -
Esta cxpresidn se puede representar por
W, = 2Q8 (12.2)
que significa simplemente que se debe calcular el producto de @ por 8 para cada fuer-
2 Q y sumar todos los productos, incluyendo cargas y reacciones. Obsérvese que, ha-

biendo supuesto que el trabajo es positivo, debe considerarse & positivo cuando tiene
el mismo seatido que su correspondieate fucrza Q.

interno W,

o
Sin embargo, en este caso se han de desarrollar expresiones de ¥, para varios tipos de

Fio. 126, Variacién axial de longitud.

idas sobre la seccion a, por lo que Ia fuerza axial es (ogKa). Si la deformacion
virtual de este elemento es simplemente un alargamiento axial uniforme e, la variacion
de longitud axial As serd igual a (e)s). EI trabajo virtual intermo de deformacion rea-
lizado por las tensiones Q en este caso serd simplemente:

W = oqa As = aqaes (123)

Esta expresion se puede ya usar para calcular el trabajo virtual ntermo de deformacién
de una viga o un elemento de cercha o de pértico.
o 06 db e b deed o G i i e
caras P, o po una varacén d temperaturs, Supongamos que of e de s b e
Tecto y que todas las secciones tienen cis de simetra que cstin en el plano de las car-
P. La resultante de todos los esfucr20s intemos P estard también en este plano.
La fuerza axial Fy en una seccion cualquiera producird un alargamiento axial uniforme
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para todas las fibras do esa seccidn. Supongamos que cl i ido por

alargamiento
P adusis oo, Pmdln,mmhm:duwwﬁ efecto de los esfuerzos
de cortadura,

Despreciando el efecto de I deformacién de cortadura, e ficl caleular el trabajo
virtual de deformacién realizado solamente como consecuencia del alargamiento y
contraccién de los clementos longitudinales. Supongamos que el sistema de fuerzas Q

en el pdrrafo anterior. Elegiremos los cjes ortogonales —s, [h Ly o do modo e
el je s coincida con el je de Ia barra y e z sea normal al plano del

ramos ahora un elemento wmmnm.muma.ndel.umm
5¢ ve en In Fig. 123, s cvidentc que, n las condiciones descrias, cste lemento es s-

Fig. 12.6. Por tants
unzh:munlmpwdnulpwmudnﬂ:hl«h(uBLHmulduawpnmdmlm*
de I barra y sumando los resultados, obtendremos el trabajo virtual de defor-
‘macion de toda la barra.
A A A

oy

T
B

i
F
~L‘3§_<
BT

—— ]

Fia. 12 Cortante y momento flector por Fic. 123, Ejes coordenados.
s cargus P.

Suponiendo que sc puedan hallar las tensiones normales por Ia teoria clemental de
la viga, sean

My = momento flector en la seccién mm’ debido a las cargas P (que causan la defor-
‘macién virtual

Mg = momento flector en la seccidn mm' debido a las cargas 0
Fp = fuerza axial en Ia seccién mn debida a las cargas P

Fo = fuerza axial en Ia seccidn mm' debida a las cargas

p = tensién normal en el punto (5,) debida a las cargas P = (Fy/d) + (My/)
= tension normal en el punto (5) debida a Fy = Fy/A

f = tension normal en el punto (5,) debida a My = Myy/I
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g = teasién normal n el punto (s) debida  la cargss 0 = (Fg/d) + (Moy/l)

¢ = alargamicnto axial deuﬂdmlolmnmdmllmdpﬂnmw\debm las
cargas Py variacién de tem

:-lhlnmnnwnuld:nndqnmmbwhldmllmunpﬂnlnqklmdebdnl
las cargas Py variacion de tempera

l-memwd:mdehmanmluwnallqem

A = drea de la seccion m’

E = médulo de clasticidad del material

b= anchura de la seccién mm’ en a fbra y

Considerando ahora ¢l elemento longitudinal de la barra en el punto (5,), cuya longi-
tud es ds, Ia anchura b y la altura dy,

y el trabajo virtual de deformacidn para este elemento es

wbaeast = (4 X o (e + 5

Por tanto, e trabajo virtual de deformacin para toda la barra serd

- [ fm(rq M“")(bdv)(‘- 1’1’?’!”)"‘

/‘/“"(0’ Moo Fqu +MqM;y,)MW‘

7 EF
Observando que

}f;‘hdy =4 [Swa=o0 [c;‘y‘bdy =

esta expresion se reduce a
L
We= / Fotuds + f Ul (12.4)
o o EI

Esta expresion se puede aplicar a los tipos ondinarios de barras que s¢ encuentran en
las structuras planas, tales como vigas y barras de cerchas y pérticos, obteniéndose
valores simplificados para cada caso.
126 Deformacié de cachillos utlizando el mitodo de los trabajos virtuales. Sus-
tituyendo en la Ec: (12.1)Jos valores obtenidos en las Exs. (12.2) y (12.4)se pucde ob-
ner una expresidn de Ia ley de los trabajos virtuales aplicada especificamene a los
cuchillos. Consideremos, primero, el caso de un cuchillo ideal con nudos articulados,
al que estin aplicadas las cargas P que producen a deformacidn  las Q. en los nudos.
En este caso, cada barra estard sometida solo a fuerzas axiales, sin intervenir cortantes
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i momentos flsors y desapareee o sgundo trmin de I Ee. (124). Ademis,
r,mtwuummmummanum

3
f e, ds = variacién axial de longitud de una barra = AL

o trabajo vi barra

Wa=Fo [ eads = FoaL

Tos correspondientes a todas las barras del cuchillo, se puede re-
plsenhr o Lnbl,n virtual interno de deformacién de todo el cuchillo por

Wi = ZFqAL
por lo que la ley de los 2jos aplicada a un ideal ud
lados se expresa por

: 28 = 2FqAL 129

Ficimate sc puoden destrolla cpresions apropiadas de AL sgin que e ve-
riacidn de longitud sea producida por Ias cargas P, por una variacién de tura,
o por alguna otra causa. Para una barra prismtica i o s e 47 s
decasticidad constante E:

debida a cargas P en I

AL = (D) = (‘-;;) = (%) (%) L)

Si la deformacidn es debida a wna variacién wniforme de temperatura t,

AL = (e)(L) = (al)(L) = adL (12.5b)
Sila de debida a ambos que actian
AL = + atl (12.5¢)

donde, ademés de las notaciones introducidas ant
Fo = ooz en b o deida 1 s cara 2. qoe 2 producen  dformacitn
F = fuerza en la barra debida a las carga
&, = coeficente de dilatacién térmica del el
L = longitud de la barra

La Ec. (12.5) es la base debmétodo de fos trabajos virtuales para calcular las defor-
macionesen o cuchilos idale con nudosarticuados, per hasa ahors o sabemos
utilizarla para est
vertical del corrimiento del nudo ¢ pmdlmdn por las cargas P representadas en Ia Fi-
gura 129, Eljfamos como sistema de cargas Q una carga unidad vertcal en ¢l nudo ¢
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junto con sus reacciones. Si imaginamos que aplicamos primero este sistema Q a la
estructura, cuando apliquemos las cargas reales P que producen la deformacién, las
cargas Q sulfirdn un desplazamiento y realizardn un cierto trabajo virtual exterior.
De acuerdo con la ley de fos trabajos vituales, las tensiones internas @ realizard una
cantidad igual de trabajo virtual interno cuando las barras cambian de longitud a causa
de las tensiones Fy. Aplicando la Ex. (12.5),

W6 +Ws 2&,%
) P
o)
% g
¥
(0}
129, Apicacén 4 mbodo d os 1.
g i o il i, 1 '

enla que W, representa el trabajo virtal realizado por las reacciones @ si los puntos
de apoyo se mueven y se puede calcular numéricamente, y se conocen €sos movimicn-
105, Si los apoyos no pucden cader, W = 0.y

we =Y, ror,_&

Se pueden calcu *
535 0 y P, respectivamente. F_ma—g-.u-nn-.-nL 4
proporcionan suficiente

de b deformaciin que s pucden necesiar, Obsérvese
que ol truconconist implements n i ol stems e foras  de modo que e
corrimiento buscado sca la tinica incégnita, &, que aparece en €l primer miembro de.
I ecuacion. Algunos estudiantes se preocupan de la deformacion producida por el
sistema 0. Nosotros no nos preocupamos de cudl es, queremos halar sola-
st I producid ot o cate de dforeacitn daca. ! i 0 s impemete
sisterha que recorre un espacio, y realiza un trabajo virtual y, por tanto, nos permite
<okl o deformacin viscads Onsirece i g en s s 10 toneos
que preocuparnos nunca. ni calcular el trabajo real realizado por las cargas P cuando.
deforman Ia estructura.
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‘Componente del
ot | swme |

1. Componente B+ W= 3Ry OL
Seraamenta W e vl
s ! Tohiado

por s

reacciones O

2. Componente
horizontal del
desplazamiento T
3. Culquier
eamazamons (18 +Hy = EFBL
ol o an

(8514185 )+ Wp=3Fp AL

p— BTN
W#“""’w"""" (1)(87+85) + W= H
linsa. aue los une (118551 + Hp= S A AL

4 L

7 = mov. rol. entre a y b

T0s-1h 0L Observs-

1057 )+ W =3 R BL

Wy =

5. Giro do
una barra

imenteconoclendo_cedimisnto _spoyos.

o

Fio. 1210, Sistemas de fuerzas © tpicos utilizados en problemas de deformacion de arma-
duras. B

Los siguientes cjemplos muestran la on e organizar estos célculos en algunos
‘problemas tyicos. Al utilizar a ley-de los trabajos virtuales es muy importante fjarse:
en el criterio de signos admitido. Al establecer las f6rmulas del trabajo virtual extemo.
e.nmam.ndnwmmq,gmmqmlmomp« o, 1o que im-
plica la misma direccin que
su fuerza 0 wnﬁmdm Adems, esto implica que tanto Fg como AL deben con-

do es traccidn, AL, serd positiva cuando sea alargamicato y, por tanto, F, s positiva
cuando es traccidn y ¢ cuando es aumento e temperatura.

Después de estudiar los ejemplos siguientes, resultard evidente que hay dos fuentcs
principales de dificultades: las unidades y los signos. El principiant tendré probable-

‘mente menos dificultad con las unidades si s asignan a la fuerzas y tensiones Q uni-
dades e for, wmgue sl sulores s rstan s e, Normaimente e
aconsjabe uilzar en todo el problema las mismas unidades dc longitd, aungue en

preferible Por cem-

4
=usuon de preferencias personales, pero todo ¢l mundo debe seguir una regla: asegu-
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rane de ue as undads 10 bomogices. En cunto 8 o sgios, 0 ¢ exconirur
ninguna dificultad y Sin em-
g by q = s de ‘comprobar los signos de t0dos los productos. Obsérvese

ma.qurnyr,nnrmdemnmm.mmmmusmhu

Bmei 111 ) Cles e compoene sl dl deplazometo de o . deis
Pl s Sy Sy 10° 1 por em

peratura de 20° C en el cordon iferir solamente. 3, = 0.000012 por °C.

@ 308 = Y rost = Y robr o
ek -4 Y rerk

_ +8.146 2 micm®
1 10° tjem®
acia abajo

b= +000388m

) 208 = ZFq AL = ZFeadl)
(1 1)@}) = azFol

= 0000012 or k=135 tC m)
5= —000I2m ..




e ]a] 2] e
Unidades | m | cm* | mfem* ' ~ ”“cm
o (| & ow | o5 e e
be 45 | 60 0075 +0375 -2 | - 3375
o |45 |60 | oors | +oms w0 |- B
de. 45 | 60 0075 +0375 20 | - 375
BC 45 [ 60 0075 —075 0 0
A AHE-EES HIlH
T Ta o T
FRAECEE HIH
5| E| Y | e o 8
» |53 4 | e 9. 4
e Tw o4 o
AR T
S ls(3|2 | o ¢
= : e
Ejemplo 12.2 E
representada. E = 2,1 % 10° fom®.
wcwre
ERANEZ om L
ABVA Jo-Jru-Jrod
o L 1406 P i
|5t spasmenm 0 nag) B EP"" A T 20 % 10° ffom®
Areas de secciones, en oné, entre. . 8g=000067m .. hacia la derecha

L L
Tl A Ry

Imiem| 1 I mfem

0075 |+05 |+1875| +0.703
0075 |+03 |+1875| +0.703
1 |+033 |~31.25| ~2604
0.1 |-083 |-31.25) +2604

Obstroes que se pue alquier barra en la e Fo o
en ela el producto FoF (L/A) serd ceo.
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Ejemplo 123 Para e cuchille del Ejemplo 123, caeuar Ia compomenie horzontal dl cori
miento del mudo E, debido a los siguientes movimientos de los apoy

Ena, horizontal = I om hacia la izquierda
Ena, vertcal = 1.5 cm hacia abajo
Bn c, vertical = 0,6 cm hacia abajo

Utilizaremas el andlisi de tensiones para el sistema Q del ejemplo anierior. En este ejemplo,
producido solo s io

de los barras, esto e5, AL = 0 para todas elas.

05 = £FoAL = 0
(1XE3) + U 1X0.0 em) + G5 XL om) — G5 1Y06 am) = 0
Gbpm —10~1+04=~15om . hacla lo equierda

Razaamiento:

Altdlmhldlwavbmdum'nﬂ:lﬁmhmlﬁMrwlﬂ!rn’u.ﬁ-
comecto. Cada racei realza n rabaj sirual posiio o egatico, sgi que

o s Sploncin ¢ e o 6 i Sl o o o apocls gu 1 e, repecie.

mene,

Los comimienos deides a descensas de s apoyos se puden caleulr también considerondo

lacemrin e olene. e im0, s o o vt o ot e il en

u posiit oriinal. Se pede tastadar, primero e cucil como un cerpo rigdo hasta que el

de trazos— y hu de o, hasta que
:l'k.wcur!nhpmddndm_ﬁ a.n-kmxnmw.hmm;wam.
chillo. En estos esquemas se han exagerado enormemente los movimientos para aciarar el pro-
blema. Por tanto, se puede calclar ¢l movimienio horizontal del punto E como

Debido a la traslacion 1 cm hacia la izquierda
Debido al giro arededor de a O = 05 em hcia o iquerds
Mosmienshrconial il de o E 1 o' 08 o = 18 m haca i

] o, y tam-
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éste gira alrededor de un centro O wn dngulo pequeo . En el esquema b se ha exagerado enor-
memente este dngulo « para mayor claridad. En realidad, es tan pequefo que son priciicamente
se mue-

7. que
oe has tangente, n lugor .
,w,.uxmmmummaw mm’ segin una direccion dada que
pase por m como XX. Tracemos una perpendicular OA desde ¢l punto O a XX. Se ve inmediata-
mente que los idngulos mm'm" y OmA son semejantes. Luego

LY T P

pues & 5 3/R. Por tanto, e puede eminciar el siguiente teoremas:

desplazamicato de\lﬂllllwm:pﬁnmMquupnmr-anm,uwlllw
gulo a por la distancia desde O a Ia recta XX,
Aplicado al cuchillo anterior,

09em

Por tanto, deOes

20 5 m) = 0 em
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o ompe 124 Calr el coimint relativoenie (s o b D sgin a lneo gue s
e bl ¢ e s e
0 Los cmpes e, £ = 21 ¢ 10° o,
5 de temperatura de 40 C en el cordén superior;, un descenso de temperatura
am-c‘ulmwqu.amn,.-c

0 g%
- - L
s " @) Er.u Yearrly
1 L
laNlaNs u:)(’()+(lrxn,(y-rzr.h1
i
(1 0y o H1385 0 miem
e 16 2% 10 om®
P g +000068m . aproximindose
s
o os
%
£ 3 Gl
o Lo
P e .
"I, () 208 = ZPoAL = ZFqail = oZFoll
e, N (106
» x = (0,000012 por °CY~112,14 1 °C m)
8/t EENE o Thrtim ik
o v [
Sl gl v

L R I S o | R
Unidades | m | cd | miem® | ¢ I c | iem
be (5| 20 | oss | omts | wmzs | -2a06 | 10| + 1872
cd a5 | 0| oas | —ous | 375 | “2ios | Zio |+ 1872
oo 43| w0 | ots | -ogs1 | Z3as | 46908 | 440 [ 1958
bc |75 s | o5 | —oss | —oms | wams| 0| o
ci |75 | s | o5 | +oss | +oxws | vazs | o o
a0 |6 | o | o2 | -osss | es2s | <sar| o] o
T 1365 ~mn
Rezosamicne:
Muchas estudionesesin confundides n rlacion com lo problemas de deformaciones de cu-

chills debidas a temperatura o cedimiento de apoyos. «Vems que tienen que desarrollrse tensio-
nes en las barras. Sin embargo, en un cuchillo estdticamente determinado o se pueden producir
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reaccione P as
mau:musml-ymu exieriors, o puede haber fuersas de.
it T, ik rodci o formacin 4o o acilr coms
wd gl el rd oyl rgeanh ol oot
. por o que 3
"Todos los cuchillos estudiados hasta ahora han sido cuchillos ideales con nudos

.uu,Nn bstante, idos, el sistema Q
estaré formado solamente por ciertas cargas en los mmmmm ‘momen-
|ﬂmM,Elmmmd¢|mmmmﬂhEE(ll‘)dﬂpm
por tanto, y l ley dela Ec. (12.5). Esto
‘mismo sucede en los casos en que, para calcular el corrimiento descado, es necesario
aplicar cargas Q entre nudos, mientras que las cargas P que producen la deformacién
m‘nlpbadumlnmlunhdmpnfloqumhlymouwnmﬂ«lvmu,

nudos, se trata como el de una estructura de portico rigido, qmnsmdumumbn
siguiente. Alli se estudia también el caso de los cuchillos roblonados.

Fio. 1211, Flexidn de vigas.

igas y
y-m-l-. Se puede oblener una expresicn e I Jy de lo trabajos viruales api
cada a s vigas y pdrticos sustituyendo en 1a Ec. (12.1) los valores de las Ecs. (122)
¥ (124). Consideraremos primero el caso de una viga deformada por cargas transver-
sales. En este caso, s las reacciones o tienen componentes axiales, las secciones trans-
versales de la sin foerza
axial. El primer término de la Ec. (12.4) desaparecerd, y la ley de los trabajos virtuales
aplicada a este caso serd.

2 Q= f Maﬂlp% (12.6)

Recuérdese que en el desarrollo de la Ex. (124) se ha despreciado Ia deformacién por
wmmc Etwmsﬂmudnmhf 1211, thjlhlhwmpvnﬂ.lleve’-

una ‘carga unidad en Ia direccidn apropiada. Esta carga unidad, junto con sus reac-
ciones, constituyen elnmma, une:truhd-d\lrlnu la deformacién de la viga. La
resolucién de un problema de deformaciones de vigas es fundamentalmente anilogo
ddelmﬂh.mvmﬁeumdmlhdddhdaddqunﬂomhnbmdehﬁnu—
cién (12.6).
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Pa i e Mgy My en funcién de
om:nm'e,umﬁvmhmwmnnmhmmumaemm

considerar
Mo, My, 0 I en funcién de s. El proceso d integracion se puede simplificar, a veces,
cligend orgeoes distntospua s, cad part de n viga. En o sigintcs emplos
se aclarari Ia técnica empleada para organizar los cdlul

Obsérvese, en . o il de Sgooe wtlizado paa os e thmios
d=u5a(usuemumamqmmmqmmwmpnunyu,
ou ol de ge g0 v o g dow. Gencloent o ks it .
i viga. & seré Ia fuer-

2 Q correspondiente.
Muchas veces es necesario halla Ia variacién angular de alguna seccidn transversal
dount vign. Pars el efamcs como st € wua mmeumur‘-
1215y sus reacionc. Eas curg s Jistrbde some I o0 ranivesal

de tal modo que es cquivalente & un par unidad. Sea g, Ia intensidad de esta carga a
una distancia y del ce. Considerando solo el efeto de I deformacion por fexién, uoa
4 .

a la elistica después de fexar. Si gira una seccidn transversal un ‘pequedio a,
un punto situado a la distancia y del je, recorrerd (a)y). Por tanto, el trabajo virtual
Stk i pié J cacas Tpurioe i ducambo o g0 o I YSIon KA Por
el sistema P, sei

Fic. 12.12. Sistema Q utlizado para ob-
variacién angalar de una seccidn.

Jlab dy)(et) = ofgby dy = (1)(a)

por ser el momento de la carga ¢ respecto al cje = fg,by dy = 1. Observando que ¢l
trabajo virtual extemo realizado por esa carga repartida g es equivalente a su par uni-
dicd oo por ¢ podcscomidre a o mpui g epcacios v pa weld
a Ia seccin, sin preocupamos del detalle de Ia carga repartida. Por tanto, aplicando
la Ec. (12.6)a este caso, se halla:

()7 + Wa = fu.u;%‘,

Desde aqui, ef resto de la resolucidn es similar a la de un corrimiento vertical.
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Ejempo 125 4
L ds
] = Yo [ mostr gy
. - b = [, Mt g5
Ly
T + [ Mot 7
Dese Aa,

’
0<z<a Mom-z Mp=0

- e
0<z<(L-a)
_‘__I l_ﬂ__| Mq= ~(@+32) Mp=-Pz
w0 =0+ [ - 42l
* [~Psldz

3} = gy (= el + )

Ejemplo 126 Calcular el corimiento vertical de , prodicido por la carga representods.
E= 20 x 10 em' 1= 8000 cm*

5
fa i a S [
b b Lo b 45 o [
F s « u(aﬁ)-f' Matr g+ [+
3 . Desdeaab,
Mp=0
,  Dekbas
L] fe] vcx<s MymIois Mpmise
it Desdedac,
5 4 ver<s Mgmol Mpmin

e = Ei’[a «J’_’(i“ = I‘!)(I,hlix ¢f (T)u;xm]

' [2 L, 3[75‘,’ Cwemsam
Bll2" "7, 12" ! El

i 16875 tm
T @ T e 000 % 10t

- —00im

.. hacia arrba
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Razmmamients:
S¢ e g arbivaiamete e oign de abstss x para e parte de g, peo debe
wsarse el mismo origen Lo xpesonsde Mo y My de cuds s de cls Se gl orgen

Moy My, y que
trabajo de sustivur los lmites de integracitn.

. producida

Ejemplo 127 la seccion pun
por la carga representada. E = 2,1 x 10° tfem?. I, = 6.000 . I, = 8,000 em*,

5 5m 3 o t5m

8o
:l
I

3 s = wa Tng |4 T

i = [t

" [
hefoef = S
ek HH HH

i i

Desea

ex<is L Me=1-% Mp-2:
Do e,

15<x<3 L Mom1-% Mym2n
Do s,

O<x<lS I, M, 2 My = 23x
Desedrac

0cx<ss 18 Mymled M isass

“)tuxm +! (1 = —)u_m
e

ALk
252 250 z7:£ L[ s ase)
o Rl 3 AT ate k)

- —lwum[—(vfm) (w)]
+ é[’l un+ S0 ’Tfu.:m“
[z,m 3 O = 3281+ mu} - g 812 6349 = %‘:""
O T i 00 % TRy~ 00072 rdnes

sentido de las agujas del reloj
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Rammamiene:
hrhtﬂwdt’ulwi-umnmxma.wwm la mejor que s podia haber
el pobiema.

e Sphfocines v e ey 4 i o B, My . g

Ejomplo 128 Callar o variacién angulor de la seccién en el punio B. E ¢ I, constantes.

So- [t

JEEE LI, %
B
W I
= o MHo=F u,_'_ﬂ,_z'
A N ST 0
t t r[?'i] -
'Hﬁ
2. sentido contrario a las agujas del reloj.

I de una. i
ciones de las barras estén 2 una fuerza axial ademés de cortante y momento
fector. En la Fig. 12.13 se muestran varios casos de este tipo. La deformacidn de esas

A—U—é
AL,

Fio, 12,13, Estructuras sometidas a varia-
cidn axialde longitud y Bexién.

estructuras puede ser originada también por variaciones de temperatura, tanto como
por las fuerzas axiales y los momentos flectores producidos por Ias cargas P. Como
‘consecuencia, hay que considerar los dos términos de la Ec. (12.4) al caloular el tra-
bajo virtual interno. La ley de los trabajos virtuales aplicada a tales casos se puede ex-

presar por
an - f”ql.!l'+/ﬂ’q‘lr% 127)
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en que el alargamiento axial ¢, que incluye el efecto de la fuerza axial y la tempera-
tura, es

l-ﬁ'F‘l

€ = AE
Gesenlmente, s pote dcompoes I et e s pars, e cuda e
de las cuales son constantes Fa, Fy, A 1. Del mismo modo, para calcular el segundo

término del segundo miembro de e (12.7), ¢ puede descomponer la integracidn
en varias partes, cada una de las cuales se refere a una zona en que las funciones que
expresan Mg, My ¢ I tienen Ia misma forma. Las partes utlizadas para calcular el pri-
mer término de la Ec. (127) no son necesariamente las mismas que sc emplean para

Fio. 12,14, Sistema @ para hallar corimicatos rlativos.

calcular ¢l segundo término. En todos los casos se puede expresar la Ec. (12.7) de modo
mis conveniente en la forma siguicnte:

Eul-ZF..AL+EquM,EI (128)

_nﬂ:+ 13

mmamalmmmma:hﬁauzs)m-zqu:uhmmx
los términos para todas las partes de todas las barras de la estructura.
umahn (12.8) a un problema determinado exige el empleo de las
técnicas ya utilizadas en los Ejemplos 12.1 & 12.8. En el Ejemplo 12.9 se verd cdmo de-
ben disponerse los cdlculos. La mayoria de los problemas de deformaciones de vigas

rrimientos relativos entre dos secciones contiguas, como las a y a de la Fig. 12.14. Se
‘pucden hallar los desplazamientos horizontal, vertical o angular relativos en los pun-
tos ay a’ cligiendo los sistemas Q representados en los esquemas 4, B 0 C, respectiva-
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129 Caleulr la salacidn angalar de la seccin del lado tzulerdo de la artieula-
i encc, debda a la carga representade.

Ja-Jrordy
+3f gy
U megD) = [ Hedtr
e
e Sk
o e 7 E e
imapri 8, 1C £0; 0C Lo

o % asts i las flves weriores para
l = sl
£

n

Desde A hasta 8,
L=25m 0-y-25

I~ T
i o oakatanc
Ghie e

T
J Fom - My 004 30x
- Desde Ehasta D,
_{ » ieasn ey
I y
LR it Fo==3 Me=-3
* F=-X My= -2y
Desde D hasa C,
Le2m 0-x2
1 1x
Fmd Mo=-143

Fp= -2 Myp= 60 +30x

Ei,[zj:" S :)<-uymx+f (—--;)( 80+ 309 de
f 5+ wnaxy] ;) 200
[ﬂ)ﬂL +20x =738 L} 2

(1m o) =
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w192 »
(mXecD) = 57+ T = @I 10% i (100000 x 10

C. dgy = +0.005238 + 0000076 = +0005314 radianes . sentido de las agujas del reloj

Razonsmiento:
s rbes g comren drmactn i e, by g e ke ol

con las wniddes.

mﬁn&llpwlwhhmm’wkm &unbnn«&’aw-dta/wm

casos, el fecto de la deformacién axial.

Un cocillo con nudos roblonsdos s, en esenia, un pariico rigido. En los comentarios
dela . 42 1 el que

dals, lad n ot s Sl cm-
u.p.mloquw.mmym,m 1as barras, se puede considerar
con unonesrobonadas s quivalene 8 ot con nudos aricuados, como se

Veeal Fig 1215
dos dadas, sino también con pares en los extremos de cada Sares s  lon o
los extremos de los clementos correspondicates del cuchillo con uniones roblonadas. Un estu-

Fig. 12,15, Corrimientos de armaduras con
mudos rigidos. A

dio i duledo demusis Qw0 I myori de o cto, et pre st podc
‘por si mismos fuerzas muy pequedus cn las §arras. En otras palabras, la fuerzas de barra o
ummunumumuduuquv-:uu.mmmmmmmnu vor s curps
€0 los nudos. En el
riado s faid sl de I e axi d oagid de s baa, 4 0 o dependen 4o
Ia deformacién por Los corrimientos de los nudos del cuchillo articu-
[ u\dﬂ, tanto,
meate i ido solo a | en os nudos,
e et e oo aiont oMot o s et e, prs culota
los corrimientos de los nudos. Hay que tener ca cuenta que la flexidn de las barras delcuchillo
roblonado afecta a os corrimientos de los puntos que 60 son nudos.
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En ningtn momento de los razonamientos ateriores se ha considerado el caso de
‘una viga o un portico con eje curvo, o de seccidn variable. La consideracién detallada
de tales estructuras se sale del alcance de este libro. Si la curvatura y la variacidn de
secci6n 00 sou grandes, se puede suponer que las tensiones normales estdn repartidas
linealmente, por o que se pucde aplicar la Ec. (12.7) para hallar las deformaciones. En
tales casos,

bro de e xuaidn, teniéndos que halar s valores por métodos aproimados.

haemmahmummvnmdu,g,u,u,upnumu
centro de cada una de las partes. Se calculan los productos Foe, As y MoMy AS/ET
‘para cada una de ellas y su suma da el valor aproximado del segundo miembro de la
E 27 Le cucind do co método sumenta cuodo diincye o trmaBs de s

partes
18 Muchas

izar, par imi v-wypm«

do Ia deformacidn esth producida por cargas aisiadas. Estos teoremas estén fundados

mmmmm ool i d 1 vigy I i e v

cibn de pendie
Cann(mm-lll’x( umm.:amuummmnmmmum

Fic. 12.16.  Deduccion de los teoremas del

I

‘Tracemos las tangentes a la clstica en A y B. La tangente en A corta a la vertical que
pasa por B, en D. El ingulo Aty es I variacién angular enre as tangentes e los pun-
tosAyB. En realidad,
a inclinacién de las tangentes a la céstia es tan pequesa, que un éngulo como el 7,
es aproximadamente igual  su %00 y su Wagente, y su Coseno es aproximadamente.
igual a l unidad.

‘Consideremos un elemento diferencial de esta curva, con proyeccién horizonta d,
¥ tracemos las tangentes a la eléstica en cada extremo del elemento. La variacién de
Pendiente entre las tangentes es el éngulo dr, cuyo valor puede hallarse
la Fig 1247,

(e ds)/E _ Mcds
b = e

g
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Es evidente que la variacién angular total entre las tangentes en A y B es la suma de
todos los dngulos dr de todos los clementos ds de la cléstica ABC, o

An.-f:drn[:i;‘;dl (129)

Sea RST la curva de fiectores de la parte 4B, cuyas
dido por el valor de Eldlllvlpmud.lwnw,wmqmlhmmmll/ﬂ

F0. 12.17. - Variacién angular diferencial

Es evidente que se puede interpretar la integral de la Ec. (12.9) como el drea situada
bajo la curva M/EI eatre A y B. Por tanto, de la Ec. (12.9) se puede enunciar e primer
reamhldrndemmu

iacidn angular de las tangentes de la eldstica entre dos puntos, A y B, es igual
ol drea o la crsa ML enie s dos pution*,

En vista del hecho de que Ia deformacidn y s pendientes son poquelas n Ia rea-
lidad, es evidente, considerando la Fig. 12.16, que la parte interccptada en Ia recta 2D
(normal a Ia posicién no deformada de la viga) entre las tangentes en los extremos del
elemeato ds, se puede representar por s' dt y, por consiguiente,

e L s Al "
an nuf:]: Mean (12.10)

La titima integral puede interpretarse como cl mom:nlncilllmo, nspmollmm
por el punto B, del rea bajo la curva M/E entre los puntos A y B. Por tanto, s¢ puede:
enunciar de Ia E. (mu)dw-awumamm

El corrimiento del punto B en la eldstica, contado desde la tangente a esta curva en
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oo A, e3 i MIE
entre los punios A y B*.

Obsérvese que este corrimiento se mide en direccién normal a la posicién original
de Ia viga, y sucle denominarse flecha.

Se pucden aplicar los dos teoremas directamente para hallar pendieates y corri-

micato, pucden verse los Ejemplos 12.10 8 12.12. Se verd con estos cjemplos que es

evidente que pueden simplificarse 1os cilculos introducieado algunas ideas mis. La

basada cn estas ideas se estudia en el articulo siguicte y se llamaré método

de la carga eldstica.

Esos ot pueden ampane i iukad ¢ barras que iciimente 10 ran
rectas. La consideracidn de tales casos est fuera del alcance de este libro.

Eymple 1110 Uslznd o trencs de o de momenios, oo o fectas en b
puntos b ¢ y la pendiente de la elstica en el punto b. E ¢ 1 son constante.

2t Aplicando el segundo teorema del drea de momentos,

7 e

0t

80
20 lacia abo
et ajo)

3 =
5 ‘(m)(})‘“ 9= aca s

Aplcand ol riner teovama el e de mamento,
w)(3)_
"'(a)(i)'s‘:
\{4-. oeg

Se podria formular un criterio de signos para aplicar los teorcmas del drea de mo-
mentos, No s b hechoaqi, or temor  que pudiers confndirse co el que s propo-
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den tratar los signos como s ve en los Ejemplos 12.10 a 12.12. En ello, se dibuja
primero la eldstica aproximadamente, con la curvatura indicads por el disgrama de
momentos fectores. Al calcular una flocha (o dngulo) representado en este esquema,

I contribucidn de una parte dada del diagrama M/EI (independientemente del signo
d:Mmal‘mﬂ:A=mnxmmponuvlauynvl,ngﬁnqum11mnmwn
a disminuir, respectivamente, la magnitud del corrimicnto representado en el trazado
supuesto. Asi, un resultado final positivo confirma ¢l sentido tomado para el corri-
miento.

Ejemplo 12.11 Uiilizands los teoremas del drea de momentos, calcular la pendiente de la
eldstca en los puntos a y m, y la lecha en m.

Comn las pendientes son pequeis, g , =

ot

Aplicando el segundo teorema del drea de mo- dw, 2

4‘(2)[( )u«uw( )u.!y] - ot

80 %

T K
Del dibujo de la elstica, v, = 7, ~ P
fbpcsipichpands o)t AN

1) (325 |
o ’(E)(E)‘F «
24

N E
También, del dibuo, 8 = 35, ~ 8. Aplicando ’

5
el segundo teorema del drea de momentos,

(5)()o-%

25_s,
ur("”) Bz

=
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Ejemplo 12,12 Urilizando los teoremas del drea de momentos, calcular las flechas en os pun-
103by ey la pendiente en el c. E ¢ 1, constanies.

il (o
= (3o -2

5
2

N AT
)

s
8= S g )

ame

Rz

155 -8,

£l

(hacia arriba)

" E T BE T 8T

=t A

375
8ET

Razossmicato:
Obséroese que es ms dificil manejar consenientemene los signos cuando una viga
mries ooy negatios Fore e enis dfcutode, o scovegole G o oo
st sigindosinplemete
«.,m. de momentos —los momentos positisos corresponden a concava hacia

Mtﬂ/lelk:pwdmlbdnkkmwmnm.mdmuh%mmhm‘euﬁmm

umbﬂnqnenn’mtmhbl,mhmhmwﬁmmh’"mk’a-

ek este caso, los tidngulos positvo y negattvo bajo la curoa real
demmxhnmluumpwr(lrmlo’nummdln +11.25 y base 3,y el negativo,
con altura 7.5  base también 3. Una ligera reflexion servird para comprobar que este procedi-
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129 Miétodo de Ia carga-clistica. Las ideas contenidas en este método s pueden
desarrollar considerando la elgstica ACB de una barra AB, que era rect originalmente
 que ha flexado como s muestra en Ia Fig. 12.18. Sea RST la curva M/EL Aplicando
el segundo teorema del drea de momentos,

M
d-j;lm-da
»
De donde ,,-{-%L {%d‘

Esta ecuscién establece, simplemente, que 7, ¢s igual al momento estitico, respecto
2 un cie que pasa por 5 del e bajo I curva Af/El catre A y 5, dividida por L. Sin
embargo, es nteresante observar que Ia forme de estos clculos para hallar <, nos es
muy familia. Supongamos que el diagrama M/EL, RST, represcata una carga vertical

repartida aplicada a una viga simplemente wyui.lwlo‘pmm,{y'wmn:m
presenta con el rayado en la Fig. 12.18. Para hallar la reaccién vertical en el punto A,
Carga_cualquiera
@
s
w4 /,
o o

(e At

Fio. 1218, Desaroll el método de 1 |

hlbriqmlmmmmmlnnmwﬂ(ﬂmﬂﬂﬂawdclplp:l),ydﬁ
hecho esta reaceién vertical en A serd exactamente igual al valor de 1, calculado més
arriba.

para hallar 7, y 4,.. Obsérvese q mhmuuunmwmm.w..
Teceion o la Sucds B de I oy e 0, da Ia lecha del punto m desde la misma
cuerda AB. Consideremos primero ¢, serd

o= A7
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Pero, de acuerdo con el primer teorema del drea de momentos, At f' MJEL ds,y,

por tanto,
- M
r.-n—]; E%

Considerando de nuevo el diagrama M/EI como la carga y , como la reaccién en el
yuntoAdﬂhwmmm,vmmuuawmbﬂqur es igual a la reaccién
% como

elwnﬁnlcmdpunmmdesuv@mnnnm De igual modo,
b= (a)ra) — &

Pero, del segundo teorema del drea de momentos, 5 -f' S"(MJEN) ds, y, por tanto,

© b= (0@ - j;".ﬂ%d.

Para continuar la analogia, es evidente en esta ecuacién que se puede interpretar 3,
como ¢l momento flector en cl punto m de Ia viga imaginaria.
De etas consderaciones se deduce que Ia elistica e una viga AB es cxactamente

de la misma luz B, cargada con una carga repartida igual al diagrama M/EI de Ia viga
real. Ademis, la pendiente de Ia tangente a la eldstica en'un punto cualquicra s igual
a la ordenada correspondiente del diagrama de esfuerzo cortante de la viga AB ima-
ginaria cargada con ¢l diagrama M/EL Cuando sc l usa de esta forma, al diagrama
MJEI se Ic llama «carga elstica», por Io que a este método de calcular la flecha y la
‘pendiente de una viga se l llama método de la carga eldstica. Los cortantcs y momentos
p«xlummpwhmmewumql:mmhwnmmmlemalmlhmrw
tantes eldsticos y momentos eldsticos,

Uulmnduuumloﬁn.!lpmbkm‘d&ukuhrh:hsypmdwmﬂd:umwg
se reduce al empleo de un procedimiento muy conocido del ingeniero de estructuras.
Todo lo que hay que hacer es calcular las reacciones, el cortante y el momento fector

una viga imaginaria apoyada en sus extremos, cargada con una carga repartids. Los
siguientes cjemplos confirman la importancia el método.

El cjemplo utilizado para desarrollar cstas ideas tiene apoyos, que no pueden ceder,
en los puntos A y B. Como consecuenci, esos puntos 9o sulren corrmientos, po [0
qunllcuq\hdellcﬁmqmuulmpunlnh{yﬂwnmmhnnmﬂywnme
con la posicién del eje de la viga sin deformar. La peadiente t, y la flecha 8, dan, por
tanto, los valores verdaderos respecto a la posicin original de la viga. Evidentementc,
se pucde aplicar ¢l método de la carga eldstica a cualquier parte AB de la viga, perma-
nm:ﬁuemhqm\h,(ldehtltm Smm.b.m,mercmqumm.my
¢l moment
eon rejtmmahmﬂda AB. Sn:hmnvﬂn la cuerda, las cantidades obtenidas no
dan el corrimicnto y la pendiente verdaderos referidos a Ia posicidn original de la viga,
si no se corrigen para ¢l vt de I .
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Las pendientes y flechas de una eldstica medidas con referencia a una de sus cuerdas
AB son iguals, respectioamente, a los cortantes (eldsticos) y a los momentos (eldsticos)
iga imaginaria apoyada en sus extremos, de luz AB, cargada con una carga (elis-

tica) repartida, consistente en el didgrama M]EI de la parte AB®.

cuerds,  los negativos po debo De gl modo, un corante posiivo n s vigs ima-
indica que la elistica tiene una pendiente hacia arriba, yendo de izquierda a
derccha, y el negativo hacia abajo.

. parie de vign 4B 0 se baysn
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Ebempe 1113 Calular o pointes  fecasde l ia de afwra,wiliando e mtodo
de la carga eldsica.

M, =0
@B 6o xis= amxr —dis

p Z S0y x 45~ @5
Q) 7.5 x IJ - HJJ') x4 =45
5 @ Grsxiss s
e
A v
e 75 4
061 3m | 3m 3m st IM, =0 -
@ a2 -
— 90 x45=405
o s n2sxs - 5635
v Seaswr Zmars
? 1}? 9 5 =054
_ﬂ: s oes
fin
1 ® 75 975 x3
(#] 7% + 45 +45 x1
s os =
L3 H=— 525 =525 x3 = 7137}
ki3~ + %0 490 x15= 4135
s Yans Lnaskn =i
— ST -4,
Gt 75 BT x3 = sl
L yssasxz - iun
e 2 s 0 -,
1 5 miximo se produce para < = 0, eto es, en el
into on gue e coriote o g o
i ettt L
H 75)4
arem sz o+ (2)3
- 751,5' + 30z, + 1.25x] = 0
a2 =02
, uw-u»,my - 185
W 12m 18 x= 18m
Enexte o, —

s 303~ o s (%)  assn(%) ()
2475 - 86,1 + 4034 + 184 = 914 tm*
N—
R ————

Obséroense las unidades
ol v M s o nlde o s ¢ 1 oen bl e e
nelada y metro, los valores de 8 estardn en metros y los e
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jemplo 12.14 Calclar las pendientesy las flechas dela viga de la figwa.
E= 20 x 10 fem® I, = 4000 cm 1, = 12000 cm?

La cuerda b de esta viga permanece horizonial. Por tanio, las pendientes y flechas referidas a
esta cuerda son las verdadera. Utilizaremas el método de la carga elésica para obtenerla, em-
pleando wna viga imaginaria apoyada en b y d. La reaccién en b da la pendiente verdadera de la

de momentos directamente para obtener los pendientes y fechas en la porte en voladizo ab.

3 0t
Lo s
) G2x15=-18) x1=+18 o n
@ Ox15= 1B35)x2=-27 st 3
6 usx13= ) I
+223 B

e

= P
Z x5 -w #
BSxé= 5t 5/? ?
7 X212 s Jor y
ETTI ==
L ws
)
F
§
e i
w=¥B3 ! 2
0 - e
3 x3a-9 3
Ji8 x22 "3 ?

4135 x 1= +135

SI3=4 g

75 % 3= -228

427 x2= 45 H H
T -4 '

Por tanto, en el punto o,

Elf, = +3x 15— 12x 05 x 1=

45 (hacia abajo)

Elmés p

donde © = 0.

'-uuv(n.;(“—;)-a =65 x=255m

©x2ssp
Ele = =05, oer
93239 + S

49.72 + 1657 = =315 (hacia abajo)
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Sustiuyendo ahora los valores de E ¢ I,

s,
e R Ty i (24000 x Ty 200698 m (haca o)

1210
al estudio de deformaciones ea vigas y pérticos. Para utlizar el método del drea de mo-
mentos con toda su eficacia, a veces es conveniente combinar Ia aplicacin dirccta de

1os dos teoremas con el uso del método de la carga elstica. Esto se ha hecho ya en el
Ejemplo 12.14 y se verk mas claro en los cjemplos que sigucn. Para plantear ¢l método
a seguir en un problema dado, es conveniente dibujar primero la clistica de Ia estruc-
turs, para lo que s necesita una cierta prictica, aunque incluso el principiante puede
conseguir la curvatura correcta siguiendo iendo simlemene e dagrana de mamentos -
tores dela barra y obscrvando e positivo ivo.

Una vez dimiade aproimadamente 1 cin, ¢ fc plantear la solucién. Para
obtener corrimientos respecto a una tangente, s usardn directamente los teoremas del
drea de momentos. Para obtener corimientos respecto a una cuerda, se usard el mé-
todo de la carga eldstca. Al aplicar el método de la carga elstica com se ha descito,
p peieiiio

g
{ener runca una articulaion intermedia En tles artcuaciones puede haber un cambio

eldstioa que consiste solamente cn cl diagrama M/EL. Estos casos se pucden trat

iant una ampiacidn del méiodo d a cargs eisic Tamado de s iga conuexis

que se estudia e a Sec. 12.11, 0 por cl empleo conjunto de los teoremas del direa de
carga

siguintes.

Por las razones antedichas, cs cierto también que no se pueden aplicar los teoremas

del drea de momentos enire dos puntos de la eléstica, i enesta parte de la viga hay una
articulacién.
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Ejemplo 12.15  Caleular la flecha méxima de la viga de la figura.

Estudiando el dibujo de la elstica, s evidente que se puede calculur 3, uplicando el segundo teo-
rema del drea de momentos a a parte ab. Esta flecha stablece la posicion de la cuerda b. Se pe-

a una viga imaginaria de la uz be.
1B, = [45(.5/2025) + 1504X1.5)]

us0) : bt
Grodeamiate=2 s T, s
it v 2L ot
(N 60x3 =180 180 x5= 900 |15 5 om 3m_joot
@ 60x15= % 90 x 2= 180 0t
1.080
=5
-t g
Boxim 70
50 7% 60
o o le
g
El punto de & méximo estd siruado donde la : Y
angente a I eldstica es horizontal, est s, o
donde la angente baja hacia la derecha res- 3
pecto a la cuerda be, EI ~13.1. “4)
: £ ()
e = 120+ o) () ~131 st
Sz L
A-nm
n = d62m
[z g~
oz = ~aogesa) + CHE L g0 i a
Elb, = 390 - (13,100 = 462 = ~447 o

o =)

Obsérvese que no es admisible la aplicacién del método de la carga eldsica a wna viga imagi-
naria de luz ac por la prespncia de la articulacidn en b.
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Ejemplo 12.16  Calcular las pendientes  flechas de la viga de la figura. E ¢ 1, constantes.

e L 00 ot —
14

5n |15

250

-uzs

4l | )
B
o |g
"
s 1828 el
/M), =
(; 5 P G%v oy
E 8
3
g
E
f—

La cerd d de o esica o se muee, por o que s angeniesy o flechs detrmindas

daderas de la viga en esta parte. bmcdnhvmhmdhmlymnbrw:dlwlnm
ud de

La.ym«uukm-q-mm.mr.mueummu.mmnn,.
frgmpirn el s s tmpne. ¢ epreen b fches o cpoponc
laciones desde la posicin orginal de a viga.

Tombin et i el s v e e de momense & et e sl
la flecha de l articulacitn J.
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mmummhwmkumum.”-ummmm
oerdaderas pendientes y flechas de estas partes. Se ha representado la y-apu'ml‘thr
y hjse
d«mm-ﬂmdm‘odclawneﬂuunhmnmmkhmm:
que c, porque la pen-
dene de la cerd €5 mayor e o de a egent e  resect a b cuerd,

lmlmmddlmdﬁmmmmydthwnd‘mpudnmlﬂnlumm

dn;minduwnlmmdzhxwﬁmmﬂud:lmﬁmdd:mm“nm—
nadamente, en general es admisible el despreciar el efecto de la deformacidn axial
1a mayoria de los problemas de ste tpo.

Ejemplo 12,17 Calcular los corrimientos del porico de la figura.

() 8x4=32 2x 48=16 |
@ 8x2=16 16%138= 281 "
R

0
@

i |
a1
251

Para hallar el punto de flecha maxima, dn dm

i =0m Au,!i»axy(g) 1
A=133 x=365

Bl = — (3G + )= "‘W
= 3246 (1)
[

El, = (28)2) - @KIN13) =
Elb, = (28)4) = 106 )

Como el mudo ¢ es rigido, las tangentes  lax
zluhukmdulalﬂmﬂmrvm

‘mismo dngulo. Como no hay mo-

mmﬂn‘wntlpﬂa s o ma e
el mismo dngulo de inclinacién que la tangeni

@l elisicnd a g
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Ejemplo 12,18 Caleular el corrimiento del punto e del pértico representado.

45

gl ooy e _ 45, £l = (U5XCA) = 90
Elb, = G0)6) + USKTIN2) = 405
m

&

plosy de lospr final del cap los
métodos del drea de momentos son més apropiados cuando el diagrama de momentos
esth mwuw pw ‘una seric de lineas rectas, esto es, cuando sobre la viga actian car-
gas aisladas. En um,dlmhl}nhcmlMlEluwmmpommm»
tingulos, y los cilculos sencillos. Sin embargo, cuando.

las cargas estdn repartidas y la curva de momentos es una linea curva, los célculos son
‘mis dificiles. Cuando la carga esté uniformemente repartida, la curva de momentos
‘s parabdlica y se puede pnlr el diagrama M/EI en tridngulos, rectingulos. y-evnmou
plrlbéln:cl' En ¢l caso de distribuciones mds complicadas, en general, es

dividir ¢l diagrama M/EI en una serie de trozos cortos, cada uno de los mlu pueda.
irse en tridngulos y rectingulos. Akuummlhhuwllwdldzsmm

plo, que
 cate do one ey compliada o o 18 varuién del moment do merih 0o 4 Vg
En tales casos, los diagramas de cortante y momento flector originados por la carga
lsa imopuiar e s b . vig imaginai, = ‘pueden obtener gréficamente
del modo estudiado en la Seccidn 5.

i Mmakhmm De los ejemplos de la seccién anterior resulta
evidente que sc pueden llevar a cabo con eficacia los célculos de flechas de una viga
‘cualquiera, por una combinacién adecuada del empleo de 1os teoremas del drea de mo-
Tacuion 3 o método de fa caga ehion. El procasmiento qo saponé et com
o es més que una ligera ampliacidn y variacion del método de la carga eléstica, lla-
mada método de la viga conjugada.

viga del Ejemplo 12.
dibujada un poco disinta, e Ia Fig. 1219, En I Fig. 12.19 se represnta a viga real
con sus cargas. Con linea de trazos aparece la curva de la viga flexada que tiene cier-

b i 1 Epmglo 1216, conie

e s o & e ekl e e s v 81 sl

cuerda e 0, demosirar que Ta cuerday s &

Cucrda s a8, donde ks 1 ntemidad d I carga unformermene repatda d 1 viga: 2) el drc de ste
3 vetcal por el cea-

o de s cverds,
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0t 0t
5oy on i
b ) e
T P

: (@) !

| &

1

|

(8

(e)

@
Fio. 12,19, Desarrollo del método de I viga conjugada.

tas caractersias notables defindas po e o d apoyos y por I ariculcidn n b,
i 1)En

el apoyo a la flecha y Ia pendieate son nulas; Z)m:llpoyochﬂu:‘luunnll pero la
cléstica puede tener cualquier pendiente; y 3) en Ia articulacidn b pucde haber una fle-
cha,y puede producir un lados izquier-
do y derecho de la articulacién.
Hay que elegir una viga conjugada (una viga ficticia mmpondi:m:) que tenga la
‘misma Imﬁ'v.\.d que Ia real, pero apoyada, y dimensionada de forma que, cuando se
o via conjuad con <l dgrames M1 de I i e, e corane (elistice) n
% cogas ot i P culinbirs 0 igual a la pendiente de la viga real en el punto
correspondiente y el momento flector (eldstico) en la viga conjugada es igual a la flecha
de la viga real. Obsérvese que estas pendientes y flechas de la viga real se miden respecto
a su posicién original, esto es, son las verdaderas pendientes y flechas. Siempre es posi-
ble elegir los apoyos de Ia viga conjugada apropiados para conseguir el objeto deseado,
observando simplemente nscaracterisicas conocida de a et de la viga eal en
sus apoyos,
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Comnldlmdndehdmﬂndzk:npnyud:hwuw“’dl ‘consideraremos
Ia Fig. 12.19. Ena, no hay
de I viga conjugada no habrd ni cortante ni momento flector: !do:selpunlond:l.l

hv’wlmjupdamﬂhmméﬂdennlpnyndzmuo En b hay flecha y es

posible una discontinuidad en la pendicate e la viga real, por lo que en s conjugada

habrd que colocar una mmmmwummmmmu
Enou.:lp\mlobdeh

provisto también de un soporte de rodill. As, pucs, non:und.uuuxpda
soportada como se ve en la Figura 12.19.
81 2 alean shors s Iescioms, coracs 7 momcaos St oo e e

viga estticamente determinada cualquiera, se pueden dibujar los diagramas de cor-
uu(dkm)ymm(dm)mmvemmfm 287 & ropoctive
Japedient ya fcha

s o puntos coresponcieates de 1 vign e, medidos especio & 1 posist orgml
sin deformar. E eriterio utlizado para los signos de la carga (eldstica), el cortante (els-
tico)y el memeni o elinko) e e e nrwalde ki desr o vl de
Sec. l)Frr/ﬂuuqlmélodadzlanuxn

Estas consideraciones y mm.mmqumu
Fig. 1220 para clegir 1os apoyos y otros detalles de las vigas conjugadas. En Ia Figu-
ra 1221 se muestran cjemplos de cleccién de apoyos y detalles de vigas conjugadas

gas conjugadas . Las
m:mwmmmmmwh.maWme
en equilibrio puesto que se estabilizan por medio de la carga eldstica correspondiente al
Vs 1ol e conpads
o L ri
(Extromo empotrado) Eme o)
. .
. =
Baromo arciado (™
o o o i
t S — 2.
FESTOn;Mee) (Extromo empotrado)
. .
(Apoyo interior) (Articulacién)
2 -— .
(Articulacién) (Apoyo Interior)

Fio. 12.20.Eleccidn de apoyo y detales de vigas conjugadas.
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wu/zlku-eawlmmm Por cjemplo, el tltimo caso

do ¢ la viga real empotrada en los dos extremos, y la te esth

‘completaments libre y sin apoyar. Para una mlm-a-(mmummﬁ

dma.mm)uh-umquddnmu/mwnmm-mamm
tica completamente autoestabilizada, por apoyo. De

becho, biidad de Iacaga clisien pro-

pmmummmhndopnoblmnhmnﬁmp‘nhﬂhﬂmmm
sobrantes de tales vigas indeterminadas.

2
O ) ¢ i Vs g ]
g g B P o .
] g . e b ¢ ¢ .
7 g e e .4
o p ¢ ¢ ¢ 1 [ o g
Yigs resl Yigs conjugads
(Estiticamente. Indeterminada) (Equilbio Inestable, paro
establllzada por la carga eiéetica)
g s < o 2 <
e Ea g
1o s < ¢ [ 4 I3
7 s a2 B
11 &
3 | _/E oA o
Fio. 1221,

. Vigas realestipicas y vigas conjugadas correspondieates.
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usa el método de la viga conjugada para resolver problemas como los Ejem-
plmlzlt.Illsﬂlzlsnvﬁqw:mmhomulummm
que s s hubieran resuclto o problmas splcando una combiacidn e os teormas

conjugada proporciona un procedimiento directo, plndqwuv‘hdonnm!ﬂw\‘k
signos sencillo. Como consecuencia, cs menos ficil cometer errores cuando sc sigue

esta marcha.
1212 Método de Williot-Mobr. Cuando se usa el método de Ios trabajos virtua-

‘Williot-Mohr, oon una solucién grifica se puede determinar los corrimientos de fodos
Tos nudos del cuchillo, por lo que este método presenta una ventaja enorme en Ia reso-
ucién de ciertos problemas de deformaciones.

)

FiG. 1222, Cinemdtia de I deformacion de uns armadurs.

fen desarrolar los l‘lmdxmm! del método de Williot-Mohe rando
el cuchillo simple de la Fi Supongamos que se han calculado las variaciones
de longitud de las barras, AL, para las condiciones de deformacidn dadas, utlzando
Tos B, (125), (1239 (1256 Se puede, ya, determinar la posicién deformada del

el pasador del nudo D para permitir que se produzca la variacion de longitud dc la ba-
rra AB. Como consecuencia, la barra DB se moverd paralelamente a si misma, como se.
representa, y todos sus puntos se moverén horizontalmente hacia la derecha una can-
tidad igual ALy, Permitiendo-ahora cambiar de longitud a las barras AD y BD, los
extremos D de cada una de ellas se moverdn como se representa, si permanecen unidos
a1a barra AB cn los puntos A y B', respectivamente. Antes de poder colocar de nucvo
el pasador en Dy ensamblar otra vez el cuchillo, es necesario que vuelvan a coincidir
los extremos D e las barras AD y BD, lo que puede conseguirse haciendo girar a 4D
alrededor de A y 8D alrededor de B hasta que se corten los arcos. Se podri determi
nd cnrnml:ma de cada nudo consderando Ia posicién orghl y deformada del

procedimiento s de aplicacin directa, pero diffil de aplicar en Ia prictica,
parqu Vo coreten s aracons de fongitud son en la realidad mucho mis
Pequetos que los indicados en el croquis. por lo que se necesitaria un dibujo a una es-



este
y raya coincidirian précticamente. La introduccion de esta simplificacién hace posible
ngrem: .

Y8 110 es necesario trazar los arcos alrededor de los centros de giro.
Eldn‘nnumwﬂzdnd:hﬂ; 12.22b s similar a la parte de la Fig. 12.22a ro-
tulada con las mismas letras. Conm:ml las variaciones de lanpmddehlhrru

y las tangentes ‘08 permi
diversos mudos. Es ¢l llamado diagrama de Williot, por el ingeniero francés que lo pro-
puso. Como anies, imaginemos que s quita provisionalmente cl pasador de Dy s¢
permite que se produzcan los cambios de longitud de uno ea uno. Eligiendo una escala
apropiada para AL y designando los puntos de cste diagrama por las mismas letras que
l«nmuklhmmmmmmmmmmnmdmwn En
zontal. Perunln.dlsemmbnnmmﬂmmuhuuhdﬂuhmmhabnnA
una cantidad igual a AL, como se indica por las posiciones relativas de ay 5. A
del acortamiento AL p, ¢l extremo D de la barra AD desciende hacia la izquierda
paralelamente a AD con referencia al nudo 4, como s¢ por el vector am’;
igualmente, a causa del acortamiento ALy, ¢l extremo D de la barra BD desciende
derecha

el vector 5. Para hacer coincidit los extremos D, fa bara 4D debe g sededor
dedyla B. 105 D se mue-
ven a 1o largo de las tangentes, hqunmupmlmmnfywm
e, Ghetrvse quo cts iegtes som perpeaioularcs 4l barras 4D 4 D,
respectivamente. Los vectores @d’ y @b’ representan los corrimicntos de los nudos D
ylmﬂyweﬂoﬂ.{ En este caso, como el mudo A esth fjp realmente, estos vectores
representan los movimieatos absolutos verdaderos d:nmnudmlndndlbhmhl

edid trazar AL.

umwmawmmmmhmumumunm
en esencia, del modo expuesto mis arriba. Provisionalmente, se supone que s desco-
todas

esa barra es paralelo a Ia misma ¢ igual a la variacion de su longitud. Cuando sc ban
situado esos dos puntos, se puede situar del modo antes descrito un tercero, que co-

al tercer nudo del tridngulo del cuchillo formado por esos tres nudos. Puede
continnar el resto de a construccién de mudo en nudo, trabejando siempre con un tri-

supuesta es corrects, los vectores correspondicates a ciertas condiciones de deforma-
S conockie evaria ocontados orrectameate, S e vockoees o e do acatrly
con las condiciones conocidas, hay que aBadir al diagrama de Williot el diagrama de
correcién de Mohr.
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los, corrimisntos
Voo e Mo A

Fio. 1223, Método de Williot-Mobr.

Se b diujado o dua-lml de Wit del cuckill de e Fig, 1223 sponiendo e
o
1a, los vmmummudde:lmnmn alos ), ¢, 1 e i o corimieton
verdaderos de los nudos b, ¢, d,etc., respectivamente. Como el nudo ¢ del cuchilo tiene
un apoyo de rodillo, 1o puede tener corrimiento vertical y esté obligado a moverse
horizontalmente. Sin embargo, con Ia hipdtesis hecha, ¢l nudo ¢ s mueve hacia arriba
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y hacia la derecha, como indica ¢l vector 2’ y los otros se han movido como indican,
a esala exagerad, as lneas e tazos dl dingrama del uchil, blnlipiﬁ:quell

s neoesario, ahor
dmmmm,nnmmmmummuum‘,mmmm
vacl.llpoyn pucde determinar Ia magnitud del giro necesaro, sabiendo que la
deformacion verdadera de ¢ debe ser un vector horizontal. Este corrimiento verdadero
es la resultante del vector a'c’ y del que representa el movimiento de ¢ durante el giro
del cuchillo alrededor de . Durante un pequeo giro alrededor de a se puede suponer
ol udo s mucve o lagode a tangni al aro vexdader . por tant,normal-
menea e o e uchill, 0 e, e cat, vl S 10 e e v

tor, que da ¢l movimiento de ¢ respecto a a durante el giro, al diagrama, trazando °a’,
mulmemal:rmdunuddv-:mu”ﬂ’(l)y! (/") debe sex el vector ho-
rizontal "' () que es el verdadero corrimiento del nudo ¢, con lo que queda deter-
‘minado el punto ¢”.

I 3 ' ¢
) !i i

FiG. 1224. Diagrama de correccion de % ) 3
Mohr. (o) s o ov

Durante el giro del cuchillo alrededor de a, hay que suponer que no es solo el nudo
¢, sino que lo hacen también todos los dems, el que s mueve normalmente al radio
que va del nudo al centro de rotacién a una magnitud igual al radio por el éngulo de
rotacién. En la Fig. 12.24a, las flechas en los nudos indican la direccién de los movi-
mientos de los mismos cuando gia el cuchillo, en el sentido de las agujas del reloj, al-
reddor d aundngelo @ prguche i se dibujan todos esos vectores a escala, pasando
wed ‘punto a”, como se ve en la Fig. 12.245, el movimiento el nudo  durante el giro

esté representado por el vector 57a”, =|a=1nuancpmc @ eldeldporda”, =wé|=r|
iera correspondicntes de estas figuras, com Yoo ingulos da y d'a " Como
Cos rp;ndmm acayda'loesads, ln[nlu o = gl "¢ Como
= deay d'a" = ale, ¢'a"ld"a" = cald, Portanto, los ingulos dac y 4'a"c
son semejantes. De este modo se puede demostrar que la Fig. 12.24a es semejante a la
Fig. 12.24b. Estas consideraciones conducen a la conclusion siguiente:

Si se gira un cuerpo rigido alrededor de un centro de rotacién O un dngulo pequei
 se representan los movimientos de dos puntos i y k por los vectores O"i" y O"K" i)
o hacia un punto 0" y se dibuja el esquema del cuerpo a escala, tomando como base los
puntos " y k", cada linea de este dibujo a escala serd perpendicular a a linea correspon-
diente del cuerpo real, y a recta trazada desde un punto cualquiera del dibujo al punto O'"
representard, considerada como vector, el movimiento del correspondiente punto del cuer-

[

-b” ”nf' ‘¢"f" al diagrama de
de oeas 8 0 con s mmpwldltnbe en el diagrama delcchil. Los vecore que
van de los
pondientes dunm el giro del il nlndedm d=I nudo 0. Ahors pusde ya detemi
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mﬁhuwm&h—udpmm.{ydqunddeﬂ al punto co-
rrespondicnte con prima, esto cs: se puede hallar el corrimiento verdadero de un rdo
cualquiera, en magnirud y. M.me}mwmﬁwdpmudabkmm
en el diagrama de Mohr hasta el de un solo acento en el diagrama de Willor.
método de Williot-Mokr. il

1213 Aplicackie del El diagrama de Williot seré mis
reducido y necesitari un diagrama de correccidn de Moh menor, si Ia orientacién cle-
gida para comenzar te correcta. En muchos casos es casi evideate que
ciertas barres no varian mucho de direccién. Por ejemplo, en el caso de un cuchillo
apoyado en sus extremos, el montante central vertical, por
o que es una i direccién o
de Wikiot, como puede verse en cl Ejemplo 12.19.

interesante 5 que se pucde supri te el dingrama de
correcci6n de Mok si s¢ calculan los movimientos relativos de los dos extre-

mos de una barra por el método de los trabajos virtuales. Por ejemplo, consideremos
el cuchillo de la Fig. 12.25. En este caso, el nudo a 1o sc mueve. Tomemos una de las

v

Fio. 12.25. Orieataciéa correcta del diagra- Fio, 1226, Cuchillo compesto.
ma de Willot,

se puede calcular por dmﬂndndchlmmmuhﬂnmm‘mnzlmm
y Ia barra, 0 sea

icalmente. Una vez hecho esto, se pueden situar los dos vectores como se muestra,
¥ el vector a5’ da los movimientos relativos verdaderos de los nudos a y b. Ya se puede.

‘movimieatos os de todos los nudos,
digrama e corecion de Mote. En @ Fiemplo 1230 s plicard ene

sim iera, se dibuja sin dificultad ¢l diagrama de Wiliot
en'la Torma descrt en Iy See. 132§ Smﬂ!lhrw debe observarse que se hallan cier-




DEFORMACIONES DE LAS ESTRUCTURAS 357

tas dificultades mum.mmmmumhm

en la Fig. 12.26. Supongamos que se comicnza el disgrama de Willot en este caso su-

ponicnds fjoca powate o mido £ o direcstn a b 6. Los puctos ' '€ y &

¢ pucden situar sin diicultad ca cl ado izquierdo y de igual modo los A’ ¥, i ¢ I'en
Tos tos estudiados

nes de longitud de dydt,(bue‘-hn‘mndcm provisionalmente que 0 hay
nndnmDyd.qu»hnmpnmdnmhnucﬂyﬂ(ymmddmﬂoh-
bitual pera situar los puntos C' y ¢'. Una vez situados estos puntos, volvemos a inclui

barras suprimidas y para determinar los puntos D'y d". Si se ha he-
cho correctamente, es posible ya sitvar ¢’ a partir de D'y d'y ver si coincide 0 no con la
posicién del punto ¢ existente. Ahora se pueden situar los puntos B', by a' sin dificul-

ba de describir para los de Ia izquierda de Ee.
La aplcacidn del método de Williot-Mobr al caso de los arcos rkarticulados re-
quiere una técnica algo diferent, que puede verse en l Ejemplo 12.21.
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Ejemplo 1219 Dibujar el diagrama de Williot-Mohr del cuchillo de la figura.

e supone el puno ¢ fo e posicion,
Se supone la bara eC ffa endiecctn.

Corrimientos
Punto
Horizonial | Vertical
4 0 0
B Ismme | 32mm
c Jome | 1ol
D 0
2|3 mmes | st
b 3 mms | 3i2mm]
e 1Smme | 269mm]
a 6 mme | 200mm|
. 75mme | 2.0 mm|
s | 105mme | 3630 mm]
Rezossmiento:

Los cectores del diagrama de Willot trazados desde ' hasta A', B',b', C', etc, dan los
cimientos de los rudos A, B. . C. etc.. con la hidtesis de que ¢ permanece fjo en posicén y cC
o diecin, i ee at, o corrmito el de o s sein o reprseiodss, & 5.
cala exagerada, lineas de trazos . »Mmlmm a orientac ta

s Pl 4 spefce d apoe. Obdres, s anbargo, e s oienicin e 7 €y

errénea.

St e e sl ol a4 ol e rtcaiody s f i, oo 7o
igido, paralelamente al vector A’ wna distancia igual a lo longitud de és lo. Durane
esa ras s ¢ morerd ma ditncis represntada por el cector A Detpds d fa
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wraslacitn, el movimiento resuliante de un mudo cualquiera, como el E, serd el vector suma del
Ay del Ty, por i, e eor 4. Por cnspuenie, s evidni qué los moviiens

tores trazados dese 4" a B ¥, C', ', D', &', ec. citienere o culy

et it ovecimente, orge o sies T s il n e b pre

el moimietodel o d: Por i, by ue gar el cuclo o et contraris o s s el

Por consiguien-

!mmuwklwludmuvmklaxmml' YA, 0 es, el TT.
.mma.:.m

Mokr,

o i b e 4
cualguiera estd dado, entonces, por ¢l vector trazado desde ¢l punto correspondiente con doble
acento al de uno solo.

10 Do of degrama de Willot e miswo cuchilode o . 1223 Siv e
bargo, en este caso

el bty e
B ~3mm_¢ -3mm
g d
3 +6mm
>
e, o ma ¢ et e B o e g
B e e T
G e e e e e P
dibujar la posicion relatia verdadera de los nudos a y b, =
& ol
E
3
d +

P ,
ey sara | Fo aL FoaL
J e | -os - + 15
) w -05 -1 +15
o | -0s -3 P
o | 03 13 + 075
po| som +43 + 38
b | +o707 +6 + 4
< T +1247
e
b
(1048} = £Fg AL = +1267 (mm Obstrese ktamaio tan red-
b= 1267mm | cid d este digram,
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Ejemple 1221 Hallar in enel arco o fi
todo de Willior-Molr.
Para la mitad mm 4
supone a fijo en posicién.
Se supone ad fjo en direccidn.

Para Ia mitad derecha:

4 ALs-smn

Se supone e fjo en posicién.
Se supone eE fijo en direccion

@

Razossmiesto:
S oot e e i vl ¢ e ket sonplsecnn sl s o
todo e Wil Mole o i proboms,Depusde s b s dewds o e i

s dos itades por sparado def modo abinel, Con st base, el rector
o Hdapmlel'uqlkviarr’«mm-ldawmnnkmudelw:,ulmdmr
7o in par Stlas

. tanto s e determina
por el dagram de L i como ¢ e ol e o deec, Como exis ecirs 1 o

el rado s, D lud modo, i nor-
maimente l radio ec. z.mm.....ammm.mm mismo desplazamiento del

nudo ¢ para cada mitad Se determinen indica en el diagrama vectora, etando dados

o el ecr fﬂﬁ,.lm.,.mm.« vectoes de

las bases ara o dgramas de ol de Mol de o mides cerds  dere

. epctamente. Abre e puden ey s verdaderos de los diversos rudos,

o s secores acado dsde o o o bl e st 101 e prim
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1214 Método de ln codena de barras. Este método es semejante al de Williot-Mohr en
cuanto que por una apiiacido del mismo se pucde calular simuténeamente los corrmientos
de un cuchillo, H. Miller-Brestau y 0o es
s e o del de clisica, aplicado a cachillos a lugar de vigas.

Para exponer ¢l fundamento

seatado en la Fig. uu-.mdqu-eu—uunnmmnkwumm

en los nudos del cordon inferior. Se pueden calcular las variaciones de longit
uﬂduwhuuunkddomumma.Munuh&.(llﬁuh(un)nhulir).

I3 & A

Fic. 1227, Fundamentos del método de la cadena de barras.

Como consecueacia de estas var

o d gt o dngls de o rinplos de il
lo cambiari de forma, como se indica,
o o o e S 4 170 Lot wtacioncs e o s o

fici o de las expresiones desarroladas mas abjo. Sc
cucil y dibar s posiiéadeformada como se ve e

‘problema de calcular la inferior
lommado m-l«mmumummmmamummm«m
‘mentos o de Ia eldstica es

e cuyepeaicts Vel Gontmarcnte, s Qv 1 deormda ds s cord i
esth compuesta por ua scri de recias, con variaciooes de pendicate solamente en los nudos
del cuchillo.

En una viga, Ia variacion de pendiente calre las tangentes en los catremos de un cemento
il de o i, d, e gl 8 MIET s, e o o e el o dingrama

Por ¢l contrario, i . Ia varia-

uéndepmdmum!dublmmﬂundeh cadens s gual a I varicién del ingulo 0,
est0 e, ABL, y enire nudos no hay cambio de pendicatc. Cuando se aplica el método del
de momenios & una cadena de barra, s¢ sustitirk, por tanto, ol disgrama M/E1 por una sere
e ordenadas, una cn cada nudo intermedio, iguaies a A0 en esc nudo. Por tanto, a carga elis-
tica uiizada para la cadena de barras consiste ¢n una seri de cargas aisladas como las repre-
scntadas n 1a Fig. 12.27d. No obstane, la técnica de aplcacion del método del érea de mo-
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comprendido en e do bers conipas dc n cadens. 88 sk o 1

wumun.m.umnmwulmme
Mm.hmblnnmmululmmulmmuﬂu a-
Bl Por o, e cuo 40, vl dn il ot 4 s o
et ol b b

ar In variscidn del dngulo @ producida por los aumentos de longitud de las barras AL, AL,
8L e pud caleiar o st A9 del i § por o mkodo de ko s,
utlizando el sistema Q representado, Sea &, el giro, en el sentido de las agujas del relj, de I
barra 1, y a, el gio, cn el sentido contrario, de a 2. Calculando el trabajo virtal exterior rea-
lizado por este sistema 0,

le-(l){- )+(l)l T T ) = a4
7 = aumento de 4

Aplicando ahora a ley del trabajo virtual,

s 2Q8 = 2Foal
a0 = (L) o+ (- Z52) ot + (- 52) ot @
P hmLsafy ¥y h=Losef ®

Deigual modo, Ly =y + b = by ig By + by tg = hi(eg B, + e )

©

8= (e = c)cgh + (e~ e cig By (2110)
ot il 0 o gy i s o s e

e e b argomimtes 44 i oo 04 ot et 4 kol
tipicada por I cotaagent del dngulo enre elos. Coando el alrgamiento s debido a wn in-
tensidad de tension axial o, wn modo

E8¢ = (03— ai)etg fy + oy — ax)cig s (12115)

Un valor positvo de Ag indica un aumento de 4, y uno negativo, una dismi
st caclngo s variacions e 1o gl d un cuchl Smpl, sl

las Ess. (12.11a) 0 (12.116),se puede hallar AD para cads nudo de Is cadena de barras. Lue
se puede aplicar e momento o < e 1 carga st para hlla 4 com-
les del corrimiento para cuslquier cadena de barras que cs inicialmente recta
ha hecho en los Ejemplos 1222y ) apl
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3 i

Fio. 12.26, Variaciones en los dngulos de un tridngulo de cuchillo,

ar ol mtod de la car . on coratc mometosde 14 vig magioria an s p-

a xmmmag.mouauvu.m A n o Eemplo 1225, en que la cuerda of

gira, se pueden obtener

i ar o o .43 comento o cmionon e oo b ot of del modo
do.
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Uitzando l método de la codena de borros, caleular o componente vertcal
de o fecha del o b de cuchil de a Fg. 12.3.

Lot wimeros que figwan en el diagrama del cuchillo
coresponden a ¢ x 10°. Se han mliplicado los
loramienas por 100 s bt s s
apropiados. Para tenr lo resuliados verdaderos, se
diidirdn los resltados finals por 100.

“-n IR Y

a | os-00 |0
e | Zoaoan| 1
aa | Zoaso™l o
o | T2 o) 1
2

Como en este caso A8 esigual y de sentdo opuesto a
X84 en el mudo b,

80, = 43380
7. por tanio, una carga eldstea hacia arriba.
1690 % 7.5 = — 1267

I
2.8, = 0,01267 m (hacia abajo)
= 7 mm
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——— =
les de la flecha de los nudos del corddn inferior.
7 v ot
p
g ) o
§ A RN §
= =
-
r:-wtnll?’yﬂﬂutkm:
o e 0 g s
TN
ANV4 RNLA
TS

anfie | w-wxw fonfw faen [ 20x
| e ] |

13 || -

o |
075 | -om | o s [0 {70 om0

o 0e = om | s |sooe | Sume | 10
o 41 = WL

REFESR(2X2REE

=1 =~
08 Lol iasm
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Untando s maghara d i of,

A

2166 % 1= +

-w:u

0500 | 005 F
™, -

40050 x 45 = +
YOI =5 x 100

L300 % 43 = 4 5850
05 =0, x 10
HLIT X 43 = % 772
]
2617 x 45 = 11776
T20B =8, x 10

0450 x 45 = - 2028
0 =i x 0t

Enmmm:n.nammdumummm-mummm.m

recta y horizont
o= s componcntes et d o corrimintos de la udnu de barras del cordén inferior
del cuchillo de la Fi
los mmm oy m u barras del misto mode que s Ia cadena fuera horizontal
al princ considera Ia cadena di
ada en i Fig 1229 Sumnm que solo eraiinos varas a1 fuglo 3 e, ¥ i
s el nudo b.
s ekl i o otk k igual a ' 8, que es ¢l mismo valor
e teni s 1 cadea e baras hubirs o et iniiamente, Conimando de e
105 demostrar que el corrimiento vertcal de esta cadena de barras del corddn inferior
roducid slo por s vriscone G los igulos A9 ¢ poede cululr de 1 i orms que
i cadennfora iicamente orizontal, uilzando o viga imaginari eprsenada cn s Fic
ura
£y l‘mhrw. el corrimiento total de esta cadena de barras del cordon o s proches
110 50l por las variaciones de los ngulos A, sino también por los cambios de longitud de las
ropias barras de Ia cadena. Por ejemplo, consideremos ¢ oo de prvhetsn
ra cd. Si 10dos los nudos de la cadena de barras estuvier e modo que no pudiera
produise ninguna variaion en o dngalosy s s barras winalie et de ¢ ctuvi-
i bam d aria
de ¢, verticalmente, 2 por linea
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@ g o £
| .
» o C‘l:’ b,
~
x
04 |06 (g,
@ 4
(BLertone
[ —— J'Pi‘!
. (Blegrae |
)
~ T
. ﬁ'ﬁ e
n
Letu o
n K
0 A

FiG. 1229, Cadena de barras (fnicialmente recta).

Teaa de Ia Fig. 12.29d. Para que el punto E vuelva a su posicién corrects, debe girarse toda la
s alred

represea

el efecto total de los dos desplazamientos de la Fig. 12.29d. Este diagrama de desplazamintos
e l de moments flctoss de s carga rpreetadas co a Fig 1229 De iual manes s
pucde demostrar que Ia contribucidn de Ia variacion de longitud de cualquier barra de la ca-
dena al corrimiento vertical serd igual al momento oor producido por dos cargas anilogss,

igols y cpuesas,qu actn n s udos d o caremcsde b
consideraciones nos conducen a I8 conclusién siguicate: Para hallar los corrimientos
totlsde s cadns do brrs g e et inicialmeote, hay qu calcular o3 momentos
ectors de una viga imaginaia sometida 8 carga clisica modifcads, como a indicads o
|- Fie 1235 Enun 1
I

e hurrls s e et e s S ' e carp cliin moditeds, e
el nudom.

Wam b0, eige + o8 a212)

donde ey represenn ol rumento y 1 pendente il con 1 bzt del cemeto

contiguo de a cadens de barras a la izquir
5 ap represenian las cantidades andlogas # I i bom
46 representa I varicion del dngalo 6., que, como s ha defindo mis ariba, ¢s
el comprendido entre dos burras contiguas de la cadena por la parte inferior
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W, cs posiiva cuando indica una carga clistics haca arriba

e es positivo cuando la barra sumenta de longitud
s positivo cuando a pendicate inicial de la barra va hacia arriba a la derccha

Ejemple 1224 Ut de la codena
les de los corrimientos de los mudos del cordén inerior.

| e Janluc | weacw ,,,.:[u,- e
) | ) AR o
i fsaum o
o |- .
7o {=az | o [sam7
oo a0
TRETIETT
b e ] P
G |-is| i

Luero . = 08, ~ 8+ er 0
0! Lo 0471100 + OS9N-04) = 4098

w X 10° = 40801 ~ O94X~03) + Q49N0S) = +1433

Wox 10° = 43163 - 094940) + QOIO7KLO) = +3384
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Hallando las reacciones de la viga imaginaria A,

M, 7
0999 x 3 = 2997

1433 x 2= 2366 a9 s1am sass
3554 x 1= 3594
a1« 4
a2
lagese |
[zasa

~2354

Lok
Z13s
41433
007
#3354
Y36 43632x45= 41634
-3622 0 =5 x 100
s

B Enplo (14w apoiin o et i 9 o ds bars g 30 o4 i

Sl 4 Wi SR W SRS oo o i gt g
carga nlmn ek inifiado n cor cam, Naturmets, cando o caden de
o cortante i I peadient de s aras de I ca

cens et L
i por 1 . (12.12) e devrmind de mado qe ol momento it d ik imsgiaa

de barras, pero no se atribuyé ningén significado al cortante
Fmd\ndowrsuﬂln s timacionn o compiutar o bt clcsion (v Be-

halla que la barra Ab gira,

igual al del cortante, de 0,002354. De i
Ias barras de Ia cadena son iguales a los cortantes correspondieates. Indudablemente, conocido
g el b 45 0 st blar o de s s b T cadens Sgiendo d ando

e e dy Stado OO0 e e o senid d s s de MVWZJI
raditines en el mismo sentido y dE 0,002925 radianes en el conirario.
1 mbtde de o s d b, aplcade de wn modo il uste e o
uniendo los nudos cuyo co-
eyl Ay cargas clsticas para esa cadena por la Ec. (12.12).

y
se ve cn los Ejemplos 12.22 y 12.23), a ser igual a cero para todas las barras y W, igual a Af,.
Obsérvese que Ia Ec. (12.12) n0 se puede-usar siIa cadena de barras incluye una vertcal, pucs
entonces @ = 90° y tg & = co. Sin embargo, no es nunca necesario incluir tal barra, pues la
diferencia del corrimicnto vertical de los extremos de una barra vertical cs igual simplemente
a su variacién de longitud.
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‘Tambin puede aplicarse este método a los cuchillos il compomcrcoto o e Py 1224
No obstante, €n estos casos es necesario insertar barras ias entre nudos tales como
Dy E Ey F. ce. pan divic o cuhilo en iogulos l il de caor vracionsde

Tmmnw:mllmmmmmhdmwmtl del Ejemplo 1221, Sin b,
iambit e 8 e st o b g sty D s o podee

rmnmunhmndeh-nuda(’yh quupnd:ukulnumbu&np«dnﬁvdod(lmm-
bajos viruales,

1215 Segundo teorema de Castighiano. En 1879, Castigliano publicd los resulta-
dos de un estudio sobre las estructuras estéticamente indeterminadas, en el que utilzo
dos teoremas que llevan su nombre. E! segundo teorema de Castgliano s¢ puede enun-
ciar como sigue:

En una estructura cualquiera cuyo materia es eldsico y sigue la ley de Hooke, y cuya
temperatura es constanie y los apoyos no pueden ceder, la primera derivada parcial
energla de deformacion con respecto a wna fierza cualguicra s igual al desplazamiento
del punto de aplicacion de esa fuerza en la direccion de su lnea de ace

En este enunciado, la palabras fuerza y desplazaminto pueden interpretrse tam-
bién como par y otacion angulr, respectivamente. Ademds,estd implicito que durante
Ia deformacién de Ia estructura no hay cambio apreciable de sus caracteristcas geomé-
tricas. Por tanto, a aplicacién de este teorema se limita 2 los casos en que es posible
superponer corrmicntos.

Para deducir el teorcma, consideremos una estructura cualquicra que satisfaga las
‘condiciones dichas, tal como la viga de Ia Fig. 12.30. Supongamos que sc e carga gra-

\ FiG. 12.30. Deduccidn delsegundo teorema de Casti-
glano,

duslmente con las fuerzas P, Py, .., P,. El trabajo externo realizado por cstas fuer-
zas (que llamaremos W) es una de las mismas. Por el principio de conserva-
cién de la energia, sabemos que en cualquier estructura eldstica en reposo y en equili-
e s oo r w0 y e et

en I misma, es igual al rabajo extemno realizado por esas cargas durante su aplicacion
gradual. Designando el trabajo intemo o energia de deformacién por W, podemos
escribir

=Wz =f(PPy ... P) (a)

Supongamos ahora que Ia fuerza P, aumenta una pequeia cantidad dP,; el trabsjo
intemo aumentard, y se convertiré en

=W + ‘ - dPa ®

Sin embargo, la magnitud del trabajo inteno. umx'nn depende del orden en que se apli-
quen las fuerzas —solo depende del valor ﬁnll de dichas fuerzas—. Ademds, si el ma-
terial sigue Ia ley de Hooke, Tas cargas
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Py, Py, .., Poy, por tanto, el trabajo realizado por ellas son iguales si se aplican estas
fuerzas 2 una estructura ya nldllnlruﬁ!mlouo‘mlmlmluaiuamlm

Ia magnitud

Py, Psy -, Py €l trabao extemo realizado por ellas no resultard modificado por la
presenci de ., por lo que sk igalal valor Wy dado por 1 Ec. (). Sin embargo,
durante de P, se desplaza una can-
tidad 6, ca la ﬂvmﬁnd:!ullnndzlp‘nﬂﬂn por Io que durante este desplazamien-
10, alza n rbajo eters il 8 @R\ 50 W o b exermo ol e
lizado por todo el sistema durante esta sucesion de cargas. Se

Wy = Wy + dP, ©
Pero, de acuerdo con eb principio de conservacién de la energia, Wy es igual a W} y,
por tanto,

Wi + dPudy @
Pero, como Wy es igual a W, la Ec. (d) se reduce a
aW;
ot (1213)

Esta tltima ccuacidn es la expresion matematica del segundo teorema de Castigliano.

Para utilizar el teorema de Castigliano, es necesario desarrollar previamente expre-
siones apropiadas de 1a energia de deformacion almacenada, o del trabajo interno rea-
lizado por las tensiones de una barra. Consideremos, primero, el caso de Ia energia de
deformacién almacenada en una barra por una fuerza axial F cuando dicha fuerza
aumenta gradualmente de cero a su valor final. Imaginemos un clemento diferencial de

esa barra, limitado por dos secciones sucesivas, como el representado en Ia Fig. 1231,

J g
R 1231, Eourad deformacin shmcen- (|
da por una =
et T ikl a | e

supongamos que sobre ¢l actia una fuerza F, con un valor comprendido ente cero

'y ¢l valor final de la fuerza F. Si esta fuerza aumenta ahora una cantidad dF,, produce
una variacion de longitud del clemento A(dL),, donde
L

ALy = dF\ g ©

Despreciando cantidades de segundo orden, el trabajo intemo realizado durante la
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aplicacidn de dF, es igual 8 (F)A(dL)], por o que el trabejo interno total W, reali
zado en este elemento durante el aumento de la fuerza F de cero a su valor final es.

» .
;= [ raa - [ - Ja »
Para toda la barra, jo it la
a todos los elementos dL, 0 sea.
v PL
W"ﬁTa"‘ 2E @

Para todas las barras de la estructura, o trabejo interno serd Ia suma de esos términos
para cada una de cllas, 0 sea

‘Energia de deformacién almacenada por ls fuerzas axiales, Wr = 5% (12.14)
Abor s puee uilar exts ecacib pars desrvola wns expride de o vl
de deformacién 0o vie por s s prcducids por s momerio

Jlector M. Consideremos un utm::ld:nn-vmd;hupluﬂdl.mw
dmmnmhFulZ?lSewuk te elemento como un haz de

v o

AN /RN
Ty

« DO, 15 B e e st

bras, dL cada una de ellas, con una altura dy, y una anchura
‘normal al plano del dibujo, b. La fuerza axial en dicho haz de fibras serd

p‘.na,/-#uy ®

La cnergia de deformacidn almacenada en todas esas fibras de Ia viga s puede calcular
lplnndn la Ec. (12.14), sumando las contribuciones de todas las fibras del clemento

todas estas cantidades para 10dos los clementos en Ia longitud de
l.v... osea

- [ (My *  dL LM c‘y.,,dy

Wi "/; f_p,( T “’) GAPE ~ Jo ZET g
)
o 2E1
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«
,.-f by = 1. Por tanto, para todos los clementos de viga de Ia estructura,
“
Energia de deformacién almacenada por el momento flector,

g
Wi = 2[231 (12.15)

Ia energia

Como se vio anteri Ia Sec. 12.5, ;
e deformacion almacenada por el esfuerzo cortante en una viga.
1216 Primer teorema

completar Ia discusién de'los teoremas de
Castiglano, se presentard apluan d i i BoRe 5 s s s s
presar las para estudiar estructuras estiticamente indeterminadas

sigue:
Enuna m.mwm material es eldstico, Ineal o no linealmente y e la que la
mpiranes o1 cosine 3 s apoye 6 paden ok, pimare, erada e de 1 vl
de deformacin con especo @ calguier componene de corrimiento s gua a o fuerza plicada

Este teorema se pugde deducir de modo muy similar al segundo. Sﬂwnnmou que una es-
ructur et e equlibio e a e de s focra Py Py P han reali-
zado uma cirta cantdad de rabajo xiero Wy y St 30 kbl

cién
de esas fuerzas, 3, by,

Si al variar cantidades infinitesimales las fuerzas, el corrimiento

tants, la nergia de deformacidn almacenada e el sistema variard hasta alcanzar un valor W;,
donde -
,, oW,
Wi= Wit 5l ds @

e drecis I corbucidnde sgundo orde e el deido 8 fora i
il 4P e b oo ealizado e st babed sumentado hasta W como con-
secuencia de Ia introducidn del desplazamiento adicional df,, iends

Wi = W+ Pudia ®
Como W; debe ser igual a Wy, igualando los segundos miembros de las Ecs. (a) y (b), se tiene

o,

ELOEY S ©

a0 s cxprsidn maemitic Gl prime torema de Cusiino

2qui aplcaciones del primer teorema, caviando al lector nteresado el

inreante €T e Mathesn ] qu b hch e o e inbjo e Ary.
. Para usar cse tcorema, es evidente que hay que desarrolar otras expresiones

e dlormaion,au e s enrg o foncin d o oo 3 B

e A Cosiitn, Thiore d Tl e ysies dsigues o s sppcstios, Uaducido 1

son, VoL 1, phgs. 69y 75, Londres, 1959,
mentc, bay una consderable confuién o Ia teraturs referente 3 1 nomencaturs de los

teoremas de
bajo intemo, 1y II paress. En este ibro, & as parics 1 11 ¢ ks ha llamado, rspecivament, primer
teorema de Casiglsno y segundo. de Castilano.

# 3. H. Argyris, «Boergy Theorems and Sirctural Asalysion, Abcraft .. octubee 1954,y s,
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1107, Cllue & el slcete & e s de Conighnn

Geermimads veces para resalver problemas de corrimientos.
para aplicar este método en el ltimo caso es esencialmente Ia misma que la utilzada para
reslver esosproblemas por el método e s iabajos viruales. Los siguienes problemas de-
mostrardn identi

El Ejemplo 12.25 mwmvﬂmnnlphumgd’mdnﬂundo:qmu! ballar el corrimiento
del punto de aplicacidn de una de las cargas Si la carga tiene n cirto valor numérico, s ex-
presark provisionalmente por un simbolo y luego, cuando se haya llevado a cabo la diferea-
Cicién parcal de b xprsi 6o momenio ector, se susttuye el simbolo por e valo numé.

Ejemplo 12.25  Caleular la flecha del punto b, debida a la carga representada.

E f Desde b hasta a,
L
0<z<L
&

L
Por tamo, o= [ Pa-a g
PL
de donde P
Encsos
o itrodac povaioalnts wan o o o pary e e oo 3 e s b
cién de la componente deseada del corrimicnto, y luego, cuando se ba llevado dife-
reciacén parcial de la cnergia de deformacion, Ta fuerza inroducida y
continuar con los cdlculos numéricos. De este me el corrimiento buscado,

producido solo por as cargas dadas. E Eemplo 12.26 aclra el modo de proceder.

de corininto La tinica cmpleade para i las cargs maginries apropisdas s xaca.

ma:mmmp-mm B Ermlio 1227 aclara este punto y muestra a gran similitud
eI cucidn et o segundo torema e Casigianoy I Gda or ol métodode bn
trabajos

&&kﬂhﬂmqwdmmwma&mﬁaﬂn se puede aplicar a cualquie tipo
de estructurs, bien sc trate de vigas, cuchillos o pdrticos, cuyo material se comporte de una
orm nealmeste i, S apicacin csth. apads o o cason g 10t e . deormacion
st producida por cargas. Este teorema no es aplicable, por el contrario, para calcular corr-

o por
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Ejemplo 1236 _Calcular la variacién de pendiente de la seccion transoersal en a, debida a
las cargas representadas.

Supongamos e
par M, en a. Considerindole como parte del ss-
tema de cargas, se puede proceder como sigue:
Mrds

W=} [

o Ghmer 3 [ WG E

Desde a hasta b,

v<x<as wems(is

Desde dhasac,
MY oM _x
o<x<t M- (os+¥)x SRS
Desde ¢ hata b,
m_x
<x<2s m=(o5+M)x_seon M_X
I<x<2s (s545)x-se-n 223

Luego,

e [ s (5] (=)
o [0+ 22) ] @ f (o5 M) 2= ] (e
e = [0 (15[ o0 (5) ae o [ 5e o0 ()

350 .u:"l 8 [ese], [132 )M _(uss 14557
'[T',T il o P b g 7 -

A CERENAT)

SiE = 2.0 x 10° e’ I = 6.000 cm,

= G 1Yt (6000 x 100 e+ 0009 rdiones
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jemplo 12.27  Resoher parte del Ejemplo 12.4 tilizando el segundo teorema de Casigtiano.

, ar e comminto et d s o
D smarenas f e e e o s
- P dela fiwa. S
o I
% - 2
E v Zd =2
LR Y14
0t @ y VA Y14
30601y obser-
r..,..m., idas por o corga i
dad en ese problema, podemos proceder como sigue:
] ar Lo
i 1 Bl u @ |faw
Unidades | m om? | mjem* t " « mjem®
e | as | a0 [ oas | emrs —omer | oms | 206
« | 43| w0 | o | sars —omer | ows | zis
e | 43 | w0 | o1 | Zams_ome | omn | reom
s | 73 | a5 | o5 | Zows_omse | Coss | i
ca | 73 | s | o3 | +omseomse | Toss | s
@ | & | 0| o2 | y25 Cosse | Coss | say
T 1385

i la haremos P igual a cero, pues solo
hay que iclur en el producto la contrbucitn de la parte constante de F. As,

d
re - = 4000066 m (acercindose)
Se b .
s e o, . e o o oo de e o o b by
ncliviasen o bl
1118 Deformaciin de srmadarss espaciaes. Se pueden caleulr sin diiculad los

corrimicatos de los nudos de una armadura espacial por el método de los trabajos vir-
tuales 0 por el segundo teorema de Castigliano. Las expresiones desarrolladas antes
para splicar estos métodos a los cuchillos planos se pueden aplicar también a las ar-
‘maduras cspacials (que no son mas que «cuchills tridimensionales»), como se ve en
el Ejemplo 1228,
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n

Ejesmplo 1228 Calcular la

componente
e i e L o B oS L U

to del nudo d debido 2 1= <siga repre-

. 5
9
Proyeccion
Barra L 4
x y : jom i
b 3 0 3 12 of b
be 3 0 3 e
a ] 0 ) 6 n J.on
o 3 6 130 687 2
) 0 6 50 618 Fsm
] 3 6 30 687 x

Utilizando el método de,los trabajos virtuals,

Yo=Y rast = Y kerrfy

06 = Y Pl

o] ozl o veas|sose | 12
_‘A‘m o e b b e
5| an| o)t | i
P B I M A %
M g g MK
M e e HEM
B | L] B | B | RRL
idedes| m | ¢ |+ | m
ab 424 40354 | 40442 | + 0663  de donde
be | 42¢] Yoxse | vosez |+ oss
ac 6 =075 | 40312 | — 1404 0 16a) = +10233 P m
od | 687 | +1.045 | ~1432 | 10284 - uamz)qzxmum’)
bd | 618 | -2062 | ~2.577 | +32839 S = +0.00049
|63 | vites | “ran |1 =z
x 1023
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1219, Ot probemes s deocmackms. T o depon de e cpllo =
han referido al célculo de corrimientos en estructuras estéticameate determinadas. S
embargo, todos los métodos expuestos se pueden lplw tanto a éstas como a las es-
titicamente indeterminadas. Naturalmente, que hay que completar el estudio de ten-
siones de una estructura indeterminada antes de poder definr la deformaciéa de sus
elementos; pero una vez hecho esto, los célculos de los corrimientos son fundamental-
‘mente los mismos que s s traara de una cstructura cstdticamente determinada. En
1 Sec. 13.17 se incluyen varios ejemplos que aclaran estos célculos.
En ese capitalo se ha imitado el studio de los corrimientos de as vigas a los a-
50 en los que el eje de éstas es recto y en los que las secciones transversales tienen los
ejes de simetria en el mismo plano que as cargas. Ademis, no s ha incluido el estudio
de los corimientosproducidos por el escrzo cortante Todos estos casos caen fera
embargo, debe
ob:rv-rle ue s uoden amplar o el ot e s trabaos virtuales como el se-
in dificultad, de forma que comprendan esos casos.
famvin s pnaﬂul lplw oo it & b oo st

1220 Contraflecha de las estructarss. Dar contraflecha a una estructura v
et e e b s, e 1 e g s e - e o
su formab teérica. E objeto es doble: 1) Mejora e aspecto de la estructura car-
Thda 2) Asegurs que 10 caraceritins raméirics de . oo cargda o
¥ Torma i mpleada en o sl de tnsions
Como sanaidn d e proceiniei, conserems e problma de dar conraicha o

filepeek |wpluﬂ tedrica. Como las ditintas barras soportan sus tensiones mximas bajo.
posicones de la sobrecarga diferentes, no se puede dar contraficha a un cuchillo para que
gt s forma bt v e b o i G, Co oo
préctico, contraflecha para que nam su forma tebrica bajo la carga fja
ol et s curuciurs
mdamens ¢ ol pilestice s lotpipcirye

e 0 s o . e i e Sty
ikt o o & gl s e o dede o0 I caaied spropiade y s do
. cotdo s mont ol il e e somet 50 cra de contre

fecha, o e La vetan de e bt o qie an el
frrphpepedrpdl gty st g prrmardi
z pequetas

gitud necesarias.
Por ello, el método préctico para dar contrafiecha a un cuchillo consiste en variar solo las
longitudes de las barras de los cordones. Por ejemplo, si cada barra del cordon superior de un
1.5 mm pr

eat 3
cidn de longitud s la misma que produciria una tensidn de

2100.000 x 075 x 1/1.000

575 kgfom’
‘Como solo se han coregido los cordones, debe hacerse s sl s coniica
d s s b I e Suponndo e Lo cortones cotiyen 31 fecha con 180
por 10, vracidn de longhd ndcda st coreponde & 1 P por una s ue
originaria una teosido en e cordén de

08 x 1575 = 1260 kgfem’

En otras palabras, la regla prictica propucsta mis arriba corresponde & una carga de contra-
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flecha aproximadamente igual a la carga fja, mis toda Ia sobrecarga, mis impacto en toda la
estructura,

mmmummu, plicar sin dificultad a los cuchill
‘minados, pero hay que aplicarle con cuidado a los estiticamente indeterminados, pues de otro
modo s¢ pnﬂkn et o et

1221 Ley de Maxwell de las deformaciones reciprocas. Ley de Betti La ley de
Maxwell es un caso especial de I ley de Betti, més general, Las dos son aplicables a
‘cualquier tipo de estructura, bien sea viga, cuchillo o pértico. Sin embargo, para sim-

r el estudio se expondrén »ameom.-mdnanmxompkdehn-
gura 123, Supongamos que este cuchillo esté sometido a dos sistemas de fuerzas

oy
&
£ »
E ) iy
(e
’%.
L
L
P 1233, Deduccien de Ia ly de Beti 5,

paradss ¢ independicates, el de las fuerzas P, y el de las P,. El sistema P, produce las
foerzas F, en las diversas barras del cuchillo, mientras que el P, produce s fuerzas de
barra £, Considercmos dos casos: Primero supongamos que e sistema P, estd en re-
poso en el cuchillo y que deformamos & iteapickdol o sisema Py, oo segundo
‘as0, supondremos que sucede Jo contrario, esto es, que actia el sistema P, en ¢l cu-
ahillo, y que por la aplicacién del sistema P,, deformamos dicho cuchillo. En los dos
asos, podemos aplicar la ley de los trabajos virtuales y legar a una conclusion muy
oy sonocda poc ey de Bt
supondremos que no pueden ceder los apoyos de la estructura
7aue i tempenturs 6 consan, Ademds
8. = corrimiento del punto de aplicacién de una de las fuerzas P, (en la direccion
y sentido de eta fuerza) producido por & i6n del sistema de fuerzas P,
corrimiento del punto de aplicacion e una de las fuerzas P, producido por la
aplicacion del sistema P
Consideremos ahora Ia aplicacién de Ia ley de los trabajos virtuales al primer caso,
emando el sstema de fuerzas P, hace e papel de fuerzas 0 y experimentan un recorrido
‘como consecuencia de la deformacién producida por la aplicacién el sistema ,. Apli-
cando Ia E. (12.5),

5

ZPubun = ZFu AL
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EP. - ErJ.LE @

En el segundo caso, las fucrzas P, hacen el papel de fueczas Q que experimentan un
recorrido como consecuencia de la deformacion producida por la aplicacion del siste-
ma P, Aplicando la Ec. (12.5),

2P,

El’. ou = E F.F.ALE ®

De las Ecs. (a)y (6) se puede deducir que

donde AL = F,L/AE, y asi

=2F.AL

donde AL = F,L/AE, y asi

ZPuban = ZPybun (12.16)

que traducida a palabras es la llamada ley de Berr.
B!warmwawlpmnypmlrﬂnludﬁdmymbkyhllmkty:llh
que los apoyos no pueden ceder y la temperatura es consiante, el trabajo externo virtual
realizado por un sistema de fuerzas P, duante la deformacién producida por un sistema
dt/wmu’uuullnlmbqluwmdummrmlhad:panlmmrmuhb
ormacidn producida por el sistema Pr.
ey de Betti es un principio muy dtil y a veces s le llama ley de Maxwell genera-
lizada, lo que indica que esta Gltima ley de ios corrimientos reciprocos se puede deducir
directamente de aquéla.
i una estructura cualquicrs, tal como el cuchillo de la Fig. 12.34. Su-
g P én el punto
sobre cl cuchillo acta una carga de la misma magnitud P, pero aplicada ahora en el
punto 2. Sean
81 = conento gl ponto 1 0w i o, o  ua carge P que st
el punto 2 en la direccién
a,.-wmwulmmzmumdm.mmrqum

Aplmdoqu:m-mm,
®)@) = (P)(u)

3, por tanto, b = & (12.17)

labras cs la llamada ley de Maxwell de
Dlwexmmmlqukmmyommuladﬁlmywhkyb”m yen

la que
Py i iy Mnhmﬂ?mt’mmlw«nﬁammﬂn«“ﬂd
igual a io 2 en la direccion cd, debida a wna
crgn Penclpunio ], @..am.a.u
de Maxwell s totalmente general y es aplicable a cualquier tipo de estruc-
tura, Esta relacién reciproca existe lo mismo entre los giros producidos por dos pares,
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Fio. 12.34. Fio. 1235,

asi como entre el corrimiento producido por un par Py Ia rotacién producida por una
ﬁnmhwdolo:lnlulhqnmhdnmhFu,llSS Que 6, = by & una aplicacion
inmediata de a ley de Maxwell. Obsérvese también que el giro a, en radiancs produci-
do por una-fuerza de P kg es numéricamente igual al corrimiento ,, en metros produ-
cido por un par de P m kg. En el ltimo caso hay que tencr cuidado con las uaidades.

Es interesante familiarizarse con las notaciones de subindicss utilizadas en el estu-
dnolnlcnnr.pnmpulr deformacioncs. El primer sublndice expresa el punio en
el que se mide la deformacion y el segundo el punto en que se aplica la fuerza que la
produce.

1222 Lineas de infinencia de corrimientos. Supongamos que queremos dibujar la
linea de influencia del corrimiento vertical del punto a de la viga de la Fig. 12.36. Se

< - [ d

FiG. 1236 Lincas de influencia por Ia flecha.
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en calcular sus ordenadas colocando una carga unidad sucesivamente en diversos
puntos de Ia viga y calculando en cada caso el corrimiento vertical producido en a. De.

odo, cuando se coloca la carga unidad en un punto cualquiera m, produce un
cortimicato 6. cn a; y cuando esté en cualquier otro punto , un corrimiento b, en
¢l punto a. Sin embargo, debe observarse la ventaja de aplicar a este problema la ley de
Maxwel: Si colocamos simplemente una carga unidad vertial en el punto a, los corri-
1105 &, ¥ b, n los puntos m y n serén iguales, respecti

cia
Se p\ude utiizar csta idea para obtener Ia linea de influencia del corrimiento de

de la estructu en ese punto
 calulando I elistica de f cstructuraas producida,

1223 Problemas para resolver

Probloma 111 Udlizasdo o método d los trabajo vituls el Ia compoocas ver-
i 2.,
Las secciones de las barras, en centimetros cuadrados, figuran entre paréotesis. it
10° em

@
. RN
E ;

wn |

FiG. 12,37, Problema 12.1.

122 Ul o mitodo d ot iajos viruahs, calua n componenie
horizontal del corrimiento del nudo c debida 8 la para la estructura de la
i, EL3. Lo o s e v, . et oo, Roia e partess
E=21 x 10° yemi.

an

FiG. 1238, Problema 122.
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eeustur de la Fig 1239, alr a componente boriontal &l

*Problems 12.3 a
R i b o o o 25

an an

Fic. 1239, Problema 12.3.

de los tra-

) debido a un aumeato uniforme de temperatura de 20° C e
las u.m o0 combmetro caadesdo,Sgurn etz arks

124 Para In estructura de la Fig. 12.40, determinar, por
bajos virtuale, el movimiento relativo de los nudos M, y Uy a lo oo e b s ol 0 de

el cordén inferior. Las secciones de
sis. E= 20 x 10° em?; a, = 0,000012

S

o/ AN g -
21 S‘Q s
o 2

t s sor st

8a45m=36m

Fio. 1240, Problema 124,
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“Problems 125 Mhmthmlulmwdﬂdﬁkhw
viraales, o comimieno vrial del pusto o detdo s carps Las secciones
de Ias barras, en ceatimetros cuadrado, figuran catre paréatesis. £ = Syparimy

¢ 5
ﬂ.—.""
&
s New §
§
o0t d
o lo s
lom 8 3l
o us) s 3.3
%
omen | | 2a9metem
Fio. 1241, Problema 125. Fio. 12.42. Problema 126.

Problema 126 En la estructura de Ia Fig. 12.42 figuran entre paréntsis las secciones de.
s b, e cetimero cusdadon. = 2.1 x 10 e, Caklr 1 rotacén g de
Ia barra b, debida a las

“Problema 1.7 Para Ia estructura ﬂellﬂ..ll‘:is,dlhixnl[f-llxm’llcm’
y E; de las demis barras = 21 x 10° ticm’ s el i s Goioms o b b
Utilizando el i

 método.
a) Calculr I componeate verical del corrimieato del punto . debido 3  carg repre-
sentada.
b) i ¢ ajusta un tensor en la barra gf para acortarla 12,5 mm, ;cudles serian las compo-
y punto

(2) 38 138)

d &Y i | jen
(2] Ty

R
P12, Pt 27 P 1241, Poblens 20

Con referencia a Ia Fig. 12.44, durante Ia reparacién del cstribo derecho
de este cuchill,fuc oecesario apoyarle provisionalmente en el nudo L, con un gato hidréulico.
Sila reaccion de las cargas fas e L, es de 25 1, calcular la distancia que el gato tiene que
elevar al cuchillo n el nudo L, para iberar el apoyo de L, y elevarle $ cm por encima de su
posicién normal. Las secciones de las barras, en centimetros cuadrados, figuran entre parénte-
sis. £ = 2,1 x 10 Yo',
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“Problema 129 Enlnmuls-mmmmmh-wﬁumm

centimetros cuadrados. £ e 1418 e ., 9 et e =31 ¢
10° yem’ = £, Citando 6 mtodo de s tabsjos virwals, determina a direceidn g
itud del
v
ou
|
e oo AN
o Jasm
4 om
. y
% %
m om lom Asm
|8 L
Fi. 1245, Problema 129. Fio. 1246, Problema 12.10.

Problems 12,10 En Ia"estructura de Ia Fig. 12.46 estén representadas entre paréntesis
secones de s baras e v cusdado, £ el conravino = 1.4 x 10 ponczni-o
el E de las demis barras = 2,1 x 10° yem® =

s, Cualr b componecs vl &t comiment del o ¢ deido  as cargs rpre-

s i ol R A G Y
a1 nudo c a su cota nicial?
Probiems 121 Utzando o método d o trabjo virals detrminar
vty v 66 penons 3¢ ecinen o onto 0 I viga e 1 Fig 1247 E¢ 1
son consantes.

V_,P < g
bedel o ]

“Problema 1212 Calcular para el prtico de la Fig. 1248, por el método de los trabajos
virtuales,

o) I s
4) La variacién angular de I secidn en l punto d debida 8 una carga uniformemente re-
partda de 4  por m aplicada en toda I huz.

E=21x10yem’ [, = 1200cm* I, = 2000 cm*

3 % _um

:
by s

L] % i
[ e

Fic. 1248, Problema 12.12.
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386
Problema 12.13 mdmwdﬂmmnuwthl?u 1249,
x 10° tfom?.
[7-40000ar" A =
: § 3
=
3 *
o120, Pt 23 P 1250 Bl 214

“Problems 1214 En la estructura de la Fig. 12.5, 1 de Ia barra ad = 160,000 e, y
e mxm“van’

©f método de los trabajos virtuales, calcular la componente vertical del corimicnto

dlpmio .

Problema 1215 En el cuchillo de la Fig. 1251 figuran entre paréntesis las secciones

Js a0 ot cindo £-= 21 x 10° o', Clealar o ot rnivo

del punto ay el nudo L, a o lrgo de I recta que los une, debido a las cargas representadas.

om_om
o [
. im
¢ lom
o9 Lo \/oo oo \te —
' ol
P 2 5n
Fio. 1251, Problems 12.15. Fic. 1252, Problema 12.16

Problema 1216 Con refercacia a la Fig. 12.52, utilizando el método de los trabajos vir-
tusles, calcular Ia componeate horizontal del corrimicnto del punto d, debido a los siguientes
‘movimieatos de los apoyos:

Punto a: Horizontal = 7,2 mm (a Ia izquierda)
Vertial = 96 m abajo)
Punto b: Vertical = 19,2 mam (hacia abajo)

“Problems 12.17 Fig. 1253,
imientos verticales de los puntos a, ¢ y d y la pendiente de la cléstica

a)
enos puntos by, fomien d £ 1.
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8 818 = 2 x 10 Yo o1 = 12000 cu', caelr el pare o e ot v
tical de a en centimetros y e

0t 0t
5t st e
g dor ¢ .
o2l b < & & I
Fio. 1253, Problema 12.17. Fic. 1254, Problema 1218,

Problema 1218 Con refercacia a a Fig. 12.54, utlizando el procedimiento de la carga
amyuwmuudsmm

bnde Eel.
H H.Mhpménymmmd\klmmmlnvumlmlnmomdnnn« Eelson
constantes.

Problema 12.19 Con referencia  a Fig. 12.54, halar, utlzando l método del drea de
‘momentos, y para las cargas represcaiadas, la posicion y magnitud del corrimiento vertical
‘méximo en la barra be. £ = T 10 e,

15t

40000 cmt
o

= +~I

Fio, 1255, Problema 12.19.

12.56. Problema 1220,

*Probema 12.20 Para la Fig. 12.56 con £ e J constantes ¢ iguales a £ = 2,1 x 10° tfem?
1= 17.500 cm® Ia componente vertcal del corrimiento del

om m

FiG. 1257, Problema 1221, Fic. 12,58, Problema 122.
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1288 ca s que £ =21 x 10 e’ ¢
abajo 3 mm, determinar a st ki3 o it 1
i oo b 0 1 s 4 1 g 5, Pl por I curp P
sy oo
Problema 1223 Para la Fig. 12.59, calcular a posicién y magaitud del corrimiento verti-
cal méximo de Ia estructura, utilzando los teoremas deldres de momentos o su adaptacidn de
I cargacldstica. £ ¢ /son constantes, £ = 2, x 10° tem® ¢ 1 = 48.000 o,

sm .
0t
Tacion 0t L Wt
- £ Aricuocion .
sm [ omfim
™ 1 m 2m | 2m | 2m
Fio. 129, Problema 122 Fic. 12,60, Problema 1224,

Probiems 1224 P-nhFx;lzmExl.lxlb’an'el-lJW)m‘&lmlu:l
izando el método de la viga co

Proloma 1125 Con eferacs 1 Fi. 1261, caealu o posidn y magnitd de

e veresl miximo de 1 v, £ ¢ 1300 constasin & = 21w 10 Vs 1 = 17500 et

Fio. 1261, Problema 1225.

Problesa 1226 Para Ia Fig. 12.62, calular, utilizando el método de la viga conjugads,
1s ot i dul mmmn»u!wlxxmaoelanzb(d:humnnEzl
ot & = 31 100 o 1 - 51400 o

imy 4m pam 3m imy

Ll L 1

l £ Articalacion E3

) 2m
‘r

FiG. 1262 Problema 12.26.
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Potloma 1227 Con iina o i | 1260, it que o g 620 aplad
la posicién
3 mapicd 6l conminto vt i d g £ = 21 05 o ¢ 1 2500 e,

0me, EI_constants 20mt
sm

Fic. 1263, Problema 1227,

“Problems 12.28 Para la Fig. 1264, ballar las vertical del
imient de 0s mudos del cuchil, utlizando el mélodo de Wiliot Mohr mmzadl-n-m.
de Wiliot, suponiendo el punto 4 fjo en posicién y la barra d en direccidn. Utilizar una es-
cala | cm = 2 mm y colocar el punto 4’ en el dngulo inferior derecho de Ia pdgins, sproxima-
dament 25 cm deladode shjo y 7,5 m e borde dersho. e patness A

AL de las barras en

_ c e ¢ oo o
45m o & P73
s ) ca foi )
d ¥ 7
4n| 3 =
4

4a6me2am
Fio. 1264, Problema 1228,

Problema 1229 Utiizando el método de Williot-Mobr, halla lss componentes horizontal
12.6;6) Prob 12.7;

o Prob, 124; )20k 12974} Pk | o

Utilizando el Ia cadena de barras, calcular ) el corrimiento

o G cordn o e achiv e P 515 o o v
o oo o superior del cuchillodel Prob. 12.7; ¢) el corrimiento horizontal de
los nudos ¢, d, e,y g del cuchillo del Prob. 12.6; d) el corrimiento horizontal de los nudos a,
Jy hy g del cuchillo el Prob. 12.6; e) el corrimiento vertial de los nudos de Ia cadens de ba-
s Loyl ol evchlo dl Prob, 24 ) o corrimint vl de o o 4l contén
inferior del arco tri-articulado del Ejemplo 12.




13

Anélisis de tensiones en estructuras
estdticamente indeterminadas

13.1 Introduecléa. En los Gltimos cuarenta afos se wu utilizado cada vez mds

turas de hormign amado s metlcs okdadas st que dchasetrcturs son
tructural, por o que suclen

ser estiticamen kmd;iammndn?wmuuﬂxvulwmpunmudmou-

miento del andliss de I yada el uso

de las mismas. Las vigas y cuchillos continuos, los arcos mummynnmm

los puentcs de porticos rigidos, los pucntes colgantes y las estructuras

implos s de el
Las estructuras estiticamente indeterminadas difieren de las determinadas en dos

aspectos importantes:

1. En el estudio de las tensiones intervienen no

é_
5

nada, tamafios previos hacer un andliss de tea-
oo de e proyu:m, volver a proyectar los elementos para estas tensiones,
un nuevo andlisis de tensiones para las nuevas dimensiones, continuando asf hasta lle-
gar al dimensionado final.

2. En geocnl, en las estructurs indeteminadas e producen tnsione 1o solo
a causa de las. también por
yos, errores de fabricacién, etc.

Para en

estéticamente determinada y una estéticamente indeterminads. Ello justifica una lg

4, como se ve en Ia Fig. 13.1 plica s carga
deiran barra, es indudable que girar libremente alrededor de la miieacic 4.
Por tanto, una barra sustentada de esta forma s una estructura inestable. Sin embargo,
por medio de un nuevo apoyo de rodill en B, com e v en I Fi. 3., evtamos o
8ir0 alrededor de A y hemos hecho que la estructura sea estable; sc ve ficilmente que
s también una estructura estdticamente determinada.

%0



ANALISIS DE TENSIONES EN ESTRUCTURAS ESTATICAMENTE INDETERMINADAS 391

w0t 0t
)4 )
“ (@ g 2

Inestable

. w0,
i
T — (0 pmmmtE o

Establo y eatiticamente

‘Getorminada

B e, BE

t©

(o) === ]
Estable y s ~_

ph i -

s ¢
Fic. 13.1. Clasifieacién de estructuras. Fio. 13.2. Superposicidn de efetos.

Si afiadimos otro apoyo de rodillo en C, como se ve en la Fig. 13.1c, tenemos mas
reacciones que el mmlmo necesario para el equilibrio estitico y ya no serd una estruc-
sino una estructura estdticamente indeterminada. Con
esta nueva, dnpomsn_m solo se evita que la barra gire o sc traslade como un cucrpo
rigido, sino que también, por la adicion del apoyo en C, se evita que este punto se mue-
va verticalmeate.
Pero esta observa i un método por el
lar la reaccidn vertical en C. Supongamos que, si s quita provisionalmente ¢ 3poyo
o c g de

ina fecha en C hacia abajo de 9 cm, como se ve en la Fig. 13.2a. Si se res-

bk thor e 3poyo, tendrk que produci una eaeion haca arribe, paa hace Vo

ver al punto C a la posicién de flecha nula. La magnitud que debe tener esta reaccion

sc pucde determinar hallando primero cudnto hace descender al punto C una carga

i Sl cirg 61 € que actuase en el punto C de la viga apoyada en 4y B

punto 1,5 em, como se ve en la Fig. 13.2, una carga hacia arriba

aesmelp..moc junto con Ia de 10't, producirian una flecha total nula en este pun-

to, como se ve en Ia Fig. 13.2c. La reaccién vertical en el punto C de la viga represen-

tada n la Fig. 13.1c debe ser, por tanto, de 6 t hacia arriba. Una vez determinada esta
reaccién, se pueden calcular las otras en A y B por la estica.

132 Empleo de las ecusciones de superposicitn en el estudio de las estractaras es-
titicamente - Diuraitnis Muchas cammeoins Iuiorminades sl 5
estudiar del modo dicho, pero en cl caso en que scan mis complicadas, el método sc
presta a confusidn. Por tanto,
fcilite Ia resolucion dc Tos problemas més complicados y permita tratar los sencillos
con Ia mixima eficaci

Se pueden dmrmlllr Js et i a4 lpl\ur un procedimiento més meté-
dico, 1de Fig. 13.a,
cuyos apoyos no pueden ceder. Esta viga s ‘adcrninada en primer grado, esto cs,
hay una componente de reaccién mas que ¢l minimo necesario para el equilbrio esté-
tico. Se puede considerar una de las reacciones como extra, o superabundante. En este
caso, consideraremos la reaccién vertical en b como Ia reaccion sy . Estas
reacciones superabundantes reciben a veces también los nombres de sobrantes, super-
fluas, o redundantes.

Supongamos que a la estructura real e quitamos el apoyo vertical en b y la reaccién
vertical X, que proporciona. La viga en voladizo estiticamente determinada y estable
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X

. Estructura primaria
a carga real. Caso X = 0, M,

Estructura_primaria
sometida s un valor unidad de X, o--ox. UM

Fi. 133,

ueda después de quitar este apoyo superabundante se llama estructura primaria
{erls Fig. 133, Abors poderuos somter et et i al ot com-
Ias mismas cargas de la estructura verdadera, més la fuerza superabundante.

. como e vecn I Fi. 33,

il fuersa superabundantc X, que actda en a esrutur primariatene o mismo
valor.
mnnp«nmmlﬂnmyhﬁmmommelvunwawnlumnnupnludnxu—
tructuras. Si las condiciones de tensiones en las estructuras real y primaria son las mis-
mas, las condiciones de deformacién también serdn las mismas. Si las condiciones
deformacién son iguales y los corrimientos de los apoyos en ¢l punto a de cada una de
elas son idénticos, también serdn iguales los corrimientos en cualquier otro punto.
Por tanto, como no hay corrimiento vertical en ¢l apoyo b de la estructura real, el del
oo’ o W oty e, e 4 W a5 comtit de L cargssplces
¥ de X, debe ser tamt

" y obtener asi una ecua-
cién mediante la que se puede determinar el valor de s medpri smperimntone
Suponiendo que la direccién positiva de X, es hacia arriba, introduciremos la notacién
siguient
8, = corrimiento hacia arriba del punto b de la estructura primaria, debida a to-
das las causas (ver Fig. 133¢)
Ay, = corrimiento hacia arriba del punto b e Ia estructura primaria, debido sola-
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mente a la carga aplicada con Ia superabundante quitada, 10 que se llamari
«caso X = O» (ver Fig. 13.3d)
A = corrimiento hacia arriba del punto b de la estructura primaria, debido sola-
mente a X,
Es imposible calcular A, sin conocer antes la magnitud de X,. Escribiendo también:
by = corrimicato hacia arrba. del punto b de la etructura primaria, debido sola-
%=+l

(ver Fig. 13.3¢)
podremos decir, siempre que sea udlido el principio de superposicidn, que

A _ B (@)

porloge a=Pa o tw=Xiw ®

donde, como hemos sustituido Xy t por X,, deberemos considerar en adelante que X,
o tiene dimensién y representa simplemente el valor mumérico de X, (eso s, el nimero
de e de | i e ed st spabndenie ). No. absl.nnu esun
becho fisico que el corrimiento total Geid o s cou Aes
pocicidn 8 s coneibucions e o cetos scparados, o oo, s carge. -pxm. yia
superabundante X,. Asi, pues,

B = Bt B ©
o, sustituyendo de la Ec. (b),

B = e F Xob 3.1

esta cuscion s le llama ecuicdn de superposicion del ortimiento del punto b en la
ulmcmn

Com a debe s ceo, podrenosdespeir 1, de i . (13.1)y obener

s,
Xo= g2 (132)

Evidentemente, es muy sencillo calcular el valor numérico de A, y 8 por cualquiera
de los métodos disponibles i s vigas. Al sustitir estos
valores en la Ec. (13.2) se les considera positivos cuando los corrimicntos son hacia
arriba, como se ha indicado antes. Un valor positivo de X, indicard, pues, que actia
baci ariba; uno negivo, que v hacis sbej. En o ciompls d  Sc- 134 s e
pone la organizacidn de los célculos numéricos en los problemas

* Tambitn podiamos haber it Ia Ee. o) como g
% A,,.x.%‘ 0 AwmXuds ®)

en . que s lama » d coeicente de fesbidad (o fxibn). Este cosfiiente expresa el corrimiento verial
por nidad de
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133 Estedio geseral de la wiliacida de las ecuaciones de mperposicida ea el ani-
e & Lo st ewiticomnte tbermbnden. Fl étodo pogecio o
Sec. 13.2 cs el mis general para cl andlisis de tensiones de las estructuras i
das, Natualmente que hay otr0s mélodos que son superiores para certo tpos dete.
‘minados de estructuras,

o mismo si sc trata de estudiar el efoco de cargas, variaciones de temperatura, csdic
‘miento de apoyos, errores © cualquier otra causa.

Solo hay una limitacién al empleo del método: que sea vilido el principio de su-
perposiidn. De los comentarios de la Sec. 2.12, s recordaré que el principio de super-
posicidn es vAlido excepto si las carscteisicas geométricas de la estructura varian

ey de Hooke.
Sin embari, oo o dnds méiodon aiiados e sl e ki -

Anksdﬂw cjempl algunos
blemas tpicos, uwvnxj-bkmhvyﬂnphrhudmwnh&qu.z.
Puede que el lector encuentre alguna dificultad en entender el estudio
que sigue. No obstante, si lee este articulo, asimilando lo que pueda, y lucgo estudia
1os cemplos de las Secs. 134 y 13.5, podré enteader el resto cuando 1o vuelva a ke,
Supongamos que queremos estudiar una estructora indeterminada en particular,
para alguna 0 todss las diversas causas que puedan producr tensiones en la misma.
La estructura puede ser de cualquier tpo, ¢ indetcrminada de cualquier grado. En todo

Js cags plicadzs o o amictrs primrt que Qe deputs G it s n

oy B probomns ool Bapes- i i docei b b
dantes, pero, generalmente, una eleccién juiciosa ahorra muchos cdlculos. En la Sec-
cién 13.6 se estudian algunos principios a seguir para esa cleccidn. Por ahora es sufi-
ciente decir que deben elegirse de tal modo que la estructura primaria resultante sea
estable y estticamente determinada .

Una vez elegidas las superabundantes, podremos ver que si las fuerzas superabun-
dantes que actGan en la estructura primaria tienen los mismos valores que las fuerzas
proporcionadas por las correspondientes en la estructura real, todas las
‘ondiciones de tensiones en las estructuras real y primaria son las mismas. Como con-
secuencia, las condiciones de deformacidn de las dos son iguales. Si, ademés, los co-

T Pl !

sorspouticaic de n b b ociaid ¢ ol ot o ks s
i oo dos Carocices. B ks, e oo defuc e 06 ol do
Jor punios e apcacio de s uperabundate 1 s primar deben
iguales a los corrimientos de los puntos mntspnndlznls dela real

Si sc escriben n ecuaciones de superposicion para estos  corrimicntos, contendrén
a las n superabundantes como incdgnitas. Como las n incégitas deben satisfacer si-
multéncamente a las n ccuciones, la esolucidn del sistema nos da los valores de las n
factgias peshomdain

ity
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Al splicar este los distintos
wmmmmqummmﬂwnwm‘ldempnmnmd&humnmpn-

i rtacion particular.
Asi, se expresarén los corrimicntos producidos en un punto m de la estructura primaria
por ciertas causas caracteristicas de Ia siguiente forma:

A, = corrimieato total del punto m, debido a todas las causas

A, = corrimiento del punto m debido al caso X = 0 (esto es, carga aplicada sola,

con las superabundantes suprimidas)

Aur = corrimiento del punto m, debido a la variacién de temperatura

Aus = corrimiento del punto m, debido al cedimiento de los apoyos de la estructura

imaria

Ppri
Ang = corrimiento el punto m, debido a errores de fabricacién

6_-ux-rimiq: del punto m, debido a Ia hipétesis X, = +11
Obsirese ek los cofrimientos producidos por los v-.lnm unitarios de las diversas

e sanie et i’ i Apersbmlane actia % s ;e

mmmlarlade.wpwllanﬁnpﬂmcﬂnnbhr‘ndzmlhmd(aemﬁnynmldemnim

sitivo cuando tenga el mismo sentido supuesto para la redndante.

mm»umuaonymoaenmmunm encmos fa foma s

para las n ina ecuacién del

mtmwnloioulmwdaddwmndcnﬂuaﬂndﬂmdlnmdﬂInnmwlbundm
primaria—:

tes en la estructura

As = Au 4 Aur + Aus + Aux + Xabao + Xsba+ +
& = A~+Au-+Au+4u+X.6..+X.h+

By = Ao+ Aur + Aus + Aux + X, ..+X.l..+

S sty on aors conccicn do b, &, .. . 2 el lon st
minos del segundo miembro por cualquier método, se puede resolver el sistema ha-
Tando los vaore d I superabundanies X, Xy, ce

2 51 ¢ usa ol otro método indicado en Ia nota de pic d Ia pdg. 393 (Sec. 13.2), e podrian excribir as

lor uitario de X,
8= Bew o+ Bur + Bus o+ Bur + X + Xidas -+ + Xoew
80 tu iy + 8 o+ Ko + X+ Kol g

B L0 ¥ o+ s e - K+ T 5+ + Kol

Como amtcriormente.las superabundantes X en ests ecuaciones son nimeros con dimen-
Frspiptnd qusydraperong
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que Lo slors d X, X, ec, obtnidos curecen de dimersion. Exevmu,
3.

rambién debe observarse que las superabundant pucden ser fuerzas o
pares. Por tanto, los corrimientos Werammmmmddw-
ménl\nn|n.ngullr,-eﬁnunﬂ¢nnllpmw*-plnm una fuerza 0 un
par.En Ia direccion i

quiera por una flecha pequefia unida al simbolo, como A1 A) Ar=rts.

134 ‘aclaratorios del método de amlisis de tensioses utilizando las ecma-
clones de superposicién. Los Los ejemplos siguientes aclaran la aplicacién del método de
las ecuaciones de superposicion al andlisis de tensiones de estructuras indeterminadas
tipicas, sometidas a cargas exteriores.

wahd:dﬂmmwelpmndzmdﬂammubn existe una gran amplitud para
elegir las mpenbmdlnm Sin embargo, no hay que cometer mnca el error de elegir

como super: de reaccién estdticamente determinada, fuerza
barra, cortante o nmla Si tal cantidad es estdticamente determinada, es necesaria
para la estabilidad:; y si se suprime, queda una estructura primaria inestable. Sin embargo,
un error de esa‘naturaleza no pasaria nunca inadvertido, pues cualquier intento de
andlisis de las tensiones de la estructura primaria conduciria a resultados imposibles
o incompatibes
El lector puede considerar otras elecciones e las superabundantes en los proble-

mas ipuenes  tta d vr s n cads caso hay ot i que e menos ‘menos cllcu-
o e gt Ut adopad. En la Scc. 136 se cstudia con més detalle l asunto de
Ia eleccidn.

el sentido positivo de debiéndose

considerar positivo el corrimiento de su punto de aplicacion cuando tenga este mismo sen-
tido. La consideracién de algunos de estos ejemplos pondré en evidencia que el resul-
tado final obtenido para la direccion de las superabundantes no estard afectado por la
eleccidn inicial del sentido positivo.

Al aplicar el método de superposicién, se puede usar cualquier procedimiento para

de ruevo que los valores de X,, Xy, ec., obtenidos son simples valores uméricos, esto es,
carecen de dimensidn, Tles valoes numéricos ndican, po cempo, gue ¥, € 105 v
ces mayor que la carga unidad en el caso X, = +1 1. Asi, si sta cs una carga unit
de 11, habrd que considerar a X, como 10,5 t al establecer los resultados finales o il
wilizarla en ucesivos.

Si se usan siempre las mismas unidades de fucrza y distancia en un problema, no
habré dificultades, pero éstas pueden presentarse i mezclamos metros, centimetros,

y
en los casos en que intervienen variaciones de temperatura, cedimientos de apoyos,
etcétera, como se estudiard en Ia Seccion 13.5.
observard que el corrimiento total A, del punto de aplicacién de una superabun-
i , deide a1 s s, @ i s lgual a cero. En realidad, el inico caso
que A, tendrd un valor distinto de cero serd cuado X, represente wna fuerza o par su-
perabdnt debidosa lavaceion de un apoy de la escira e, gue mpligue un mo-
vimiento en la direccion de X,.
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Ejemplo 13.1  Calcular las reacciones de a sga representada. E ¢ I son constantes.

Le estructua es indeterminada en primer grado.
Bljamos X, como superabundante. Serd

Al =8u+ Xt =0
Calulanos by, por el método e s rabejos iruaes.
So [ ues
Mo=My  Mr=M.

@ neh = [ g

Dede bhastaa,
M~z M,

s
woah - [} g

R
- Mo=My Mr=M
4 n(;.',)-!)l:ﬂ
s s
unab = 7 @rg a-tm

as
Sn=o

. hacia arriba

4375

Luego, por la esdrica, se hall que la reacciones en
a son as representadas.

%

s
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Ejemplo 132 Colculr las reacciones y diwar el diagrama de momento de a viga de la figw-
ra. E e I son constantes.

i

o

La estructura esindeterminada en primer gra-
do. Eljamas a X, Serd

2 |, 3

S

&

aze

Al = e+ Xdu =0
oo b s or i
e Colotremas priners lo evsio en b

imaginaria.

Bx1 =3 6x1i= @
Hx15=34 34x3 =162

By
Luego,

B -ax6=22
o L
4. Caleularemos primero la reaccién en b
de la viga imaginaria.
%x6x25=10
Luego,

Elb =10 x 64+ 6x 3 x 4= 1321
Ly, o tl2Im

itmente la reae-

se puede calcular fici
ey por i De e e,
se puede trazar el diagrama M.
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Ejemplo 133 Calculr as reaccions y las fuerza de bara del cuchil de la figura. L sec-
ciones de as barras, en centimetros cuadrados, figwran entre paréntesis. E = 2,1 x 10° i

Indeterminada en primer grado. Elegimos X, como superabun-
dante. Serd

A = &u+ Xiw=0
Calculemos Ay, y 8y, por el método de los trabajos virtuales.
Don- Yross = Yrabrfy o

wibo=B Fr=F 40l =g ) KR

1 7
EE"‘

wiFo=F Pr=F (108

-
L8
O 1 R ) A ey 1Y S
A
PR Ry ) [ P PV Y S Y
a| ass |- | -os] s100|som |oase -2
A e pered bl b e
e | o] 1k | oo |3 |
A e b e e e
oo | 7| g el P
< i
+3,374 1 mjem’ 3374 t mjem®
ey - BTy Tl

0398 ¢ mjon’ jomt
ooy = KOS Emert 08

‘U” D‘”‘X, =0 X,=-847 . hacia abajo

Ahora se pueden hallar las restantes reacciones y fierzas de
barra por la estética. También se podrian caleular Tas fuerzas
ficilmente por wna tabla, obseroando que por super-




Ejemplo 134 Caleular las reacciones del cuchillo de la figura. Las secciones de las barras,

epre

E =21  10° tem’.

o
@ ¢l

Indeterminada en primer grado. Elegimos X, como superabundante.
o5 = bet Xm0
Caleularemos A y b, por el método de los trabejos virtuales.

FomFo Fr=Fo (0G0 =) FFRE

Fo=F. Fr=F. (003 --‘,{EF:%

A
b
Acawsadela
mitad de las barr
812 0992
2 X, =0
TV EX
L Xo= +68T e
0t
Resultados.
87
t sart

il

¢

simetria de la carga, estructura y superabundante, solo s¢ han inchido en la tabl la

L L
Boma| L | 4| 5| 5| R |RAT
U | Nemt|miem?| 0| o [ et mjem
dades
a8 |6 o0 lomw |10 [+10] -1 [+010
@ |75 |7slow | 0 |- o |+orss
% |9 | e0|01s |-75 [+07] ~0su vonse
ab |25 | 75 |ot0 |4125|-125f ~ 1362 40156
%Bb | 22530 (007515 | 0 0 0
%r 340 0496

_ 6812 ¢ mjcm?
G

0992 1 mjem
4, = 222
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Ejemplo 135 o de o fiwr. E y A
en todas ellas.

Este cuchillo s estticamente determinado

grado respecto a sus fuerzas de barra. Corte-
mas las barras bC y Cd  elljamos sus fuersas
de barra como superabundantes. Serd

3
A7 = A+ Xibu + X
A = Ao + Xibu + Xl

Por la ley de Maxell, 613 = b3, v por la
simelria de la estructura y de la leccion de
las

(1 (EABq) = ZFFol = ~306
(1 ({EADg) = EFsFol = 4114 #'m
(I 1NEAS,3) = TF\F,L = +384 ' m
(1 NEAS) = TFIL = +25928m

Sustitayendo estos oalores en (1) y (2) y eli-
minando EA,
—306 + 2592X, + 38X, =0
1A+ IBX, + 592K, =0
Resolviendo el sistema,

Xo= 4127 Xy= =63

En una barra cualquiera,

F = Fo 4 XiFy + XiFy



0 ANALISIS ELEMENTAL DE ESTRUCTURAS

s [ L] 7 |7 | B | #RL|ReL] BL Redln ]
vata [ |+ [ [ | em [ om [ fen] v [ ]
b |43|va3|-08| 0 |- 0 o |+ 18| 0 |- 78] 0 |eres
o 050" 2025 o |70 |2l Vit
e o[+ s 0" |s a2 0 |- 76| "0 |15
co 08" 0"l aos0|" 0" 0 |7 0° 45| il
i o[- "7 Sae| 0 |-i0a| 0’33
] a0 | 0 |+ 50|52
s| ol (o8l ol o J Vso|v 50
B |7s|-ms|e |70 =i 0 la2s| 0 ema| 0|V 02
3 el M O i T Wl B e I e
@ |7 vns|o (41 | 0 [e sz 0 —63|v'es
e |7 o fu| o[ P I ] M
5 5 (¥l
o—
(s s s e e o e i b s o e s
debaa Fun Fy. Sinemba Portt

Pucde aber alwna s rspecioalcortar la borras del cuchil, como e a hecko e este
problema. 4

-bhmx,u-nnkmllﬁmmmr.mhrl&ﬂidw& alrededor
ol aiccimes. Pors 3 kbt cacts, bl b e o ot coma
enla Fig. 134, el momen

<=

Fic. 134,

son estéticamente determinados, no se pueden suprir las sujeciones de este tpo. As, cuando

2a axial, pero manteniendo la de resisir l cortante y momento. Esto e puede conseguir cortando
b "

Sin embargo, n es prdciico representar esie detlle coda ves que se suprime a copacidad de
For va

ma de ese ejemplo.
Esas observaciones son tambin apicabls al trante del Ejemplo 133.
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Ejemplo 13.6 Calcular las reacciones  trazar el diagrama del momento flctor de la viga

de la figura. E = 2.1 x 10° tfom.

Esta viga es ummle indere
segundo s ot momienos e s
5. Serd

v oo spr
An, ¢ - A+ Xidw + Xebe = 0 (1)
) Cm e Xiba + Xm0 @

Obsérvese que by = 8, por la ley de Maxwell.

Eleivemes los torems dl drea de

o par eululr . B39 b

Bt =

e
Tz
L) Y

ELA, = +40 t m*

Bl
2o
502
4 lzx:l)] -t6
2

Byt =
2
sz

+ OO L 1e} = ar e

Bl =
(e,
57

-
(l)ﬂ’_-” s
Elby=2221m*
U
Elyty = ( ) Q}Uﬂ =028
L El3y = +028tmt

( )uwdw 03
0 Ly = 4155

Bl
(7 o _,
©)2)

R
-
5 E
>
L")
Yo o
”- il Lk
gl SNl
=
L)
YRR
. I
5
”
ol |
e b4 I
L
ot N A
x
;
¥ Y
a1
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Stituyendo estos valores en (1) y (2) y sprimiendo El,.

40 4 2.22%, + 028X, = 0
41+ 028X, + 155X, = 0

Resolviendo el sistema,

K= -I500  X,= 286

cortantes,
Remasmiento:

c_m.wh,mm.nlnwmbyc.mmmmh
L esto s, insertamas

aw»mnm“um,mb-uwu Se el sme I comn s ¢
enel pro-

blema las valores verdoderos de ls I.
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Ejemplo 13.7 Calcular y dibwjar l diagrama
de la figura. E ¢ I som constantes. Considerar solo deformacitn de fexitn.

amy i -’l'

$e

Disgrama M

304 t

e prto o demivds e e s, Blghenes X, camo spercndre. Srd Ay =
B+ Xe Buyy b por el teorema del drea de momentos.

it = (lmm(;)-lm A= (”) e ls

Elt = 6X0) (’:) -6 b -( )(ayo (‘) - o 10100

ORI N o

K

Los restantes cdlculos se pueden hacer ficilmente por medio de la estdtica.
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Ejemplo 138 Calcular la fuerza en el tirante de la estructura de la figura.

b La estrcrura
- Cnmmldmn-yfknmx oy
E A0 e e 0% Aperdhiasionk,
= AN\ = 8e + Xt =0
s | sn ] sm | Calcularemos A,y 8, or e método de s ra-

bajos cirtuales inclupendo la deformacion debida
2 axial,

] e -0 £lo
[N fu.u &0 +J" @50k-00
R —

DR DN .;;' [= MW»)

-Mxr‘f b= 42408 tm

() (-G - 4- () () G)

o—l—n L K= 482 . traccion
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135 Otros cjemplos 8 temperatars, asientos, etc. Los siguientes cjem.
mmhwnalmahmkmumn
tensiones de estructuras indeterminadas tipicas sometidas a variaciones de tempera-

mn,mﬂvm’lzn!odzlpwym errores de fabricacién, etc.

Estos problemas no son en esencia més difciks que los referentes solo al fecto de
cargas. Recuérdese siempre, sin embargo, que los corrimientos A, D, eic., se refieren
-Mm&he:mmnmmmmwnwﬂ&kmpﬂammuw

cido del punto correspondiente de la estructura real.

Ejemplo 139 Calcular las uerzas de barra debidas a un aumento de 33° C de la temperatura
en las barras aB, BC y Cd. En las demds barras no hay oariacion. .,_wwum-c
E= 2,1 x 10° ews. Las scciones, en centimetros cuadrados. figuran ent

e kil s cds o eiver g, Cor
tamos J teginn m furs e bora
mmmtt Tendvemos:

ol =ar+ X,
Utlizando l método de lo rabajs siruales,

bt Fo=Fy g lom

ek )

o xwug[i‘ ¥

Bur = —~(89.10) m (0.000012"
0432 t mjem®
20X 10 e
000107 + 0000206X, = 0 K= 319
- traccion

= + = +0000206 m
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Ejemplo 1310 Calcular las fuerzas de barra de los dos arcos de celosia bi-articulados del
Ejemplo 13.4 producidas al forzar la barra AB para llecrla a su sito aunque se ha fabricado
3 mm demasiado corta.

En este caso,
A7 = dex + Xebu = 0
Utilizando el método de los trabajos virtuales, se puede calcular A,y como sigue, wiilizando la in-
formacitn del Ejemplo 13.4:
U 1Y85) = B, ALy = (+1 X-000)m  Ag= —0003m
Del Ejemplo 134,

BT T -

20X 10 e

0003 + 000072, =0 . X,= 4635 o
Luego, s puede calcular a fuerza en cada barra, pues

F o= XF, = 635F,
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Ejemplo 1311
cedimientas de poyo:
Apoyo a, 6 mm haca abejo

‘4poyo c, 12 mm hacia abajo

4p0yo ¢, 9 mm hacia bajo

Las seciones, en centimetros cuadrados, iguran entr pardnesis.

E=21 % I0° fom®

Eligiendo la reaccitn vertical e ¢ como su-
perabundante,

A= Ayt Xh = ~0012m
Uilzands e mtods de s oo irmaes,
b 05-0

pues AL = 0 (ver el Ejemplo 12.3).

(1 Xas) + (0.5 1)0.008)
+05 10009) = 0
0075 m

que coincide con el valor obtenido geomérica-
mente, representado en el dibuo.

wwoelh-gYRE

causa de la simetria, solo hay que incuir
et o e

i | m | el |

50 o 073 voare
kA

+103
o3| vaa | 1os

o
I}

i
on

.m:
“oa

[ Joom|

p = +0000I5¢m
0012m

. hacia abajo

+luz4 1 mjom’
Yem
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Ejessplo 13.12Calcular las reacciones y trazar el diagrama de momentos flctores de la viga
del Ejemplo 13., debidas a los movimientos de apoyos siguientes:
Punto a, 0,006 m hacia abajo
Punto b, 0,012 m hacia abajo
Punto c, 0,015 m hacia abajo
Punto d,0
E=21 x 10° tfom®

5 35 28 B este caso,

80 Cm i+ b + X =0 (1)
8) (et X+ Xm0 @

% = o por consideraciones geométricas sobre la

T Sfigura,
”\ﬂ Byg = —0,000867 radianes

g = —0.003444 radianes

o ld  Del Ejemplo 136,

faose  faon Jesr  aomd '»_Ixzzm‘ i
hese orm e
Ely

1555 om?
A

bo=da=

Sustituyendo estos valores en las Ees. (1) y (2) se obtiene

222X, + 0.278X, = 0000667EI,
0278X, + 1.355X, = 0003444E1,

de donde, como
= (@1 % 10° x 10°) t/m® (40.000 x 10°) m* = 84 x 10 tm®
%= 7El, = + 020
X, = +00021El, = T1836
weden s reacciones
136 Ia dlecciéa De
anteriores se ve que hay una amplit iderable en Ia eleccion de

siendo la tinica limitacién el que sc elijan de modo que quede una estructura primaria
estable. Sin embargo, con una eleccin apropiada, se puede reducir al minimo los célcu-
los s, o que 0 comige ‘aplicando los siguientes criterios:
Ar ‘cualquier simetria de la estructura.
H Eleg In ctrctura primaria de modo que e octio todo o posible el eecto
de alguna de las diversas hipotesis de cargas.
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La conddenitn de s chvioncspar s npersbundantes 6l cutilo G
Fig. 13.5 aclarardn lo que hemos dicho. Esta estructura es en segundo
grado. Cualquier :hnénmudmﬂn-dmnmmdehiomunwmz

Ao = Aws + Xaboa + Xoba = 0 @
B = Bso + Xabsa + Xobs = 0

Solo intervienen los cinco términos siguienies para el corrimiento, pues 5, ¥ dy S0

iguales
LR W6 - Yrd
Wa) = Y EELy 06 - YRt ®
W = Y ra L,

(2.

=

&

barra F,, F,y Fy.
se pueden ob-

de modo que sc limite el efecto de las di-
versas hipoesis de cargas al menor nmero posible de barras. Esto es cierto, sea simé-
trica, 0 1o, Ia estructura.

5
ESTRUCTURA PRIMARIA N 2
i A

&P T
el |
Fio. 135, Blecei %

ESTRUCTURA PRIMARIA N 3

Las tres clecciones representadas en la Fig. 13.5 sacan provecho de Ia simetria. Las
s s d s e\ e o4 e inchada e cald ok Ta
‘comparacin entre las estructuras primarias claramente que la.eleccion 3 es
o cior, ps localza mk o o de s disitas bipbies de carps
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superposici
05, po ciemplo, I viga indeterminada de la Fig. 13.3. Despus de -
y elegir

u
Jtante, %,
teorema de Castgliano, En ese caso parti intervg 360 por flexidn,
por lo que
s
=3 Joes
W,
pero Txf-AL (@

Como el punto b de Ia estructura real no se desplaza, 4, de Ia primaria debe ser igual
10 consecuencia,

acero.
"W' E/’uﬁﬁ-o ®

smzmblm
a todas las pnuk pmhmppombnrkhennmbmﬁnhhm
o apicda sola 3 1 de I sopembundane 2y A%,

MeMorxan M- ©
La Ec. () s¢ convierte en

ds a8 _
E/MJI.E—,,-FX.ZIM.FIf‘) @
Es ficl calcular estas integrales para Ia estructura y despejar luego X,.
-
por el de los trabajos virtuales, hallando que

we =Y fuangy we=Y [ug o
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De las Ecs. (¢) es evidente que la Ec. (d) indica que
B+ Xobw = 0 ]

m-nu-dmmndemmmmnu para calcular Ay, y 8y en el procedi-
mmlodnluu:uumu ‘superposicién, los dos métodos son fundamentalmente

Elqunpln i 2 una estroctura que es i inada solo en primer
grado. En mis grados, el prooedi mis-
mnqyu: elegir las n superabundantes y la estructura primaria resultante, s

expresa el M‘mﬂmﬂlmm&nﬂmndnudlmmmmlplum
.mdmmm de Castigliano, lo que origina n ecuaciones simulténeas
n superabundantes, cuyos valores se pueden obtener resolviendo el sistema. En
elE;emphlJNp\ndevmhlplnm&ndnaumnuﬂmmp‘neﬂannp&-
tico con mltiples su
Enkxmm’phld:l.lsecl!!:\:.lmllnhlenuﬂmuwmwlblslh(b}d:uu

més autométicamente y con mis eficaci, en ciertos problemas, micniras que en algu-
nos otros es mis préctico el método indicado en el ciemplo anterior. Sin embargo, en
los fope del dtimo tipd' o hay ventaja en utilizar el método de Castigliano en lugar

Ias ecuaciones de superposicion.
Sien el estudio de las estructuras indeterminadas, el comxmcnlo del punto de apli-

formacién con respecto a esa superabundante, debe ser nula, lo que equivale a decir
que cl valor de Ia superabundante seré tal que haga minima la encrgia de deformacién.
A este caso particular del segundo teorema de Castigliano se le suele llamar feorema
del trabajo minimo y se puede enunciar como sigue:.

En una estructura estdticamente indeterminada, si no hay movimientos de apoyos ni
variaciones de temperatura, las superabundantes deben ser tales que hagan minima la

138 Ejeamplos del estudio de teasiones tilizando el segundo teorema de Castglizno.
Los ejemplos que siguen sc han elegido principalmente para aclarar el empleo del sc-
gundo teorema de Castgliano en el estudio de las tensiones eu las estructuras indeter-
minadas. i, o cada cr, rslvemos <l pobles por o procedimiento de x. kit
tilizando
Lérminos,sremos que loscleulo fectivos on Eeniakncnt o misaos qu: |e: e
entran en  solucién de Castigliano. La tnica diferencia entre los dos
sqummgmdaec.swunn,hmmbnpmgmd:mmndoalgomb
sutomético.
ay una diferencia entre los dos procedimientos que es digna de ser notada: En el

método de Castigliano, las superabundantes tienen sus propias unidades durante todo el
ieinpo. Por cjemplo, en Ia Ex. (a), X, debe estar en toneladas si W, esté en metros tone-
Iadas, para que la variacién de W, dividida por la de X, sca igual a A, en metros. Como
consecuencia, i X, estd en toneladas, M, debe tener unidades de meiros toneladas por
tonelada para que las cantidades de la Ec. (c) sean homogéneas. Teniendo en cuenta
‘que, en la solucién de Castigliano, las superabundantes tienen unidades en todos los
pasos, las expresiones han e ser homoy

He opieda, el teorema de Castigliano solo es aplicable cuando los co-
rrimientos de la estructura estdn producidos por cargas. Sin embargo, cs posible hacer




‘chas veces este método 1o es tan directo como el de la cuacién de
casos en los que es més ventajoso.

Ejemplo 1313 Calcular las fuerzas en las barras del cuchillo de la figura. Las secciones. en
centimetros cuadrados, figuran entre paréntesis. E = 2,1 x 10° t/om.

El cuchilo s indeterminado en primer grado. Elegimos la fuer-
2a en la barra bd como superabundanie.

L
Wi- Yo ﬁ-A.|-a
m LW, 'FL al
E Rk Tl
|||t e |2
- Unids.| m | | e | O " mjon

@ |50l a0 “asas 1 ooux,
b e | @ 381 puer,
o i e Som L opnix,
w [oa| % per
e s
PRI Loann,

I o odix,

L0833 +O0MIX, <0 Xy = 1891

resantes furss de b e e bl Sicmete o
s o
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Ejemplo 13.14 Resoloer el pirico de la figura utilzando el teorema de Castigliano. Inchuir
el efecto de deformacion debido a l fuerza axial y al momento.

e pltn e itemiado ey g,
arenas i g on o onryde o i y

dmmw aby
Bk e rpnaipimpychind

vie3 o 35 0

Pero

Por tanto, diferenciando y suprimiendo E,

E/"ﬁ?‘i@' X0 0
ES d“f‘z"ax )
2]"“’*2’17"‘ ®

Desie FaC,

0<x<05 M

L=0sm F=1X,

Desde Ca B,
06<x<3 M-XA—XX,—M(X—M)E—K--A
oF _oF
Leidm Pl gpeiie

Desde Bad,
oM
0<y<4s MaXo-ph-3-m

LedSm

=-50-X,

— X, Mo

Estructure prirara

oM
w0
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Desde DaE,

0<y<4S M=X,-yh+3X

5 X

LedSm

Planteando lo Ee. (1),

[

@
- xX,)U)% ¢J‘ (%, = xX, = 305 + 30K 77

» &
7 - s o2 4 [ s a0

;J‘ CAE AR AL

Simplificando ¢ integrando, obtenemos
105X, = 2025, = 576 [0}

Planteando ahova la E. (2),

s ¢
(X, = pX, = 3X, — 120}~ y‘*‘ * 6=y + - 7
: e
+ X'}JA * k‘)ﬁA =0
Simplificando e integrando,
S T —
L (20.000' w
pao 4" (T) (‘)‘”"’“
serd a5y, + 07788, = 1215 )
De un modo andlogo, la Ec. (3)se reduce a .
(as; + v:-‘)x, -- (lm.z + 5
ss%, =~ 17017 ®

Resolviendo las Ees. (1), (2)  G).

Ay se ha
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Razonamiento:

Eto renlades i qu el efectode o defornacin il e puse desreciar n compe
racién con el del momento en e tpo de estructura de pirtico rigido.

Ejemplo 1315

Esta estructura es indeterminada en primer

grado. Elegimos la fuerza en el tensor como
et 54
snl
Planteando la Ec. (1),
[Fwsetosa [ et -+ g , 502
1 1 A
dedonde x(w«o:iouai -»
5
Loz Beom
o iz =

42291

3,41 se hubiera despreciado el érmino de la fuerza axial,

= 42001
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139 Desarrollo de a ecuacid de kos tres momenton. L ecuacidn de los tres mo-
mentos fuc enunciada por primera vez cn 1857 por el ingeiero francés Clapeyron. Esta
ecuacidn s una relacién entre los momentos en tres puntos de una barra continua. Es
opeiamete el urn bl Lo mocaon o ko oy ca inadas.

Desiguemos s puntosde s bars contas po L, €y R oomo e o Fig, (36,

¥ tambienconstane < gl y cate Cy 'S:nlpmzquellbllﬂ recta inicial-
‘mente, y que los corrimientos powénmpnll-ml,_,i,;yb,mhswmﬂ

Carga cusiauiers
<

g —
o Ee 2T
acd

i
Posicion onginal

Fia. 136, Deduccion de Ia ecuacién de los tres momentos.
L, Cy R, respectivamente —todos positivos cuando estin dirigidos hacia arriba, como
puede verse.

los Mey M
traccién en las fibras inferiores de una barra. Se. p\ledemﬂ(nrque:ldn;nmde
‘momentos flectores de la parte LC o CR es el resultante ‘superposicién-de tres

y Ia de Ia carga aplicada actuando sola, suprimidos los momentos extremos, que cst
dada por las ordenadas M% en la parte LC y las M en la CR.
Del dibujo de la eléstica,
oz = B — Tor ¥ Ocr = tcx — Br
Sin embargo, como la elstica es continua en el punto C,

Oor = Bcx

PoE loe i — 1oL = rox — Bx @

Como todos los dngulos que intervienen son pequefios, es admisible considerar que
% Bt
& o

=3
B T Be =
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i se convirtiera el diagrama de momentos flectores en un diagrama M/ET, = poien
calcular fécilmente tc, y Ty por medio del segundo teorema del drea de moment

©
m=ﬁ%( Md}-i»fu'f.dt)

sa ) = [ Mizdn (e = [ B (134

Susituyendo de la Ec. 1I34)=nh.1(()yluemd:h.‘(b)y(t]mh (@), obtenemos Ia
llamada ecuacién de los tres momentos,

b A L__%_6
MLE+2M¢(IL+,;)+M.,;- &
: +os[f-n (i) + ] oo
et n) T
donde los términos de carga son
L P i

Al utlizar estas ecuaciones hay que observar q
1. My, Mc y My son positivos cuando producen traccién en las fibras inferiores.
2.8, dcy by son positivas cuando estin dirigidas hacia arriba desde 1a posicidn

g,
£,y ®, son términos de carga que dependen de Ia carga aplicada en las luces
LCyCR.mpumvlm

4. El diagrama M, de una barra es el diagrama de momentos flectores, trazado
suponiendo que esa barra s una viga simplemente apoyada en sus extremos. (W),
representa el momento estético del drea bajo este diagrama, tomado respecto a un cje
que pasa por el extremo izquierdo, ieniras que O epresen l momento cstitin
respecto a un eje por el signo de estos dos de-
pmded:ld:l-um\‘lamhsdﬂduglm

En cl caso partcular en que J, = Iy = 1, Ia Ec. (13.5) se simplifia, quedando

Mudy + Mol + 1) + My = —2, — 6,
+ 6Bl ['l—: -

H)+%] wn

En la Fig. 13.7 se muestran los términos de carga en los casos de carga uniforme total
¥ de carga concentrada,



g EE}
x.-";"'-
® Qmﬂmmw

FiG. 137, Términos de carga.
1310 Aplicaciém de la ecuaciéa de los tres momentos. La ecuacia de los tres mo-

que contiene, como tmica incdgaits, a los momentos ea Ios 3poyos.
De este Dﬂnmduno‘mm nnn&nmﬂqudm pnudluummm

de Obtendremos n

wnnmnmmmhmwmomm&. se podrén obtener resolviendo el

prestar ateacién al empleo de unidades homogéneas, en particular cuando hay movi-
mientos de apoyos.

Elemple 13,16 Coleular las reacciones y diujar el diagrama de momentas flectores de la
viga de la figura.

Aplicando la E. (31.5), tomando a, b y ¢ como

sym Lcyr
el e M.=0 M=t M.=0

o' | n
; Lmbmt=0
Ao ) A
..,M.m

e
v+:~.(' m)ﬂz

3 I8My = =342 My
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Ejemplo 13,17 Caleular los momentos en los Gpoyos de la viga de la figua. E e 1 son cons-
tants.

En cate caso hay cuatro momeniosdesconocdos, st oo
My My My Mo por o e s ncsion o
'S¢ puede coniderar el extremo

ol g o s i an.

sind s, como se reprsena. Las ecuacones

s se b apcarde o B (137)

cuatro veces, considerando en cada wna de ellas  FGF oo ™y
L.Cy R como se muesta.

Wb mbm bbby 0
Considerndo d'a y bcom L. C, R.

LELOTN DN _ g1 4,0
L 20M, + 10M, = ~ 16631 o

=0 G-

Consderando a, by ¢ como L, C y R.

il 12;}(1‘)25)(14)* amxlz’;rmu) -84 Ga= M - 16402
. 10M, + 384, + 9M, = ~ 34645 )
Consderando 8, ¢ yd como L, C y R.
Lym 16002 Gom0  :LOM, 4 IIM, + 7.5M, = ~ 16402 o
Considerando e, dy & como L, C y R.
Lo=Go=0% My=0 7M.+ I5M,=0 @

Resolviendo el sistema formado por las Ecs. 1), (2), (3) y (4 se hallanlos valores siguientes para
los momentos desconocidos:

Mmt M= -3Mmi M= +172m0

18 Calcular las reacciones y dibur el diagrama de momentos fleciores de la
viga de la figwra, ﬁbﬂ:ulmmnwmklmmm
rodianes

Bl apoyo b cede 000624 m hacia abajo
E=2] x 10° fem?

Considerando ',y b como L, C y R.
My=0 5=0
L=Gy=0 5= —0006Um

Como consecuencia del giro del gpoyo a, 8l s
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acerca +0,005. Aplicando la Ee. (13.3),

- 650205)
1 ome2e
|_4m 45n + ot (- 255%)
[ M, + 45M, = O0GSEL, (1)
d
e s
=2 G0 R o
=0 4o
Aplando I Ec. (3.5,
reitacn
el “
( )+ (24 22)
L ™ e - ~oet-o020 (1 + 1
ol U5, + 1575, = +ODISSIEL,  (2)
~ s
M - o s fomad o s £ ) )

Resohviendo
» sustitayendo el valor El, = 12600 1

,

= 00021981, = +276m1

1311 Desarrollo de Ia ecuacién de Ia deformacida . El método de la de-

osen s cuchills. £ del por 1 mismo, Y o o € méS mporiate,

proporciona un medio excelente para introducir el método de la distribucién de mo-
smenks

Las ccuaciones fundamentales siguientes se deducen por medio de los teoremas

del diea de momentos. Consideran, pues, la deformacién producida por ¢ momento

poricos indetrminados e my
ccuaciones como base del método de la deformacion ang también muy pequeiio
(como comprobacidn, véanse los et Ejemplo 13, e Lo Sfundamen-
Lal de la deformacién angular e una expresion del momento en el extremo de una barra
en funcidn de cuatro cantidades: el giro de la tangente en cada extremo de la elstica de
la barra, el giro de la cuerda que une los extremos de la cldstica, y las cargas exteriores
aplicadas a la barra. A\ aplicar esta ccuacion conviene utilizar €l criterio de signos si-

1. Los momentos en los extremos de una barra son positivos si actian en el sen-
tido de las agujas del relo.
2. Sea 0 el giro de la tangente a a eldstica en el extremo de una barra, respecto
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a la posicién original de Ia misma. Elin[u]n'apnnnvnwmdohln'munhehl-
tica ha girado en el sentido de las agujas del reloj desde su direccién original

rigi
Semmaoxmmdmp.naammmamulmum estos sub-
indices junt Ia barra indica el extremo
l que se a splcado ef momento. Por cempo, M,,d«wdmm que actta
en el extremo 4 de la barra AB; My, ¢l momento en el extremo B de la misma bar
Los dngalos 0 sc designarin con un Subindice que ndica l xtremo de I b, Los
dingaos , con dos subdics que ndican a cuerda, . igualmente, a bar.

g xo.nm ¥ que es recta inicialmente. Supongamos que phebird
actdan los momentos exlremos positivos M up Y My, y una carga cualquiera, como se
ve en Ia Fig. 138. SsAlhdAsndeemvmy,{B‘wpmadnmlnnn&fw-
maci6n. 6, Gy Y ¥ 4p Som positivos como se

Carga_cuallers
Mo [ 24 a
S A — |
M
o ™
icien
la- ool _g]
la Yo

FiG. 138. Deduccion de Ia ecuacién de la de-
formacién angular. 3

Se puede considerar r que o dagrama de momentos flctoresde sa bara s 1 s

My M,
st i, partes por separado.
Si se transforma el diagrama de momentos fectores en un ingama MIEL, e puste
calcular &, y Ay por el segundo teorema del irea de momentos. Serd

AA——mM“-#mMn-'(T,L‘ @
(o) )u
A.=m GLIMIA+ ®

Teércamente e posibe, naturalmente, planter a ccuacién de la d:lurmmdu angolar considerando
el efecto de I varable,
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Mm),udmmwuum.mo.nnmmmmu del drea bajo
la parte. ¥ OR)yes
mwemnnnqepur .

‘Teniendo en cuenta que los dngulos y las deformaciones representados en la Figu-
ra 138 son en realidad tan pequefios que se puede considerar como iguaes los éngulos,
sus senos y sus tangentes, de la figura se ve que

Ymrmtmv Bty ©
Resolviendo el sistema formado por las Ecs. () y (5) para hallar M.ey y M, y susti-
tuyendo en s expresiones obtenidas los valores de A,/L y AL de las Ecs. (), obte-
nemos

Han = 2L oo+ 00 = Bpun) + 1004 — 2l
2EI

oa =2 @0+ 00— 300 + B 12000, - (01
Hulllhml\)lhlﬂﬁmdollblpﬁsudgumylufﬂ (d) son vilidas para
cualquiera de ellas. E! iltimo término entre corchetes de cada una de estas ccuaciones
s una funcién del tipo de carga, y es interesante darse cuenta de su significado fisico,
‘Supongamos que 8, 8 ¥ ¥4 son todos iguales a cero. Los ltimos términos de las

.

Fio. 139, Carga aislada.

Exs. () son, respectivament, iguales al momento en el extremo A y en el B de In barra,
Per i D . on gtls 8 cero, et quisre e que os dos xtremosde abara

‘completamente empotrados sin posibilidad de giro ni traslacién, por lo que la
umaloquun.mmv. cmporada en sus exrraos. Por oo, stos s
términos de I B (4) s iguales 8 o lamados enomentos e empotramienton.
Liaméndoles

MEs =15 [(m.)‘ = 2(3m)s]

(138)
ME 00 = 2 (200, — (o))
Sustituyendo en las Ecs. (d), obtenemos
Man =2 @004 00— )+ MEsn
(13.9)
Maa zﬂ (265 + 64 = 3Yas) + MEg,
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Una bservacién mis detallada de las Ecs. (13.9) revela que s pueden resumir en
una sola més general, llamando al extremo més préximo de una barra P y al mis le-
: !

Ky, = factor de rigidez de la barra PL = E 13.10)

Ia ecuacién fundamental de la deformacién angular se puede escribir como sigue:
My, = 25Ky 20y + 0, — Wpe) + MEp, 1)

Evidentemente, sc puede determinar ¢l ME para cuslquier carga dada. Si ademis se
conocen el gio de Ia tangente en cada cxtremo y el de Ia cuerda que un los extremos
e un barra, sc pucden calcular iciimente los momentos en los extremos de la mistma
Wh&(l?ll)ﬁnhs«;n

de indeterminadas.
s:wndaulﬂdndMEmnmamdm:wrmdwd:th (13.8) del siguien-
cmmm(mmm)

@ =T2[4(%)+3(e+3)] -2ty

(m.).n%"[%(%)ﬂ(b#)]:@(un)
s
:::=,%[ (u+b)~z*(zb+a)Jf V:jj -

%[zT(u+b)—T(zb+_a)]=+

Carga uniforme total (ver Fig. 13.10):

(OM)a = (s = G2

wl? s
ME gz = — W MEs = + 75 (13.13)

Se observark. i ME

os. En i
por lo cual podemos verificar los signos de los ME.

A;EI:tD:L’,E q;Lg;EEEEEx
T
Sl N i %

Fic. 13,10, Carga uniforme total, Fig. 13.11. - Aislamiento de los nudos
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Obsérvese también el criterio de signos a usar al aplicar el método de la deforma-
aénlnpdu asi como que las ecuaciones anteriores sc han deducido para una barra

N Aplicaciba del método de In deformaciéa sngalar  vigas y pérticos. ~Consi-
mmpmu.plmondzlmmm.wmmm.mhr.pmbkm\{;
vigas continuas, tales como Ia representada en la Fig, 13.11, cuyos soportes se supone
que no puedan ceder. Supongamos que esta viga esid compuesta de dos barras 4B y
BC rigidamente unidas entre si cn el nudo B. Podemos para los.
momentos e cada o 6 o cxene de cad b, lando i B (511 Estos
cuatro momentos Mg, My Mac ¥ Mey esardn expresados en funcién de los dngulos
0¥, del ME, que e puedencalela por s B, (13.12)y (1313

Van Y ¥ac son cero.
Ammmmuyacmmmummmmdmanmuh
tangente a Ia eldstica en el extremo B de AB debe girar con respecto a su direccidn ori-
ginal la misma cantidad 0, algebraicamente, que la tangente en el extremo B de BC.
Por tanto, solo son desconocidos los valores de 6 y 0, que intervienen en las cxpre-

de 6 y O, podriam os momentos extremos, y conocidos éstos, por
la estitica, hallariamos cualquier otro momento, cortante o reaccién que quisiéramos
En otras palabr i i un pro-

blema de estitica si conociéramos los valores de Gy y .

En este caso, podemos hallar estas dos incognitas en virtud del hecho de tener dos
ccuaciones d a csttica que deben satsfaer cstos momentos extremaos. Estas ccua-
ciones s obiienen aisando los nudos B y C como se ve e Ia Fig. 13.11 y esribiendo
Ias ecuaciones EM = 0 para cada uno de ellos. As,

DeZMp=0  Mpa+Mac=0
DeZMc =0 Mo =0

Sustituyendo en estas dos ecuaciones las expresiones de los momentos extremos, ob-
tenidas aplicando la Ex. (13.11), obtendremos dos ecuaciones con las dos incdgnitas
a3 e Resliend d s Eermado poreaas ecacons podie ok, oon
lores hallad a itas, los ¥ completar el estudio
s viga.
La solucién numérica del problema puede verse en el Ejemplo 13.19. En el Ejem-
plo 13.20 sc han ampliado estas ideas, aplicéndolas a un caso en que se mueven los
apoyos.
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1319 Caleular las reacciones y dibujar los diagramas del cortante  del momento
Jector de la viga de la figur. Los apoyos no ceden.

Estudiands los dngulos 0y ¥,
0=0 Yu=pm0 o
- - aym
S T {TErmne
[ 7 3T
Kamlok Ke=iox tim fim | a7sm e
bx] 37 —
oyt aum
MEy =~ U 2y w Tt
ME = 4 UUTD o, am | W e
[ i i
M= =90 grme i
5 b
MEa = +48875m1 My= ~3125m1 v
2
Escribendo as expresiones de los momenios |
extremos, uilizando las Ecs: (13.11), L
My = 2EK0, - 24 203m Lo
My = 4EKS, A

Mo = BEKD, + 4EKY, + 46875
m.m:.umoye,.m:mmmmmumu.um.mu. My, ete.

'-)(9(—‘ o0 Mutde =0 LS4 l0 ()
g "%, FH. =0 Mo- 3035 =0 +8EK, + 1362520 @)
He

Resotviedo las Ees. (1)  (2), hallamos
EKO, = 40,1869 EKO, = 02887
. sustituyendo en las expresiones de los momentos exremos,

Ma= 4037 =24 = ~203m1  My= +530 = LIS — 489 = ~434m1
My = 4075+ 36 = TATmI  My= =231 + 075 + 489 = T3 m1

Los restantes ressltados se pueden hallr por a esttica.
Razonamiento:

Lt ol ot o no cumet s compliscs, s o momens e ulicomare dok

Al aisar los
fopmbibpsloriogegistod o g e n o sntls e las s bl iy
en los extremas de la barra . por 1anto, en el conrario en el udo). Lo
ekontn con s sl comcil n 4 dreccn aprpia,
Keomo

cion de
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Olm»vdattlmwzlljemdtlwhdkou:lwmmdmmmkhrmm
en un mudo cualguiera m con barras que le unen a los a, b,

Maut Mt 4 Mam0

i se conoce alguno de esos momentos extremos, se puede susttuir su valor con el signo eorres-
»wmrwr/a;bmdme,u.¢u,-am.u.-_1uw:.,.eu_
3,13 = 0, lo que comprueba la Ex. (2) antrior

Obséruese que los WMMNWMM!&{IUII}.MA‘Mm:mkM
probacién, como es natural, del irabajo anterio al planteamiento de

Ejemplo 1320 Cdmhmmamnlmkbmklﬂawbl]ﬂ’md'
cidas solo por los movimientos de apoyos siguientes (sin cargas]
43050 o, vetcaiment 0025 m ok abg, ,»aummadmuu,lu.mm

rel]

Apoyo b, certicalmente 0,01 m hacia abajo

Apoyo c, verticalmente 0,004 m hacia abajo
Suponer E = 2 x 10° o, 1 = 40.000 omt

B este caso,

04 3600 t..-a'";;w”- ©01 - 00044)

+0005 Y= =

= 00015
pero =2 5 0=2
No hay cargas. por o que el ME es . Utilzando la Ec. (13.1) paralas expresioes de los mo-
mentos extrems,
M = $EK(0.008 + b — 0,000) = BN, — 0014EK
Mo, = £EK(80, + 0,001 — 0,009) = 4EK®, — 0016EK
My, = $E(8K)(86, + 0, + 0,0048) = SEKB, + 4EK0, + 0018EK
Ma = EEK)(20, + 0 +0.0046) = 4EKo, -+ SEK0, +.0018EK
De las ecuaciones de los mdas,

IMy=0 Myt My=0  I2EKD, + 4EKD, + 0D02EK = 0 o
IM, =0 My=0 4EKG, + BEKB, + 0,018EK = 0 @

Resolviendo este sstema,

Por lo que, sustituyendo

My = ~00IBEK = —423mt My = +00I32EK = +#43m1
My = ~00132EK = ~43m1 o

pues EK =20 % I0° x 10* x =330

0.000
%25
Razonsmiento:

En este ipo de problema hay que tener mucho cuidado de tomar los signos correctos para los
dngulos 0.y ¥ conocidas. También hay que prestar atencidn a que las wnidades sean homogéncas,
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Consideremos los pdrticos rigidos de las Figs. 13.12a a d. Supongamos que des-
prociamos s varisidn de longtud do las baras deida » a la fuerza axial, Jo que sucle
ser admisible en los prticos, y consideremos solo el efecto de Ia deformacién debida a
Ia ficxién. Con esta bipbtesis, s fhcl demostrar n cada uno de estos cut ‘plrticos
qunumh&um.lnpnwdnhxm(mhw las partes estitica-

rminadas en voladizo, como es natural). En Ia Fig. um por ejemplo,
dmndohvxnmﬁnluﬂdﬁhnpmdd:hxhlﬂu,{lyﬂluevldﬂmqu:d
nudo B no se puede mover si no se mueven los apoyos. Si el nudo B 1o se mucve, po-

Fio. 13.12. Pérticos rigidos tipicos sin desplazamiento lateral.

demos razonar del mismo modo que moverse ¢l C. Por tanto, los éngulos
pdtbmsm‘nulm:nlnnnwbin’u,{ﬂ BC, CD, BEy CF.

En cualquier nudo en particular, el 4ngulo 0 seré el mismo en los extremos de todas
Ias barras que estén unidas rigidamente entre si. Por tanto, =.1 ¢l caso de este portico
solo th cuatro dngulos 0 desconocidos, 8, 0y, fc, 0. Por consiguiente, con la
Ec. (1
meoﬂniﬁllimémim.cmwwd:mmm'ﬁrunlmlmﬁnw:ﬂtnudlnudu
‘en que hay una incdgnita 8, seremos capaces de obtener cuatro ecuaciones con los cua-
lro 4ngulos 6 como incognitas, como en el Ejemplo 13.19. Calculando los valores de.

8, podremos sustituirles para obtener los de los momentos extremos, reduciendo asi
=| resto del andlisis de las tensiones a un problema de estitica.

Hemos visto que Ia solucién por el método de la deformacion angular de un porti-
o cualquiera en ¢l que no hay-dngulos ¥ desconocidos es, en esencia, igual que para
una viga continua. La resolucién del pértico de la Fig. |312¢=mnb|énd=m-clm
siempre que Ia construccidn y la carga sean simétricas. En este caso particular, las de-
formaciones serdn también simétricas, por lo que no habrd corrimiento horizontal de
1 parte alta de los pilares. Como consecucacia, los dgulos  de las tres barras son
nulos.

En el tipo més general de pértico rigido, intervienen dngulos § y dngulos y como
incdgaitas, aun cuando solo consideremos el cfecto de la deformacion por fleién. En
otras palabras, hay giros de nudos y giros de cuerdas, o wﬂ&pimmlmlos laterales.




0 ANALISIS ELEMENTAL DE ESTRUCTURAS
st

w
3

N S

Fio. 13.13. Pértico con desplazamicnto lateal.

En la Fig. I315=r=pmenun varios cjemplos de tales pérticos. Para resolver estos
problemas hay qn: introducir algunas ideas nuevas. Para ello, consideremos el portico
de la Figura 13.13.

Silos apoyos no ceden, solo hay dos dngulos 0 desconocidos, 0y y 0. Sin embargo,
en este caso no hay nada que impida girar al nudo 8. Como despreciamos la deforma-
cion debida a la fuerza axial y como los giros de las cuerdas de las barras son peque-
fios, el nudo B se mueve précticamente en direccién perpendicular a la barra AB, 0 sea.
bocisaent, Supongos qummmmmmmnm, Del mismo modo,

nudo C en

Como la variacion axial de Inngnlddzﬂcndnpm:l,ﬂ movimiento horizontal de
C serd igual tambin a A.

La posicién deformada de las cuerdas es Ia representada por lineas de trazos en la
Fig. 13.13. Obsérvese que mxllnmdemmmdunmhdﬁnudzlpénu sino
simplemente ica. Dl dibujo se.

he=0 Va=2=w

4
Yoo 5= 3%

Por consiguiente, en este caso se pueden expresar todos los dngulos de las barras del
portico en funcién de una incognita independiente, que podemos llamar ¥, *.

“Enel los dngulos ¥
ot -
g, 1315, 5 puede bos-

uear como sigue:

S conrs, proviionmene qe todo o ndon gdo d I par ndetrminda 3l piico

mente s enructun.
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‘Aplicando la Ec. (13.11) en este caso, se obtienen expresiones de los momentos ex-
tremos con By, B y ¥ como incdgnitas. De las ccuaciones ordinarias de los nudos B
7 Cs pusden obene dosde s e cuaciones necsarias par bllar et incgnitas
L ;

de la estética, que se debe.
obtener de algtn otro modo. Se puede deducir como npn&-[xhudlunod:lm
indoles inmediz te encima de la

inmedisamente baj I peri . d o plrs, Tomundo fcgo moncos epecio
a la base de cada pilar islado,

Mo+ My, + 6H, =0 @
Moc+ Mep + 15Hy =0 ®
st
sy ¢
g
N
=
o ot

Fio. 1314, Aslamiento de pilares y viga.

2| modifcads s igual sl
Se puede & las ba-
s barra por barm co-
n mecanimo, hay que rasacion por al
3. Ry ptico raly las reac moviendo
e i en I esroctura modificada des-
cita mds ariba. Cada i Tor
Se puede tomar por un movi-
Se dice que un
concads. s Eal
d con respecto al deslazamicoto aeral.
deln Fi

s eaes) e of sguicate: (@) 1, ()1, (€)1, ()3, () 1, 003, 627 ) 2.
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De igual modo, de EF, = 0 en a viga,
Hy o+ Hy=25 [C]

Sustituyendo H, y H en Ia Ex. (c) por los valores de las Ecs. (a)y (8), obtenemos.

Mus + My + 08Moc + 08Mep + 15 =0 @
que es Ia teroera ecuacion independiente de Ia estitca. Con ks dos ccuaciones de los
nudos y esta llamada «ecuacién del cortante podemos tener un sistema de tres ccua-
iones ds s doe ballarmcs B O 3 ¥, compiando lcgo b slacidn como en los
problemas

Lo:E;au;lnl oty 1322 adars i wpicacin el mitado do b defrmaciba
angular a cirtos portcos que pueden desplazarse la

Fiempa 1321  disjar l dagrama
det pic de I s,
. Etudondo s dngalos 0¥,
2an T son
. ofp
Tamomeri Van = vop = 01
I m000cme o
| | P
ey, 132m
E s o
% 470)
My =+ SCTOD g
G .
= =g Uilizando la . (13.11),
s X
ot e s = 5K0s = 051,
EKY:
" Coatt - 612
Mes = 195K +0EKy + 283
Moy = 4EK0c — GEK#,
4 o 00 = 28Kt — 6BKv,
2 P
Nudo 5:
" 5 TMp =0 Maut Mo
- 16EKty + 6EK0o — 6K ~ 432 = 0
7}
Nudo C:
g THe =0 dont Mes = 75 =0

- - PR + 168Ke.
Reitacn ")?ﬁ(" SR erso @
e
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Ecusciones del cortante:

Pillr AB: M+ My, + 45H, =0
Pilar Mo + My + 45H; = 0
Viga: H+ Hy= 10

5 Mun+ My + Mo+ Moc 445 =0 (3)
Resotviendo el sistema formado por lay Ees. (1), 2) y (),

EKOy = +2795  EKO, = +3095  EKy, = +3347
Lugo,  Mu=-HAImi  Myc= +890mt  Mg= ~770m1

My= =89Imt  Mey= +827Imi  Mpc= —1389m1

Se obseroard que o o de s el primer Ao o I o ormadde s
mmamu.mam;.hm.mhmp-

aislan varias pénlm.mmuuemrhqmlanﬂbl o, se suponen po-

.rmm-mdubtmmmexwmkmm esto es, se admite que actian en el sentido de

las agujos del relj en los extremos de las barra. Se puede suponer que los cortantes y las fuerzas

, tiene
una cierta direccitn en una de las partes aislodas, hay que suponer que actia en la direccion que

Al ditujar los diagramas de momentos de esos périicos, se toman las ordenadas en el lado de.

Ejemplo 1322 Calcular los momentos extremos y dibsjar el diagrama de momentos fectores
del pirtico de la figura.

barra AB a la base. -\'lnlmnlammiudsumlm

perpedicaior a 4B sgin € o

exiremos B de AB y BC en el unto . i gira
ahora la cuerda de BC, el extremo C se moveri
ecorrendo un camino C'C" perpendicular a la
drecinpinits de 8C. e gl modo. o
uniera la barra CD al apoyo D y se hicera girar
et adet tendria que recorrer un
'C perpendiclar o CD. 5¢ oo uniy
lolummckhrbnm BCycDenel
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PIV I it e s cortin i comines Bt
Enon
PRZR ™ m__ s _a_n
™ Vo= L= Gy 6 " %
)

e 8
@ Lo s Py 75
wr e

=0,=0,

= SEK0, + 6BKoc + 9EKv,
9 E) = 8EK0c — T3, EKy,
Mac = 6BKoy 1 u'xc, Lomri um = SERe sk

Nudo B:
IMy=0 Myt Mac=0 . 10EKD, + 3EKS + 4385EKY, =0 (1)
Nudo C:

EMc=0  Mca+ Mop=0 . 3EKD, + 12EKD + 3462EKY,

@

Ecuaciones de los cortantes:
Plr 4B TM, =0 M+ M 00, = 137, =0 @

Mot Moo 130, — 3130 ®)

Mas + Moo + 3, = ©

=n [

e Hym 30 (@

Sustituyendo V,. Vs y Hy de (c). () y e) en (a) y (5) y eliminando H de las Ees. () y (5)
‘modificadas, tenemos

Map + 2.3My, + 21Mcp + 08Mac + 300 = 0
o 126Ky + 1SERG ~ 31.297EK, = ~ 300 )



ANALISIS DE TENSIONES EN ESTRUCTURAS ESTATICAMENTE INDETERMINADAS 435

Resobiendo_ahora el sistema (1). (2) y () en la forma tabular siguiente:

Ec.| Operacion | EK8, EXO EKY, = const x 0.1 | Comprobacitn
1 +10 4% + 4385 0 +17,385
2 +3 +12 + 3462 0 +18462
3 +112 | +Is -31292 | -3 -35092
| 3x 080286 | +10 413393 | ~z7939 | -7 | -3132
3| 3x 0276 | +3 4018 | - 832 | - 8056 | - 940
413 ~10393 | 432324 | +26786 | +48717
s 2= + 7982 | +UBH | + 806 | +27862
¢ [ 4xo70 ~7982 | 485 | 40572 | 437414
6 | s+ +36069 | +2008 | +65277
410 + 07802

79826y, = 8036 - 9.41 = EXO. = 0,151
3EKD, = ~8036 + 6340 + oo~ Zoamo EKO, = 0,29

Lot s e corresponden a constantes iguales a 0,1 del valor real. Los verdaderos
son 10 vece

EK0y= -296  EKDc= —151  EKy, = 4780

Los momentos extremos son, por tanto,

M= =59 -36=—419m1
My~ —118 36 = 78

M= 17545 T0R= T09mi
Mcy = —89 =91+ 702= +522mt
Moy = 81— 4322 —s2imT
My m 45— 322 —F7mi

Razonamlesto:

¥ hay gt i
Indsndo o I curd g o of e de s ages el okf o o of et
lado la

de ejemplo a Mrwﬂmulﬂwldahﬂylmamwlmwum
risticas pnn(l’nlu son las siguientes:

eliminar wna incdgnita, se elge la ccuacion que tiene el coeficente mayor en esta
colunma, S¢ e o e ol o oo vt s i ol dopionds

o & o g e ol oot o bl gu e, m o e o g
o e eonscomcr este modo e los errores en lugar de aumentar.
Se guarda referencia de las operaciones i o i s o



a6 ANALISIS ELEMENTAL DE ESTRUCTURAS

3

. Des-
pués de cada operacion, a rueva suma de los cocficientes y los términos constantes serd igual al
muevo dato de
1o suficiente para hallar los posibls errores que se compensan.
S I crdm e g d s cmmas ¢ et pors s slrs ot o dl Wi
que los cocficientes de

orden itas, para que sea s eficaz la cobomna
‘Cuando se ha terminado la resolucion del sstema hay que o s e b et
para obtener las de acerdo con las constantes reales.

En este punto, el lector habré comenzado a comparar las ventajas ¢ inconvenientes
de los distintos métodos de estudio de teasiones. Habré empezado a formarse alguna

o debe usar un método u otro. Por cjemplo, estudiard las estructuras de
Jos P 13,12 1318 y daidinh e cda oso o o poceimien que il s cun-
ciones de superposicidn o el teorema de Castigliano es superior, o no, al método de
a deformacién
hunudnddedlmhﬂnmbomupmpﬂm-lﬂqudﬂdnddnﬂmadg
ecuaciones simulténeas que intervienen en la resolucidn. Hablaodo en geaeral, el

i del

esencialmente en comparar ¢l nimero de componentes superabundantes de tension,
Gon e 6 daguis 57 § decooocidon

E:u;\.ﬂ

b oA
(a)
@
0 »

Fio. 13,15, Pérticos igidos tipicos con desplazamicnto lateral.
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B3 de
m(usunmhodnm’mmyﬂnlpnmw:lmndmd«ummdehxu—
tructuras de nudos rigidos". Todos los métodos estudiados antes implican Ia resolu-
cidn de sistemas de mhqummmyellmymmd‘l\nh,n&dhﬂu
cuando hay més de tres o cuatro incégnites. El de distribucion de momentos, en gene-
ral, no coatiene tantas ecuaciones simultineas y sucle ser mucho més corto que todos
Ios ya estudjados. Tiene, ademds, la veataja de consistir en una serc de ciclos que con-
vergen hacia el resultado final preciso; pmnn.:pld:mmrhnneaﬂnda
se alcance el grado de precisidn exigido por el problema de

Reliindono » s ccvcén fudaments de 1 deocmasin -mm [Ee. (3.11)),
ohavumqmdmquuzmuendunmod:nnlhnl alge-
braica de cuatro efectos

1. umnmwmmm.hmwmmum
empotcads e s exrmos, o s,

mmmwoduodnpmdpmdzhnmwlhdhmmdnm

mn
3. Bl momento producido po e gir de I tangente I listca en el extremo mds

4. Bl momento producido por el giro de I cuerda de I estia que une los dos
extremos de la barra.

smpt

Fig. 13,16, Desarrollo de las ideas de la deforma-
cién angular (solo gio de los nudos). f—3m im

Como ¢l momento en el extremo es la superposicion de estos cuatro, se prevé que
mﬂpmbl:mmmummhﬂwrmﬂoylkpln(lmmnulnhl
Para simplificar el estudio actual, limitaremos nuestra atencién a las estructuras
por barras prisméticas, esto es, barras que tienen un / constante en toda
S longind,wlcomo s ctrctaesen g no bay tsslein e ndon 5 €n 8 e,
por tanto, los &ngulos ¢ son todos iguales a cero.

Consideremos una de estas estructuras, como la de la Fig. 13.16. Si los apoyos no
ceden, no hay giro de los nudos en @, d, ¢ 0 ¢, pero habré alguno en b cuando se apli-
que la carga. Pero supongamos que consideramos primero Ia estructura sin carga ¢
imaginemos que aplicamos provisionalmente una mordaza que bloquea el nudo b im-
pidiendo ¢l giro. Entonces, s sc aplica la carga, se producirén momentos de empo-
tramiento en I ab y se podrén calcular por las Ecuaciones (13.13).

1 El método de disribucién de momentos fue presatado por eI profesor Hardy Cross:
T, ASCE el 6, ot 153, 193, 8 i plaoos ST s o, o d
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El momento ME,, produce un momento en sentido contrario a las agujas del reloj

en el nudo b blogueado. Si e suela Ia mordaza, este momento haré que el nudo gire

e senido contario a 12 agajs el e, Cuando i et nudo, s producen citos

‘momeatos a lo largo de las ba CX:)

hasta que wadmnmbcmmbd:mthxmmmmﬁammplﬂ
e ciertos

cargas
la estructura con todos los nudos bloqueados para impedir ¢l giro —tales momentos
2 Baman mometasde enpocamieno— Cetndo e bes un nedo, ek & s ema
momento

m\dl.mqumﬂ.lmdnuda:ﬂlm por consiguiente, momento desequilibrado.
Cuando los nudos libres giran como consecuencia de este momento desequilibrado,

Fi0. 1317, Giro del audo.
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se producen momentos de empotramiento ea los extremos de todas las barras que se
juntan en &l Finalmente, éstos restablecen el equilibrio en ¢l nudo, y se les llama mo-
mentos repartidos, o distribuidos. Sin embargo, cuando ¢l nudo giraba y flexaban estas
barras, se producian también momentos en los extremos mis alejados de cada una de
cllas; son los llamados momentos iransmitdos.

Antes de evaluar numéricamente estos diversos momentos, es conveniente adoptar
un criterio de signos apropiado. En los textos se usan tres criterios distintos, pero |
autor prefiere uilizar el mismo que se propuso anteriormente para ¢l método de la
deformacion angular, esto cs: los momentos extremas son positivos cuando actian en
el sentido de mm,mddma/mmmmd«mm

Ya se han dado expresiones de los momentos de empoiramiento en la Sec. 13.11.
El mamenio desequilbrado que actia en wn nudo 1 s i
de todas las barras unidas
Para plnreénw se calculan los momentos repartidos €s necesario una nueva con-
sideracion. Sea Ia estructura de la Fig. 13.16 en las condiciones correspondientes al
nudo b libre con posibilidad de girar bajo el momento desequilibrado M. La estructura
se deforma como se ve en la Fig. 13.17 y produce momentos repartidos My, M, €t-

5 on

S, que bl ol et ol udo b. Siendo desconocidos estos momentos

supone que son positivos y que, por tanto, actian en el seatido de las
lgu;udtlmo)mlmuurmd:hsham ¥ en el contrario en el nudo. El momento
desequilibrado M sc supone que es la resultante de momentos de empotramiento posi-
tivos, por lo que actda también en el sentido contrario a las agujas del reloj en ¢l nudo.
Como EM, = 0,

FiG. 13.18. Momento transmitido.

Mua+ My + Mua+ Mic+ M =0 (@

Los momentos repartidos se pueden calcular por medio de la Ec. (13.11), observando
en este caso que 0, = 6, = 0, = 6, = 0y que todos los dngulos ¥ son nulos.

M= 4Bl M = 4By ®
2= 4Bl M= 4B

Sllnlll\y:ndnznll&(a)hhh(b].wdﬂnmdﬂwﬂhmxmwulevﬂﬂm
las Ecs, (b) y obtener expresiones de My, tc. Por cjemplo,
—Kis
Chb e oxy oxy Al @
o, en general, el momento repartido en una barra cualquiera bm esté dado por
M= - Bom @

YK
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‘donde la suma incluye todas las barras que se encuentran en el nudo b, Sea

DFve = factor de repato del extremo b de I barra bm = g_" (13.149)
K
0

Lucgo, M = —DFM (13.15)
La Ec. (13.15) se puede interpretar comq

Elmompnﬂldvpvoduld;azlexlrmbdlhbm‘bmmbdwbﬂlé
libre, y puede girar bajo un momento desequilibrado M., ulnalll,mﬁcmdclfuwr
de reparto DFya por el momento deseguilbrado M con el signo

Se puede desarrollar tambid

mmmm,mdzmymuumbmwommmo.mmﬂ
0 MOMENO repartido My, como se ve en Ia Fig. 13.18. Se
I

acero. Cumw_aummmn.h-ptwondehu (l}ll]ennd\le

My = 4EKinty y Ma = 2EKuty
De donde Mo = YoMy (13.16)

Dicho en palabras, ef momento transmitdo e igual  la mitad de su momento repar-
nd;yllmzelmum.vw

s.yel Supondremos
qnehsnudubycmtnﬂmmvvmnlmuyhumimmmnpmdn-
ciendo los momentos de empotramiento siguientes:
= -l#mt  ME = -270mt
MEL = +216mt  ME, = +270mt
npnp.msnmMmmmuydmmhsmmmmn-

brados,se calculan p
nudos.

Enb: =1 DR<=¥% DR=%
Enc: =2 pr-1

3

de reparto se escriben en el cuadro correspondiente en el diagrama
6 rabao d n Fig, 1315. En cne diagrama se anotan todos los cAlculos de los mo-
‘mentos extremos, escribiendo los ntmeros referentes a cada uno de ellos en una co-
Humna norml o bam,aeindose de 1 bara desde o ado que se encventr lpri-

ero al recorrer l nudo en el sentido de las agujas del reloj. Tal disposicién de los
Gicios no x upreinible, oo o pamL pero es muy conveniente para los
porticos.
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Fio. 13.19. Ejemplo aclaratorio.

Desputs de escribir los momentos de empotramiento, se liberan sucesivamente los
nudos by cy se les permite girar gradualmente hasta sus posiciones de equilibrio. Des-
pués de liberar el nudo c, gira bajo un momento desequilibrado de +2,70 hasta que se
produce un momento repartido de 2,70 para restablecer el equilibrio. Se vuelve a
fjar el nudo ¢ en esta nueva posicion y se traza una recta bajo el —2,70 para indicar
que ¢l nudo esté en equilibrio. Cuando el nudo ¢ giraba, se produjo un momento trans-
itdo igua I mitad del moménto rpario, e e ko b de 1a barra b, n et
de —1,35,
Sl Hoerm shom o o 1, g b n momenis dsogulendo gl &l s
de los dos momentos de emy to en este nudo y del anteriormente
transmitido, o sea —1,89. Utilizando los cocficintes de reparto apropiados, se
+0,63y +1.26;
¥ subrayan para indicar que el nudo esté ahora en equilibrio. Volviendo a fjar este
nudo en esta nucva posicién se escriben los momentos transmitidos producidos en a
¥ ¢ por el giro del nudo b, que son +0,31 y +0,63, respectivamente.

Volviendo ahora al nudo c y liberéndole por segunda vez, giraré bajo un momento
desquliado do + 043, profuceado ua memento epulibredor de 083, Nacv:
mente s tensnie b witad do e momento rsparido o e b ds e bars, Bl
nudo ¢ se ija weva posicién. Liberando ahora el nudo b por segunda vez, gira
e i desequlibrio de 031, produciendo momentos repariocs de +021 5 10, o
o8 0 v, i, gt s s 3¢ 00 40,10y +005,

05 continuar asi, iberando primero el mu'lo y luego el b, hasta que los efec-
tos son tan pequefios que puedan ser despreciados. En este problema se han hecho més
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Fio. 1320, Ejemplo utilizando el factor de rigidez reducido.

ciclos de los necesarios en la précticd, para que sirviera de ejemplo. Una vez comple-
tada Ia marcha de Ia distribucidn de momentos, s obticacn los momentos faales su-

Enelummmw.uwnmm bummlenupw:lhmhnd: tar articu-
1ado el nudo ¢ en su extremo, por o que devuelve continuamente los momentos trans-
miidos s udo b Sempre guc baye una articulacidn i al fnal de s cstricturs s
puede mejorar la convergencia modificando el procedimiento anterior, como se indica
en la Figura 13.20.

como antes, fjando todos los nudos para impedir el giro, aplican-
de empotramiento. Como

mn:—l”llnudnbEnmcmmu,rkpmmﬂnudnchbﬂd:mndnqmpm

omentos extremos. En estas condiciones, cuando liberamos el
nndobnruﬂhpdmmmdﬂnthbﬂdadzfl”wndnudntllhwml“w
de fijo. e, esto significa que la barra be 0o es tan rigida como antes, por o
que namunmd-lmmdaqumm Ahora calcularemos cudnto se ha
reducido su rigidez.

Refiriéudonos  las Figs. 13.16 y 13.17, supongamos que ¢l apoyo en c fuera de ro-
dillo o de charela en lugar de un empotramiento. Habria un dngulo 0 en ¢ igual que
a5 bajo I accitn del momento descquiibrado M, pero M seri igual a cero. Apli-
cando Ia E. (13.11), el estudio anterior quedaré modificado como sigu

Mo = 4EKib, + 2EKuty = 0

[y
de donde. o=-2

y
M. = 4EKb + 2EKib, = 3EKiy = 4E(Ki)6y = 4EKE0,

donde K& = factor de rigidez reducido = YKy, 3.17)
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Por tanto, ea este nuevo caso se pueden usar las expresiones de los cocfiientes de re-
parto dadas més ariba, con tal e utlzar un factor de igidez reducido K* para a ba-
ra en que su extremo més alejado est articulado.
Por Mnm&mmb&mud&mmhunlmndo:”mnrd:ngd:z
ucido para Ia barra be:

Enb: IKef.=%l DF,=04 DF. =06

i +0,75y +1
sar el momento desequilibrado de —1,89. Naturalmente, 10 hay transmisién a ¢, pues
= 06 e o B, per oy . rasmisibn normal de 8. En e s caso particu-
lar, nuestra soluci com| descompensado el nudo c al liberar b.

‘Todos los nuidos estdn, pues, en cquilibrio, que 10 serd perturbado si la fjacién pro-
visional de b se suprime definitivamente. Sumndo las distintas columnas, tenemos
en este caso los momentos extremos de la viga.

en este
tpide g d nnglul Se ha pensado el Ejemplo 1323 para aclara Ia aplicacion de

licada que no contiene ningén giro
d:nlndndscanmd EndEpmplnl!?Azmplhnmwlmaunasomqu:
los dngulos ¥ no son nulos, pero se conocen sus valores.

“ E

pr_-,»m«a.ms...am.»m.m».. .14

” o
que el extremo més aejado esté campotrado o articulado, respectivamente.
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Ejesplo 1323 Caleular » dibujar
del pirtico de la figura. Apoyos que o ceden.

o
" 0t K & s
s 150 T‘ J
] TTTITTT 3
TR0 (B 6% TR0 AT
HE E i
§ 2|8 &
% P
;4
sn an T n 15
Factores de reparto:
BB IKd =448 EnC:IKel =480
Dy, = 0258 Dy = 0417 Dy = 0330
Dy = 0446 DEgy = 0417 Dy, = 0212
Dy = 0286 DFeq = 0.167 DFpe = 0248
T Tow Dy = 0212
. 7
Momentos de empotramicato:
sy USHLSP ()
MEy =~ O = —s6mt MEy =+ CEE0 = same
Mie 09 n et
PR TR

Momeato del voladizo:

Mg = ~(5K13) = ~75m1
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Distribucién de momentos:

Ruzosamieato;

al aplcar las  todos los mudo el giro, se

producird un momento en el extvemo E del voladizo, ademds de los momentos de empotramiento

usiales en los dems puntos del pirtico. El momento de +7.50 m t contribuye al momento des-
i do E, como

brazo sirodel nndn Epor
rigidez es nulo. Por fanto, cualgquier momento desequilirado se soporia 1
imds barasque s ecueiranen e .

imente por las de-

odos los extremos articulados.

Exmlneluwm»lonlolmdmAyll sio tambin o E.

do gradualmente haste de equilbrio.

esto por el mudo . la convergencia

serd algo mds rdpida, aungue los resultados ﬁmlu son independientes del orden en que se iberan
los mudos.
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Ejemplo 1324 Resolver el Ejemplo 13.20 por a distribucion de momentos.

Supongamos que fjamas provisionaimen-
e todos los mudos para imped el giro y
que huego int los movimientos
o ks e o g
0, = +0.001 radianes
radianes

Vo= +0003
Vi = ~0.0015 radianes

ECa De hecho,
3 m 375m 125m| ducido ciertos momentos extremos inici
oot oy o i o e
Ec. U] i) o
e -
My =2E (0.002 — 0,009)
e | (i) 00 -omm
g | < ot - ~000ms
2 My, = 2E (5= | (0.001 - 0,009)
am (2% - G:)
FR g — = Zoouedst = ~s376mt
198 R My =2E %) (400045)
] s
oot~ sioaams
Ma = 4000751 m 48048
B2 %10 x am’
o « 108 000
= 8.400 t-m*

Bl de o s s esaciame:

si estos momentos inciales
fuesen momentos de empotramiento. Asi,
la distibucion, et., se hace como en la
Figura 13.0.

En cusnto se comprenden los rincpion undamcatas e o iuita de
aplicacién ea

muy ficil

ampliar estas ideas a los casos mis mplu:dm que inen deslazamicto it

€sto e, dngulos ¥ desconocidos . Consideremos, por ejemplo, el pértico de la Figu-

12 1321, En este caso, no hay nada que evite un desplazamiento horizontal de Ia parte

alta de los pilares. Adems del giro de los nudos B y C, se producen en los plares cicr-
tos giros desconocidos de las cuerdas.

Para resolver este problema por la distribucion de momentos podemos dividirlo

en dos partes. Primero supondremos que introducimos una fuerza horizontal R que

evite cualquier movimiento horizontal del nudo B. Con la estructura sujeta de este

P el bk ado de Boad et s dplaicte e & ol o
ngalos  indepeodienies
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modo, podemos aplicar todas las cargas dadas y determinar los momentos extremos
resultantes por ¢l método de distribucion como hariamos para cualquier estructura

o 10 tavies Sosplaanzento lferal, Toukodo 100 mocentos extromo, podmce
hallar la fuerza R por la estética’. Esta parte de la resolucién se llama etapa A en la
Figura 13.21.

En I segund pare de I solcién, o ctapa B, suponemos que sujetamos los nudos
para evitar el giro, empujamos el pdrtico en el nudo B e introducimos un
mlohmznnulammm,A.(Gb;érummhfnemdempu;«Pndmmldéc
aplicarse en el mismo punto y. la line
R de la etapa 4)roammmudm-honlmmuxmwmmmummlupmu
Utliando i . (15.1) podemes clolr 108 momotos cxtremos iniales product
dos en las barras. Estos momentos estarén expresados en funcién de EA; pero como
A es arbitrario, podemos hacer EA igual a la unidad, o a cualquier cantidad que nos

con
ramos, distribuimos y transmitimos varios ciclos en los nudos B y C, liegaremos a un
conjunto de momentos extremos en ¢l portico. De nuevo, podemos hallar por a es-
titica la fuerza P que empuj6 al pdrtico hasta su posicion inicial y produjo estos mo-
mentos extremos.

Resultado final

Fic, 1321 Distribucién de momentos incluyendo el efecto de desplazamiento lateral (tras-
lacién de los nudos).

Ahora estamos en condiciones de superponer la ctapa A y la B para obtener las
solucioncs para las cargas dadas. Para simplificar el estudio de esta superposicidn, su-
pongamos que se calculd que R era una fuerza de 12 t que actuaba a la izquierda, y P
una fuerza de 6 t que actuaba a la derecha. Debemos tomar los momentos de la etapa A

combinar estos resultados con un miltiplo cualquicra de los resultados de Ia etapa B.
Utilizando los val tos de Py R, si dobles a las de la etapa B
¥ las superponemos a las de la A, obtendremos el sistema de cargas dado. Por tanto,

ienen los resultados finales para los momentos extremos, sumando algebraica-
‘mente el doble de los momentos de la etapa B con los de la ctapa .
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Ejemplo 1325 Caleulr los momentos extremos del prtico de la figura.

675
BB K= Sl =15 DFa=042

st
= ’ni o £ r K..-‘;'::a-zﬂ Dl = 0371
T Y TS IKet =35
P EnDiKop= 2 DFoy= 04
Amnm [om KB, 3:12000 s F; 0319
4 =G aw = !° DFox=02
3 9000
g P
TKetm 7

Etapa A: Sin desplazamiento. Pirtico sujeto en el mudo B. Todas las cargas aplicadas a la estruc-
tura.

MEyp = —37.5 My = —60

MEpy = +375

Se edon bk o vscrioms an 4 7 C ey bt s Lis, splonds £ =04 e
a estrctura, hllomos que la fuerza de susentacion en B es de 29,35  hacia lo izquie
Blaps 5: 54 kasece s delrnacils operts m of pevte 3, bnbend Ko o o

todos los mudos (incluso el C) para impedir el giro. Calculando los mallm extremos
lll:hlaM la Ee. (13.11).
a
May = My, = ~6505) 4—;) - —20En

PR - S,

Sea EA = 10; serd

Mg = My = =200
Mo = Mo = —160
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ot e A era e
o e

pa A ha de ser tal, que la fuersa de emy pu]rmm&hﬂmlmknbﬁnnlﬁwnp
de o ctap 4 en el o B, dndo ol g acen ot o ccira oo s o s aplicadas
‘Esta amulacion se puede expresar en forma de ecuacion, considerando positias las fuerzas que
cion haca ln drecha et o B. A5,

29354 73328=0 o

Renitadsfols = g d + m powr
Mug= +1184 - 6328 = =31, 24~ 2951 = 075 mt
My = +2.70 — 4657 = “BFTmi M.,-u«»iu-u_;sm
Map = ~25.70 4+ 4657 = TRETmI Mo = +60 4 0= 460mT
Moy = +1780 + 2640 = SHA m i

Razonamiento:

Cuando s culcln o momentos exrms i productio por el giro de una cuerda, t0-
dos s s cuo losapoys aricldes, ¢ spone ue et s conir lgio- S obsevrd
e an el s o fcor mwa K. no el educido
meﬁ cientes de reparto.
o entoxemospoduciospon i cerge izt culuers, e cie e e o
B, se podrén calcular por proporcitn directa a partir de a etapa B.

Las ideas empleadas en el Ejemplo 13.25 se pueden aplicar s
quier portico que solo tenga un ngulo  independiente. También es ficil ampliar la
aplicacion de estas ideas a los prticos que tienen ms de un éngulo ¥ independiente.
Sedlotquzunpﬁmmquehmnlmlm&wﬂtptﬂdmﬂ ‘posee n grados de libertad
Fespecto al desplazamiento ateral, Para tal prtico se pucde dividi Ia olucién por dis-
én de momentos en (1 + 1) tapas disinas: 1) una etapa A en la que se evita
y2)new-
pus e desplazamiento lateral, en cada una de las cuales solo se permite un ingulo [3
independiente, manteniendo (1 ~ 1) de las fuerzas de sustentacin introducidas en
clapa 4y empujando ca f o resant.
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E 2 3
ool sagpl 1 8

s
okf Aok I
50 [ X3 X3

,.
}{

1 iLd
i
.
<

o e s
Care dadnCorar oo
Caso 4 + (B) (CasoB) + (C)(CasoC) + (D)(CasoD)

Resultados finsles

Fic. 1322, Grados de libertad mltipis, respecto al desplazamiento lateral.

Iaterl.
Los resultados de estas (n + 1) etapas se superponen del mismo modo que en el
Empio 1335, Bl cocfiente pord g bay que multiplicar los resuitados de cada una

se puede
doﬂmmd:nenunmohmﬂn excibiendo s pars cada nudo de Ios ujtos
€n la ctapa A. Para un nudo J, la ecuacidn establece simplemente que la suma algebraica
de la fuerza de sustentacidn de la etapa 4 en j, més B veces la fuerza de apoyo o empuje
€n j para la etapa de desplazamiento lateral B, més C veces la fuerza en j para la eta-

tico de la Fig. 13.22. Este pértico ticne tres dngulos y independientes, correspondientes
a los desplazamientos horizontales independientes de los mldns B, Cy D. Se dice, por
tanto, que el pdrtico tiene tres grados de libertad respecto al desplazamiento lateral.
Por tant i istribuc ideen (3

omno,euwwmmu etapa A (evitado el desplazamiento lateral) y tres etapas

de desplazamiento lateral (etapas B, C'y D).

En i ciapa A, desuts e ‘introducir fucrzas de sustentacion en los nudos B, C'y D
para evitar el desplazamiento lateral, se aplican todas las cargas dadas realizando una
distri de momentos ordinaria, sin desplazamiento, para_hallar los momentos
extremos. Luego se calculan las fuerzas en B, C y D por la stitica. Supondremos que
estas fuerzas tienen los valores 12,8 y 4, respectivamente, y que estén dirigidas como se
indica en la Figura 13.22.

Lucgo se considera por separado cada una de las tres etapas de desplazamiento la-

desplazamiento

fjos contra el giro inicialmente, cuando se introduce este desplazamiento, se producen
ciertos momentos extremos iniciales a las barras AB, BC, GH y GF. Estos momentos
iniciales debidos al desplazamiento arbitrario se calcular como se hizo en la
etapa B del Ejemplo 13.25. Se hace una distribucion de momentos para los momentos
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extremos producidos como consecuencia de Ia introduccién de estos iniciales. Luego
:ukuhpolllm‘mhﬁmdeemwﬁmlyhxd:mﬂﬂmﬂﬁnmCyn Para

mmummzp.nheuul “Andlogamente s ha procedido paa as otrss dos
etapas de desplazamiento lateral, llamadas etapa C'y etapa D.
Ahanq\ndnpﬂhﬂhrquéunmddeemlnumpldedaﬂmmmmhmﬂ
el caso A para obtener problema. En otras
palsbras, debemos obiener los cocfcientes 5, C y D por los que bay que multplicar
ueupuacw.mmv.mupnommmmmm 2 los resultados
finales. Estos cocficientes se obticnen resolviendo un sistema de tres ecuaciones, cada
una e ns cules < planen coma sgue: S e e mudo B, por ciemplo, ¢ consideran
positivas las fucrzas que van hacia la derecha,

12+ 28— 13C+9D =0
En el nudo C: 8- 6B+ 14C - 21D =0
—4+3B-5C+13D=0

estas tres ecuaciones se obtienen los valores

Ia C por Cy las de Ia D por D, y superponemos tres
etapas a las de la etapa A, obtenemos las dadas (y sus reacciones -
tes). tal superposicién climina todas las foerzas de empuje y de

Se observark que hay una opcidn coasiderable en ¢l modo de introducir los des-

La tnica exigencia es que cada caso.sea independiente de los otros. Por ejemplo, cn la
ctapa B podriamos haber desplazado los nudos B, C y D horizontalmente, cantidades
iguales. En Ia etapa C podriamos sujetar ¢l nudo B y empujar C y D cantidades iguales.
Estas nuevas etapas B y C se podrian combinar con las 4 y D anteriores, obteniéodose:

B, Cy D. Sin embargo, Ia superposicién de las ctapas de esta nueva solucidn conduci-
Hia a los mismos resultados fnales obtenidos en la primera.

En los casos ea que hay daﬂmmmmhwﬂxpmdemrmpvmﬂmknlo
qunum’llmdlnéndﬁmmldew este método introducimos
desplazamicatos e nudos al mismo tempo que -plnmmmurpsm-emdm
los momentos de
Ias ecuaciones de eq

enes e . B Gk, Thery of Moden S Sicrn, 20 Com-
oo Yok 1804 1L b, e S s Sceatifc Publ-
e oo ekt f Sy et St ob
wﬂ-ylml-:“)l-v- York, 1955,

Para untamicatos

e el o o i it 5 com ¢k
Structural Analysisn, D. Van Nosiraad Co.
I Tnrmimate Sscan o Wies & So. o Mok

ari
. Princton, N.
e ok 3.5, Tonibco D . Yowg.



s nuevas
de barras originalmente rectas con E e I ariabls.
Factor de transmisién C. I momento transmitido s el indicado en un extremo empotra-

nrelmnlamlwmn!ﬂnlﬂlﬂMmAmuhlphﬂdopwd/umvlumﬁ(wu]k

e A Ben este caso, 0
Mas = Casdlan (13.18)

Deesta se puede defini el fuctor de transmisién como el momento introducido en el ex-
s s de una bara cuando el opuesto gra @ casa de un momento extrero wnidad.

8 Gy s0lo cusndo una barraes simétrica molmwmum‘d}
A continuacidn s da un esquema del procedimiento para cakular e ucor de trassmision
Fig 1323,y apli-

e|hn.:dud¢hnml=n3=um\lm g e ey
meatos, ¢l momento estético del dingrama compuesto M/, tomado respecto a ua cje por ¢
ecuacién pucde calcularse

Tos momeatos
tars formadas por baras 10 prismdtcas. Al cousiderar el efcto del giro del mudo 5 bajo cl
Be.(13.01),

Pero podemos escribir
Ma = Kj Mao = Kpcle  ete. (@

donde Ky, Ky, etc., son los l‘hmdu/-emﬂ [ cveﬂeloll«) de rigidez verdaderos para ¢l ex-
remo B de I bama B, df.

Bde. =

e L )m

i

BT~

A

P
L —
B —
o S M 0
e e
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‘ia(' e ‘)q..n:".
K
i i % -

Para una barra prismitica, el factor de rigidez verdadero es 4EK. Se observard que K, que

en las barras prismilicas. Quizd deberiamos haberle llamado ecocficiente relativo de rigidezr,
pero se usa tanto ese término que es preferible hacerlo tan corto como sea posibl. Se obser-
vari, ademés, que en general una barra tene un factor de rigidez diferente en cada extremo;

o cuando sea simetrica serén o3 dos iguale.

El factor waam.daan,uamuu.muamn, 1324 se puede
calcular como sigue: Por definiciéa, un momento exiremo de valor K aplicado en 4 bard
iar I tangene cn A o dogulo andad, cuando ¢l extemo B esth empotrado. Aplcando
el primer teorema del drea de momentos, el drea bajo el diagrama compuesto M/ET debe ser
i et s¢ ha calculado previamente .y como se ba dicho anie, e puede deter-

inar ahora Ky de eta

T ectr de riies reucie verddero K. ¢ pee e o foctr de s redcids e
mr‘m:lwmvﬂmw’bmw I tangente en A n dngulo uni-

dad,
sigue, -rmvmzn-my-nuknmoy.n.q,yc., Se considera una barra 4B, y s su-

pone i, Un momeno de Ky splcado co
:I{xlmAvmmmAunmmulspnnmwnlhmﬂdn A n moment o
mitido en ¢l extremo opuesto, de CypKzp. S 5 fja ahora el extremo 4 cn esta posicidn y s
mrudlmmﬁwuhmdduomad—qnmmnq,ﬂ,ypmdmnmw
e - Conks Carkio.
La barr presntar shora n deformacén de o P 13251 s s o

ser igual al fator de rigidez educido verdadero K
K% = Kis(l — CauCas) 13.19)

Fio. 1325, Factor derigidez reducido ver-
dadero.

Pasun b primdin Cupy Cou il et por o que e B, (1315) e v
que K esigual  tres cuartos de Ky,
Relacién de i enie e de riides 3 de ansmision.Se puede a,aw una
il ne o ftosde ey de nsmién, pas, il 4 O
ot I o 4B epetada o a Fig, 1325 o o do s d¢
cargas independientes 1 y 11, Aplicando a ley de Pt At

CasKiy = CauKipy (1320)
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1

"(’Wy"’"
e ‘w-/n i Y

Fio. 1326 Relacidn de comprobacién.

Esta expresion cs muy Gtil para usarla como comprobacién de los valores de los factores de
transmisin y de rigidez.

Fatres s epero y mewentos repartids. 5 htuamo o clclo du ko momenio 1
partidos utilizando las expresiones de lss Ecs. (a) de este artculo y procediendo co

Sec. 13.13, et
n(llu).awp(oqn:hfmméenndul{:mxwumlu

ioncs del factor (0 coe-
hwu)d:hyhnmwhunll que s pucden usar para calcular los momentos extremos
grode
tales momentos:
Mz = Jusbas asan

Mas = Tnsban
Se puede defini el factor de desplazamiento J 1y como el momento producido en el extremo A de
ir  fios

giro del mudo. Para una barra prismitica, ¢l factor de desplazamieato lateral es —6EK. Este
factor es igual en cada extremo solo cuando la barra s simétrica.

s Fig [

cién de los factores de rigidez y de transmisién por ¢l razonamiento siguiente: Supongamos

los extremos 4 y By que se desplaza la barra como sc ve €a

ia Fig. 1327, s  catomo 4y bagso i o X b e 8y o v cul, o

tos extremos — K €n By ~CyuKiq en A. Fijemos ahora el extremo 8

mmmmdnyh‘pm«wudlhlﬁmhwdnm;m.ymﬂmdﬁn{m

R
(o)
.
A \l l”‘
» =
P Fio. 13.27. Factor de desplazamicnto lateral
s Koy 0 A — ok €0 B, L b s s dormacinque v i

o B2l e s ol s s 1 o B desplazamicnto latecal,

Tan = = (Kin + CoaKpd) 1322)
Tai = = (Kpy + Cani)

Momentos de empotramiento. - Los momentos de empotramiento en una barra no prismiti-
ca pueden calcularse como sigue: Consideremos Ia barra AB sometida 2 una carga cualquiers.
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TS

i v

undiinunus]

o, 1328. Cilalo spemenario e a s " o
momentos de emporamint. o
Supongames aplcads a csa

una viga

‘apoyada en sus extremos. Calcularemos Jos gios de las tangeates 0, y G, producidos en este

caso, utilizando los teoremas del drea de momentos. Si imaginamos luego que fjamos el ex-
desputs fjamos A

esta posicion y giramos B hasta restablecer Ia suya, se vers que los momentos extremos resul-

ME 5 = 7KA h. + (‘.AK.A"-
. MEpu = +Khaon. - CoKigban (1323)

Noereins: sl Loy oo oo ot ik i s 1o

barras con cjes ligeramente curvos, sempre que ) srocura cth diucsn de mods qae o
empuje axal pmaum 0 e bars s et el L comdenin de capre-

las ba
Existen bacos y y tablas con o que s poﬂdcn obiaee fisimente os valres de los momen-
picas .

s Las
m.Am._ espaciales estticamente indeterminadas sc pueden estudiar por medio del teorema

de 1a misma forma que para
un cuchillo indeterminado. Naturalmente, el detalle del estudio es més pesado cusndo la es-
fructua primari es una armadur tridimcasional que i s trata de un cuhilo plano. Todas
las id para los cuchills i ‘aplcables aqu, pero

1317 Deformsciéa de- Una
o e de uoa estructua indeterminads, puedea ballare sin difcutad as Mub

Qe ¢ b cxpliado y lphaﬂn enel c.p o s e S
Supongamos, po cemplo, de barra y s

Fig.
¢ imginnos goe gvremcs bl o deparmint e e o w8
todo de los trabajos vituales. Podriamos proceder del modo usual y aplicar una carga vertcal
midd el audo /o i el prnade 1+ Fig 1350 B4 pmdumh
s Fyen i maycs o do. Desputs

Pero este pro-

udlmlmm ottt ol keeplyiop rascpuibrinat’ mayoria dc las

oo d o depuzaienton e s et ndeermindes e ueden simplenr

‘considerablemente teaicado en cuenta que se han calculado las superabundanies de modo que
5 i, trions 3 gl o s ecucturs pmaty y o X ot

* Poc cjemplo, paa vigas  pilars de hormigén con momento de nercia vaiabe, el Boleti S. T. 41 de
1a Portand Cement Assciaton.
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£
@
£
®)
& T
o
3
(e
v Fic. 1329, Desplazamicato de armaduras es-
GEn titicamente indeterminadas,

S ueten cklr o doplzaminion g tanlo,wtndoa esctun prmars ciliamene
indeterminada. Indudat

gt
mos la estructura primaria de Ia Fig. 1329» % y alulemos l desplazaminto verial el udo /.
po

8, ¢F,JF y Fg. Ecua-
12 sl comsbasenclaco buas . sums e ol resultando los. s s
e reducidos en

Bl gty meebpelyo v gy b} et
Tos resultados son idénticos si sc considera que Ia carga unidad © esté aplicada en la estructura
indcarminada e € . e sdiareats deeri

i, parce videne qu ot despazamietos caouadospars l o deeho de

Ia estructura real deben ser idénticos a los e esta parte aislada como si fuera un tramo tnico
y sobe 8 actotan cages etrors catkesqicrs duds, 3 adndsbs foems o co-
Fig. 13.29.

3 per
y calcular sus .supqmmmmwmm oo ot g gl spoyada o st vt
Sometida a las cargas que actiian en esc tramo y ademis a los momentos extremos cquivalentes
e b it o ton 0 spoy0 comepondietes d 4 vig contnu e

1318 Teasloses secndarias En e bast el estudio clemental
de las tensiones de un cuchillo en las. mpmm siguientes:

1. Las barras estén unidas eatre si en sus extremos con nudos articulados sin frccién.

2. Todas las cargas exteriores y las reacciones (incluyendo el peso de las barras) estin apli-
‘cadas en los nudos.

3. Los cies de todas las barras son rectos, coinciden con las lineas que unen los centros de
Jo s, e il o omiene i .t fcasde g e todes b e

U aniis de tensones basado cn stas hipdteisconduce a la determinactn de las -
‘madas etensiones primarias».

eiones prodcins po comiones o cousieatu o o s et st
s se laman tensiones secundarias. Las mis importantes se producer ho
o8 o righion, po I gue s barras o o8 s g6 viriar ot dirscrionts nrbnshod
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do se deforma el cuchillo. Hay varios métodos clisicos' para efectuar andlisis aproximados de
s ionsxcundris. e probm s i et umbiln ey ez por s
tribucién de momentos. Este método es el inico que estudiarer
U il Con s igdos e en elidad un pitc rigid, Tericamene, pademos
e sperpasiin o po l orems de s

w0y a f b, s
i s vk e e
Ya hemos hecho observar qu d Azplmmwmo de los nudos es ounnulmtme una l'nnuAn

e Tongitud. Ademis, se puede demostrar que las fuerzas axiales
n las barras de ua cuchillo con nudos rigidos, son esencialmente las mismas que las de un cu-
i i 1as barra

s
ene un efecto pequeio en las fuerzas axiales. Esto indica que se pueden calcular s fuerzas

artiulados S 3¢ los nudos, se todos los dngu-

los ¥ de las barras y o et pmhkml por la deformacién angular o la v
de momentos, de igual mancra que para un pértico cualquiera, en el que solo se desconocen
los giros de los nudos o dngulos 0.

Se puede bosquejar Ia resolucidn de un problema de tensiones secundar sigue:

1. Be ol b e o b eporicnd o ol cuchilo tiene pin nudm aicalados

las. h-nu Esto puede hdcerse por lwdln dd mkwdo de Williot o el procedimiento de I- va-
maﬁn angular ulllludo en el Ejemplo 13.
Se calculan los momentos extremos .mun e producen si todos los nudos estin
o o o o e o o8 de nudos y giros de cuerda indicados
més arriba. Se calculan también todos los. mum;mm quuihhndm que pueden actuar en
s s camo oo de s i e 4
neceari, L

el prosuring b o

pueden calclar las tensiones scundaris. De cstos momentos xiremos s¢ pucden hallar tam-

bitnlos cortantes o las baras y, por I stética, nuevos valores d las fuerzas en las mismas.
5. de bara son los ca

tenlos2,3, 4,

secundarias,
El Ejemplo 13.26 aclararé este procedimiento.

* Un trabajo muy comprensible sobe estos métodos fue presentado por Cecil Vivian von Abo, Trad.
ASCE, vol. 19, 1926

# Ver J. 1. Parcl y R. B. B. Moorman, eAnalysis of Satcally Indeterminate Siucturss, cap. 9, Joha
Wil & Sons,Inc, Nueva York, 1955.
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Ejemplo 1326 las figwra.
e [a] 7 [ ®
o [ | o | o |
b | 70 fw2a| o5 |16 | anfecmormn
N w50 | s0a w0 (16 | safecmmn
(105 | wa am 16 | smlscimms
|| | s |11 | 2154 L momos0
an baa s
P
AsTsm3m s 1026|161 | 6500 163 | 10| b 50 x 12
sc | 70| A o
il

o 1 L 1 ey 4
; A
. o= o4
T —
Errrr

Paso L: Las fuerzas de barra primarias y las intensidades de tension estin representadas en el

Paso 2: Se calulan los dngulos ¥ weilizando las variacones angalres calelodas po la Eeua-
ctn (12.118).
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s an 5 an| T F ey
i |t
5o | omvammesiml| 1 o 2005 2005
b3a | osesiomz i Jiasa| 0 |iise
won | limloma i | o | -osm-omi- a2 | Ziesa| 2005 | <30

<26 | +ass—ozts - v02s2 | om
Bae | vo7is-ominoms| 1n2 | 4071 -0~ 022
bed o | vom—ozie= soss

25| 0 |vo.
~02 | "o
ot |10

0 Zazis
soms-0 =some | 12 | song o
o | Zomi-oms

oz |00
Sia |22
i S

By = +3346
B = +165¢

Ein = 1552 esos nguls
Lo rwl-un,md:u oty

inicales y los momentos excéntricos.

+0225 in embargo, s puede suponer que
Bba = 1427 s ralo cualquier dngulo ¥  caleular en conse-
EAge = —0802  cuencia los demds. Esto es admisibe, pues sgni-
g.,_nzzs Jica que se ha girado el cuchillo como un cuerpo
2229 igido. lo que o alteralas tensines.

SR
24
b
-4 Bara | K B —6EKY
M, = +(H49,6)44) = 658 t om a | a5 | 4535t | -2m09cem
= be | 875 | 41265 | ~ dodiem
Nudo B: ab | 1468 | 43346 | 2947 tom
BC | 2095 | 42229 | ~280.2tem
B | 531 | 41652 | = 5261m
c | 25| 0 0
Be | 38| 4142 | - B20em
My = —(H98)44) + U34038) = 149 t cm
Paso 4: Se distribuyen, transmiten y abtienen los momentos extremos secundario. Estos momen-

tos estdn subrayados. Conocidas las caracteristicas de las secciones, es sencillo calcular los inten-

sidades de tension secundarias.



e observard que en este caso, a causa de lo simtria, solo hay que considerar medio cuchilo; ade-
mas,se sabe que los mudos ¢ y C o giran. Nunca habrd que lberar estos mudos.

una linea arbtraria ente los aspectos fundamentals y los mis avanzados del campo de que
s trata, pues ios que pucdan Sin emba e

fundizando en su estudio.

&
”5 h I3 ym
N
Ty
0. o
£ar
~
3 m| 3 um |
o2’ lere
Empico de s carps simbirica

. 1330, Estructura simétrica, cargada Fio. 1331
mente. ¥ antimétria.
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En varisInares d as explcacons ddas s squ e b mercionudo  utlizado b -
metria. Cuando tratamos con una estructura simétrica, debemos procurar aprovechar la

gura 13.30. Hablando con propiedad, s indeterminada en tercer grado. Pero si el portico y las

som siméuricas respecto a os dos cjs ¢y, podemos ver, porsimetri,que el corante ¢
nuloy I
&l momento. Por tanto, a causa de Ia simetra, solo queda una s e e
‘minada.

La venaja de la simetria en el caso anterior sugiere que se pued conseguir una simplifica-
i noable aun cuando tengamos una carga asimérica, e e 1 o vt siore,

el de la Fi
el Vieendeh) s sindtic repro i verieal slamene Consideremos la resolu-
ibn del poico bajo I carga aimétrica dads, como se ve € a Fig. 13.31a. i s wa e método
lar hay un total de 11 incdgait ios 0y 3 dngulos ¥—. Supon-

amos que e ividen s carpasen dos sstemas diinos, wo st eprescnade 0 o
Fig 1231,y wo snintirn, rpsenado 0 133%e, Evdetemeote, s e de
o dos e s gl s o cargn dus,po o gue e s de o rsulados d oo Tos dos casos.
:muulﬂnsulubodd

Comparemos tﬂbqw&dlmlanc-m estudiar la estructura con la carga asimé-
rica, con 1a suma de los trabajos de calcularla para las cargas simétrica y antisimirica. En ¢l
cas0’de-cargas simétrioss, Yolo hay cinco incOgnitas indepedientes —cuatro dngulos 6y un
ingulo Y—, pucs, por simetria,

b= -0 8
W cols = yry = Y = Ve
il oo de s cares st by i s epedis i gl 0
 dosdngulos y—, pues, en

=0 H=0

=0 Vemva

Como l o de chcl s sprsimudamens propordna cuadrado del nimero de in-

cognitas, usando las cargas siméiricas y antisimétricas casi se reduce 2 la mitad. Esta
muy gel feemrferbrd stutuns iniras y merse mayor tud).
o he diado®. La técnica del cen-

s aplicable a las structuras del Inpo de anillo cerrado; un pértico como el de la
Fip 1332 sk anillo. Podemos
estudiar esta estructura las ecuaciones de superposicion, clgiendo las superabun-
Ganescom e €0 1 iy F-; T b s o s oot bocha o & Eimple 1576, s
solucidn entraia un sistema de tres ecuaciones de In forma siguiente:

Buu + Xabaa + Xds + Xibue = 0
Sau + Xaba + Xodu + Xeboe = 0
B+ Xeb + Xitse + Xedie =0

Si podem 1
o e emcions conended sl una yprbandance ooy resolvr  sistema con
ran flidad. Podrmosbacto s apamos s psabundais & lin pute o como <
Semnra ummu“n.m jos coordenadias de o y la inclinacion o del cic x para
QUE b S ¥ G scam iguales 8 Se supone que

Newel, eSymmetric and Aot eymmetric Lowdinges, Cioil Exe, sbei 1939, phgs. 209251, W. L.
Aot DB U e, e g Vi, Mo, 919

W. M. Fife y 1. . Wilbr, «Theory of Sttically Indeermioate Structures», pdgs. 114:120, McGraw-
Hill Book Compacy, Tnc, Nueva York, 1937
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A A x4
e

Fic. 1332, Empleo del centro eldstico.

actéan en ¢l punto o estén unidas por dos brazos rigidos (no deformables) a os dos lados del
Figs. 13.32 y ¢ son

oovaletes fisments, ps, sestmente, 0 tons o miamos lores.

Los chlculos detallados para usar este procedimicnto del cenizo elstico son semcjantes 3

Hardy

s¢ dio cuenta de esto y propuso organizar los chlculos como para calcular las tensiones

bigelol uhprietagd Lespploi ooty pgpleiracion
jogi de la columna» .

1320 Problemas para resolver

*Problema 13,1 Hallar las reacciones de la estructara de la Fig. 1333, utilzando las ecua-
ciones de superposicién como base de Ia solucidn. /A = | para todas as barras.

ot
- 0

FiG. 1333, Problema 13.1.

* H. Crom y N. D. Morgas, «Continvous Frames of Reinforced Concrees, John Wiky & Sons, loc,
Noeva York, 1932
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Problems 132 Fig. B34,
wtilizando el método dé la ecuacién de superposicion. Las secciones de las barras, en cen-
timetros cuadrados, iguran entre paréntess.

g s
im
oo 4
fom
L2
2

Fia, 1334, Problema 132.

“Problema 133 Calular, utilizando as ecuaciones de superposkida, la foerza de barra

el Fig. 1335,
irados.
lam
f1sm
301
o) 2t R
B
5 o Jan
o
(54
I
om
Fic. 13.35. Problema 133, Fi0, 13.36. Problema 134,

“Probiema 134 Calcular, utlzando las ecuaciones de superposicidn, Ia fuerza en todas
tas barras del arco de la Fig, 13.3. Las seccione, en centimetros cuadrados, figuran eatre a-
séntesis. £ = 2,1 x 10" e, o, = 0,000012 por °C.

“Problems 13.5  Hallar I compovente horzoatal de I reaccidn derocha del arco del Pro-
s 134 eida 1 cada u e o e de cara i e dc cmpesurs
i canbio el o )i bars b  cd enen
1 e i dd s et d e, oy
que orsara pars lovra 50 i 4 i o poyos asetan o sgunie

Apoyo izquierdo: Vertcal = 12 mm hacia abaj
Horoual = $ v b mm:rﬁ
Apoyo derecho: = 6 mm haci

Hovoonal = o b i et
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Problems 136 Calcular las ¥ las focrzas n todas las barras de In estructura
a2 Fg 1337 e vt om0 setomes it vt
El calibrado del mocll de indica que 1 fuerza 10 ¢ le alarga 25 mm. £ = 2,1 x 107 tem?.

st

FIG. 1337, Problema 136,

Problema 137 Calcular la. enomns borizotal del despazamicato del mudo d debido

13.38.
uumamnm.mamum A= 12em?, £ = 21 x 10° em’

FiG. 1338, Problema 13.7. FIG. 1339, Problema 135,

Problema 138 Todos los mdos de I ctrictur de Ia Fig, 1339 o0 funts xirias
iento. Los b, ¢y, uunmdmumnphwnmmnulhnmduhxhur»./{-l!cm

E-zlxm’llcm’ ‘Calcular las fuerzas en todas las barras debidas a la carga vertica
s

e 135 ‘Considerando Ia viga representada en Ia Fig. 13.40:

a) Estimar de algin modo razonable (que se describird) las reacciones produids o et
viga por las cargas representadas. Ascgurarse de que satisfacen al menos al equilibrio estable.
Dub\un los diagramas de cortantes y momentos flectores y hacer un esquema de la eldstica de

Y Utloando la ceaciones e superposicidn, estudiar Ia viga par
tadas y dibujar los diagramas de cortantes y moméntos flectores corrspondintes  for s
tados obienidos.
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©) Estudiar Ia viga para e eecto e un asento erticaldel 2poyo 6 de 6 mm y un giro del

P o de 005 xdianes on o sesido s 0 g dl . £ = 2. x 10° tem’

) en la parte a para e general, desplaza-

L i compatbis Por homplo, <n ugar amnﬁ inmaviles como se pre-

tende en esta parte de la solucién, estos valores implicardn ciertos movimientos de los apoyos
p et gl

asm
»t 10 ym
f__l.__@:mg'r
1= 50000 om71; = 80000 o b
im|1sm 25 m
FiG. 1340, Problema 13, FIG. 1341, Problema 13,10,
Probema 1310, Dinjc o dagran do momenos Bestorss dlpétic d i Fig, 341
Utizar ¢l teorema deCastigiano como base de la solucién. Cousiderar solo el

13.42. Desprociar la

FiG. 13.42. Problema 13.11.

“Problema 13.12 Calcular las reactiones de la estructura de la Fig. 13.43. Despreciar la
deformacién debida a a fuerza axial. £ ¢ I son constantes.

/ lu n

Tamlam| om 7

Fic. 1343, Problema 13.12

*Problems 13.13 wammuymmmma«mmahm
uunmaumuuw debida a la fuerza
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J3
18 m|

) c st
15

Fio. 1344, Problema 13.13.

Problema 13.14  Estudiar a estructura de la Fig. 13.45, y trazar l diagrama de momentos
fectores de Ia barra CD.

El constantes:

Fic. 1345, Problema 13.14.

1315 Con referencia a la Fig. 13.46, dibuiar la curva de momentos flectores
dehv..u utilizando el teorema de Castigiano.

st
FiG. 1346, Problema 1315,
bl 1316 Con frecia 8 Fi. 1347, e s feras sl s baras 6
hillo, debidas a Ia carga representada. Dibujar, también, la curva de momentos fectores
b AC.

Bama AC = 60cu? e 126000 cm*
Bara AD = 15 em?

Barra BD = 10 em?
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FiG. 1347, Problema 13.16.

“Problems 13.17 En la estructura de la Fig. 13.48 figuran entre paréntesis las secciones.
delas barras, en centimetros cuadrados. £ = 2,1 x 10° Yem, 1de la viga = 240,000 cm*. Calcu-
Ia fuerza en el tirante, que esté unido al cuchillo y a la viga con extremos articulados.

4%
(60) .y (60) L v.
: _ e
gl o e e
e > |-
Ik
" S Q8] e
[T 2
F1G. 1348, Problema 13.17. Fic. 1349. Problema 13.18.
Problema 13.18 wmmmummuh)’muu
@) Calcular debidas

1a carg
] Supunzqucuummdmnu«ynwmhvmntmnunpﬂyndewdl
Calcular las reaccior ta estructura modificads s estuviera des-

d gira 0,005 radianes ea sentido contrario a las agujas del reloj

i

[heseci2 m

I:ﬂmcm‘ A=5om
Articu- ™~
Tecién \p

2m IS( 2m 2m

Fio. 13.50. Problema 13.19.
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Problema 1320 Comeatar cada una de las estructuras de Ia Fig. 13.51 respecto a estabic
lidad y determinacién cstética. Si son indeterminadas, indicar qué se clegirk como superabun-

A

Fio. 1351, Problema 1320,

dante. Para  estructura de In derecha, ;qué puede decirse sobre el estudio de tensiones apli-

‘cando los principios de la simetra y antisimetria?
Frtems 1331 Cousdernr 0 vign conius o on s del e, 139, Sponer qve e

duplican los momentos de inerca afadiendo platabandas. ;Qué cfecto tend

S romema’

2 Low momeo conecbnationps s curpsdudt.

H
4 mwamamwm;ﬂwmamm

yos dados.

trrblema 1322 Conrefrnia . i, 1352 cloa oy momenios rremos n todas
las basras del pértico, el método de ‘angular. Dibujar las curvas de
‘momentos de las barras ABy BD.

10 t/m It fom om s m
Eo] 23
6m 2m
5 o | psm
il g
2
FiG. 13.52. Problema 1322, Fio. 1353, Problema 1323
Thrlens 1123 Con e s Fig, 1353 sl oy momento cxrsmos en todas
115 barras del portico, utlizando el método de In deformaciéa angular. Dibujar las curvas de
bamma ab.

cortantes y momentos flctores de la
Problema 1324 Resolver los apartados )y ¢) del Prob. 139, utiizando el método de la
deformacién angular.
“Problems 1325 Utilizando el método de la deformacién angular, hallar todos los mo-
mentos extremos y las reacciones de apoyo del pértico de Is Figura 13.54,
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T= 900

Fio. 13,54, Problema 13.25. Fio. 1355, Problema 1326,

Probema 1326 Utilzando el método de la deformacién angular, halar todos Ios mo-
‘mentos extremos y reacciones de apoyo. ﬁnﬁrmdchﬁmlllii
Probems 1337 No cs occaria . soluién completa de Ia. crucurs de 1 Fig. 1356

Sin embargo,

) Tndicar los éngulos 0y ¥ i
s, indicar las relaciones.

b). Escribi Las ccuaciones de la esttica que son Ia base de la aplicacion del método de la
deformacién angular a esta estructurs.

1Sm_ tsm_, 18m
|
4
12 m|
st st
12 m| 5t
25t
24 m|
L s
24m 24m

FiG. 13.56. Problema 1327,

Probems 1378 Suponer qoe n cerutur de I Fig. 1357 e simétis repeto 8 cie
e

das, xnpnmendn o care e ki opety o sk
) Hacer Io mismo para una carga antisimétrica
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3m __am __sm
d 7 e /
- 0t st
“ e
o WY )
J d - am
sm
H e 4 ,A am
s mf 15 m P

Fia. 1357, Problema 1325 Fio. 1358, Problema 1329,

“Problema 1329 Con rfercaca a Ia Fig 13.5, utilzando la dissbucitn de momentos,
calcular los momentos extemos del pértico, y dibujar as curvas de cortantes y mometos de
a bama AB.

Problema 13.30 Resolver los apartados 5) y <) del Prob. 139, utilzando In distribucién
de momeotos.

“Problema 1331 Con el 1 i, 1359, bl o momenio extremos el piico
por el método d I disribucién de mor
o

4 mj

§
o1 = 120 Je1= 12
+

g

] im
I A
== N sm 7 sm 7 5w
Fio, 1355, Problema 1331 Fio. 1360, Probems 1332
“Probema 1332 Fig 1360,

wizando ol méiod dea diriucitn de momentos.
Con relrencia 8 Fig 1361 Bl fos momentos exremon n s bars
el poris il @ i do St be oo

e,
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T, 1362 bl s mometo sxtrmos e e pi
Aorrmrigrial o o ek

FiG. 1362, Problema 1334,
1335 Para el pértico de Ia Fig. 13.63, dibujar las curvas de momentos lectores,
uiilzando e} método de I distribucidn de moment

1
Gl
e 220 [45m

m | 36n
Fig. 1363, Problema 13.35.
Problema 13.36 Considerar Ia estructura de la Fig. 13.64:
4) Utilizando el método de la disribucion de momentos, calcular los momentos extremos
producidos cn todas as baraas por las cargas represenads.

) describi
Moty
) 1Qué fuerza horizontal el audo C par su posicidn
original?
3 m|
1o 30 g
g 15t
5| 3m|
" am
o,

FiG. 1364, Problema 1336,
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Problema 1337 Considerar I estructura de la Fig. 13.65:

) Utiizando el método de Ia distibuciéa de momentos, calcular los momentos extremos

e todas s barras por Ia carga represcniada.

') Suponer que ¢ modifca I esiructura uniendo l nudo B con pasador @ ua 4poy0 3.6 m
‘més alto, por o
vertical G § ¢ n ef mudo C. Desprociar ofefcto de I variacibn axial de longitad e.
©) Describir como s mwdm&hwhmﬂalmﬁmuu-

dela de momentos.

Fig. 1365, Problema 1337

Problema 1338 Suponiendo que as estrocturas de Ia Fig. 13,66 son asimétricas y utlizan-

por Ia disribucién de momeatos de cada estructura.

M 'l

Fi0. 1366, Problema 1338,
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*Problems 1339 Calcular los momentos extremos en todas las barras del portico de la
Figura 13.67.
:‘ 18 ¢ por metro lineal
3m »
g
2m| x|
15t
c 2
w
2ml " x|
£
am imlim
Fic. 13.67. Problema 13.39.
Problema 1340 Utilizando los tisimetria, calcular los momentos

nmn-mwdnlublnvnklpénmmhFu 1368, deﬂdnkhdmmﬂn
‘momeatos.

T
l ]
= 78
wm sum—f2 g
c K4 [lo x:3 K3 IF K4 I
g
24m 4 g {
L4 -k P
sm__ (smpism _am | am

Fic. 13.68. Problema 13.40.
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Problcma 1341 Considera la viga d a Fig. 1369, cn'la cual = 20000 e, 4 = 180 cm*
%5 = 21 10" e, Compaa I slidnde ce problems por  eoren e 0 1 mo-

mentos la deformacidn sofla y s coucones de uperpaicid. ndicc ué grado
o ndeicrinads T vige? 15 pacden hallar s resciones oreanles po lo s momEnios,
i, g 1Bt bt s sy tColanss et sentdcas e

vienen en cada solucién?

751
5t

Fio. 1369, Problema 13.41.

Problema 1342 Determinar el nimero de dngulos independientes 0y  en cada una de las
estructuras de las Figuras 13.12 y 13.15




14

Lineas de influencia de estructuras
estticamente indeterminadas

141 Introduccién. En el Cap. 13 s estudian varios métodos para analizar es-
ructuras indeterminadas; sin embargo, en todos los casos, Ia estructura esté sometida
a alguna hipbtesis de carga particular. Muchas veces s necesario estudiar una cstruc-
tura indeterminada para una carga movible 0 movil. En esos casos es conveniente pre-
parar lincas o tablas de influencia para las diversas componenies de las tensiones, pues
con ellas se puede determinar como ha de cargarse Ia estructura para producir l efecto
méximo, asi como la magaitud de este méximo.

En el Cap. 6 se estudié Ia preparacion y el empleo de las lineas de influeacia de las
srutuas stiticamene deerminadas. En cos casos Vinos que, con wna pegueda
iamos trazar una linea de influencia entera tomando unas cuantas orde-
s e ¥ uniéndolas con rectas. Las lineas de influencia de las estructuras indeter-
‘minadas no se pueden hallar tan fécilmente, pues en general son curvas, o, como mu-
cho, una seri de cuerdas de una curva

Afortunadamente, las lineas e influencia de este Gltimo tipo tienen lugar muy fre-
cuentemente. Cuando una estructura indeterminada esti cargada en Iul nudos por

i vez soportan las,
s ficil demostar que las diversas linca de nflencia de a estructura son rectas nire
los nudos. Por el contrario, si los largueros son continuos sobre varias viguetas de ta-
blero, las lineas de influencia son curvas entre nudos, aunque, en la mayoria de los ca-
505, Ia separacién de estas curvas de una recta entre nudos es pequeda. Si las cargas
mbviles no actian a través de un sistema de viguetas y largucros y se wedm aplicar en
‘cualquier punto de la estructura, la lineas de influencia son también

primer paso pra preparar s lineas do influcnci de as dverss tensiones de
una estructura indeterminada es determinar las lineas de influencia de las superabun-
dantes. Una vez hecho esto, se pueden calcular las correspondientes a cualquier otra
reaccion, fuerza de barra, cortante, 0 momento, por la estitica.

12 mummvmmkhwm. En

el Cap. i linea de influencia
de una canidad particular,colocando una carga unidad scesvamente en cada punto
en que sea posible cargar la estructura, y calculando el valor de dicha cantidad para
cada una de esas posicioncs. Para obtener Ia linea de influcncia de las superabundantes.

. 415
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de uun eiructurs indeterminada, s puede sgui o mismo procedmicnto o que -
i del mismo. 13

s de las otras fuerzas de barra en forma tabular, por medio de la relacion
F =F.+ XiFy + XoFy

Se cbervark que oo mmy thll porque ya han sido calculadas las fuerzas do barra F,
en todas las barras y todas las posiciones de Ia carga unidad. Mientras que es mis largo
Clcuar s lneas G nhociy de I superabundantes de un cuchillo indeterminado
por este método, las de todas las fucrzas de barra y reacciones se pucden obtener préc-
ticamente tan de prisa por este método como por otro.
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Ejemplo 141 Suponiendo que A es constante en fodas las barras preparar s lineas de in-
lencia de los fuerzas en las barras superabundanies del cuchillo siguiente.

Eljamos las fuerzas en las barras CD y FG 2 o Bl
como superabundanies. Calculems sus valo-

res para wna fuer:a wnidad en un punto cual- 4m

quiera n, utilzando las ecuaciones de super-

posictn,

AT = Bue o+ Kb o+ Xad = 0 (1)
87 =t Kb + X = 0 ()
Por simric b
Por il de Maxeel, 530 = 63
Las Ees. () (2)se comieten as en

dt T 4 Xibn

ik 4 rmbubl cirtuales
estos términos de desplazamien-
ot mcbordiitunionsyen

[GUICHE ﬁ EP{I-
006w = g7 Y FAL

mientras que los términos de carga son

Como A es constante

o
por oo s e,
losscpdos membrsdo o s 1) G5 i
Sou R, por ia podemos ha ol | g
i p-m Tl rie e a esoekin. For ,_ 3

simetria, X, debida a una carga wnidad en

by

o P

e y i

cesivamente en lov’nla b,dy e tendremos /8 7 S NAN
o

3 By compltas
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Bama | L R ARL| AL
a |9 |-05 0 + 225

« |o (<075 |02 + 50625

« |9 [0z |-07s + 03625

|9 |40 |0 +9

DF (9 [+05 |+05 225 [+ 225

o |73) 4081 |0 + 505

B | 75|08 0 + 5,205

e | 75| ~0418 | 40418 |-13035 | + L3o3s

De | 75| 40416 |-0416 |~13035 | + 123035

eF | 75| <0416 |+0416 |~ 13035 | + 13035

Fg | 75| +0.416 -0, 13035 | + 1.3035

E i g = 439 b= +0411
Términos de carga:

o o e

s | P I 8 I I B P ) i

252

o |0 |05 [soms | -saws | o |0 <015 |-oas | vuses | s | 12| 05
2 | 73| +0m | o | Z5

o |9 | Zoas | Zors | vams Zomar
. f=—{ or |9 [+03 [s03 | -ows|- i
0 | 73] o | +oure| - 150
b | 73| ot | Zoss| o )
o | 73| o | <o | o313 Zisn
Fe | 73| vouis| “oas| “ons 50

T sor | e o
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Resolucién de las ecuaciones:

X o+ n = constante, carga unidad en

Ec.| Operacion Comp.
b a e

) 43249 | + 0411 | 416875 | 4391 | 4675 | 4495075

@ + 0411 | 434749 | +0 w4221 | +675 | +46.031

1) | 1y x 001182 | + 0411 | + 00048 | +00198 | +0.0699 | +00798 | + 05853

@ (@-u) 4347442 | 00198 | 441511 | +6,6702 | 4455457

410 | -000057 | +0.196 | +01920 | + 13100

~ 0411 | +0000234 | ~004914 | ~00783

434749 +16877 | +58609 | +6.6717

+ 10 40035 | +0.1688 | +0.1920

143 Principlo de Miler-Bresian para hallar las liveas de influencia. El principio
de Ml ren proporciona un método muy til para calcular* lineas de influencia
¥ es también el fundamento de ciertos métodos indirectos de estudio de modelos. EI
principio se puede enunciar como sigue:

Las ordenadas de la linea de influencia de un esfuerzo cualquiera (como una fuerza
axial, cortante, momento, o reaccion) de wna estructura, son proporcionales a las de
la curva de deformacion que se obtiene suprimiendo de la misma la sujecién correspon-
diente a ese elemento de la estructura e introduciendo en su hugar la deformacién corres-
pondiente en la estructura primaria que queda.

B i & aplicable &~ cualquier tipo de estructura, bien sea viga, cuchillo
o pértico estéticamente determinados o indeterminados. B el caso de estructuras inde-
emmincLs exe privclto se i o equlles cuyo material e elitcoy g 1 ey do
Hooke. Sin embargo, esta limitacién no es muy importante, pues la inmeasa mayoria
de los casos pricticos estén comprendidos en esta categoria.

S oste demostac e e de s pacll &l et mode: A s e cooide
os la
el pue e o el detor gk
I reaccién para una carga vertcal unidad aplicada sucesivamente en varios puntos n de la es-
tructura, Tlevando  cabo cada cilculo como sigue: Quitemos provisionalmeate el apoyo de
odillo o de Ia estructura real, dejando la primaria de Ia Fig. 14.15. Supongamos que sobre esta
estructura primaria actia una carga unidad en un punto n y una fuerza vertical hacia arriba
Ry en el punto a. Si esta fuerza tiene cl mismo valor que Ia reaccion vertcal en el punto a de
Iaestructura real, las tensiones —y, por tanto, Ia deformacién— de la estructura primaria serén
las mismas que las de la real. La clistica de la estructura primaria bajo tales condiciones seri.
enla Fig. 14,16, siendo nula Ia deformacién vertical cn ¢l punto a.
Supongamos que Ia structura primaria st sometida olo a una fuerza vertcal F en ef pun-
10 a. En este caso, Ia estructura primaria flexar como se ve en la Fig. 14.1c. Asi, hemos con-

+ Tambil plicando e pric 3

gar I estructura pars tener l efocto mazimo.
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siderado Ia cstructura. primaria bajo Ia acidn de dos sistemas de fueras distintos ¢ indepen-
dienes: )l del podemos

(R + DEu0) = IO
¥, por tanto,

-
Ro= -0

nﬁnd:wm
la carga unidad verti-
ul:ndwmou.lamp«uomlndenlmmvnh_mupunm Por tanto, la forma de.

(@
Linea do influoncia do R, FiG. 14,1, Principio de Moller-Breslau.

Ia tinn d inflonci de , I misms de I et de o ctructurs cunndo e sometda &
ona s n ol puto . La magitd e 1 ordenad dc e de naesci c un

Ia cldstica por ¢|delpnnma
Dem:mminhemuldmwﬂndnqunwmnhkmrlnhnn.\dbmﬂuemnddmnd in”
dicado, por el principio de Maller-Bresiau.

De anloga manera, se puede demostrar la validez de este principio para cualquier
a Ec. (14.1) como

sigue, para una tension X, cualquiera:
Xo= -3 (14.2)

Es importante obscrvar el criterio de signos de esta ecuacidn: X, cs positivo cuando
tiene el mismo sentido que Ia deformacion A, ¥ A €5 positivo cuando tiene ¢l mismo

sentido que la carga unidad aplicada, cuya influencia esté dada por o ondenadas de
1a linca correspondiente. Obsérvese ademas que X, puede representar una fuerza o un
par. Si X, es una fucrza, la A, correspondiente es una deformacién lineal; pero si X,
€5 un par, la A, € un giro.
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Es importante observar también que la magnitud de cuslquier ordenada de linca
de influencia es independiente de la e la fuerza # que hay que aplicar para introducir
de

cuando se aplica este método, que si la estructura real es inde-

inada de grado superior al primero, la estructura primaria que queda después de si-
primir wna superabundante sigue siendo estiticamente indeterminada. Sin embargo, esto
0 es causa de dificultad. Simplemente significa que, antes de poder calcular los despla-
zamientos A,, Y A, hay que estudiar la estructura primaria por uno de los métodos
del Capitulo 13.

Ejemplo 142 Preparar la linea de inisencia de la reaccion vertical en b de la viga siguiene.

Aplicando el principio de Miler-Breslau, pode- 1 constantes
mos elegi la estructura primaria represeniada y U 2

escrib que " . b

X =-22qy
al e

Eatrct. fo »
e s o drcon st d b 50 g
o trminos, 5
o i, it b s it

do va hacia arrta, debemas moeri el sino del

co
fehobgerhcinPpunpborighion i
o
Xl = —’" Ll St
. [4 e~

Por el segundo teorema del drea de momentos, e

B = @) (’;‘) (’7’) 2 o
T

wis=gin

;8= x)
ER Bl
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Ejemplo 143 Preparar la linea de influencia del momento en el apoyo b de la viga siguiente.

240000 b 7:36000 ¢ resn, g siea000 e
. g g 7 ],
5m. 5m om
a2z T0257 F0ug; 50257,
r:"x‘xm B

075,
-0237,
0169
0027
-0040
0040
0031
-000)

Uiilizando el principio de Miller-Breslau,
Nabay o
,(( )

i invertimos el criterio de signos para .
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Caleulando B y A por del drea de l Z

Elity = 03)2.5) = 125

Bl 125+ 178 =
Elyey = ULIN2A) = ©305X204) = 1278 il E A A

Tramo ab:

() -6 8)-6-3 €53

w7
Tramo b

ELAL = - L278x + (L) (T) w0l —021%) (‘K) - 0072 (
1,278x + 0,556x* — 0,0590x*

4 2
Xy m g (L2785 + 03565 — 005902°)

etcétera, para los tramos cd y de. De estas ecuaciones se han hallado las ordenadas cada metro,
 figura.

o 144 Obunin de Racss de i yor mpepkctede chce de b memntn
Bt mblodo o muy Gl pem. dctrmioat s oo Go ifencia

o et exs6e do fn igaey Pl todtoriondon, Eie s e

i6n de momento paa dteminas o et de cads wo de los momentos e em-

potramiento de las diversas barras cargadas. Lucgo se superponen est

L s momentos esrmos i, ok 2 arpets sene & o ] chmplo 144,

&

1. Se aplica un memlndempmmunmumdad:nunnummd:hhlm
FPor & prossdimiento e a disrbucion de momentos, s calclan los momentos etr-
mosmlumummu-m&upummpnummmuhmqm
plm‘h tener un ido por I

2 S0 calsan os ot de empotramicnto producidos por una carga unidad
i cada uno de

3. Sewmhmnlexdam-d:knpﬁul 2 para hallar los momentos extremos
producidos por una carga unidad en cada uno de oo pu ‘puntos de aplicacién de las cargas
ala ]

Naturalmente, cuando se han calculado Ias lincas de influencia de los momentos
extremos, se pueden calcular las restantes lineas por la estdtica.

Cuando so el el paso | dl pocediminto aece ndiedo, en reaided s
se necesita una distribucion de momentos para cada nudo del pértico. Pued
esto para un momento de empotramiento unidad en na barra de un nudo. Un- vez
hecho, se puede determinar ficilmente el efecto de un momento de empotramient

jad en cualquiera de las otras barras que sc juntan en ¢l nudo. Esto es e en
la resolucién del Ejemplo 14.4.
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Ejeaplo 144 Preparar una tabla de influencia para los momentos extremos del portico del
<jemplo 13.25, superponiendo los efectos de los momentos de empotramiento. Dar las ordenadas
cada 1.5 m a o largo de a viga BDEF.

taismtn teismsie 29 b o con ek b deplomie
 — - C 7 los pilares. Para considerarlo mecesi-
L4 mwﬂhmmmohméwrlnum,{
dsm  otra tipo etapa

o Urlsrenes s mmenos exrenos de la
etapa B del Ejemplo 13.25 divididos por 20.

Etapa 1: Hallar ME= 41 s vigas
674 4582 +038 o
s ] T
-
7 7
Momentos de
3 dosplazamiento
& lateral

of
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o = 1978

Estas son realmente las inicas distribuciones de momentos tos exiremos

rdatios o Wb =+ 1000 s¢ s srb dveciamente radonds el dto 41000

de la columna DB a la DE. lgualmenic, los momentos exiremos debidos a MEgp = +10 0

MEyy = +1,0 sévin iguales a la mitad de los debidos a MEng = +1, con la excepcion de los
EDy EF.

ME = +1 ¢ los di

ME=H1 | M | M | Maw | Ma | M | M
el o
BD +0071 -0, -0.300 +0,083 +0217 0
bB +0 ~0.118 +0.599 —0,340 0259 0
o0& | oo | Zous | “oaor | wos | “ozs | 0
B | Zoow | yoos | romi | ogo | somd | 0
EF —0038 +0050 +0.20F | -0330 +0.129 =10

Etapa 2: ME debido a la carga unidad en disintos puntos:
ME producido en
a0 o8 DE ED EF

~084375 | +028125
-075 +075

~028125 | +084375
~08075 | +028125

-075 +0,
~028125 | +084375

[P
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Etapa 3: Tabla de influencia de los momentos extremos:

Factor x_[momento
s | comespondienie a ME | My | Mup | Mos | Mor | Moc | Muo
1 en el pumto (-)]
1| -osrsxso | -0 |09 | 40253 | -00m0 | 083
+08125 x DB | +002 | -0033 | +0.168 | ~0095 | ~0073
038 | —0.232 | +0421 | -0,165 | -0.256 0
2| -omxmp 0052 | ~0.177 | +0225 | —o0s2 | ~06s
+075 x DB 40058 | 0088 | +0449 | 0255
F0006 | =065 | +0474 | ~0317 0
3 | -oamzsxmp | —oom | -o0ss | +oose [ ~0023 | -00sr
+084375 x DB | —0065 | ~0.00 | +0305
0045 | <0.166 | +03589 0
¢ | -oses xpE +0100 | +0338
4028125 x ED +0016_| 40035
F016 | %0394 0
5 75 x DE +o08s | 0301
o +0044_[ 10150
0.3 | %0451 0
6 | -omsxpe | 002 |vo0ms |+ours +0073
+0B457S x ED 0169 +0.108
o2 woBI| 0
F ~12 x EF o241 ~0.156 | +1.2

145 Problemas para resover

Prolems 141 ) Suponiedo que LiA o consant e odas s b, prear una
Figura 14.2.

T 7
sam

FiG. 142, Problema 14.1
) ol o, i W O Bl 6 3
n las barras Be

Problema 142 mmmmumm«mrmenmnmxycum
sl e Bjmpo 135,

Utilizando el principio de Maller-Bresiau, preparar las lineas de influencia
d:n):lmmnnmmelwnm(dzhvwﬂzlﬁpnphIl!b)llmmbnv«ml enel punto b
de esa misma

Problema 144 Utilizando el método descrito en la Sec. 14.4 preparar fas lineas de influen.
cia de los momentos extremos de Ia viga del Ejemplo 143,
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Introduccion a los métodos
matriciales en el andlisis estructural

151 Introduccie. fos han estado
estudiando Ia aplicacin de métodos y notaciones, siado por los g g
Jgebra lineal, a la resolucién de los problemas del andlisis estructural. Gran parte de
este trabajo ha sido realizado en los ltimos veintitantos afos, y se ha desarrollado de.
modo paralelo con el estudio de procedimicntos perfeccionados para resolver sistemas
de ccuaciones. Naturalmeate, ain ms recicntemente, cl disponer de los m
calculadores digiales clectrénicos ha estimulado un interés intenso en el uso de los

son especialmente dtiles cuando se trata de sistemas complicados con muchas supera-
bondanes. La mayors de i aformaidn publcade de e wms ot en s reinss
. Solo unos pocos textos incluyen los métodos matriciales, aunque varios
ks ctin . pnto do et pnhhuﬂm
Clasificacién de los métodos de andlisis estractaral, Es intercsante cstudiar
tos métodos de andli expuesto en los capitul desde un punto

it i o ban il o e e de e Mecas e et ol k.
palmeate, para inroduis al lector en
S. R Crandall, Eagineeing i, MeGraw Hill Bock Compey, ., Noer Yor, 195, (B

P. B. Morice, eLinear Strucural Analyssy, The Ronald Press Company. Nueva York. 1959. (Texto de

. Benct, s A of Contnow B T, ASCE, ol 13 g 1102
Matrix nected Sructuress, Trad

3. . Asgyris. Encrgy Theorems and Structural Analysis, Airerai Eng., vo. 27 pig. 7. 1955:y nime-
ros sguienes.
M. Argyis, «Die Marixetbeoric der Suiks, Jagr-Arch, vol. 25, nim. 3, pig 174, 1957

487
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de vista mis general. Este estudio suministraré una base para clasificar estos métodos,
que nos proporiond va ‘mejor respaldo para la formulacién msical de andlis

oy — exige calcular no solo las reacciones exteriores y las fuerzas
internas (teasiones) de la
tos. En las llamadas

¥ la estructura pnm.muumzmu mm.mu wrmpoﬂrlmle Tucgo se calculan

nimero que ellss, s e 108 el rpren s s B cslaamienio ()

conocido de Ia estructura primaria €n funcidn de las superabundantes; y lucgo, una

vez conocidas stas, se pueden calcular las tensiones, deformaciones y desplazamicutos

de toda Ia estructura como en el caso de las estiticamente determinadas. A tal método,

sl lama método de fuerza de anliss etractrl pues e primer pso do o clelos

s efire af chiulo ¢ las fucrzas (/0 pares) extriores desconocidas e Ja estrueura,
En otros casos de i 1 o

orden de Tal mé'lo-
do se llama método de du;hmlmlo de ndints estrucoral, En 8 30 cxpremn
comy

de estas Gltimas; y finalmente, una vez conocidas las fucrzas internas (y los pares) es
i a estructura.

con esta clasificacidn, se pueden agiupar los métodos estudiad
superposicion,

El de de moment to de aproximaciones sucesivas,
basado en las mistms ideas que los métodos de. tos.
153 Comparacidn de los métodos de foerras y de desplazamientos para cachillos

puede enfocar mejor considerando
Consideremos a este objeto :llchﬂlu plnnnx de nudos articulados. El estudio completo
de rras y 1 total (21 + b)
incgnitas, que son (21 — ) mmm de los desplazamientos de los nudos (csto
s, una componente horizontal y una vertical en cada nudo excepto cn los de apoyo,
en que se conocen las componentes de los desplazamientos correspondientes a las £
componentes de reacidn, y que generalmente son iguales a 0) y b fuerzas de barra y r
componentes de reaccié
Si Ia estructura es estable y estdticamente determinada con respecto a las fuerzas
extremas ¢ internas, (b + ) cs igual a 2n. Si se cige I solucion por un método de fuer-

resolver el
en detalle en el Cap. 4. Si 1 esruciur e cxabl y btcamente iodeterminads, 5 + 71
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umyurqneln.ﬁnenmﬂ,wlhllhlhs(h«{»r)fmld lesconocidas es necesario
suplementar mdﬂhnﬂmm[{bi»ri 2n] ecuaciones de despla-
zamiento -«m el desplazamiento do cada una de las (5 + r) — 2n) superabun-
nnte cleghdn. Lnege s punde resoiver ol sseca do las (b + 1) esaciones d equi-
librio y de desplazamiento, hallando las (5 + ) fuerzas desconocidas. Sin embargo,

v y

FiG. 15.1. Método de los desplazamientos para as armaduras planas.

enerlnente e prefibe procder como ¢ ndicd 0 | Cap 13, referente al método
de la ccuacién de superposicion o al uso del segundo teorema de Castigliano. En este
pmashmwmoaeuunllsml iones de la estitica como se describio en el Cap. 4, y
solo hay que resolver el sistema de las [(6 + r) — 2n] ccuaciones de desplazamiento
para hallar las [(b + r) — 2n] fuerzas superabundantes contenidas en cllas como in-
cOgnitas. En resumen, al aplicar un método de fuerzas, generalmente se dispone In so-
lucién de modo que se evite tener que resolver el sistema de todas las ecuaciones de la
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estitica. Solo es necesario resolver el sistema de ecuaciones en las estructuras estitica-
‘mente indeterminadas; siendo el formado por las ecuaciones de desplazamicnto el que
2 et g hallar un némero igual de fuerzas superabundantes desconocidas.

% &

planc
enel que ¢ unen n certo nimero de barras . Exte nudo puode ctar umbién suscn-
tado por una fuerza reactiva R, y actuar también sobre ¢ una carga conocida Py Si
i

estuviera aislado, las ecuaciones de equilibrio de este nudo )’ F, =0y Z £=0
contendrian el sistema de fua'ux concurrentes de la Fig. 15.1a. Sin embargo, por con-
‘veniencia, se sustituyen la carga P, y la reaccién R, por su resultante @, y se utiliza e
sistema. hdumhF)‘ 15.15. Asi, para ¢l cquilibrio del nudo,

; ¢
SR=0T X+ )Eesa) =0
(15.1)

’ .
Sh=0t+ i+ Eeonp) =0

donde X; ¢ ¥, son, respectivamente, las componentes x ¢ y de fuerza del nudo resul-
h

tante @, y )" indica que hay que calcular tales contribuciones de la fuerza de barra
Fyy para cada bama f en el nudo j y sumarlas algebraicamente.

‘Considerando la cinemtica del desplazamicnto de una barra i, es posible hallar la
relacién de Ia variacién de longitud de la barra AL,, con las componentes x ¢ y de los
desplazamientos de los nudos / y £. En la Fig. 15.1¢ s¢ han exagerado enormemente los
desplazamientos, pero se ve en Ia siguiente deduccion de la relacion, que el giro de la
barra es en realidad un 4ngulo pequeso, de modo que /" es précticamente normal a
Ia direcci6n original de la barra. Por tanto,

ALy = (4 — w) cos ap + (v — v;) cos By 15.2)

Pero, para una barra de seccién y material constantes,

Pl _ (B4
any =Bl o my - (B), ot a3

De donde
Ry = (B), 0 = conay + G~y consl (150)

que es la ccuacién buscada que relaciona la fuerza de barra F), con las componentes
de los desplazamientos de los nudos de sus extremos, u, Y 0, ity Y v;.

Sustituyendo £, de la Ec. (15.4) en las Ees. (15.1) se oblienen las ecuaciones sic
guientes:
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(1 [T
S TEC TR pm—
e [0 o] 42 (3, s
S8 sl [ (38, o]

(15.5)

;

En estas ecuaciones, ). indica que hay que calcular esas contribuciones para cada
"

barra del nudo j y sumaras algebraicamente. Ademés . indica que hay que calcular

esos términos para cada barra del nudo /, obteniéndose después de sumadas tantos tér-
lace oo b, commienda S i Gad 4 5 4 diferente segin ¢l caso. Las
Ecs. (1S. en cada io del nudo j, en fun-
cide delos Gepazamintos  y  de s modo 1o Y » o mudos ¢ ol oo -
tremo de las barras unidas en ¢l

Bard i GRS fino’ (bm sea estéticamente determinado o indeterminado con

de reaccién ©a las fuerzas e barra internas, 0

a ambas) se puede formular un métado de desplazamientos que utilice las ecuaciones
de equilibrio como las Ecs. (15.5). Aplicando la Ex. (15.5) a cada uno de los n nudos
del cuchillo, se puede obtener 2n ecuaciotles de equilibrio. Para un nudo no sustentado

s¢ conocen los valores de X, ¢ ¥, en las ecuaciones, que estén definidos simplemente
‘por el valor y direccién de la carga conocida P, en el nudo, y s incgnitas son las com-
ponentes de los desplazamientos de nudo que intervienen. Para un rudo sustentado por

pero como e desconocida I fuerza reactiv, X, ¢ ¥, son desconocidas. ara un o
sustentado por un . de rodillo s¢ pueden escribir 1as dos condiciones de equilibrio
para lela y perpendicular a la superficie de rodadura. En la ecuacién
Eorespondicte a 1. dieceicn parul s conoce s componeate ¢ s carga &l do,
o e dekconoc w depacaientoy pamel, mictrns gue cn  de i i e
‘pendicular se conoce
nula), pero es desconocida la componente e

Por tanto, se pueden dividir las 21 ecuaciones de equilibrio en dos grupos. De las
direciones x ¢  en los mudos o0 sustetados y Ia direcciGn parall 8 I superfii e
rodadura en
librio como s Ee. (15.5)en e prine grupo, que contenen as s componentes d carga
de nudo conacidas (como X, ¢ Y)) y las (2n — r) componentes de desplazamiento s
conocidas (como u; y ). Se obtiene también el segundo grupo de r ecuciones de equi-
librio aplicando las Ecs. (15.5), pero contienen r componentes de reaccién descono-
cidas y algunas de las (2n — r) componentes de desplazamiento desconocidas. Sin em-
bargo, al resolver cl sistema de las (2 — r) ecuaciones del primer grupo, se hallan los




0 ANALISIS ELEMENTAL DE ESTRUCTURAS.

valores de las (21 — r) componentes de los desplazamientos de los nudos que inter-
vienen. Una vez obtenidos estos valores se pueden sustituir en las ecuaciones del se-
sundo grupo, pudiendo calcular mmmmwmmdﬂnwmm

idn (54 pum o nbtzurh‘fmmd: s (o m, completando asi poptre
estructural del

)
Fio. 152 Ejemplos de armadurss planas.

Es interesante comparar el estudio por métodos de fuerza de varios cuchillos planos
tipicos, como los representados en la Fig. 152, con el estudio por el método de des-
plazamiento. Esta comparacién se hace solo en cuanto al nimero de ecuaciones si-
‘multincas que hay que resolver, pues su solucién representa muchas veces la mayor
parte del trabajo de célculo cuando se usan reglas de célculo o méquinas de calcular.
No se tiene ca cucata en la comparacidn el tiempo para plantear las ecuaciones,
de completar la solucién después de resolver ¢l sistema. Para el cuchillo (a), n = 9,
b=8y = 16 Por truo, bay [6 4 1)~ 2e] 0 i s -upmbm-m desco-

ocidas, pero solo [2n ~ r] o dos dﬂﬂmmm nudo desconocidos. Es prefc-
il I esohcién por o
simulténeas. rmdmmnom": 6. =3y 5 = 4. Por o, solo ericoe
una fuerza superabundante y 28 desplazamientos de nudo desconocidos. La solucién
‘or un método de fuerza es notablemente superior en este caso.

154 Generalizaciéa del método de Se puede interpretar y genera-
lizar ¢l método de desplazamiento desarrollado anteriormente en una forma que sc
pueda aplicar a cualquier estructura de barras, bien sea una armadura o un pértico,
sea bi 0 tridimensional,

Con referencia a Ia primera de las Ecs. (15.5), supongamos que u, = 1, que t; = 0
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yqueuy
enel . En este caso, I ecuscién s¢ reduce a

505,

0, en otras palabras, se puede interpretar que esta suma es igual a la fuerza x que debe
aplicarse en  para producir un desplazamiento x unidad n  y ningtin otro ni en j i en
o mdos e o ol xreosd s bars que s exccnira . Delmiso oo

o]

s¢ podrian
de.csta ecuacido, que lwn&admbea js
Lo coneis de o Vemino de desplcaminio 0l spudo i de s

Ecs. (15.5) s llaman cocficentes de rigidez y se representan por k. En realidad, para k
se usan dos subindices; por cjemplo, k,,;, cxpresa Ia fucrza que se ha de aplcar ca el
nudo  en Ia direcidn  cuando se introdce en ¢l nudo f un desplazamiento unidad en
Ia direccién y, haciendo que todas las demés componentes de los desplazamientos de
nudo sean cero. Para aclarar el empleo de esta notaciéa, si se aplica la primera de las
Eu.(lS.’)llnndu]dzthw.lSlDyKnnmﬂlnloinndoxlmldmeulmo(mszx
tremos de 1,2,3y 4, resulta la si

Xy = kyty + Ry + kgt + Ryatis + byt
+ bistis + ki + ks + ks + kg

Esta forma de expresar la primera de las Ecs. (15.5) presenta ventajas considerables
sobre Ia original. Se obtiene una mayor simplificacién de notaciones si utilizamos solo
un simbolo para expresar las componentes de los desplazamientos de los nudos (bien
sca una componente x, y o z de traslacién, o una de giro de un nudo en el caso de un
pértico) y un solo simbolo para representar las componentes de la fuerza (o par) de
un nudo. Esta notacidn simplificads se puede interpretar también con ms generalidad,

Por tanto, s usar el sigui para formular el andlisis d
tura de barra por un método de desplazamiento. Primero se designarén en un esquema
de Ia estructura, por una seric e ntmeros, las componentes que se usarén para defi-
nir el desplazamiento de cada nudo. Asi, por ejemplo, en ¢l caso de un cuchillo plano,
1y 2 expresan, respectivamente, las componentcs x ¢ y del nudo a; 3 y 4, las x ¢ y del
nudo b ec. Luego s descomponen s ferzas del nudo (y pares, s bay) en us compo-
nentes en I I utilizando el mismo
i e ‘para expresar estas fuerzas. Sea ahora

P, = componente de fuerza en un nudo, en la direccién expresada por el ni-

mero m

n_xmmmm«wmmwmunnm.mhﬁmm=mmpm
e

k_‘-uuﬁmnudnnyduqn:mhwﬂwnud:hfmqu:mmzl
nudo en Ia direccién expresada por m cuando se introduce en el nudo un
desplazamiento unidad en a direccidn indicada por /, siendo las demds com-
ponentes de desplazamiento de nudo iguales & cero (esto e, s¢ impiden)

Para una estructura que contiene s componentes de desplazamiento de mudo desconoci-
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das, en el andlisi I se dispone de | i eq
hallar esas incgai el método de los ie do

Py = kuDy + kuDa + kuDs + -
Px - thn + knD. 5 knD- b gl

(15.6)

P. k, D:+kuD-+kuD- * + kuDs
Si la estructura tiene 7 componentes de reccidn, hay r componentes de desplazamiento
conocidas tes que se supone son nulas”. Se pueden escribir un total de
4+ ) suaioncs de cquilii 1 o s ok el repremiada por s B (146
Las r ecuaciones de equilibrio restantes son de Ia forma siguiente, donde las r com
nentes de reaccidn estdn expresadas en funcién de las s componentes de desplazamicnto
de nudo desconocidas:

Ro = kaD; + kaaDs + kaaDs + - - = + kaDs 5.7)

Una vez halladas las mudo sistema
formado por las . ussy»mmnmm..mmammlummmh
S pueden

Ee. (
sustituir también los daphnmmllns de los nudos n las relaciones mmén-dsplnx
to de Ia estructura para definir Ias teasiones internas. Por cjemplo, se pueden de-
terminar las fuerzas de barra F,, sustituyendo los valores de los desplazamientos en
s Boacin (154
obscrvado antes que intervienen (21 — ) componentes de desplazamicnto de

presar cl despl

de cada nudo, por o que intervienen un total de (%1 — ) componentes de desplaza-
miento de mudo desconocidas en tal estructura. En el pértico plano cuyos nudos son
todos rigidos, s necesario indicar 1o solo las componentes x ¢  del desplazamiento
lineal de cada nudo, sino también su giro; por tanto, hay (3 ~ r) componeates de
desplazamiento de nudo desconocidas. En ¢l portico tridimensional con nudos rigidos
es necesario dar las componeates x, y y z de Ia traslacidn lineal del nudo, y su giro al-
rededor de cada uno de los res ejes de referencia, por lo que intervienen (61 — ) com-
ponente de despazamicoto deeanocka de mudo e ¢ csructara,

Hmlhm:hxmpamoqu:hlurpx[ylnlupam)ulphﬂblnsolﬂllm
nudos de la estructura. i sobre alguna barra actdan ca ladas o repartidas, ent
Iosnudnl‘-ewednllzvnrlubod-nﬂlmdzhmmmmddm\ueﬁumodo

1. Se supone provisionalmente que todos los nudos estén fijos para evitar Ia tras-
lacién y el giro. Se aplican todas las cargas que acttan en las barras entre nudos. Es
ficil calcular los momentos, cortantes y fuerzas axiales producidas e cada barra si
1os dos extremos estan fjos contra la traslacidn o el giro. Se calculan las fuerzas y pares
que deben actuar en cada nudo para far todas las barras que se encuentran en &, para
evitar la traslacidn y el giro.

2 Se apican & Ia ceructurs odas las cargs (y parse) de nudo dadas y
n cada nudo, fuerzas y pares iguales en magnitud, y de signo contrario, s fuerzas y

" Es posible incui e efecto de os movimientos d 3poyo, variacones de temperatur y errores de f-
briacion, auaque 5o s ha becho co ete estuio
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pares de fjacion calculados en (1). Se puede ya estudiar Ia estructura con todas estas
fuerzas y parcs, utilizando las Es. (156) como se ha dicho anteriormente.
El momento flector, el cortante y la fuerza axial totales en cada puato de la cstruc-
e el e algebraica de los parciales calculados en (1)y ().
Anilisis

gran mémero de hipétesia de cargas. Si hay
que e on s sl g oy o el d o deplceentos e Jou
nudos asi como las tensiones internas) de una estructura complicada para un gran -
‘mero de hipdtesis de carga, se organizard el trabajo en forma distinta de la explicada
para una sola hipotesis.

Este empleo de d
quemmmm«mmunwmmuss)aumo son ex
presiones de las componentes de las cargas de nudo en funcién de las de los despla-
zamientos de los nudos y contienen los coefiientes de ri

Las ccuaciones de carga-deformacidn siguientes son simplemente ecuaciones de su-
perposicién, que expresan las componeates de los desplazamientos de los nudos en
funcién de las de las cargas de nudo y contienen los coeficientes de fleibilidad (o des-
plazamiento) d. Asi,

* Dy = duPy + duPr+ duPi + - - +duPy

Dy = duPy + duPs + duPy + - -+ +duPs (158)

D, = duPy + daPy + daPs + - - - +duPs

donde dy = coeficiente de flexibilidad (o de desplazamiento) que cxpresa la compo-
nente del desplazamiento del nudo en ¢l punto y en la dirccci6n indicada por m, pro-
ducido por una fucrza de nudo unidad que actia cn el punto y en la dirccidn indica-

Se podrian hallar. dbilidad por
pero son muy Iaboriosos de calcular comparados-con los cocficientes de rigidez k. Se
‘pucden calcular por las Exs. (15.6) como sigue. Para obtener dy3, dra - - do, 56 apli-
ca a la estructura una sola carga unidad, Py = 1;

iguales a dyy, dogy
de'la Ex. (15.6). As, 5 s resolviea l sistema de Ia Ec. (15.6) s veoes para valores unidud
de Py Py, ... P, ocsvament, s s soucions par Dy, Dy .., D, daian todos los
Eos. (158).
(En la terminologia de matrices se llama esto inverti la mariz de rigidez para obiener

i )

a de flexibilid

Una d dbilidad, sc pueden hallar
de los desplazamientos de los nudos Dy, Dy, ..., D, para cualdquier hipdtesis de carga
dada definida por Py, Py ..., P, Si se dispone de los valores de las componentes de
los desplazamientos de los mudos, se pueden calcular las reacciones por la Ec. (15.7)
b ezt de b ke de ccuaciones como la Ecuacion (15.4).

Métodos ‘aniliis Incluso ¢l estudio abreviado de
o upl\uln hace ver claramente que el planteamiento y resolucién de gran nimero
de ecuaciones simultineas resulta muy cogorroso si s uilza la notacion, terminologia
¥ métodos clisicos. Las dificultades aumentan considerablemente con la complejidad
¥ superabundancia de la estructura. Los matemdticos han desarrollado notaciones y
métodos matriciales para facltar el estudio y resolucion del dlgebra lineal.

Nose intenta aqui res gebr
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FiG. 153, Ejemplo aclaratorio.

‘matricial, ni introducir la aplicacidn de estos métodos al andlisis estruc-

tural, Lo comentarios anteriores de este capitulo tienen por objeto oricatar al lector

para que pueda conseguilo en otra parte, como puede ser en las referencias dadas al
Peincpio g epial,

No obstaat, s incluye el cjemplo siguieate para que sirva de base para comparar

o dicho anteriormente con otros temas. El cuchillo plano que interviene s el de la

fuerzas de barra y las componentes de las reacciones. Por otro lado, hay sicte compo-
nentes de desplazamientos de nudo desconocidas.

A continuacién sc formula ¢l estudio de este cuchillo de desplaza-
mientos. A este objeto, se indican con flechas y nimeros al it de v odo de i
gura 15.3 las componentes x ¢ y de las fuerzas y los desplazamieatos de los nudos, re-
servando los némeros impares para la direccién x y los pares para la y; por ejemplo,
1y2enelnudoa, 3y 4 en el b, etc. Se supone que hay un gran nimero de hipotesis
de carga, para cada una de las cuales se dan los valores de las componentes de las fuer-
zas en los nudos (Py, Py, r,. Pg, Ps, Pyy Pry).

Aplicando as . (156) s posden planiear sitc ecuaciones de cauiibrio, e las
e s componente do s fteas ccmockles 6 Jo sdos P, d cads hipbiis de
carga cstdn exprsadas o funcit d ls sitc componentes desconocidas de los des-
plazamientos de nudos D, y de los coefiientes de rigidez k. Se pucden represen
estas siete ccuaciones utilizando la notacidn matricial como sigue:

P =XkD (a)
donde Py D representan as matrices columna (o vectores columna)




INTRODUCCION A LOS METODOS MATRICIALES EN EL ANALISIS ESTRUCTURAL 497
'y k representa Ia siguiente matriz de rigidez cuadrada:

aan
ks
LY
kaan
kaz
ko
iz

Se puede resolver el sistema de las Ecs. (a) y obtener los desplazamicntos D, para ¢l
vcto columna P asciado con cada uns de s hipbesis decara; pero cuando bay
un gran nimero de hipdtesis de carga, en general es mis ficl proceder como sig
Aplicando las Es.(13) s ploten ste cuaionescnee cargs y ol
que se pucden representar, utilizando la not por

D =dP ®)

donde d representa Ia siguiente matriz de flexibilidad cuadrada:

dy da dy  dy
da  du dg  d
dy  du dy  dy
d=|ds du dg dy
dry du d dyy
dys  du dy des
s dia diy dis

No obstante, como es pesado calcular los coeficientes de desplazamiento d, €5 mis
ficil sustituir la matriz de flexibilidad d por su equivalente, la inversa de la matriz de
rigidez k=", Ast, se podr escribir la Ex. (6) por

D =k'P @©

La solucion del problema s puede formular ahora como sigue. S¢ calculan primero
los coeficicntes de rigidez kn y se construye la matriz k. Lucgo s inviertc esta matriz
de rigidez para obtener k™. Se hallan las componentes desconocidas de los desplaza-
mientos de los nudos D, para cada una e las hipdtesis de carga, utilizando la E. (c)
Se obicnen las reacciones sustituyendo los valores de D, en las ccuaciones como la
Ec. (15.7) que se han escrito para esta estructura. Se hallan las fucrzas en las barras,
sustituyendo los valores de D, en ecuaciones como la Ec. (15.4) para cada barra.

La clave de la solucion
i 1 s d gder k. Urlando Ios cochientes de los érminos apropiados de
s Ecs. (15.5), s obtienen las formulas siguientes para los diversos cocficientes de rigi-
dez del nudo J y de los / situados en los extremos mis alejados de las barras Jf, que se
encuentran en j:




498 ANALISIS ELEMENTAL DE ESTRUCTURAS

Siuy = +1,
b= 3[(58), 0] @
E[(ET‘) con 008 | ®
.= (B2), (= cost ) »
kg, = ( ) — cos ayr 08 By) @

Sioy = +1,
E[( 4), (cos areon )| ®»
T z [(B2), cort ] ®
W= (T)” (= cos ay cos fiy) [}
b = (1), - cort ) ®

Ea la Taba 151 fguren s valors de E4/L de cada bara en funién de EA/L, ¥,
ademis, los valores de cos? , cos? By cos  cos f para cada barra. Se pueden calcular
fos disitos coeicents de igdes ublzando fa formulas (4) a (6. Etos resutados
figuran en Ia Tabla 15.2. La matriz de rigidez k sc puede obtener multiplicando cada

uno de los elemeatos de la Tabla 152 por EAy/L;.

Tabla 151
2 Ea o fcostf | cosacos
Barra T | cosa | conp | covts | costp »
wa | ' R o
he |1 1 ol 0
| o2 1 volo 0
w | 2 1 oo 0
o | oms | o o | 0
os | o o |1 0
w@ | oms | o o | 0
w | os 06 03 | 0ot [ —oas
po| oos 06 036 | o6t | roas
Wo| o 06 03 | oot | -0
w | o6 06 o3 | ot | vous
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Taba 152

N s s s 7 s | n
3 [+ | 0 |10 | o | -oms| o | -oms
T [0 [eue | o o [ eoms | o | o

s |-10 | o |+ | +om | o | -oms | o

6 | o o | +om | +om | o | -om | o

7 | -ome | voms | o | o | +2me | 20 | o

s | o o | —oms | —oms | 20 | +eem | 0
EEIEIE o o o | o




16
Comportamiento plastico
de las estructuras

161 Introduccién. En los comentarios anteriores sobre el cdlculo de deforma-
ciones y ol andlsis ‘de estructuras estdticamente indeterminadas se prests atencién casi
Sin embargo, los ingenicros de
e i cada vez més interesados en basar algunos de sus proyectos en las
carga de rotors de In estrucura. For tant, tens gan importancia o considear 1
comporamiento Pstico deslgunos cmencn de ctrdiur ton como respaldo de
los procedimientos de proyecto pléstico que se
Muchos materiales estructurales son privtog elos, e
senta las mejores propiedades posteldsticas desde el punto de vista de la uplnmn de
los principios del proyecto pléstico. Evidentemente, en cuanto se producen intensidades
de tensién de fluencia en la seccion con mayor tension, las estructuras de acero estdti-
camenie deerminadas pueden soporar una Gargs muy poco mayor sin sl deforma-

Pero en

produsis oo e secibn deformacén pliale i pidid sprcible de risteni mict-
tras sc aplica a Ia estructura una carga adicional. Durante esta carga adicional la es-
(uctrs o a0 ks b, pe B € chies. S0 pude urmcata todavi 1 carga
tes sitios para que la estructura

s casos se
ol o s posion siiamete ndeerminnd, po encias de

T aris o produce petmerd s omsonts de
e capacidad de sobrepasr I carga de uemia P (ot c, I carga que produce
tensiones de fluencia en ¢l primer punto) es ms importante en las estructuras en que
no se ha utilizado el material con eficacia. Se observard que esto o significa necesa-
slameni que s el de eircurs proyeciadas antecontmicamene. P emplo.
veces es econémico utilizar una viga laminada cuya capacidad se usa solo en
T sccionsomesia a1 eoidm e, Por ot ado b et econdmico varias
¢l tamaiio de las barras y proyectar un tipo de estructura de. tensiones sensiblemente
constantes, a las cargas solo un poco mayores que la de fluencia les corresponden de-

El proyecto plistico es mis convenieate cuando Ia parte predominante de las cargas
de proyecto es una carga inmdvil y no reversible. Bajo cargas reversibles furtes, puede
producirse fatiga pldstica, como €n el caso de un clavo o alambre que se dobla y des-

500
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intervienen es posible.
uudd‘nmmlm pl‘mldmmﬂenudlpmd:llwyyiwmuh(

en tales casos en los que s¢ trata de aplicar el proyecto pléstico.

Estudiaremos el comportamiento pldstico de algunos casos importantes. Sin em-
bargo, no se trata de dar un curso amplio sobre el andlisis pléstico ni sobre el proyecto
Pl estructuras’.

principales del acero es-
|runuul desde ¢l punto de vita de proyecto, estin expresadas en las Figs. 16.1 y 162
En la Fig. 16.1 st represcntada una curva tensién-deformacién completa de un acero
estructural tipico A7, que hace ver Ia excepcional ductilidad de ese acero antes de que
se produzea la rotura por traccién. Desde un punto de vista prictico de proyecto, se
presta ¢l mayor interés a la parte inicial de esta curva, hasta un alargamiento de un
2 por 100. En la Fig. 16.2 s ha representado esta parte iicial idealizada, con una escala

En la curva tensidn~deformacién idealizada se supone que ¢l acero estructural es

lincalmente cléstico hasta 1a tension del lmite de fluencia a5 de 2.400 kg/em?. Se obser-

vard que I dforaciondel lmie de fncia e un poco s de 001, 6 0.1 por 100

Realmente, el acero es elistico lineaimente hasta un limite de proporcionalidad

dos tercios de Ia tensién del limite de fuencia. Las deformaciones sigucn g
perablcs después de suprimir la carga, hasta el limite eldstico, que ¢s unos tres cuartos

Tensionss, kg/cm®

Alsrgemiento, tanto por clento

Fic. 16.1. Curva tensién-deformacion tipica del acero de estructuras A7.

ara tal informaci, e envisal ector a libros comos: 1. . Baker, M. R. Homme y 1. Heyman, The Secl
Pl 1, Pl Bhairsnd Design, Publcacions e s Usiveriénd e Cambrids Lovdrs
1951 S B, asic Do of S Frumen, Join Wiy & S o, Nocw Yk, 951 i

o, de I ivev York, 1958; . G. Hodge, Jr.,

s e e 0 Bk Compacy, o N Yok 8.
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Tonsiones. ka/cm®

|
J [

3 10 T % 107
Detormacién, cm/cm

Fio. 162, Curva teasidn-deformacion ideal del acero de estructuras A7 (parte inicial idea-

lizada de la curva tensiéo-deformacidn de la Figura 16.1).

dela ime I del acero, después de.
mmmmmumm‘mumunmmwumﬂm
comienza

inferior»
flucncia del que se habla normalmeate. La magnitud de la «oscilacion» asociada con
estos fenémenos de fluencia superior ¢ inferior sc acentia con la velocidad de carga y
st representada al comienzo de la 200a plana de fluencia de la Fig. 16.1. Para cargas
estdticas o casi estdticas, este fenémeno 1o tiene importancia, por lo que se ha supri-
mido en la curva idealizada de la Fig. 16.2. A pbion prctios, cutado s sleaza o
pivel del limite de fueocia, el acero estructural s deformard pléstcamente sin o aumento
de tensién b 1a1,5 por 100. lal
u:mud»y:vu:lv:l it un sty de i paa prodct n sument de
10, En 1 primers s e I acritd I penaiets o I corv tenindo.
formacién corresponde al médulo E, de unos 49.200 wm en lugar del médulo de
elasticidad de Young E de 2.040.000 kg/em? de Ia zona
En los comentarios siguientes s supondré que el acero e il b
elistico hasta el limite de Auencia (traccidn), y desde alli cede indefinidamente a las ten-
sioncs constantes del limite de fluencia (en otras palabras, se ignorard Ia acritud). Si,
después de ceder una cierta cantidad una barra, se le suprime In carga, se supondrd

- ormacions s et oo de D01 Por s & doprcis B oo B¢
endurecimiento por deformacita teae pocas veces importanci al calclar s carga de rotur. Aderds,
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que se descarga (como se representa por las lineas de trazos) segiin un camino paralelo

ala linea cléstica inicial. Si se carga entonces la barra en sentido opuesto, se supondrd
que contintia deformando, como se muestra en la linca de trazos hasta alcanzar un

972100 ka/cm? 9p*2100 ko/emt
=y

i
i i
Il
/

2100
7 kalom®

@

Fig. 163. Comportamiento supuesto del acero para el estudio del comportamiento pldstico:
ivel de tension de fluencia de —2400 kg/cm?. En este punto, si es necesario, se supon-
& ropify s 5 o
tante.

En

mde(lmpcrloxsq\mnnﬂ:lll:u. 16.3.Se bservar que s han redondeado
1as tensiones del limite de fluencia en traccidn y compresion a un valor de 2.100 kg/om*,
163 Comportamiento pistco de uma estructura de celosia simple. Para cste estu-
dio se utilzard la celosia muy sencilla de tres barras representada en la Fig. 164. Se
supondré que se cvita el pandeo. Por tanto, estas barras de una seccidn de 10 cm ce-
derdn indefinidamentc con una fuerza de barra de + 0 ~21 t para una tension de fluen-
cia de 2.100 kg/em?, como s¢ ve en la Fig. 16.3. Las barras delgadas de compresién
tienen realmenie una relacion Fa AL, como se ve en las lineas de puntos de Ia Fig. 16.46,
e que se interpreta AL como el movimiento relativo de los dos xtremos de una barra
‘pandeada, en lugar de Ia variacién axial de longitud de la barra. Aunque cste cjemplo
Bipotéin no e represcataivde s vendders amar s estructurales, proporciona
un medio excelente para desarrollar los conceptos que intervienea en el comporta-
miento pléstico de las estructuras.
Aates e comenar e stuio de I ool e 1 P 164 e et s ]
terminadas de la estructura.
ira solo en dos ba yac (0aby ad). Cuando
Ta carga vertical P alcanzara un valor de 21 1, la uerza en Ia barra ab alcanzaria su valor
de fluencia de 21 ¢ y se produciria una deformacion vertical excesiva el nudo a. Por
tanto, los valores dé Py y P, son ambos de 21 ¢ *. Por otro lado, si Ia estructura cons-

B e e ik v o . i
o compraieto ki d s mdus pr oy

tensién.
P, sl carga para a que e produce una deformacion excsiva de I strctura.
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+F

o
So supone £ = 2.10000 ko/em’
© o

Fio. 164, Estructura de armadura simple.

tara solo de dos barras ac  ad, una carga vertical Ede 37 proncie e i
fuencia de 2.100 kg/em? en cada barra, simul te. Por consiguiente, los valores
de Py y P, serian también idénticos, pero iguales a 33,7 1.

siderando ahora la estructura indeterminada real de la Fig. 16.4, es ficil de
estudiar su comportamieato durante el periodo eldstico por culquiera de los métodos
tipicos. En este caso sencillo, es ficl ver que, para una deformacion de las tres

AL = AL, =080L,
como se representa en lineas de trazos en la Fig. 16.4a. Por tanto,

FL(1.5V0)E = OBNFLKEVI0)E
© Fu = Fuy = 0,64F . Pero, para el equilibrio vertical del nudo a, 0.8F,. + 08F. +
Fuy = P. Por tanto, 2,024F,, = P. Como la fluencia de la barra ab comienza cuando
Fa=21t, Py = 425 t. Para csta carga, las barras ac y ad estin todavia deniro del
periodo eldstico, pues

Fu= Fu= 084021) = 13441

Como las barras ac y ad pueden resistir mis carga de la estructura, aunque la ab

) ahora estén las tres barras en el limite de la fluencia, se prod
cen deformaciones exesivas, po 1o que P, s igual a S46 t. Sc observard que ‘ambién
se podia directamente,

se producen cusndo las tres barras alcanzan cl valnr de su limite de fluencia de 21 1.
De aqui que, de ¥ =

Pu= 21+ (208)21) = 546t
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Durante ¢l periodo elstico el desplazamiento vertical, A, del nudo a s igual a la
variacién de longitud de Ia barra ab, o

A, = Fa(6)/(10)E = P(6)(2,024)10)E

sig=2i00 em?, 8, = P/1084. A, cn Py A, = 0006 m. Indudablement, durante
entre Py y P, AP las barras ac y ad
como consecuencia, es aproximadamente o o el Asi, AB,) =
u zsnnr,w SY(10)E, 0 A(B,) = AP/3.5%4. Por tanto, para las 12,1 t tltimas de car-
g, la deformacién correspondiente es 12,1/3.584 6 0,003375 m. Asi, con P, la defor-
nacitn ol de o ¢ 0006 + DTS 0 02 0009575 m
El comportamiento de Ia estructura en esta zona se representa gréficamente por las
pares nkiles d o grficos de a Fig 165 5¢ han dado fs fueras e barra y
las deformaciones del nudo a en funcién de
Supongamos que se descarga ahora p‘du.nlml: la estructura. Mientras se supri-
me Ia carga, Ia tensidn y deformacion dlmnnuyen como ndic I parte il d ls
la Fig. 16.30. En
lineabment lisico parallamente a la 20 de carga rox s il Como come
cuencia, como se,ve grificamente en la Fig. 16.5, después de suprimir totalmente la
carga, hay una deformacién residual del nudo a igual a 0,001668 m hacia abajo, y hay
1as fuerzas residuales siguient = =598ty Fy = Fuy= +374L
Si ahora se volviera a cargar Ia estructura, se comportaria de un modo lincalmente.
eléstico. De hecho, volviendo a aplicar todas las 546 1, la estructura se comporiard
elésticamente y volverd a las mismas tensiones, alargamicntos y deformaciones que
habia cuando actuzba P, aesumynmnmAm se puede descargar y car-
gar la estructura un némero indefinido de veces, sin mayor deformacion plistica de la
que se producia durante la carga inicial hasta 546 t.
El comportamientde esta sricrs sencil acra foczmente ol comportamiento
,m.mumm de las estructuras indeterminadas sometidas a wn sisema de cargas,
 distibucion . D aplicocn il
e taa crga st produce deformacitn plsica solo e I fuse en que I esiructra
moiliza su reserca de resistencia enire Py y P,. Como consecuencia de esta deformacitn
men a barra ab),la estruc-
I e ha spretnsado a s misma» de forma que esta carga se puede suprimir  volver

a después del primer ciclo de carga y descarga. Se veria que las barras ac y
‘seguirian teniendo 7,5 m, pero la ab seria 0,003375 m mayor de su longitud original
de 6 m. Para volver a unir las barras en a sc necesitaria que las ac y ad se someticran
a tracciones de 3,74 t y que la ab se comprimiera 0,001707 m con una fuerza de com-
presién de 5,98 1. Esto se corresponde, como s natural, con las tensiones residuales,
que se ha indicado antes existen en la estructura descargada después de aplicar y su-
primir la primera vez Ia carga de 54,61,
Consideremos ahora qué pasaria si se invirtiera la direccién de la carga y se apli-
case a la estructura una fuerza hacia arriba. (Se recordard que sc ha supucsto que las
barras pueden soportar compresién sin pandear.) Durante las fases iniciales de esta
carga dirigida hacia arriba, Ia estructura s comportaria eldsticamente. Pero cuando se
aumenta la carga hacia arriba suficientemente para que Ia fucrza en ab pase de su valor
residual de —598 t a su limite de fluencia de compresion de —21 1, la estructura esti
2 punto de sufrir una deformacion plstica hacia arriba. Esta carga dirigida hacia arri-
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ba serd Py = (,04)(~15,02) = ~3040 t. Durante m.pmxm la foerza en las
3,74 + (0

o — 5,87 . Mi ‘barra ab esté ah
lis ac y ad tienen todavia considerable capacidad de reserva antes de que lo sean cllas
también. Antes de que estas barras aleancen su fuerza de flueacia por compresion de

fony:

wisi000

W

g

o) el
Fio 163, Comporamicao de la esructurs de armadur de s bars d I Figura 164,

211, 5 pode aplicar un exceso de carga de @)OSN2L — 5870 2421  Ash I fucrra
hacia arriba serd P, = —3040 — es, como es  igual @
e dirgida baia abajo P, po 0 que s pude cleularsinplemente partiedo dela
esidtica y de la capacidad de fluencia de las tres barras.

Obsérvese que, durante Ia aplicaion de las limas 2421 t de la carga hacia arriba,
‘comprime Ia barra ab plsticamente (2)0,003375) = 0,00675 m. Si se desconectara
de. las demés barras del nudo a, seria 000337 m més corta de su longitud original

6m
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dirigida hacia arriba d tendrd
fuerzas de barra residuales y deformaciones iguales numéricamente, pero de signo
opuesto a las que quedaban después de suprimir Ia carga de 54,6 t dirigida hacia abajo.

primeras 30,40 t de carga. La barra ab tendria entonces una fuerza de +21 t y alargaria
plésticamente durante la aplicacién de las 24,21 t de carga adicionales que se necssitan
para tracr las barras ac y ad a su valor de fluencia por tracci6n de +21 t. Asi se puede
splon ou ge resersble de $45 1 rimer hacka b y g dacs i g -
sk dfrmackin exco, B cads s de crgo Mo i y hca e, b bre

s

aﬁw: .2 lags comprimine pﬁrmle o miome contdod, Unn vara de s
80 pods ciclos.

Para evitar hrd:fmadom pldsticas alternads con cada ciclo de carg
0 (2)42, sr-m

Si sc aplican 42,5 t hacia abajo, se podrian aplicar hacia arciba 42,5 t; si s af
hl;oSQBL,lolo:podmnlplnrhm.llmbllﬂ,ll;ﬂzlplmnnﬁlhlm

tensiones, pero sometida & unas cargas totalmente diferentes, por ejemplo una carga
borcooisl 7 8 a Gorocha 0 500 o Ea condicionee Racalmente aisica, tl carge
produciria las siguientes fuerzas de barra: F,, = 0, F.. = — Fuy = SH/6. En este caso,
Hy = 1,2F,, = 25,2 t. Como ac y ad estén las dos en el limite de fluencia, una en trac-
cidn y otra en compresién, no hay disponible ninguna reserva de soportar carga. Por
tanto, H, = Hy = 25,2 t. Esto confirma la propiedad de depender la reserva de resisten-
cia sobre la carga de fluencia de las propiedades de la estructura y de la naturaleza de la

carga.
Este sencillo problema ha servido para aclarar todas las caracteristicas mis impor-
tantes del comportamiento pléstico, excepto el efecto de las cargas alternativas. Tales
una acumulacién de deformacién pléstica primero en un punto

¥ heg en oo da la estructun. Gon cade il de carp, b et defoous cada
ez més separdndose de su forma original. Tal comportamiento sc trata €n la Sec-

uou 1656.

Relaciones momento-carvaturs en de flexida. ~Es conveniente empezar
ol chadiode comportamieato pléstico de o o sometidas a flexion considerando

relaciones entre a, (teasién en Ia fibra extrema) y M (momento festor) y et 4 (ur-
vatura) y M. Sc observard que la curvatura ¢ s igual a d/ds, variacion de pendiente
de las scociones de Ia viga por unidad de longitud. En otras palabras, la curvatura ¢
s igual al giro relativo de dos secciones contiguas separadas la distancia unidad.

En Ia Fig. 16.6 se representan varias fases de la flexion de un elemento diferencial

de esta viga, mmumowrunauwwdzllmldhuudm:u, acaba de alcan-
zar el valor oy, Y terminando por la seccién totalmente en periodo pléstico en que las
ﬁbruprénmulloumodehmm han alcanzado Ia deformacién de fluencia ¢

Se supone que el material siguc la curva ideal tensién-deformacién de Ia Fig. 16.2. La
anchura d la seccidn rectangular es b y la altura d.
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En el periodo eldstico, el momento flector M es igual a 0,8, donde S es ¢l médulo
de la seocién, y Ia curvatura  es igual a M/EL En el extremo del periodo eldstico, la
tensién ¢, en Ia fibra extrema alcanza el valor gy del limite de fluencia. Por tanto,
16.1)

62)

My=0S
My
b=
Una viga es la reunién de un nimero infinito de elementos o fibras, y la distribucién.
de las tensiones internas eatre estos clementos debe dar lugar a una deformacién com-

o,
$ = @le..chamels péstics)
o, w-Bocte, By, PR ¥
Ry L MM, \SK,
W%, wais R

FIG. 166, Relaciones momento<urvatura para momento flector puro, de vigas de seccidn
rectangular.
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patible de los mismos, asi como satisfacer las ibrio. En otras p-h

bras, una viga cs una estructura estéticamente mdmmmm de grado infinito.

en el caso de Ia armadura indeterminada simple estudiada en la Sec. 163, a echo de

estar | 1a viga en el limit

inmediatamente deformaciones excesivas, poraee todo el nicleo de la viga es todavia

elésico y capaz de resistir més momento .
Se puede estudiar el comportamiento posulhlmu de una viga considerando varias

fases de deformacidn, como se ve en la Fig. 16,6 para una viga de seccin rectangular.

que las deformaciones debidas a I fexion varian linealmente a través de I viga. Como
sc supone que el material sigue la curva teasion-deformacidn ideal, la i cn oa
fbra cuaquier quese dinmu mis que ¢, constane ¢ igual a 0. As) en ualqicr

en el quel fleicn

son iguales a, &,y sobre el ual

vl Ese micie e rodead por cocm.y po debaj por capas plsticasen 1 que

las deformaciones por fexion son iguales 3, 0 sarie de, ), en las cuales las ten-

En il calcular los

momentos resisentes producidos po s tensione de ficion, , portanto, defi los

momentos flectores equivalentes. Sc observard que Ia curvatura en un periodo cual-
quiera estd definida por I profundidad del niicleo eléstico de la viga.

Diamante_F = 200

Rectangular 7 = 150

i W des pars wiges
1.2 (tipica)

_\Ammu conseradors
ion ideal M~ pr vigss e

£ 5
4,

Fic. 167, Relaciones momento-curvatura sio dimensidn, para secciones tipicas de vigas.

Considerando diversos periodos de plastificacidn y calculando el momento flector
¥ Ia curvatura asociada con ellos, es posible obtener los datos para dibuar la relacion
i dimensiones momento<uratur rprsentady ol Fig, 167. En o limitc, o ni-
cleo eléstico se contrae  una profundidad diferencil, la mitad superior e Ia viga se
plastifica en compresidn y la inferior en traccidn. Es lo que se llama periodo completa-
mente plastfcado y representa la resistencia de rotura a flexién (M) que pueda sumi-
nistrar la seccidn.

My =02 (163)
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donde Z es el llamado médulo pldstico de la seccién. Para la seccidn rectangular, Z =
bd*f4. Se observark que.

(164)

donde & es el llamado factor de forma de la seccién. Para la seccidn rectangular,
=15

! Fio.168. Seccidn de viga de ala ancha ideal.

vigas con secciones de otros tipos se pueden estudiar de la misma manera des-
i A Tk U Yt gt A 1o Sl soleadon come Vou Tt
ados e I Fig 1671 Eatr llo, e s importast ¢ 1 do Ia seocion Kial do viges 6
ala ancha de Ia Fig. 16:. Para csta scocidn se obtendrian los valores siguientes del mé-
dulo resistente S y el mdulo de plasticidad Z:

Se [b.hl bkt — A + hy) ’Il)(l + k) 16.5)
zZ- [D,TH + n(»; u)] (166

i ¢ aplcan coas formles o s vigns do sl anche cipias, e balar que offclr de
forma § varia entré 1,10y 1,18 y para la mayoria de los tamafos en uso es alrededor

le
kel bt co un motmeno g de ——
consideraciones anteriores estén basadas en el supuesto de flexién pura. Se
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podria extender este estudio de las relaciones m o ¢
efecto de utlzar Ia curva tensiéa-deformacidn real, mduymdnddecloﬂ:hmlud

mis dtallado. La introduccién de tals detalle de célculo 0o alteraria de modo im-
pomnudmudhdyummdﬂmwnmknmplhlﬁwdnIuvipx.pw)oqnznn)e

ha inchiido.

165 Comportamiento plistico de las vigas tipicas. El estudio siguiente
pommnnl.anAmwdEhswwlll"ﬂ\lnummop‘rdzlolhfmomhsa: 63,
referente a las armaduras, y va precedido por la consideracion de una viga sustentada
en forma estiticamente determinada.

Viga simplemente apoyada. Consideremos la viga simplemente apoyada sometida

en el centro.
Consideremos primero que se aplican las relaciones M — ¢ verdaderas representa-
das o tines lena en I Fig, 167 Aunque las viga comienzan & sl deformacion
pléstica con la carga de fluencia, aceptarén més carga antes de que s produzcan de-
formaciones excssivas. La viga de secién retangular pude cargars basa una P,
de 1,5Py antes de que la seccién del centro de Ia huz esté totalmente
carga de rotura, ]lmmp’lﬂlﬁuﬂl(mhﬂlmm)!hlbﬁzxkndldn

ancha para las cargas mayores que Py. Si se usara la version conservadora de la rela-
cién M — ¢duldnlaﬁ|_|67npndmdquuz;efomum‘nnnhmnphmu
cuando la carga alcanza Py ¢ inmediatamente se producen deformaciones excesivas.

ancha empotrada en los dos extremos, sc adopta la curva M — ¢ ideal conservadora
de la Fig. 16.7. Como cjemplo, s¢ supondré que para esta seccion de ala ancha,

My=My=16mt

En la Fig. 16.10 cstd representada esta viga sometida a una carga uniformemente re-
partida de 1 t por m. S¢ observar que se proyecta ¢l empotramiento de modo que no
se puedan producir ni siquiera reacciones horizontales secundarias.

Durante Ia aplicacién inicial e la carga dirigida hacia abajo, 1a viga sc comporta
de un modo cldstico lincal, produciéndose momentos extremos de wL*/12 y un momen-
10 cn el cenieo de w24, Unacara de 12 por m producid momenios exremos de
—16mt iga. Por tanto, o, = 12tporm.
EnImynnluAytadnlwnwdtlmmmchnwhlplknmxuwlvlmnnm
de carga hacia abajo, pero la barra es capaz de soportar un nucvo incremento Aw como
i fuera una viga simplemente apoyada. Se puede aumentar la carga Aw hasta up valor
tal que los momentos de la viga apoyada producidos por clla aumenten al momento
en Ben 8 mt, haciendo que se cleve a + 16 m t. Ahora estd a punto de formarse una

como ur
45 g ot S Por tanto, Aw = B)EY16 = 4 m, y 1w, = 12 + 4 = 16 tm.
Las deformaciones de Ia viga empotrada bajo las 12 t por m primeras y las de la
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»
e [t/

Disgrama MF

=15p
12 8,

suponiendo pora Ia viga do als ancha 7+1.0
Py

AL, Deformacién en ol centro de la luz
FiG. 169, pléstico de una viga si d

iga apoyada bajo las 4 Um dltimas estén representadas en Ia Fig. 16.10c. Tambitn
figura el giro pléstico que se produce en las charnelas plésticas A y C bajo estas ltimas
4 t/m de carga, actuando Ia viga como simplemente apoyada.

Si s¢ quitara ahora la carga, Ia viga actuaria del modo cléstico lineal de una viga
empotrada. La variacién de los momentos de flexion durante Ja supresién de 1a carga
serd idéntica a los momentos flectores de Ia viga empotrada producidos por una carga
dirigida hacia arriba de +16 t/m, 0 sca

+(16)16)
S = Haamt

en Ay Cy —(16)16)24 = 10,7 m t en B. Cuando se superponen estos valores a la
curva de trazos de la Fig. 16.105, se obtienen los momentos residuales de +5,3 m  re-
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Giro de charnela pléstica = (3)(2)( &

§~"~Charnela pléstica incipiente

MF residual suprimida In carg

Wi

(e

= 4+12um
wo= +16 ym

v t/m
Fio. 16.10. Comportamiento de la viga empotrada en sus extremos.

la Fig. 16.10d. E: idual residuales
‘permanecen fijos en Ia viga como consecuencia del giro pléstico permanente que se pro-
dujo en las charnelas plésticas en 4 y C.

Se observara que esta viga cstd ahora «pretensaday de forma que se puede aplicar
y suprimir w, de 16 t por m un nimero de veces indefinido sin que se produzcan defor-
maciones pldsticas mayores.

Sin cmbargo, si se aplicase ahora una carga dirigida hacia arriba, a la estructura
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descargada, solo se podrian aplicar elésticamente 8 ¢ por m, pucs csta carga clevaria
el momento en A y C hasta un valor de +16 m t. Se podria aplicar una carga adicional
dmpdahlmunhde!lwnhmnhdumdupunmmAycmmdeqm

i fuera un debidoa
lnmhkmmmwnﬂmmdmwﬂmmhm

s

Wehamela

z-gk..q.>—L-4

Charetssfoat
incoente " —e—t

Entosos bscasos Mo M

9203712,

e 046244
() =S
25 2 L:1231 M, 1,231 My

025 & Lr15 My 02 R Le15My
P . P H .

B —

QM _orp-asmg

@ ;
Q2B Le125 4 125 My

Y PO TR

Fi0. 1611, Cargas de fuencia y de rotura para vigas continuas tipicas.
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de estas 8 t por m dltimas se produciria un mpumdczls/sl@-mndahlax
arriba) en plésticas 4y C. Cu hacia arriba

ak
lltzmnlv-q\&npndmﬂlm,{ycn‘hlmnl fenémeno utilizado para
romper un cable o un clavo,

Como en el caso del ejemplo de la armadura de la Sec. 16.3, el tnico medio para
evitar Ia deformacién pléstica alterativa es conservar la suma de los valores absolutos
d s cargs digdn o amib ybci abao, for al doble de oy La i, 1610
muestra el comportamicato de esta viga en la misma forma utlizada en la Figura 16.5.

Comparacién de las cargas de fiuencia y de rotura de varias vigas tpicas. Para una
carga uniforme dirigida hacia abajo, la viga empotrada
prwnumup‘ddlddemdeurpdey,aﬂ}sporlw,mvhmpw,
ciones excesivas. Para una carga no alternatioa ¢ inmovil, aplicada a wna estructura in-
determinada cualguicra, la magnitud de su capacidad de reserca de carga depende de la
distribucién de las caracteristicas Iuhlmlﬂd:ble.vlnzmaydehlhlribundnkh
m!gnmlammcomm na estructura determinada puede. presentar

de eserva considerable bjo un tpo de cargs, y muy pequetia 0 ningu-
nhapooﬁn

My = by ot
12P lﬁ

Mecanmo poue  No
(0259 (®)28 -.pe12t :12P= 140t Mg BAND 162705 44
P 2P P

Fio. 16.12. Comparacidn de posibles mecanismos.
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Como cjemplo de este principio, consideremos la misma viga empotrada utilizada
teriormente, pero con una sola carga aislada P en el ceatro, como se ve en
1 Fig, 161, Pars ot arg, 0 o poiode paic, los momeatos e o ot y ca
Jos dos e so0 PL. Por o, My 0 e ctso M) s prodocs simutoes-

y sea 32 t. Por con-
Wur-y' iguales a 32 ty no hay este fipo

EnluFly 16.115, ¢ y d aparecen las cargas de fluencia y de rotura de varias vigas

ek o
T "Se deakfics I sitacion de las posibies charoelas plstcas (apoyo, mudos,
‘puntos con carga aislads, ¥ puntos de cormnte mulo eh las Aries someides 3 carges

2. Se consideran varias combinaciones de estas charnelas para formar posbies
‘mecanismos de rotura’

3 Seuhdmhxumxnmldnmmmndemmpublamm
ta serd la carga
dgmmﬂ,mmqundmwmmnmbncudqmnumdzu,.m&
seccidn.

Comportamiento Ias vigas coatisnas bajo cargas altermatiras. V-
mos a estudiar otro aspecto del comportamiento plistico utilizando el dibujo de una

ancha My = M, = 16 m t. En Ia Fig
¥ de rotura para dos hipotesis de carga: 1) una carga aislada aplicada en el centro de
un tramo y 2) cargas aisladas iguales aplicadas simultineamente en el centro de los
dos tramos. Las cargas de rotura se han calculado suponiendo que cada una de las car-
gas cs no reversible ¢ inmévil.

Durante la aplicacién del valor de-rotura de la carga aislada se produce un giro
pléstico en una chamnela plstica que se forma en la viga ea ¢l punto de aplicacidn de
la carga d. Durante la aplicacién de los valores de rotura de las dos cargas aisladas sc.
produce gifo plistico en una charnela ituada sobre el apoyo central En ¢l caso de una
ol carg, o ptcar un valo e e fse o locac  de rors s produce um o
en la charnela pléstica de d y las tltimas 4,31 t de carga las soporta Ia parte abed que
8 aporada th 69 5 on voladies donto'es 4 Lo saoes Secbnms st lo
parte sombreada entre las lineas lleoa y de trazos. Del mismo modo, en el caso de las
dos cargas iguales, las tltimas 2,67 t de cada carga las soportan ac y ce como vigas apo-
yadas, mientras se produce el giro en la charnela pléstica situada en el punto c. Natu-
ralmente, en cada uno de estos casos, si solo intervinieran esas cargas, se podrian su-

+ Obstrvese que s puede asociar a cirpa de fotur con un mecanismo que puede compreoder, 0 no, &
toda n structura. Por ciemplo, a I Fig. 16,114, olo st & punto de hundire ol tramo de o izquierda; os
estin o I zo0s elstica.
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e

tomt.
\asam. mt
T39m.
lom. hom.
FiG. 16.13. Viga de ala ancha continua de dos tramos.

primir y volver a aplicar un nimero indefinido de veoes sin que s produjera més

dela carga.

Consideremos ahora el comportamiento de la viga i se somele a cargas alternativas
de los valores de rotura, en cada una de las hipotesis de cargas. Primero se aplica la
carga simple de 24 t en d y luego se suprime; luego sc aplican las dos de 24 , una en
byla otra en d, y se suprimen; luego se vuclve a aplicar la simple en d y a suprimir
& continuacidn; etc.

En la Fig. 1614 se resefian estos hechos sucesivos. Como se ha dicho antes, las dl-
timas 4,31 t de las 24 t en d producen el giro pléstico «, en la charnela d. Cuando se su-
‘primen estas 24 1, la viga se comporta elésticamente y produce variaciones en los mo-
mentos flectores,como s representa a lnea e (az0 y punto de diagrama (o) Estas
Ia Fig. 1613

la aplicacién eldstica de la carga dz 19,69 t en d. La superposicion del diagrama
el y punto y del de linza liena de (d) da los momentos residuales represcatados
en (e). Obsérvese que, si se suprimiera el apoyo en c, la barra se doblaria, como se ve
en (f), a causa del giro plistico a, en d. Se hallaria que Ia fuerza dirigida hacia arriba
que se necesitaria para empujar ¢ hasta su posicion apropiada es igual a 349 t, por lo
que producirian los momentos residuales anotados en (e).

Supongamos que se aplican ahora las dos cargas iguales en b y d a Ia viga con esos.
‘momentos residuales, representados en linea llena en Durante las primeras 12,01 t
de esas cargas, a barra se comportaré cldsticamente y la variacién de los momentos
producida en consecuencia serd 12,01/21,33 veces la representada en la Fig. 16.13 para
las cargas de 21,33 t. Estas variaciones de los momentos llcvarén ¢l momento en ¢ a
un valor de — 16, y cuando se les superponga a los momentos residuales darén la curva
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(o)

»

e

(@)

(g)

Fia. 16,14, Cargas alternadas en la viga de dos tramos de Ia Figura 16.13.

de trazos de (k). Se pucden aplicar en by d otras 11,99 t, comporténdose la estructura

como las dos vigas apoyadas representadas en (i), y produciéodose un giro pléstico
By e la charnela c. Cuando se suprimen, ahora, las dos cargas de 24, a barra se com-
porta eldsticamente y la variacién de los momentos producida durante Ia supresidn es
igual a —24/21,33 veces los representados en la Fig. 16.13 y estd indicada en la linea
de trazo y raya en (). En () se represeatan los momentos residuales que quedan en
1a viga después de suprimir las dos cargas de 24 . Se observark que, si se suprimicse
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dammm:lwynmc,kdobhﬂ-hhnl.wmonlndhm(k),numdzhsde
formaciones plisticas a,, €n d, y By, en c.

Si se aplicase otra vez en d Ia carga aislada de 24 t, la barra se comportaria eldsti-
mummlwlwm,hmdmmmdmlﬁml.nmnum
ﬂlﬁmu5.54ld»e\lﬂlp,xmﬂl&ud:hmimlfmmmudlm(t),
pandjmpﬂnimmdlahﬂ,.wﬂll&}‘/‘.ﬂku(,.l—lnp‘uibndcuunry
T 24  produciria los mis " ey ot

sc sigue aplicando alternativamente las dos cargas de 24 t en by d y la simple de 24 L
en d, con cada ciclo se produciria un giro pléstico adicional de By €0 ¢ y 4, en d. Como
consecuencia, con cada ciclo se dobla la barra cada vez mis en ¢y d, y proato esté tan
deformada que no cs uilizable.

Los chlculos muestran que las deformaciones plsticas no sc acumulan si se alter-
nan una carga de no mis de 20,14 t en d con dos de 20,14 t, una en b y otra en d.
Durante Ias 19,69 ¢ pri i Ia i
Durante las 0,45 t siguientes se produce deformacion pldstica en la articulacion plistica
f ‘Como consecuencia, cuando s¢ suprime la carga de 20,14 1, quedan en
a viga momentos residuales que varian triangularmentc con un valor méximo de
0.9 m t en . Cuando se aplican, ahora, las dos cargas de 20,14 ten b y 4, la bama
s¢ comporta elésticameate, lievando el momento en c hasta 16 m t, pero sin produci
deformacion pléstica cn este punto: Por tanto, sc pueden alternar esas cargas sucesi-

que se pueden producir aplicaciones alternadas e csa carga con las dos de 20,14 t elds-
ticamente, sin mas deformacion plistica. Se observard que esta carga es muy poco ma-
yor que l valor de fiuencia de una sola carga en d.

1 de tensiones de estructaras indeterminadas. Pucde parecer inoportu-
10 el estudiar Ia fijacion de tensiones y la accion normal ¢ hibrida de las estructuras
esthticamente indeterminadas en este capitulo sobre ¢l comportamiento pléstico. Sin

, sc veri que todos estos temas estdn muy relacionados catre si.

‘pues la armadura es capaz de ajustar su configuracion en la forma necesaria. No obs-
Lante, en general, el nivel de tensiones (y, por tanto, el de deformaciones) no se puede dar
arbitrariamente para las diversas partes de una estructura estiticamente indeterminada,
pues estas diversas partes han de actuar juntas en forma compatible para que se satsfagan
simultdneamente las exigencias del equilibrio y la deformacion.

Sin embargo, es posible controlar el montaje de una estructura indeterminada de
tal modo que tenga lugar un modelo dado de tensiones (y deformaciones) para una con-
dicion estatica de carga determinada. Par ciemplo, Ia viga continua de dos tramos de
Ia Fig. 16.14 (supuesta sin peso en este caso) se puede montar como sigue: 1) sc une
1a viga a los apoyos a y e, los cuales son capaces de proporcionar una reaccion tanto
dirigida hacia arriba como hacia abajo; 2) luego se coloca un gato bajo la viga en ¢ y
se aplica a ésta una fuerza dirigida hacia arriba de 3,5 t; 3) se calza el apoyo ¢ hasta la
posicion de la viga sostenida por cl gato; y 4) i se quitara entonces el gato, las reaccio-
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nes en Ia viga serian de 3,5 ¢ hacia arriba en ¢ y 175 ¢ hacia absjo cn a y ¢, y los
‘momentos iniciales serian los representados n la Fig. 16.14e. La viga ha sido preten-
sada de forma que se puedan aplicar 24 t hacia abajo en d, comporténdose Ia estructura
{otalmente eisicamente y 00 habrd ninguna deformacién pléstic. Ete proceso se
de tensiones de una

La structur de olosede I Fig. 164 propociona otrocemplo de it de -
siones. Con referencia a los
Ias barras ac addemswnunmlmpmdaxmude75m,mhab
eibemdamente 0337 om demasiado arg. Durate o monta. ¢ forzara o 1 barra
para llevarla a su siti, creando asf una fuerza de compresion de 5,98 t en ab y fuerzas

simple de la Fig. 16.15. se desea que las i6n traba-
jen con 980 kg/em? y las de traccién con 1.250 kg/em?, y que se desea dividir la carga
horizontal por igual entre las dos diagonales. Para satisfacer el equilibrio estitico, esta

Boa | L) || A | ASL
25 | w0 | -we | -us |+ame
o | a0 | -oe | -0s | +me
0 | w0 | sus | -us | -am
o | w0 | -oe | -as |+ vea
w | wo | o | s |-a0
o | 0 | sus | 4w |+es-

Tov os

Fic. 16.15.  Ejemplo de fjacion de tensioncs.

elecion lleva como consecuencia las fuerzas de barra represcntadas en-la Fig. 16.15a.
Supongamos que se eligen las secciones de Ias barras para obtener exactamente las in-
tensidades de tension deseadas. Eligiend

camos s e de raieén pseabundantes do 125§ & cada lao del corte. Si hay
que obiener las condiciones deseadas, no debe haber desplazamiento relativo entre
os dos lados del corte. Pero los chlculos de la Fig. 16.15 muestran que los dos lados
se han juntado (esto es, se han telescopado) 0,34 cm. Sin embargo, si s hubiera hecho
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1a barra aB 0,34 cm mis corta, los dos lados del corte ajustarian perfectamente. Por

tanto, i al fabricar esta armadura s¢ hiciera la barra aB 0,34 cm demasiado corta y las

demis de sus dimensiones exactas, durante ¢l montaje se podria llevar aB a su sitio.

Esto crearia una condicién de pretensado en Ia armadura tal que, cuando se aplicara la
deseadas.

In sesién anteror e vio que la estrcturss citcamente indeteminadas son
Por medio s que el

estructurs estiticameate indeterminada actie con uoa wndmm de tensiones prede-
terminada
cstitica dada. Para conseuilo e necsario conirolar os desplazamieatos dl punto
de aplicacién de las superabundantes de un modo apropiado, como se vio més arriba.

Si se quicre usar Ia fjacion de tensiones, el proyectista tiene que utilzarlo general-
‘mente para conseguir la méxima cconomia (que, como jemplo, se supondré que coin-
cide con el volumen de material minimo). Comenzar averiguando qué valores ha de
usar como superabundantes para obtener ¢l volumen minimo de materal. Este :xludm
le leva a considerar dos tipos distintos de accion de las estructuras indetermi
ccionrormaly e Norka' Esas cessom aplicaies mddablemete  cuslquit
ipo de estructura estéticamente indeterminada de cualquier grado de mdzl:nmnuxén
Sin embargo, aqui consideraremos solo una armadura simple, indeterminada en
mer gra

Consideremos I estrucura de I Fig. 16:16. S¢ ve que, utlzando Ia acién de ten-
siones, Ia fuerza X, en Ia barra superflua aB, puede tener cualquier valor que se desce
¥ s¢ puede hacer que las barras de traccidn acten con 1,25 t/cm? y las de compresin
con 0,98 t. Suponiendo que se obtienen exactamente las sccciones de las barras nece-
sarias, se puede calcular fécilmente el volumen en centimetros cibicos de cada barra,
como se ve para varios valores de X. En la Fig. 16.16 se han llevado los valores asi ob-
tenidos para cada barra, y se han sumado los volimenes de todas ellas para obtener ol
volumen total de material en toda la armadura, como se ve en la linea de trazos. Se
observara que Ia escala vertical utlizada para cada barra es doble de la del volumen

El hecho mis interesante consiste en que el volumen minimo de armadura se ob-
tiene cuando X = 0. En otras palabras, se obtiene el minimo volumen cuando se re-
i B w8 3 ot dé dow bt itfemcnte e fomada por
a'y Ab. Esto es un ejemplo de Ia accién hibrida de una estructura esté
determinada.

Consideremos ahora la misma amadura, pero esta vez cargada en B, como se ve
en la Fig. 16.17. Procediendo en la misma forma que antes, es fécil obtener las curvas
Z wmm trazadas. E) hecho mis interesante en este caso e ¢l tramo minimo de

urva de volumen entre X = 0y X = 250 . El volumen de material es el mismo para
culguice alor degito par 1 supeabundante colrs o e, A st tams 5 1
lama normal, y la acci6n que representa s la accién normal de una estructura estética-
mente indeterminada.

Por valores de las superabundantes clegidos dentro del tramo normal, es posible
el proyecto normal sin utiizar Ia fjacidn de tensiones. En otras palabras, si se elige

! Ese gencral b oteresado a umerosos ingeniros cstructurales. Uno de los primeros foe
F.H. iy aededor d 190, 3 oy rectemens L M. Luushey Ve . . Gy, <To Exst D of
Sataly Indirminte Famorkon. <hn Exposicn of I Towiii, bt Fulin, Tk 4SCE. fio
1900;L M, Laby, aeect D of ptmu Indeirminae Trusee . Srcral D, ASCE, o
dicemre 1958,
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” y . e
se hallark que los dos lados del corte en la superflua se adaptan perfectamente sin hacer
ningtn ajuste ea la longitud de la barra. También, en este tramo, las figuras deforma-
das de fa son idénticas.

Obsérvense las estructuras definidas por los valores de las superabundantes en los
extremos del tramo normal. Cuando X = 0, la estructura se reduce a Ia armadura esti-
ticamente determinada compuesta de AB, Aa y Ab. Cuando X = +250, Ia estructura
se reduce  Ia armadura estdticamente determinada compuesta de Ba, Bb'y ab.

m
5|
) el |
3| ! §
& :
H
Z| 4
o -08x 5_200 t
Lo am "t
5E
HH
% —§
\ 33
w0000 3|2 so0000

3 Volumen del uzhon\/
1200.000| 400.000 4

\ ﬂ:a &
Lo \ L

10000 200000 S

o ol. min. = 1657 g

FiG. 16.16. Ejemplo de accin hibrida

169
Micatras que las consideraciones de la seccion anterior se limitan a una armadura in-
determinada muy sencilla, estudios més amplios indican que son vélidas las siguicntes
conclusiones, referentes a la accién normal y ida, para cualquier tipo de estruc-
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(+200-08) B zou

B 5
E 5
4 g
+
o -08x o_ 200t

Fic. 16.17.  Ejemplo de accién normal.

tura indeterminada que haya de proyectarse para un sistema de cargas estdticas in-
mibviles:

1. Para cad it
te determinada que, si se proyecta, dard ¢l minimo vulumm e maicia , paa 1 o
Tumen utilizado, las deformaciones minimas.

2. Para agunas stuctras sometdas @ citas carges, s un tramo normal
e material y idénticas.

3, En ¢l tramo normll es posible el pmybcw direto, sin recurrir a la Sjacién de
tensiones.

4. Para cualquier estiuctura estéticamente indeterminada, para la que no puede
obtenerse un ‘por aproxir Tlega al '
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que serd estiticamente determinado si la disposicion original  las cargas implican Ia
accién
5. Evidentemente, desde el punto de vista de la resistencia y la rigidez, 1o se con-
sigue una economia tedrica utlizando estructuras estéticamente para
de cargas estiticas.

len en los casos en que el prever cargas

turas més frecuentemente utilizadas son estéticamente determinadas, como cuchillos o
vigas con voladizos, arcos tr-articulados, ctc.
1610

constituyen un tratado completo del tema del andlisis y proyectos plésticos. Més bien
= b et qu e chpo e o itk s de Tos buenos textos y
yala tura

El concepto de basar el proyecto en la carga de rotura de una estructura tiene unos
cuarenta aiios, aunque la mayoria de los conocimientos en este campo s¢ han desarro-
llado en los veinte dltimos aos. Actualmente hay un gran interés en incorporar estas
ideas a las pricticas normales para las que sean apropiadas. Indudablemente, hay mu-
chos cjemplos de aceptacién ticita del comportamiento pléstico: proyectos de nudos
mans e Ia disiibucion uaiforme de cargs a Ios remaches, pernos  soldaduras;
des i6n de teasiones b i
Cuando mo s prev roura frg; desprciar s tensiones residuales debids l stirado
u otros procedimientos de fabricacién o de manipulacién; etc.

Las ideas del proyecto pléstico son mis apropiadas para los casos de cargas esen-

i Cuando reversit

considerar la posibilidad de fatiga plistica o la acumulacién de deformacién plistica
La construccion y ¢l proyecto modernos exigen, en general, estructuras estticamente

3 emisrs. S b vio i, g, pers e carmat et as técoicas de fjacion
de tensiones conducen al mismo proyecto que los procedimientos de proyecto plistico.
Sin embargo, las teorias del proyecto pléstico ofecen a la estructura la oportunidad
de cjercer su propia fijacion de tensiones, introduciendo deformaciones pldsticas en sus
chamelas plésticas.

no comprender el comportamiento eldstico y el pléstico de sus estructuras y combinar
estos conocimicntos en sus rabajos analitcas y de proyecto,

1611 Problemas para resobver

Problema 16,1 Calcular los puntos clave y dibujar Ia curva carga-deformacién (P-A,) de
Ia estructura de la Fig. 16,18, para cada una de las hipdtesis de la curva tension-deformacién
deTa barr ab sguiemes 1) bara cde Indteidumene on wn i de eaca cous-
tante de 2.1 tem? en compresidn; en otras palabras, la barra cede indefinidamente con un £
losi ol 2} b cofe coto e v n b e 2 Gonde 1 £ el 8 3150 Yor

Pt 142 B 1t someticn e i I compocamiie ¢ prorsts pleion
igas. supone . en esos ca-
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asm 4sm

ap = 24 et

yad

—as0\2)

4

b

Fic. 16,18, Problema 16.1.

508, que el factor de forma & de la seccién es igual a 1,0; 0 que, en otras palabras, ¢l
les. Considerar el

viga de dos tramos de E/ constante que soporta las dos cargas de 20 t represcntadas n la Fi-
gura 16.19. Suponer que oy del acero es 23 tfem.

Proyecto eléstico Proyecto pléstico
Fio. 16.19. Problema 162.

Con base de proyecto-eldsico, utlizando un coeficiente de seguridad 1,65, Ia tensién
por ety i s 29165 14 Yok Po tnte,  médulo rtnt necario ara
soportar ¢l moment wm‘nmndell,zimlqs-llZS[Il-M!m‘
2. Con base de proecto-pléstico, utilzando el coeficente e seguridad de 1,65, se calcu-
de rotuca de (0)L65), 033 1. mmmuu,-p,m oMy =
(33)3)(1.5Xé) = 16,5 m . El médulo pléstico (y también el esisente si § = 1,0) necesario
‘para soporar este My, con o, de 23 em® es Z = 1650/2,3 = 717 cm?, Io que representa un
mmannm’mmmm respeto al proyesto elfstico.
jacién

s los puntos a y b
pln e proyecto lsico. Por c}empio‘ deumt e o, usen o on e os
suficiente inicales siguieates:

15 Mt gesmt

ozt m s BT

FiG. 1620, Momentos niciles.
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- " ? -

Tos totals siguicntes:

wmt wme

wmt
Fia. 1621, Superposicidn e los momentos inicales y eldstcos.

drimos de 10m &S = 1000/16

=717 car,
de tensiones conduce a la misma seccidn que el proyecto plistico.

‘Supongamos que se proyecta csta vigh con una base cléstia, con Ia intencién de uilzar I
Hacin e teiones pur prodc ot mamenios s idicalos i ria; o 4+

e el Ta cantidad descads

) N e A w st
cargasde 20t

b) {Cuil serk e valor de
1as deformaciones excesivas?

Problema 163 Considerar la ua de dos tramos de la Fig. 16.22, y suponer que
=....m.|mwa=rmsmuoy,mam,qum, My = 1500 m kg.

P P
1sm | 1sm|1sm [ a5m

Fic. 1622, Problema 163,

4 Caleuarel
5)_Calculr, en fuacién de E1 de Ia viga, Ia deformacion dictil (to e, el giro relativo de
s o a8 cad o o uns charc) g s prodocid s carospbicas

1a primera apicacion rotura.

B e e T TS N o e 0 o & S i o

Iugar de estar empotrado, el valor de rotura de las cargas aisladas era de 24 ¢ Cudl sera este
valor de rotura s ¢l spoyo intermedio asentase &
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Introduccién a la mecdnica
avanzada de estructuras

17.1 Introducciéa. En general, las estructuras estén constituidas por una o més
barras o pancies. Una barra es un clemento relativamente largo comparado con las
dimeasiones

poca atencion al estudio de las placas y membranas o a las caracteristicas de vibracién

o pandeo de barras o paneles.

Estos aspectos mis avanzados se tratan en los cursos de mecdnica superior de las
estructuras. Aqui se presenta una introduccidn muy breve a los campos siguientes de
dicha mecdnica

Teorla de la elasticidad, Este término expresa el campo de la mecinica estructural
en el que se desarrollan métodos para determinar las tensiones, deformaciones y despla-
nmznlnxznlumpwlymw:ﬁﬂkw En reaida, los findamentos rlativos
al equilibri bles
dhnnm;lmuhnnu,opllnwﬂ hhmuaﬂndc:hmudldhudmlmmm{a

P
mﬁnm(mmhdmwmﬂndekldmnbnﬂmd:mmymzlm;
del comportamiento dindmico y de pandeo.

Teoria de plcar 7 menirirs. leorh:llnndehxphnxymmbﬂmst

en las relaciones

teori ﬁhwympmm.dmm.ummduupmbm
tipicos de placas y membranas. La teoria clstica no lineal y la teoria de placas y
branas estdn fuera del objeto del presente estudio.

Pandeo de elementos estructurales. Generalmente, la. posicion de equilibrio esté-
tico de una estructura real 0 un elemento estructural es una posicidn estable a la que

de un sistema utilizando Ia rigidez obtenida de las caracteristicas carga-deformacin
‘aproximadas definidas en la teoria elemental.
Respuesta dindmica de las estructuras. La deformacién estitica de una estructura

71
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es funcién solo de las cargas estiticas aplicadas y la rigidez del sistema. Sin embargo,
‘para una carga dindmica, la respuesta es funcién también de la masa del sistema, pues
interviene Ia aceleracion.
Para un estudio detallado de estos temas se cavia al lector a los libros reseiiados
en la pégina 23 de la Introduccin.
Definiciones fundamentales

a un cuerpo cuyo material esté uniformemente repartido sobre un volumen de una

forma especifica dada y que st apoyado y posteriormente cargado y/o dﬁl‘omudn

de alguna manera determinada. Se o <l materl cs homogéneo, sontpico

linealmente elstico iedad e, pero el
et iy

of exado d 3 eoiones, deforacioesy despacuinios 10 Jargo del cucrpo.

wsypmdﬂ mepo mapetn s tpin s de oo conrdenados apropado. Aun-
que pera ciertos problemas son més convenientes sistemas de coordenadas especiales,
O gcr s o st o G e %, 3,y ek o e uicmon.

en esa secci6n. En la Fig. 17.1 se representan la notacién y el criterio utiizados para
describir las fucrzas interiores y exteriores. En todos los casos, las fuerzas estén repre-
scatadas en sus sentidos-positivos. Para los trozos diferenciales aislados, como el re-
presentado, la variacién de intensidad en una superficie (0 volumen) diferencial s tan
pequeBa que se puede representar a fuerza total en una superficie (0 volumen) por la
intensidad en el centro de la cara (o volumen) multiplicada por la seccidn de la cara
(0°¢l volumen del trozo).
Las fuerzas de superficie estén repartidas sobre la superficie del cuerpo y se pueden
er en tres componentes coordenadas, cuyas intensidades (fuerza por unidad
o superficie) se representan por £, ?'y 2. Las fuerzas de volumen estdn repartidas en
o voumen el cvrpo; pueden s producids por s gravedad, magnetsmo o s

racidn (fuerzas de inercia) y se pueden representar por tres componentes coordenadas,
uyum:nmm[ﬁmuporumdmd:vdmnm)au expresadas por X, Y, Z. Se
observard que el sentido postivo de las componentes de las fuerzas de superfcie o de

volumen es ¢l mismo que para los cwm:wndiznls ejes coordenados.
La fuerza interna resultante repartida sobre una cara interior s puede descompo-
ner en dos componeates: una componeate normal, icular a la cara, y una com-
ponente tangencial o de cortante, paralela a ella. Generalmente esta ltima se' vuelve
a descomponer en dos componentes en el plano de la cara. A las intensidades (fuerza
por unidad de superfcie) de las componentes normal y de cortante se les llama, res-
pectivamente, tension normal o y tensidn tangencial, o tensién cortante, . De ordinario,
las tensiones en un punto se definen especificando las tensiones normal y cortante e
lo res plano coordenados 5, £ que pasan por e puno, bl sl
X, 3, 2, respectiva
Coro s 3¢ e subndic para expresar el plano en el que actia la tensién nor-
mal; asi 7, expresa Ia tension normal en un plano perpendicular al eje y. Estas tensiones
s unmld:rln positivas cuando son tracciones.
© se usan dos subindices, el primero de los cuales indica el plano en que actia
3ol sgundo s divccm n st planos asi <, indica la tensidn cortante en cl plano x
e actia »Las i i
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:
b5 [;i ]
roga \\\\\\\\\\\\\ aef] //////// 7

Ty oy

Fio. 17.1. Notaciones y criterio de intensidades de fuerzas  tensiones.

actdan en las direcciones coordenadas positivas de Ia cara ms positiva de un elemento
de volumen.

Como consecuencia de la deformacidn, se desplazan los puntos de un cuerpo. Los
desplazamicntos de un punto se pueden representar B s s gt o
denadas w, v y 1w en las dirccciones x, , z, respectivamente. Las componentes de un
deepacaminte m conskerea polivas . & st postiv de i coondeusdo o
pondiente.

'Una vez definidos los desplazamientos de todos los puntos, es ficil calcular las de-
formaciones. La deformacion lincal de un elemento lineal se representa por € y se con-
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sidra positvscusndo cs un alargminto. Con ¢ ¢ uilza unsubindic para
rosion primitiva el lmonto que nerviens. La varacion dl dngle recto ene
Al lineales originalmente perpendiculares se llama deformacion angular, o
deformacién de cortante, entre esos clementos y se represcata por , cor
positva cuando se reduce el dngulo rocto orignal nte I proongacion posiiva de
estos clementos lineales. Con y se utilizan dos subindices para expresar la dircccion
original de los dos clementos lineales.

Componentes de tension independientes. Es fécil ver que se pueden calcular las
tensiones normal y cortante en cualquier plano que pasa por un punto si se conocen
I

un punto, Por tanto, parece:
que para definir ¢l estado de tensiones en cada punto es necesario conocer nueve com-
ponentes de tensi6n (tres en cada uno de los tres planos). Sin embargo, es ficil demos-
trar que solo hay en cada punto seis componentes independicntes.
encralmente, es conveniente considerar como componentes indqxndienm de las
{ensoncs e un puno s que actdan en o e plano coordenados que pesan por
0. Soporigazos u s teomonce 0 tres 4 €30 plnos e l oAt de . par
el dieroncal e 1o Fig. 172 500 0y, T4y ¥ Turi Oy T ¥ T O Tex ¥ T Comside-
rando la vari lugar entre ¢l ‘particula y el de una
de s caras,astesiones e el cnto de md: aa ton s reprentiade. Sopongaren
eje x, M, = 0.
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diferencial (tercer orden), est
se convierte en

rwdzdyds —rpdzdydz =0 0 ru=r,

Del mismo modo, las ecuaciones del equilibrio de momentos respecto al eje y y res-
pecto al z conducen a

TH=Te Y Ta=Ta

Asi, resulta cvidente que solo hay seis componentes de tensibn independientes en cada

puntos; tres tensiones normales, o5, , Y 0 ¥ tres tensiones COMantes, 7y, (=) Tur
(=Tux) ¥ T,y (= 7,)- S s¢ conocen esas seis componentes para los planos coordenados
en un punto determinado, es ficil calcular las tensiones en cualquier otro plano que

Se pueden ampar st consderaiones pars, demosiar e e v punt it
quiera hay tres planos perpendiculares entre i en los que la tensién resultante es nor-
ol ] plano (40 ¢, e e que o hay s cortate). Tls planos el loes
principales, y ls tensiones en cllos, teniones principales. Una de estas tensiones prin-
cipales es la mayor tensién normal en cualquier plano que pasa por ese punto y se le
lama tensién principal mayor; otra es la menor algebraicamente y se le llama fension
principal menor; y 1a tercera tiene un valor intermedio.

riante observar que todas estas conclusiones referentes a las componentes de

las tensiones estén basadas solamente en consideraciones sobre el equilibrio, por lo que

son vdlidas para cualquier material que tenga propiedades.tension-deformacion lineales
0 no lineales.

Definicién de las componentes de la deformacion. Una vez conocidos los despla-

samicnospor o7t € todos s punos de n o, il alclar por sinples

ereme
el punto O: 04, OB y OC. Despuds de la deformacion, estos elementos se han movido
hasta las posiciones 0'A’, 0'B’ y O'C’, habiéndose exagerado enormemente su mag-
nitud para aclarar la figura. Obsérvese que, i los desplazamientos del punto O son u,
oy, los de 4, By Cson

Punto

au £3 w
u+a7d1 v+5h y w+?zdf

Punto B:

"+a'x/ "*aT/ y
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wt e o+Za oy

Por In pequeties de los desplazamientos, las verdaderas longtudes de Jos clmentos
yoC'y

4 S i
7 ¥
T sa

w.ga,t,fﬁ./' :

de csas lincas sobre el plano xz. En esa proyecién, por cjemplo, e evidente que la va-
fiscion de longitud de OA, A(OA) e précticamente

A0A) = A’ — 0A = "a—‘;dz
Por tanto, el alargamiento wnitario o qumndnlmldzs‘ﬂdﬂmnlnﬂuﬂloﬂ-

‘ginalmente paralelo al je x, se llama e, y s igual a dw/dx. Del-mismo modo, Ia
cién del dngulo entre los clementos 04 y OC originalmente pmum,muoq e,
pricticamente,

A(£400) = 240C — La0C = 3 1+ 22

Esta reduccién del éngulo recto primitivo, entre csos dos clementos que eran paralelos

a los ejes xy 2, se Il ey de la defor-
mnmdmmo(mﬁnwhmhymmm)xmmde
wpor
ou au
=3 "’"“*a‘z
»
=2 =i 17.1
w2 o a7y
2o do S

2

[l

F
&
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pues
estin cxpresadas en funcidn solo de tres cantidades: u, 0y w.

Enhmnﬂloﬂldgl‘hurlmudzll!hmad-dudw:quehnkﬁma:wwﬂtbm
ser compatibles La prueba de Ia compatibilidad es que las seis componeates de 1a de-
formacién deben satisfacer scis ecuaciones de compatibiidad —tres del tipo siguiente:
e B _ Pra
ot oy (17.20)

¥ tres del siguiea

oy

Se puede comprobar la validez de estas identidades por sustitucion de la E. (17.1).
En realidad, el satisfacer a esas ses ecuaciones e compatibiidad es la tnica caracte-
ristica de una solucidn correcta de la elasticidad para un problema dado. Hay un -
mero infinito de distibuciones de tensiones que satisfacen las exigencias de la estdtica
 las de las fuerzas de contorno, pero solo hay una que satisface también las ecuaciones
de mpallbthdtthmcbm y las exigencias de desplazamiento de contorno.
las seis componeates de Ia deformacidn en un punto, para tres
elmmnnpnumuwmnlmmx.yyz,armmmmmmw
Ia deformacidn con respect nales cualesquicra
ey p«m Esto puede hacerse ummndohlmwu:denmfmndnkdt/w
‘maciones que s¢ encuentran n 1os textos de elasticidad.
Como en el caso de s tensiones, sc mmmmumwnmu«m.
secionesque son prpendiclaes e f i sl defoemacitn § quo permsseon
.ddupukdzdl-(monhynuqawwdmm pnlulqwnohly

2&_3( aw..+a;;+_’«) ar)

dg:hmmmdeu‘nnuddammhn&ksuhmk/»mm
il migors 1 i e, dfomacin el

Otves i esas consraciods reivenes . dformacion o estin e
mds que por las aproximacianes geoméiricas que e desprenden de la pequeres de los des-

‘Eeuacions dferenciaes del equlibrio. B el estdio anerior e tensiones solo se
consideraron las relaciones de tensiones en un punto. Ahora debemos considerar la
variacidn de un punto al contiguo, para establece las exigencias del equilibrio entre
as variaciones de las seis componentes de las tensiones. Consideremos Ia particula re-
mmmumm.ymumpnmumondelmmbmum
en la dircccidn x, EF, = 0, Esta ecuaci6n simplificada conduce

[P
mtiEe iz =0

y ZF=0s
dry | Boy \ Orw -
H-Q-Ter st =0 a7.3)
y =02
O

+he g0
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Ermwmnmmmlhnnmmmxﬂﬂawhh*leqwhbvhydzbm
ser satisfechas en todos los puntos del volumen e un cuerpo. Las tensiones halladas
de la Ec. (17.3) deben estar tambitn en equilibrio con las fuerzas dadas en todos los
‘puntos del contorno del cuerpo.

Ecuaciones mﬁndeqhmhmlmmuemnm Hasta abora 00 s¢ han in-

‘en una forma matemitica més rigurosa. Sin embargo, las siguicntes se presentarin
2 base simplemente de la evidencia experimental concernicate a los materiales fineal-

Fegaynerye De igual modo, una tensidn cortante tal como t,, produce solo

;nl-ry,,ymmm.dmunmummx.yyx Asi, se
P snw seis relaciones tensién-deformacién sperponiendo las
Eocones & s s componeotes do I dlovmacicn:

A é{l. = ¥oy +a)]

a=gli=rta) 1= 14

wm et =D

donde E = médulo de elasticidad longitudinal en traccién o compresidn, o médulo
de Young
v = coeficiente de Poisson
G-E/Zu+v)-mbau.lvdcdmndmmmnul o en cortante
Las relaciones tensién-deformacién ant s¢ pueden convertir en las ecuaciones
knmdq;hnmlmmmml\lwndndchlh aniy:

a1 e
Bt et Rr2-
Bl rmta)]  Ral-T a1
aw : B, 0w _ 1
Y R -2 B

173 Formaiacin de la solucte del problema de In elastickisd. ~Ahora que dispo-
nemos de las defniciones fundamentales usmlmnnud:hwvd.la:hdunmlm
es posible formular ¢l método de Taahcin de m protiemas icos Los datos de es-
t0s problemas son
junto con la definicidn de las fuerzas /o los dupllumzmoﬂ dela
del cuerpo. Se quiere hallar las nuyduplmllumm:nmdn el volumen del
cuerpo. Por tanto, como incbgnitas hay nueve funciones desconocidas de x, y ¥ 3. Seis
de €505 funCiones —0, Gy, G, Tap ey ¥ %y definen las seis componentes independientes
E i emies en of e, 3 s 8 el . 7 0 dfinn s s compomentes de

derplawnmlm
ra determinar estas nueve incégnitas se dispone de mueve derivadas
parclal::, v de las evlessom L ecacines arencles 4ol eqatbio (173 » s
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son las ecuaciones tension~desplazamiento (17.5). Las nueve funciones desconocidas deben
satisfacer no solo estas nueve ecuaciones, sino también las condiciones de fuerza ylo des-

plazamiento en el contorno, para que sean la solucién verdadera de la elasticidad a un
oroblema dodo,

Se obserac que, n gerl, o rotma e n asticidad o evdlicomenie indeter-
minado. Solo hay tres ecuaciones del equilibrio esttico, que solas son insuficientes
para determinar las seis comy de las tensiones que intervienen cn esas ccus-
ciones. Solo puede obtenerse una solucidn tnica cuando se consideran también las seis
ecuaciones tension-desplazamicrto.

Los problemas de la elasticidad se pueden clasificar en uno de los tres tipos siguien-
s, segtn Ia naturaleza de las condiciones de contorno:

la distribucion de tensiones y los desplazamientos, cuando sc
dan las fuerzas de volumen y de contormo y no s¢ dan dt:p|mmznlo- de contorno.
E;fmpla Vigssimplemcntc poyads.

Determinar la distribucion de tensiones y los desplazamientos, cuando se
dan s vz de volumcn ¥ las de contorno, excepto en puntos aislados n los que,

Tipo II
mm:mdmﬁnmylummmmdmmm

Los problemas de ingenieria civil pertenecen gencralmente a los tipos I y II. Ademds,

utilizando Ia técnica de Ias estructuras primarias usual, descrita en ¢l Cap. 13, los pro-
blemas del tipo II se pueden convertir en varios del tipo I.
Para resolver los problemas del tipo 1, s resu derivads

parciales en seis, climinando , 0 y w de las ecuaciones ensién-desplazamieato. Este

las relaciones tensidn-deformacion (17.4). Estas scis ecuaciones solo como
inobgnitas las i componentes e s tesiones independiete. Cuando s hayan de-
terminado estas componentes, de modo que satisfagan a estas seis ecuaci

, de alas
conticlons de ot do contorno, sc pueden sustituir sus valores en las Ecs. (17.5)
¥ determi vywde

e cnva al estor, para I rsolucién de s problemas tpicos, a lo textos e clasti
cidad. En realidad, se han resuelto relativamente pocos problemas, y los que lo han
sido son muy sencillos, comparados con muchos de los problemas pricticos. Sin

rgo, estas relaciones han sido muy dtiles como medio de aumentar la comprensidn

an|mx=tﬁnmmdn e 8 cargas que actian transversalmente a
su plano medio original. En a mayoria de los casos las flexiones transversales de la
placa son pequefas y se pueden calcular por Ia llamada teoria de las deformaciones pe-
quefias. De acucrdo con esta teoria, cuando las cargas ransversales cstén aco
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por cargasen e plano medio (qu acian parailamente I posicitn orginal el plano

yuuk!nmullimnnwmquthmnsvuu\:sumadumhmlopﬂrh:
cargas t independiente de
P:nph:!mﬁmbb.mddmwﬂnwnmmhnyl-mudﬁmﬂn
de las fiexic relativamente mis
importantes, UuwhwwaOqummaumM en ol cdlcalo
e Semls ekl 4 v et 8 Rl ol rarimad i o demcis
grande.
mmbmnrlwﬂlmwrm[mlmbqumnmhmumqm
dependen de las fiexiones transversales del elemeato.

L o ke arac def ok do plcas o T e de b i
grande. En esta teoria, 10 50lo se considera ol efecto de las cargas del plano medio en
la fiexidn. transversal, sino también los siguicntes perfeccionamientos. Cuando una
Hinc fexs. 58 s tenden # monerse purabeamens 4 0 plase cigoal 1 0 ko
impide este movimiento, se producen reacciones en el plano medio (lamadas general-
‘mente reacciones de membrana). Adems, en general, las placas fiexan segiin su
o desarrolable y, como consecuenin, 3¢ ntrodicen nuevs modideacions de s

Por tanto, en la i
50t 1o conidert b eacid corngte del cxprtamiens do Bt tragrca
3 de menbace. B4 vas s 20 oea! il de

Ak Flaas s S Aopoatn Gakdle Roeon i 9 P 06
e de roanbrana,grende. Eotas placas ckn (st e 3¢ comportah mis como
liminas que como placas; 3 e s limes fss, susctan I cara prini
palmente por fuerzas de mem!

Hipbtesis simplificadoras ynmammdtladﬂlkdﬂ En el estudio
que viene a continuacion se imponen las sigulentes limitaciones: 1) el espesor  de la
placa es muy pequeio comparado con Ia longitud y Ia anchura; 2) s el espesor no es

Fio. 176, Notacién de placas delgadas y critero.
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constante, su grado de variacion es pequeio; y 3) las deformaciones transversales son
‘pequeiias comparadas con el espesor de Ia placa.

En realidad, el problema de hallar las tensiones y deformaciones de una placa del-

sk i proklond i wilncidosil Introduciendo ciertas aproxima-

iones vlidas, en l caso de la teoria de las deformaciones pequeias os posible dividit

o problems tsimeasoud! ¢n o roblemas do dastici teimmaions, cads o

Se puedn ol xas srosiacionescomidersado el arden do mugaiad d s i
componenies de las tensiones

Consideremos mpmdeumeomo Ta de la Fig. 1740, Sc puoden agrupar las
seis tensiones en tres grupos: la tensién normal transversal g,
transversales t,, Y ,,; ¥ la tensiones paralelas al plano medi

observaré que o, es del orden de magnitud de g, estando ¢ normalmente en ¢l
orden de 0,1 kg/em? a 1 kg/cm?, a veoes de 1 kg/em? a mk./cm'ymuvaamam.

‘decenas de kg por cm?. La carga transversal total es del orden de gL*. Para

of ol trannecal, s cargs o equieads con as s el de
cortante del Orden de T,Lh © t,,Lh. PO tanto, T,, Y 1,, son del orden de (gXL/A). Si se
considera una flexion de una fija de Ia placa de anchura unidad, ¢l momento fiector
es del orden de gL, mientras que el resistente 10 ¢s de 4% 0 g,J”. Por tanto, o, 0 d,
y se supone qué , también) son del orden de (}L/A. Asl, como Lih s relativa.
‘mente grande para placas delgadas, o, 0, Y T, 50N MaYOres qUE , ¥ T, y mucho ma-
yores que o,

Como 41, %, y 0, son relatioamente pequeiios, se puede despreciar sus efectos en las
deformaciones de la placa. Como consecuencia, las ecuaciones exactas de los desploza-
mientos, Ecs. (17.5), se pueden susttir por las ecuaciones tensidn-desplazamiento apro-

siguientes para placas delgadas:

(17.6)

Aunque se han despreciado . t,, ¥ 7, €n 1o referente a las deformaciones, hay que con-
sercar las seis componentes para todas las consideraciones sobre el equilirio. Se obser-
var que esto es comparable con Ia teoria elemental de las vigas en la que se consideran
para el equilibrio las tensiones cortantes transversales, pero se suelen despreciar en los
céllulos de las deformaciones por fle

Notacitn y critero. Al considerar el equilibrio de una placa, es gt
partes, cortando por medio de planos o superfcies. Evidentemente, las tei e
€535 SUPETfCies 0y, 0, Ty Ter ¥ Ty Varian en el espesor de la placa. Para s s
que tratar con esas tensiones repartidas, es conveniente representarlas por sus fuerzas
y pares resultantes. A este objeto, es conveniente introducir las definiciones de resul-
tantes de tensiones Ny, Ny, Ny, (= Nyy), O, y Q, y los pares de tensiones o momenios
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Slectores de tensiones My, M, y My, (= M), como se han represeatado en sentido
positivo en a Fig. 17.4b y se definen matemiticamente por las Ecs. (17.7):

Nom [N ote No= [2ea
A No= [ e
Q= [ e Q=[G ma 1D
M= [ esds M, = [ eeds
o= = = = = [
En s palabrs,

, |gu-lulIaﬁmnpcxnnmddzlorlnlmﬂdnglmmwrmm)ytlplrporum—

(w52 Py
{4+ Tl

-~
Ut 3 %"'E‘% ol Pl
e 9

(5 Fla—H s 23,

. 'y
(45 Plae Lo 7

)
o2 g),./ (a+3 P
4,+%L D

*
Fia. 175, Teorla de las deformaciones pequedas de las placas delgadas.
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dmdumimd (metros-kilogramo por metro) producidos por Ia tensién de que se

que Ny, = Ny, y My, = — My, DOT SET T, = 1, ¥ @ causa el cri-

lermd: signos adoptado pars esas cantdades. Cada uno de los pares de tensiones,
l-mlunmdemwa,wldnﬁnﬂopmunlﬁlmﬁudﬂxeywln

L los puntos de la Ia placa n a dircsicn
xy PSS todas las cuale son i
deixey.

Formlacitn de la teoria de la deformacién pequeria. Sllenvplumunlnlznnuw
de una placa por las resultantes e tensiones y los pares de tensiones, se necesitard un
o d I ictgaias independientes para definir completamente las tensiones y des-
plazamientos:

S resultantes de teasiones: N, Ny, Ny, (=Ny), 0.y Q,

3pares de teasiones: My, My y My, (= —M,)
3 desplazamientos: Uy 0,3 0,
Para despejar cstas inodgnitas se necesitan 11 ecuaciones. (blnu)ev!dlm by
6 ccuaciones y 5 ecuac
equilibrio.

De acuerdo co aterea de s et (1761 ndepndine e . P o, o0
:u.lqumpunw(x,y}.:lv-lordewu:lmmnonlnm]q e igual al valor w, de
w en Ia superficie media. ,mmnﬂnhxdu\\lumlzmvnade[”ﬂ

wa) = wles) — 2 5o () -
.

y v(zyz) = vlsy) = :‘%‘ (@)

Como sc ve en la Fig. 17.5a, estas ccuaciones equivalen a expresar que las lineas per-
pendiculares a la superfcie media antes de la flexion de Ia placa, siguen sicndo perpen-
diculares a clla después de la fiexidn (s Ia llamada hipdtesis de Bernoulli-Navier). Se
las Ecs. (175)!nhpnmm segunda y cuarta de las Ecs. (17.6) para

L33 5)
o8B o

o W, P
r,,=G[W+T_—h—

—

Entcices pueden ya obtenerse las seis ecuaciones tensidn-desplazamicnto sustituyendo
LosE, (19)cn s cxpresones do s Ees. (177)de ls My N, tenindo:

(17.10)
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y
az.11)
Las ecuaciones diferenciales del equilibrio necesarias se pueden obtener conside-
indo el equilibrio de la pomem diferencial de placa dibujada en la Fig. 17.56. Con-
siderando que N, N,, My, etc., representan los pares de tensiones y las resultantes de

muwmm]mm.nesxeywexmuoummm,mr ) pares que actian
znh!mxpo‘mvudelmmnokﬁnhxd:hﬁanzmis.hyﬁumsij

mejantes, no representados, en la caras negativas, ales como. (¥, — = 5 dy, et-

cétera. Para el equilibrio de esta porcién deben satisfacerse las ecuaciones siguientes:
N, N,

Er.-o Heifleao

Em- 0 Ay 20

Er.=o
ZM.=0
M=o

Se observark que IM, = 0 s¢ transforma en 0 = 0, pues N, = Ny, ¥ 00 conduce a
utiliza

a7.12)

- Y

@a7.13)

ninguna ecuacion

La consideracidn de las 11 ecuaciones de las Ecs. (17.10) a (17.13) demucstra que
sedividenendos grupos: s = (17.10)y (1712 que coninen Ay Ny o (=
03 0 2 1 Ees (111)y (17.13), que conticnn & Kby, My, My (= M) G €,

¥, Asi, Ia teoria de s deformaciones pequehas para lus placas delgadas divide 1
solucidn en dos partes, Ia primera de las cuale se llama problema de membrana y con-
tiene Ias tensiones de membrana resulianies N, N, y N, y 105 desplazarmientos de mem-
brana, u, y v, que 10 volverén a considerarse, y I segunda, que se lama problema de la
flexion transversal y se estudiard a contin

Problema de la flxion transersal.En ¢l cstudio Aol 4y 4 e
de placas de las deformaciones pequefas correspondicate a la flexion transversal, se
supone que el espesor 4 de la placa es constante. Se ust  simbols D pln designar la
rigidez a lexidn de Ia placa:

ER

=i

(17.14)
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Las scis incdgnitas que intervienen en el problema de Ia fiexidn transversal se designa-
rén por

w, deformacién por flexitn transversal
M, M, pares 0 momentos flectores de tensiones de flexion
M (= — M) s 0 momentos flectores de tensiones de torsidn
0.0, resultantes de tensiones cortantes transversales

Para del diferenciales

del cquilibrio, Ecs. (17.13), y las tres ecuaciones tensidn-desplazamiento, Ecuacio-
nes (17.11).
se

tiene w, como incégnit Q,YQ,cnhpnmmdzmm(ms)mm
iloede T o e o st emionts Luego se sustituye de las Ecs. (17.11)
n la ecuacién resultante y se obtiene

[- +agi %’;-'] - @) (a7.15)
Esta es la ecuactén que rige la deformacion por flexion transversal de Ia placa. Si se
puede determinar 1, para que satisfaga la Ec. (17.15) y las condiciones de contomo
teferentes s lls, e puse st w0 s ek (.11 pas, btene My M, M
(= continuacién se sustituyen estos pares de tensiones en las dos dltimas
ﬂﬁhsm (1713)moumaq,yq ),

es ficil caleu-
lar lu s iemnai SO tensiones asociadascon a exién lmnl de la placa, utilizando
Ias expresiones siguientes:

Se pueden producir Ias siguicntes condiciones de contorno referentes a i, en diver-
50s tipos de contorno:

‘Borde empotrado. A lo largo del borde son nulas la deformacidn por flexidn trans-
versal y la pendicnte de la superficie media normal al borde. Por ejemplo, si ¢l borde
empotrado es paralelo al eje x en y = b,

(s = 0 y

rde simplemente apoyado. A lo largo deleje, son nulas la deformacién por flexion
transversal y el par e tensiones de flexion normal al eje, lo que conduce a las condi-
ciones siguicates para un borde paralelo al eje x en y = b,

s

(s =

* Se observark que ese método d
micotos
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Borde litre. mwmumumamamdamou
o torsidn y de resultantes de tensiones cortantes transversales. Se puede demostrar que
se obtienen sensiblemente esas condiciones, si, 4 lo largo del cje x = a, por ejemplo,

Resobcion de los problemas de fiexion transversal. La aplicacion de la teoria ante-
nwlvlnuplvblﬂmudepllnlkhunmkxmmdmmbnplmyl‘mm
¥ 1o se estudiard aqui. Por cjemplo, estudiando una placa recta
apoyada en los cuatro bordes, como muestra la Fig. 176.»v=qu=uwlm(muu
dada por la serie Fourier siguicnte:

w = 25:4...5.?@

(17.16)
S

oot Ao = D GmfaY £ GV r1n
oo

y Pen = aib ﬁ '[; ) sea P2 e "V dzdy (7.18)

de dmm se puede calcular P, para cualquier carga transversal dada g(x). Aunque

se deduce esa solucidm, e ficil comprobar que la expresién de i, dada por la
By (1716)stisfac a 1 Ee. (1115 y as condiciones de contorno de los bordes sim-
et apoyadoscn s cuaro | lados de Ia placa rectangular.

17.5 Teoria de piacas de las deformaciones grandes. Cuando las deformaciones
iranversles pr flsén s haceo cad vez mayores, o mmhnaon de las fuerzas del
plano medio a la flexion transversal se hace cada vez més importante. Se puede tener
en cuenta este efecto considerando el equilibrio del emento de I Fig, 175 en u po-
sicién deformada, en lugar de sin deformar. Como consecuencia del desplazamicato
de et paricula o caras ltrles s resulantcs e tensiones y pares de tensiones
que actian en ellas, han girado dngulos pequefios. Si se consideran estas pequefias va-

7

FiG. 17,6, Placa rectangular simplemente apoyada en los cuatro bordes.
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al volver a escribir & de equilibrio, se halla que solo
la primera d: las Ecs. (17.13) sc modifica sensiblemente y queda

+ R g nZE N T o, 20 a7a)

oz

Las dos ltimas de las Ecs. (17.13) y (17.12) permanecen invariables.

tienen influencia sobre las deformaciones de Ia superfcie media de Ia placa. Para calcu-
far eas ifenci, s rfrimon Fi. 1.3 y aspoudros que cu cia figura los
desplazamicntos v en la direccién y son mucho mayores que los del plano xz. Estos
desplazamientos grandes modificardn la deformacién de las fibras OA y OC, micntras
que antes, cuando eran pequeiios, se vio que solo tenian una influencia de segundo or-
den, que se podia despreciar. Si se incluyera csa influencia en Ia teoria de las placas de-
ducida més arriba, las ccuaciones tension-desplazamiento, Ecs. (17.10), se converti-

rian en
Bh_fow 1000, v v (G
=g [az+§( +’ay+5(“w)]

Ny= 1—.’[:’: l;‘:)+v%+%(%)‘] (17.20)

-N,._an["‘-+°"' aw.aw.]

ety

9z oy
No obstante, las tres restantes ecuaciones teasion-desplazamiento, Ecs. (17.11), per-
‘manecerdn inalteradas.
Cuando se introducen estos perfeccionamientos para obtener la teoria de las de-
indes, resulta evidente que la solucion ya no se divide en dos partes in-

pequedias. Hz
0 resolacitn cs muy il Po a teora d las dlormacions grandes s an reselio
unos pocos problemas sencillos. EI lector que lo uede recurrir a la literatura
especializada, como la «Teoria de placas y liminas», e Timoshenko y Woinowsky-
Krieger.

17.6 Estudio de las iminas delgadas. En el Predmbulo se describi6 el comporta-
miento de las ldminas de un modo cualitativo. En el comentario siguiente se ampliarén
los fundamentos de la teoria de las placas para incluir las liminas. Esta breve presen-
tacién incluye poco mis que una introducci6n a la teoria cldsica de las liminas, ¢ in-
tenta ayudar al lector a comenzar sus estudios en los textos y literatura periédica dedi-

cados al andlisis y proyecto de las estructuras laminares.

Limitaciones, hipbtesis, nolacién y criterio. En lo que sigue s supondré que el
espesor de la limina, h, es pequefio comparado con el radio de curvatura y la luz de
e Par i st delgudes o vien evocabcats s ks hipdtesis que
para las placas delgadas, es decir

1. No se consideran las tensiones normales perpendiculares a la superficie media
de Ia limina.

2. Se desprecian las contribuciones de las tensiones cortantes radiales a la defor-
‘macin de la limina.

3. Los puntos de las lineas normales a la superficie media de la ldmina antes de la
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(o) (e)
Fic. 7., Notacién de la limina delgada.

deformacién siguen estando en lineas normales a la superficie media, después de de-
formar.

usan fundamentalmente las mismas definiciones y notaciones para las ldminas
delgadas que para las placas.

Las deformaciones, tensiones y desplazamientos en un lugar determinado de la li-
mina se refieren a cies coordenados ortogonales con origen en un punto O de la su-
st modin: Sotoaan 0 s .  colackletes con 8 Angeote & e s do -
vatura de la superficie media en el punto 0, y el z con la normal a esta superfcie. Los
radios de curvatura principales de Ia superficie en los planos xoz ¢ yoz se llaman r, ¥ r,,
tespectivamente. Ver la Figura 17.7a.
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Las tensiones internas que actian en un elemento diferencial de lmina, como cl
que aparece en la Fig. 17.7a, s pueden representar por un sistema de resultantes de
tensidn y pares de tensiones cquivalentes, semejante al utilizado para las placas. En el
caso de un clemento pequefio de una lémina, las caras laterales expuestas, a causa de
a curvatura inicial de la limina, tienen forma trapezoidal en lugar de rectangular como
en el caso de las placas. Sin embargo, s o o delgades e s e s
queilo comparado con 1, o 1,, se puede despreciar el efecto de esta forma
Y deior o pares de tesionesy o eslentsde tevione po s mismes e (17.1)
utlizadas para las placas. Estas definiciones son por unidad de longitud de las caras
laterales en la superfcie media de la limina. Los pares de tensiones y las resultantes de
tensiones estin representados en sentido positivo en la Figura 17.75.

Se puede desarrollar la definicién de deformaciones en una imina delgada conside-
rando'la deformacién de un elemento pequefio de la misma, como el representado en
Ia Fig. 17.7c. en que las lineas normales a la superficie media sc considera que lo son
antes y después de Ia deformacidn. Sin considerar los detalles de Ia deduccidn, sc pue-
den definir las deformaciones ¢,, o &Y v Tos elementos x ¢  que estén a una dis-
tancia z de la superficie media,

==
$ o= o —2x ar21)

40nde €, €, Y 1 5¢ reficren a la deformacicn de los elementos x ¢  que estén en la
superficic media d¢ a limina, y donde

% variacién de la curvitura de la superficie media en el plano oz
variacin de Ia curvatura de la superficie media en el plano yoz
,‘, = variacién de Ia torsién de la superficie media

Las Bes. (17.21), expresions de a deformacion, s pueden ustiui por ccuaiones
bles a las Ecs. (17.6). L las
tensiones en funcion de las d:(rmnmn de Ias ccuaciones resultantes s pucden sus-
tituir en las Ecs. (17.7) de definicién de los pares de tensiones y las resultantes de ten-
siones, obteniendo las relaciones siguientes:

Relaciones tension-deformacion para resultantes de tensiones de membrana:

(17.22)

__E
TR
Relaciones tensitn-deformacitn para pares de tensiones de fiexitn y torsién:
M, = —Dlx« + »xs)

M, = —Dlx, + vl (17.23)
Moy = =My = D(1 = »)xm
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4 s,

Fic. 178, Geometria del clemento difereacial de limina.

En un problema determinado se pueden convertir estas ccuaciones en ccuaciones ten-
sién-desplazamiento, sustituyendo las deformaciones y variaciones de curvatura por
expresiones e funcidn de os despazamientos dc Ia i, u, 1, Y 0,

is . placas, ¢l de una lémina
wmpm\deunwuldtlllummdummudexcy,quedunbml tres resul-

Xi6n M, y M,, uno el par e tensiones de 10rsién My, (= — M,y y dos las resultantes
de tensiones radiales de cortante 0, y 0, y los tres desplazamientos u, 5, ¥ w,. Para
ales: Ias s

D xes incdpies s disone 11 Socomen a1 deiradas prek s ecua-
tensién-desplazamiento que sc pueden ballar en cualquier problema trans-
Eotmato ls i comaios v dermactin =4 722)y (1723 y s cinco

ccuaciones diferenciales del equilibrio que se deducen como se indica mds adelante.
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Para la s
gura 17.7a.

ente deducién utizaremos un elemento diferencial como el d I Fic

ficie media y wmtmhxlbw:demamdchmpeﬁmmdm En
o Fig 178 175 sl e reprsenta I supercic medi de s lemeato.Se e un

origen en ¢l centro del elemento y los ejes x ¢  estén en el plano tangente y coinciden
con las tangentes a las lineas de curvatura. Se observaré que ninguno de los cuatro la-
dos del elemento es exactamente normal o paralelo a ningino de l0s tres eies coordena-
dos. Ademés, ninguna de Ias longitudes de la superficic media en las cuatro caras cs la
misma. Paraecribr s tescuaciones fera-eqilbrio s repesentan en I8 Fig 170
los vectores

hallar &
cquilbrio, La intensiad de by carga resultante se expresa por ¢, cuyas componeates
X, y, 2 sc designan por ¢y, g, g

Se pueden escribir cinco ecuaciones de equilibrio para e elemento de limina:
F, =0, IF,= 0, IF, =0, IM, =0 y IM,=0. Evidentemente, la

ciones en detalle. Eta deduccin s inmedita, pero basante Iaboriosa s causa de s
. Cuando se utilizan ¥ @, como
variables mdzpndunlu en la derivacin, estas ecuaciones quedan:

,,,'(N.v.) + i (o) + Na e N,H—Q.r,+ql.v,-0

;(N;.) +—(N-;.) + N..— - N.— = Qe+ gy =0
aa. (Q;.) Fow (Ql-) + Nory + Nyra + grry = 0

?
a2 (M) = 50 (u;.) - M3 M 4 Qs =0

—~—(MJ-) ——(M-r.) +u.§:+u, > + Qury = 0

(17.24)

En la deduccién anterior se supone que la superficie de la Limina estd defnida por las
lbm&mwmquwnduhmhude ortogonales, a lo largo de las cuales
cortan las normales a Ia superficie de la lémina en puntos consecutivos. Se supone
lamblluquth' planos osculadores (esto es, 105 plancs que contienen tres puntos con-
scautivos, o dos tangentes consecutivas de una curva en el espacio) de estas lineas de
curoatura son normales a la superfcie. Sin embargo, en general, los planos osculadores
de las lineas de curatura no son normales a la superficie; por ciemplo, en el caso de una
mmmdcmolmn.myultnmdnmmmnmlm meridianos y los 1
El plano meridiano es normal a la superficie y el radio de curvatura oo meridano o0
un punto cualquiera es igual a uno de los radios principales de curvatura de la super-
igual di prin-

pen
cipal de la superficie €a ese punto.

En tales casos, se aisla el elemento diferencial representado en las Figs. 17.8 y 1.9
por medio de parcs de curvas de las dos familias de lineas de curvatura. Las longitudes
de los lados estarén definidas por los radios de curvatura de esas lineas, que se llama-



548 ANALISIS ELEMENTAL DE ESTRUCTURAS

Fio. 17.9. Tensiones resultantes y pares de tensiones.

rina,y g pero pucden o o set radios de curvatura principales de la superfcie. No obs-

seguird tomando el cjc 7 radialmeate y normal al plano tangente 3 la super-
Se 0, Lmewmnu:ndmlue,yq,mﬂnumhlhnmmhmﬁcnhmpaﬁcu
en  diccitn de ko atios d¢ carvatrs prncpals. Por o, al calcular la com-

ponente de O, en la di ‘por ejemplo, el erk de da)2,
sino (como se muestra entre paréatesis cn Ia Fig. 17 8¢) de a, da,/2r,. De igual manera,
al plantear la ecuacién EF, = 0, se calcularén las componentes N, y N, de las tensiones

sl s, o 1a direceién 2, uilizando el mismo dngulo 3
Asi, cuando la sperfce st defnda por lieas de curvat,  los planos osculadores

de una o de las dos no. la ie, debe usarse la

de las Ecs. (17.24):
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e+ L - () + Mo 32 ”&—a.%'u.u.-o
(ma.>+ (N.A)+N.."°: N - 0% 4 gaa - 0

o (@) + - @) +N.”""+N.‘,“'+q.o.«.-u

a—m‘”v"” # *(M.A. —Mr-am‘!'M-;"FQM' 0

+Qaa, = 0
(17.25)

Teoria de la membrana de las ldminas. En la mayor parte de las lminas utilizadas

- e O0y) - 2 (O + Mo 32 4 1, 2

Solo son wm-dmuu los pares de flexién y torsién y los cortantes radiales n Ia pro-
ximidad del con

smomypamdennmnnmonmwmnwmal(ms,s.u M, = M, =
Qo= Q, =0} las ares
resultanies de tensiones de membrana: N, Ny N (= N,.). 0, de las Ecs. unn

o
 3a,
oz (Vi) 50 (V%) + I, ﬁ—N'Lﬂ,«.a, -0 (728

(N.a.)+——(N.a.)+N’ N, ﬂ’+q.a.¢.=0

N:%w;“%u.u.a.-o

Los valores de las tensiones de membrana definidos por estas ecuaciones constituyen
el andlisis de una limina por Ia llamada teoria de las membranas. Estos valores se de-
signan con un acento N, N, y N, (= N,,) para indicar que son primeras aproxima-
ciones de las resultantes de tensiones de membrana que se determinarian como parl
de la soluci6n general del problema, que incluye el efecto de los pares de fexion y tor-
sidn y los cortantes axiales.

determinada y estd definida simplemente por las tres ecuaciones de equilibrio dadas mds
arriba y las condiciones de contorno de la estructura’, Tal estructura, a causa de su cur-

tinua, utilizando, por tanto, solamente su resistencia de membrana. Al hacer esta afir-
‘macién se ha ignorado la mbum de p.ndeo de x. umim Obsérvese que una placa
esi de las ecuaciones
e cquibrio, Es. (1719, 1 os par pares de ﬁalﬂn y plerh ¥ los cortantes radiales son

om e necesita para s deformaciones de esta teoi.



550 ANALISIS ELEMENTAL DE ESTRUCTURAS

FiG. 17.10. ' Lémina de revolucién.

nulos, no hay modo de satisfacer Ia ecuacién de equilibrio EF, = 0. Solo cuando la
placa ha sufrido una deformacion por flexién y una curvatura considerables trabajan
Js fucrss de membrans y ayudan a bzt I lsc. (ke e uno de Iosfctores
Ia teoria de placas de

Es interesante obscrvar que la accién ulnmun.ldenmurmmam\ly semejante
a Ia de una cercha. Una cercha no necesita nudos rigidos o rigidez a flexién en sus ba-
ms(nwly\mhpﬂnhbd-ddemden)pnwpoﬂn un sistema de cargas y reac-
ciones en los iales (esto es, «fuer-
135 de membrana») solamente en sus baras. S n cercha fine nudos rigilos y 5¢ con
sidera Ta capacidad de las barras para soportar la flexin, moviliza algo de esta resis-
tencia para soportar cargas en los nudos, pero la mayoria de las cargas las soporta con
Ias fuerzas axiales de las barras. En otras palabras, igual que una limina que soporta
cargas repartidas, una «solucién membrana» para una cercha calculada a base de que
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sus cargas en los nudos como si tuviera los nudos articulados, es una buena
primea aproximacién para las fuerzas axiales de las barras e la cercha real con tisdos
rigidos.

‘Aplicacién de la teoria de la membrana en las liminas de revolucidn. Las liminas
de revolucion como conos, esferas, etc., se pueden engendrar por la rotacién de una
curva plana alrededor dn i que st on 6 plano do 1 s, como e e n n Fi
gura 17,10, Las diversas es de Ia curva generatriz s llaman meridianos de la
oprticie. En an puno coaluiern O de Ia uperi, o plano meridiano que pasa por
ese punto es uno de los planos de curvatura principal y el meridiano es una de las lineas
de curvatura, cuyo radio de curvatura se representa por r,. El otro plano de curvatura
principal es normal al plano meridiano y al plano tangente, y contiene a Ia normal oz,

L secitn de ste plano norml en s superticie sl cura JOH, cuyo radio de cur-
vatura es la distancia OL, que sc expresard por

ar e sudio s comvenite ek o supericie medi de I imina por s lnas
de curvatura, una de cuyas familias son los meridianos y la otra los paralelos, intersec-
cién de la superficie con los planos normales al cje de revolucién. En la Fig. 17.106 esté
representado un clemento diferencial de Ia superfiie media aislado por pares de estas

curvas paramétricas y estd situado por los dngulos 0y ¢. Se observard que el radio de
curvatura del paralelo es ro.

Snponpmﬂiqmllarnmpmmmuulmmuwmrnrspeﬂollepde
revolucién. Asi, Ia componente circular de la carga g, es nula y g, ¥ g, son funciones
solode . En e caso,  cats dc n st o las cares yd:ln!lnulu,ln tensiones
enéstason i i oy I Asi, pues, 00 hay
Nog ni Nyo. Las resultantes de tensiones normales, en las dirccciones cievlaey del -
ridiano, sc expresan por Ny y N, como sc indica.

La solucién por Ia teoria de la membrana se puede obtener aplicando las Ecs. (17.26)
¥ observando que

a=0 G=n

a=¢ @=n 7
Por tanto,

o =Tisen ¢ N’ N’. 0
N.=N;

(N.ro) = N'u +arn =0
= 2
M=ty m0
Se observard, de la Fig. 17.10c, que
g KE=KIcnpoericongdd Senoms ©
La segunda de las Ecs. (17.27) se transforma en
Np= - [—* + q.] (1r28)

Susttuyendo de (a) y de la Ec. (17.28) en la primera de las Ecs. (17.27) multiplicada
por sen ¢, ¢ integrando entre 0y ¢, 5¢ obiene la siguiente expresidn:

= Grresaa g Jo s+ 6o co8 $)Qrroridg
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La integral de esta expresion puede interpretarse como la carga vertical total F apli-
cada por encima de una latitud . Por tanto,

M= = gmoene
y de la Ec. (17.28), (17.29)

o
Zary sent §
La solucién de la teoria de la membrana para una limina de revolucién cargada simé-
tricamente se puede hallar fécilmente sustituyendo el valor F en las Ecuaciones (17.29)

Apiicacon de L teora genera al estuio de as liminas. Se ba formulado a toria
general del estudio d il y solo se ha
n un némero de casos o P 1 St doesta slocions 32 v al ketor
a libros como la «Teoria de placas y léminas», de Timoshenko y Woinowsky-Krieger,
Y Ehentaguetie, de Girkman,
imente se usa una técnica de aproximaciones sucesivas para obiener la so-
xm.sn Primero se.obtienc una solucidn por la teoria de la membrana, que da una pri-
mre aprosimacin d s reulanes de tensonss de membrana, s caleulan los des-
implican de cur-
vatura, que, a su vez, in determinados pares de flexion y cortantes radiales. Los
e radiales lmplnnin cambios de 1as esulantes de tensions de membrana,
para . Se con-
kst Yoo dlcalos taalcs cwloi como sea necesario para oblener una convergencia
mr.c-mu en las soluciones. Estas soluciones finales se podrén producir en la ldmina
solo s los apoyos proporcionta as jas fuerzas de borde que implican, lo que en general

no sucede, por lo que hay que introducir nucvas fuerzas y pares entre la imina y sus
2P0y pars clveotas I diseepaocias. En as secclones nteras o los pumos de dis-
continuidad de cargas o geométricas, hay que introducir también

fuerzas
Jares,pars solveatar I durepanciasinterns en 1a continidad de s detormciooss.
Estas fuerzas y pares correctores que hay que aplicar al contorno, 0 a las secciones in-
teriores, son los mis dificiles de calcular, y producen las principales diferencias entre
las tensiones obtenidas por Ia teoria general y las halladas por la teoria simple de la
membrana.

17.7 Anilisis del comportamiento con pandeo. En ¢l Predmbulo s cstudiaron dis-
tintos tipos de fallos de estructuras, y se hizo notar que el fallo por pandco es una po-
sibiidad muy peligrosa y puede originar el hundimiento de muchos tipos de estructuras.

or tanto, ¢s muy importante para un ingeniero de estructuras estar capacitado para
B en pandeo.

La posibilidad de pandeo existe en cualquier picza comprimida. Puede tomar la
forma de pandeo de toda la estructura, o localizado de una barra individual, o de una
parte componente, que puede precipitar, 0 0o, ¢l fallo de toda la estructura. La carga
para la que se produce el pandeo depende de la rigides de la estructura, o parte de la mis-
‘ma, mds que de la resistencia del material de que se trata. Como consecuencia, la inten-
sidades de tension, si intervienen, lo hacen solo para hallar cl punto en que se desea
conocer ¢l médulo (o la pendiente) de la curva tensién-deformacién. Por tanto, para
un material hipotético linealmente eléstico con limite elistico infinito, no se considera
nunca Ia intensidad de tensién en las consideraciones del pandeo. Naturalmente, para
un material léstico no Imulmmk, © uno elastoplistico, las tensiones intervienen al
definir las caracteri
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Es interesante observar también que puede producirse el pandeo sin estar sometido
el material a esfuerzos de compresién. Por cjemplo, consideremos una columna tubular
de seccidn circular. La fuerza axial para la que pandeard la columna serd la misma si
¢ comprimiea el tubo con cargas aiales unformemente repartidas aplicadas direca-
y se aplicaran i
pistones insertados en cada extremo, g que las unicas tensiones introducidas
en el tubo fueran tracciones tangenciales.
el andlisis del al par implement

cn averigur f I confgurain o oo do e sz o8 sale o o, Ls sl
lidad o inestabilidad del sistema depende de la respuesta a la pregunta siguiente: Si se
desplaza ligeramente un sistema de su posicion de equilibrio, i liende a volver a ella 0
continuar desplazindose cuando desaparece la causa de perturbacién’? Si vuelve, el sistema
es estable; si se desplaza mas, es inestable.

Métodos para calcular el comportamiento elistico con pandeo. Se pueden usar va-
ik méodos parsoblner s respuest 1 14 pegint undament placcada s e,
referente a la estabilidad de la posicién de equilibrio. Para simplificar la discusion y
fos chlulo, consieremos ol ssem delvado de a Fig. 17110 Supongamos qué s
barra comprimida ab no tiene peso y s perfectamente rigida ¢ indeformable, y que ¢l
inico modo que puede flexar el sistema es alargéndose el muclle ac. Inicialmente se
supone que el muelle posee las caracteristicas fuerza-deformacién linealmente elésticas*
de la Fig. 17.115 (aunque mis tarde se considerardn las caracteristicas no lneales re-
presentadas en lineas de trazos).

El comportamiento de esc istema al cortant se puede estudiar por o d Ios mé-
todos siguien
Método I: Método del equilibrio. Se supone que la barra estd inicalmente perfec-
tamente vertical y cargada concéntricamente con |. fucrza P, de modo que no presente
tendencia a girar alrededor del punto b y esté en equilibrio en su posicion vertical or
eal Sin embargo, zhay lgin valor de P (lamado vilor ko y reprscnado por
P,) para el cual la barra estar en equilibrio en otra posicion inclinada, hacia la que
ot camsdn W abene s e et aiga? 5 s sl e o ulleio tn s
posicién inclinada, ZM, = 0. Por tanto, PA = FL cos 0 = FL, si 0 ¢ pequeio. P
F = kA, por lo que PA
s ot e okt porc de cquilibrio. Este valor de P s el valor critco,
o258 que P = KL En olss palabras ol valo de P s independienic de 4 o e
de )y e e mismo par clqier puici e linada de la barra ab. Esta

solucién esté o 1 Hive Morlowal de 4 B, 17,112 Plkumente, cuttc
do P alcanza el valor P, la posicién vertical nominal es inestable, porque con esta carga
pucde estar también en equilibrio la barra en cualquiera de las infinitas posiciones lige-
ramente inclinadas. Esto es, con P, el sistema s inestable y es posible el pandoo.

Método IT: Método de la energia. - Este método considera las variaciones de energis
que sc producen cuando se desplaza un sistema de su posicion nominal de equilibrio
hasta otra posicién posible cercana. Consideremos nuevamente la barra vertical de
Ia Fig. 17.11a que esté nominalmente en equilibrio en esta posicion vertical cuando
esté sometida @ una carga centrada 2. Supongamos que se ira ligeramente la barra a
1a otra posicién posible definida por 0. Durante este giro, la carga P efectia un trabajo
AW, igual a P4 o PLI*/2. Ademis, se almacena en el muelle una cnergia de deforma-
cién AW, e valor FA/2 0 kB/2 0 KL*6*/2. i AW, es mayor que AWy, la causa pertur-

Bl factor de rigide del ensari una
B ol
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B+ Lsend
s Lli-cos0)=A 0
o

8718,

(o) (o)

Fic. 17.11. Pandeo de un sistema eldstico ideal.

badora un pan aesta n;
por tanto, cuando sc suprime esta perturbacion, la encrgia almacenada en ¢l muclle
empujar a Ia barra hasta su posicion original. Si AW/ es menor que AW, la pertur-

ient, P = kL, I que comprucba e vaio halado por cf méiodo L.

Meétodo 111: Método de la curva carga-deformacion. Se puede identificar el valor
critico de P correspondiente al pandeo, estudiando simplemente las caracteristicas de
1a curva carga-deformacién del sistema, cuando se supone que éste tiene alguna ligera
imperfeccion. Por ejemplo, €n ¢l caso presente s¢ suponc quc la barra no estd perfecta-
mente vertical inicialmente, sino que tieae una ligera inclinacidn 0,. Sin embargo, en
esta posicion inicial, el muelle no tiene tension. Ahora, cuando sc aplica P, la barra
gira alrededor de la base. Para que csté cn dada, PA = FL,
donde ahora F = k(0 — 6,)L. Por tanto, P = kL(1 — 6,/6). S s¢ sustituyc kL por P,
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P = P,(1 - 6,/6). Utilizando esta ecuacion se pucde dibujar la curva carga-deforma-
cién de trazo lleno de la Fig. 17.11c. Se observard que, cuando P s¢ aproxima a Py,
0 aumenta indefnidamente. En otras palabras, cusndo P se aproxima a Py, l sistema

En las consideraciones anteriores se suponc que ¢l muelle es linealmente eldstico,
con un limite el‘ulm indefinido. Es interesante considerar también el efecto de las ca-
ticas el no ddmukll:,wmohsmdmd.lsporlllmﬂ-ld&mms
de la Fig. 17115, donde se reduc la rigidez a k' cuando la fuerza en ¢l muclle excede
de F, o kA,. Para tal muelle, las soluciones anteriores son vilidas solo hasta el punto
en que 0 s igual a (6, +0,), en que la expresion 6, cs igual a A/L. La aplicacion del
‘método 111 a este caso conduce a los resultados siguientes: Si A, < A < (A, + 4,),
00sFSF,00,s0s(@,+6)
,) (a)

o
[Plun, = kL g—5

P-skL(l—

de donde, cuando 6 = (6, + 6,),

Siaz (A, +4)"

F = kL + KL — 6 —
Pero, para el equilibrio,

PA=FL o

Por tanto, si 6 > (6, + 6,),
e | ®

En la Fig. 17.11c s han trazado las curvas correspondientes a las Es. (a)y (b) para los
valores de 0, menores que 0, : 8,y 0. Cuando Ia fuerza del muelle llega a F,, esas cur-
vas descienden . como se ve en las lineas de trazos, y se hacen asintéticas

Las

representan bien las caracteisticas de rigidez de o elementos estructurales reales, que

se caracterizan por una zona rigida inicial hasta un cierto limite eldstico, por encima

el cual disminuye Ia rigidez notablemente. Los resultados anteriores indican que solo
se puede alcanzar la carga critica kL correspondiente a Ia rigidez inicial k, si a imper-

feccién 0, cs pequeda comparada con 6. Para imperfecciones mayores, s peligroso

contar con que el sistema soporte mds de k'
Pandeo de cohamnas. - Se puede calcular el pandeo eléstico de las estructuras y cle-

{exton, cieto nmero de atores han expueso alguncs studios mu
om0 pd nm!u:.aa ‘modelos matemitios simplibcados, como ol de Ia Fig. 17.
D.C. Drucker yE. . )

oo 19543 F. R, Shany, «Sengi of Ml MeGraw. il Bok Company, I, Nvevs Yok,

aliosos de fe-
Por cemplo,

5
1951,
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‘mentos estructurales por cualquicra de los tres métodos anteriores. lns d:lllk: ‘mate-
milicos son en0josos, pero los conecptos fundamentales son vlidos. Como aclaracién,

se usaré ¢l método I para estudiar las caracteristicas de pandeo de lloolumnl simple
de la Figura 17.12.

3

L Fia. 17,12, Pandeo de una columna simple.

Esta columna, articulada en los dos extremos, sc supone que s una barra perfecta
comprimida, homogénes, linealmente eléstica, sin curvatura inicial ni excentricidad, y
10 sometida a ninguna carga lateral. Se supone que esté obligada a fiexar cn el plano.
G apel Tricament, et barm e ok dformarione siks y 00 fan. No b
tante, en ciertas condiciones, la forma recta puede no ser la Gnica posicidn deformada
que satisfaga las exigencias del equilibrio de Ia barra. Consideremos Ia posibilidad de
la posicién curvada lateralmente representada n la Fig. 17.12. Si la columna ha de
estar en equilibrio en sta posici6n, debe satisfacerse la ecuacion diferencial de la curva
eldstica,

dv P
Por o que Tt =0

cuya solucion s

s ool o deformacion, tendrén que satisfacerse las condiciones de contorno
enay

cumdox=0,  [lea=0=41)+0 ~A4=0

N,

cuando x =L, [v]emr. 0+ Bsen
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Para que se satisfaga la itima condicién, 0 B 0 sen (/{P/EDL deben ser cero. i B es
igual a cero, no seré posible la flexion lateral. Pero si sen /(P/ETL = 0, no tiene por
qué ser cero B y puede tener cualquier valor, en cuyo caso

ve=Bwniz

otras palabras, si la carga axial P tiene un valor tal que /(F/ENL = x o
[x’/l.‘)EI. la forma recta de la columna ya 1o es la Gnica posicion de equilibrio, pues.

con esta carga es posible también una posicion curvada lateralmente (0 pandeada).
A este valor de la carga se le llama carga critica P,,. A veces s le llama carga de Euler,
por Leonhard Euler, que desarrollé el primero la teoria del pandeo eldstico de las co-

lumnas flexibles, hace unos doscientos afios.

si se utilizara la forma pandeada cléstica al aplicar el método I, 0 método de la ener-
gia, a este problema, se obtendria ¢l mismo valor de la carga de pandeo critica. Si se
xllpuslm que la columna tenia curvatura inicial, excentricidad o carga lateral, se podria
usar el método 11 para trazar un gréfico de 1a carga axialen funcin de I deformacidn
Il e eolumna. Bt rico mstari qu csndo P ende P I delormaidn
(=?/L3)EL
En realidad, csias soluciones sc basan e la hipdtesis el comportamiento lincal-
‘mente eléstico y no son vilidas si se excede del limite de proporcionalidad del material.
Simmommbmpunmﬂrm'&,uhﬂhqwhumdtp&ndeo? de una co-
jumna articulada en ambos extremos, cargada concéatricamente, y sin curvatura inical
es (x/L?)E ], donde E, es ¢l modulo tangente (o pendiente de la curva tension-defor-
‘macién para la tensic wnetpwdmk a P,/A). La curva de pandeo (P,/A en funcién

de Ljr)* para esa columna est representada en la Fig. 17.13. También se representan,
para comparar, las curvas de una columna en voladizo y de una que esté empotrada
contra el giro en ambos extremos. Si el material fuese linealmente eldstico con un limi-
te de clasticidad infinito, serian vilidas las prolongaciones en linea de trazos que se

50
HIR
« |
53 \
e ~3
. X N
vl ® &y Y oes
\ Nt N
> N g
i R T et R e
: s
wn

Fio. 11.13. Cnmtdt ‘pandeo de columnas tipicas (sin excentricidad, curvatura incial u otras.
imperfecciones)

* En ete sentico, e e radio de iro d I seccin transvesal y s igual 8 (14)".
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deformacidn tipica del acero de estructuras que se

178 Cillculo de la respuesta dinkmica. o el psado, o proyeco e I mayoria
de las estructuras de ingenieria civil estaba determinado por consideraciones de carga
estticas (0 pricticamente estiicas). Las cargas dindmicas que intervenian producian
un efecto de menor importancia, de forma que s¢ sustituian por una carga estdtica equi-
mmz o por un-factor de impacto, o por una modificacién del coefiiente de segu-

En os ttimos afios ha aumentado considerablemente el interés por un célculo mis
preciso del efecto de las cargas dindmicas. Entre otros motivos que han influido estén

[
vlnlv:loadldumyolu.hmxlrwndn torres y edificios mis altos y pucntes
imis laros con hipdesis e cargs de viealo més scvers ¢ imporunics, a bcesidd
de cjecutar construcciones resistentes & las explosiones y el desco
trucciones antisismicas. El creciente interés e este campo ha estimulado I et
de muchos trabajos en revistas y cierto niimero de libros”.
La respucsta de una estructura a las cargas dindmicas depende de la definicion de
las cargas, lmrmnﬂehammmnhddem-dﬂuy.mmnmlnwnn

e sistema
en'la Fig. 17,14 - Exte sisens pode v slocon v movimiato de trasacicn bo-
rizontal en el plano del papel. Este cocrpo rigido de peso W, eté sujeto por un muelle

Fia. 17,14, Notacién para el procedimica-

! s o o cnes g i de ki st ;. i, i P
Prineton, N. 1., 1955; G. L. Rogen,
e e i Wi & o o v York 95 C 1 o R s .
3 Rl -3 . B 5. Name 1. K. M, Sovcul D o Do Losi, MG
Hill Book Company, oc. Noeva York, I
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skt st da didr . No s conderan ks cicts de friccién 0 de amor-

tiguamiento posibles. Consideremos Ia respucsta ina fuerza
imica P. La fuerza del muelle kx se designa per R. Si en un instante 1, s¢ conosiera

el desplazamiento x,, definiendo, por tanto, la fuerza del muelle R, la fuerza de acele-
3 o .

iguiene A, s spone que o aceleroci s consant'y & lor I vocdad 2 ]
extremo de este intervalo (esto es, en el instante 1, + At) st

B = 2, + £, AL
Ademis, el desplazamiento x, al final del intervalo seria

o=ataatsn @

Este desplazamiento x, define un nuevo valor R, de Ia fuerza del muelle y de Ia fuerza
de aceleacién (P — R,) en el extremo del intervalo, Se puede repetir ¢l proceso para
el siguiente intervalo Ar y predecir Ia velocidad ; y el desplazamiento x; en el instante
(, + 2Ar). Por este proceso numérico paso a paso sc puede proseguir estudiando el
movimiento de Ja masa defnitivamente. Evidentemente, su exactitud depende de la
Tongtud dl interalo de tiempo y 4l gado de sprimacin del sskeweido o a

paso k

1715
a una carga aplicada bruscamente. Supongamos o rs Ol i o Gene b
st o feocdsd Consideremos la respuesta para una serie de intervalos Ar,
cortos comparados con el periodo natural del sistema. No habiendo desplazamiento
5 1= 0 1 foan 4l s R 200, 10 oezn d aolractn duraato o prmér it
valo s P,. Cuando el desplazamiento aumenta, R aumenta gradualmente, y la fuerza
de aceleracidn, y, por tanto, la accleracin, disminuyen. Cuando R sobrepasa a Py, ¢l
sistema comienza a decelerar. A continuacion se reduce la velocidad a cero cuando el
desplazamiento alcanza su valor méximo de 2Py/k. Entonces comienza la masa a rebo-
tar y aleanza eventualmente la velocidad cero y la deformacion minima en su posicion
de partida original, compictando asi un ciclo completo de su respuesta periddica. Des-
preciando ¢l amortiguamiento, la respuesta contina indefinidamente, repitiendo ¢l
primer ciclo de un modo periédico con un periodo igual al del sistema.

N-mnlmm‘ para unsstema clstico simpe como éste, s fici eolve la ecuacidn

al del movimicnto para una carga dindmica general P,
P=Py0)
donde P, es el valor méximo que alcanza la carga dindmica. Para deducir la ccuacion
difersocial del moviniento para o sisems simpe w0 amoriguado de o Fig, 1114,
ipio de d'Alembert y al esque-

ma de cuerpo libre, representindola en la direccion x m.-,uv-v La condicidn del equi-
librio dindmico EH = 0 para el cuerpo aislado es

! P-k-Yi_0
9
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Fio. 17.15. Andlisis paso a paso de a respuesta dindmica de un sistema con ua grado, a una
carga aplicada bruscamente.

que se puede escribir
=% PR F)

No se incluye la deduccién, Ferose puede cxresar s sl gencrlde cta ecuacién
que dé el desplazamiento x stante cualquiera 1 de Ia forma siguicnte:

z =z, c08 0t + E sen at + 74 [u ﬁlj(t') sen u(t — £) .a'] (17.30)

P Glormacon s dl el s aplica el valor méximo de la
u(g dindmica, P, como carga estitica
/kg/W = frecuencia natural (circular) del sistema
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que si estuviera el sistema en reposo para = 0, x, y X, serian nulas y la

s (17.30) se transformaria cn
z = zu(DLF) (17.31)
donde DLF = o [} f(t) sen a(t — ) dt (17.32)

y < e fcor de carga dindmica. Este factor es el valor por el que hay que multplicar
en un instane 1, para obtener el desplazamiento dindmico en este instante de un sis-
Ve e estaba inicialmente en reposo.

dada, porla Ex. (17.32).
Es una funcién del tiempo (esto s, varia con el tempo). Generalmente, ¢ mis inere-
sante el valor méximo del factor de carga dindmica DLF u, pues este valor define cl
desplazamiento miximo del sistema. A continuacidn se resumen los resultados para
tres cargas dindmicas tipicas

a) Carga aplicada bruscamente

,
0t P=P  ~fO=1 "*':
DLF =1 —cosat  DLFaw =2

of

T
Fi. 17.16. Factor de carga dindmica para carga aplicada bruscamente.
b) Carga aplicada gradualmente

0<i<h P=Pf  ag0-f
ns<t P=P  Lf=1
(_smel_t_ T
<t<y —poma LT
0<t<y DIF i ]
n<t DLF = 1+ 51 fen e = 1) = sen ot
5y E
ol . |
T

2
Tiempo “r
Fig. 17.17. i plicad
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©) Carga de impulso rectangular

0ty P=
n<t =0
0<t<u  DLF
n<t DLI

oLF

I

o
o] @ & o0 0z 04 o 08
Tiempo. Wr

Fic. 17.18. ga dinkmica para carga

Para estudiar ¢l comportamiento dingmico de una estructura hay que poder de-
finir su posicion en cada instante. Si se puede definir la posicién de una estructura en
un instante dado por un némero, 0 una coordenads, sc dice que.tiene 1 grado de liber-
fad. Un ejemplo de este caso es el sistema simple considerado antes. E sistema de dos
‘masas de la Fig. 17.19b representa una estructura con 2 grados de libertad, pues se ne-
cositan ds distancis , 9 , parn definir la posicién del sistema en cada instantc. La
viga representada n la Fig. 17.19¢ tiene un nimero infinito de grados de libertad, por-
que Ia definicién de su posicién exige cnumerar un nimero infinito de ordenadas ver-
ticales de su curva de deformacion.

FiG. 17.19.  Grado de libertad de sistemas tipicos.
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Consideremos ¢l marco rigido de la Fig. 17.194, que esté obligado a deformar en ¢l
plano del papel. Supongamos que el peso de las barras s pequefio comparado con las
masas representadas, que se suponen concentradas en un punto, en el centro de dichas

Con extes hpbtesis, cheo desplzamientos despazamieat horzonal de las masss
1,2y 4,y vertical de las 1 y 3) definen completamente la configuracién del marco, por
lo que se dice que la estructura tiene S grados de libertad,

No sc ampliaré el presente estudio para que comprenda el sistema con miltiples
grados de libertad representativo de las estructuras reales. EI lector deberd orientarse
para este estudio en las referencias dadas. Se vers que puede hallarse un método gene-
al para calcular 1a respuesta dindmica de los sistemas elésticos con miltples grados
de libertad, que utiliza muchas de las ideas fundamentales estudiadas antes para el sis-
tema simple de 1 grado. Este método exige determinar primero la frecuencia propia y
% de cada uno de los modos propi istema, habiend

tantos modos como grados de libertad del sistema. La respuesta dindmica a una carga
dindmica dada se halla ya, superponiendo los efectos de cada uno de los modos pro-
pios de vibracién. La contribucidn de cada modo depende del factor de participacitn
3 &l fcor e e Zindmica de ese modo. El factor de participacién depende de la
sica del modo en comparacién con la distibucin de la carga dindmi-
oo b eructure
¥ la variacion con el tiempo de la carga dindmica.




18
Analisis de modelos de estructuras

18.1 Aplicacién del andlisis de modelds. En el campo de la ingenieria de estructu-
ras, en los Gltimos cuarenta afios ha aumentado considerablemente el uso de modelos.
Hor, o dl de modlo e shrucurs ot ercicofitacareie imposiai, o 3k
‘como un instrumento de investigacion, sino que constituye también un suplemento im-
portante de los métodos matematicos ilzado cn e royec de s mimas. Los oge-
nieros curopeds, como Nervi, Oberti, Torroja y Rocha, usan muchas veces modelos
‘para llegar a soluciones en sus proyectos. Quizi el empleo més conocido de modelos en
este itimo aspecto ha tenido lugar en relacién con el proyecto de los puentes colgantes
importantes construidos los ltimos afios. Otra evidencia de la importancia del andlisis
de modelos en el campo del proyecto de estructuras la proporcionan los laboratorios
excelentemente equipados que han montado diversas oficinas estatales. Hay también
mm:hls msuuu:xmm académicas q\l! poseen buenos laboratorios de anélisis de mo-

la ensefianza y Iz

El lnﬂml de modelos de pmblams estructurales que se encuentran en la mvs
tigacion o en el proyecto sc puede utlizar por alguna de las tres razones siguient
1) porque el andlisis matemitico del problema es virtualmente imposible; 2) porqu:.
aunque sea posibl, s tan pesado y complicado que el andlisis de modelos represent
un método mucho més corto y ventajoso; 3) porque la importancia del pmblzml es
tal que jusifa s comprobacita de 4 solucidn matemitica con csayos de modelos

una barra utilizando
un modelo, por oy primera razén; un ensayo de un modelo puede servir de base para ¢l
estudio de un pértico de edificio complicado o de una cubierta de limina, por la se-
gunda razon; el estudio de un modelo del proyecto propuesto para un pucate colgante
puede entrar en el tercer caso.

El objeto del ensayo de un modelo estructural se puede incluir generalmente en una
de las cuatro categorias siguientes: 1) andlisis de tensiones del modelo, 2) determinacién
de la distribucién de tensiones, 3) determinacidn de las cargas critica o de pandeo,
4) andlisis de las caracteristicas de los modos propios de vibracidn. Tal como se usard
en este capitulo, el andlisis de tensiones significa la determinacién de la fuerza axial, el
cortante y el momento flector en una seccién cualquiera del modelo, mientras que dis-
tribucidn de tensiones es el término usado para designar la manera en que estas tensiones
varian en una seccién de una barra.

tipicos del anilisis de tensiones de modelos. Hay ciertos métodos
que se utilizan normalmente para el andlisis de tensiones de un modelo, entre los cuales
estd el método del alambre de latén, €] método de Beggs, €| deférmetro de Eney, el Goti-
schalk Continostat, €| indicador de momentos y €l deférmetro de momentos. En el Capi-
tulo 19 se estudian todos estos métodos. También se usa en pequedia escala el método

564
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Jotoeldstico para el andlisis de tensiones de modelos estructurales, pero su aplicacién
principal es en Ia resolucion de problemas de distribucidn de tensiones.

183 de modelos. Cua ‘modelo a escala reducida para estu-

ot una corcius e, necsaro nralments que e modelo et proyetado de

modo que se pueda deducir ¢l comportamiento del protolipo a escala natural del corres
pondicnte al modelo, Para consegailo, las dimensiones del modelo y las caracers-
ticas del material utlizado en su construccidn deben guardar ciertas proporciones con
las dimensiones y material del prototipo. Los principios que rigen la relacién entre un
modelo.y su prototipo se llaman principios de semejanza. Algunos de estos principios
repién o poeco el modelo,y ofos e koo e de xtaplar b seu-
tados del ensayo del modelo para predecir las cualidades del protot

En el Cap. 19 se estudia brevemente I determinacidn de los iacipios de semes
janzal.

Es de gran importancia la eleccién del material apropiado para la construccion del

model. o, ito quebay
o s empic o e, 3o o s oo pam ko lpmpudamemr. s
armadura, sc podré usar ¢l hormigén arms

Muchas veces Se prefiere utilizar un mmm: que tenga un médulo de clasticidad
mis bo que ol dl prootip, para quc s¢ ‘puedan obtener deformaciones suficiente-
‘mente grandes para medirlas con precisién sin tener que aplicar fuerzas demasiado
Trande. Po s razin ¢ comveials ute michas o 4 dorlumio 0 e i
en lugar del acero. EJ latén tiene ademds la veataja de poderse soldar ficilmente, lo
que facilta la construccin del modelo.

Uno de los materialcs més empleados en la construccién de los modelos utiizados
en los métodos de andlisis de tensiones mis corrientes es l caluloide, cuyas propieda-
des se estudiardn con ms detalle ea Ia préxima scccién.

La cleccién de la escala de un modelo depende de muchos factores, entre los'cuales
algunos de los més importantes son las proy do ks s aponitles pra
su construccién, la capacidad del equipo a emplear para cargarl, las dimensiones de
los instrumentos d ensayo, las limitaciones de la maquinaria para (b y los fon-
dos y el tiempo disponibles para el programa nlp:nmmul Cuando sc reduce la escala,

se hace més dificil conservar Ia semejanza geométrica y s fisicamente imposible Ia re-
produccidn de todos los detalles el prototipo. Tadsdeent, sipuaos dotlka &
recen de importancia y s¢ pueden omitir cn ¢l modelo, pero en otros casos los detalles

de las uniones tienen una gran influencia en el resultado y hay que usar una escala sufi-
cintnent graade par que s carucunl del modelo s n sproinde
184 Propledades de los Las propicdades de los mate-
rse d modlon, como s, dunl\m\mlo. ‘madera y hormigén, son bien cono-
cidas y o necesitan detallarse aqui. Para los modelos estructurales sc usa mucho cl
celuloide y tent, en comiin con algunos otros materales plistios, algunas propiedades
que no son muy conocidas y necesitan mas explicacién.
El clode (o itato d celolosa) eoe algunas propedades como matrialde mo-
o sty ytgoce, e i poes algunas que son muy dshvnrahln Son
baja muy ficilmente, tiene un médulo de elasticidad bajo, es homogéneo
hcimente con sctonn, Por oo 1do, s propiedades lies vaian Consderale

* Ver wnbita R. D, Coorad, «Modelos esructuralss. Parte 1: Teoi, U. S Novy Dept. Bu. Consiruc-
and R Bl 13, lmczle-:.lsnmh H, E. Davis,eTest on Structural Models
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‘mente con la edad, temperatura y humedad. Mas grave todavia, el celuloide va cedien-
do bajo una carga constante; esto es, si se aplica una carga, aproximadament el 85
por por 100
restante lo hace més lentamente, por lo que es necesario esperar un tiempo apreciable,
jor de los quince minutos, antes de que se complete pricticamente el movimien-
t0. Aun entonces, todavia pueden producirse pequefios movimientos.
s¢ puede ver mds la Fig. 18.1. Supongamos
que se cuelga un peso W en Ia barra de celuloide representada. Casi instantdneamente,
Ia barra sufrird aproximadamente el 85 por 100 de su alargamiento total, pero el 15
ponmmunwumumdmm como se ve en la Fig. 8.16. Si la barra se.
W, el alargamiento variaré con el tiempo, como s¢ representa tam-
m.mm: Cia b B
012 1,2, 10, et s poede ks en s curvas de i Fig. 16.16 pars s diversas
Cagas 7, 20,3, e
enla Fig. l!l:,uveq\!mdmlmmedlduunmmnlndnpm:d:mweﬂjnprlb
ticamente en una recta. Lo mismo es cierto para los alargamientos medidos en los tiem-

55

Alergamisnto
Corga

6T
Tiempo, 1. minutos Alargamiento

() (e)

Fio. 18.1. Cedimiento del celuloide.
Pos £ = 2, 5, 10, etc. Todas estas rectas pasan por el origen. La iltima curva reficja una
‘muy importante del comportamiento del celuloide: en cualquier instante

esputs de carr, o sargamient isiantino (dformacitn) s propor-
ley de Hooke

yucu:mméduhdeehmm:dmmﬂmi, Eld'md:mmmznmnddm-

macién édulo con el tiempo.

s cnrontoanament i quuammmuw{mnmmmw
racterisica, pues de otro modo disminuiria el material para los modelos
umnmmsnmualumﬂmmnnunmumWWmunm
de una viga en voladizo, la elstica t aumen-
wdmmpommnﬂnddehurp,mgv:mllﬁplshﬁmm!h
después de unos quince minutos, ¢l grado de cedimiento es tan pequedio que se puede
considerar que la viga ha liegado al reposo. Sin embargo, supongamos que se introduce
una deformacién fija A, en el extremo de la viga, como sc muestra en la Fig. 18.25. La
fuerza P, aplicada a Ia viga por el pasador que mantiene fja esta deformacidn en b, dis-
‘minuye con el tiempo debido al cedimiento y el desoenso consiguiente del médulo ins-
tanténeo E,. Como, en un instante dado, £, 1o varia con Ia tensidn y es constante pera




ANALISIS DE MODELOS DE ESTRUCTURAS 567

w
(o) —§% ---—----‘-l 0
£e1

®

Fic. 182. Voladizo de celuloide sometido
2 (a) carga constante, (5) desplazamiento
Consant.

toda la viga, la deformacién en el punto b se puede expresar por &, = Ky(P/E;), donde
K, €s una constante que depende solo de las dimensiones de Ia viga. Por tanto, P/E, =
£,/K, = C, constante que no varia con el tiempo. La deformacién en un punto cual-
quiera n sc puede expresar por A, = K,(P/E) = K,C, también ot ¢ mdq)m
diente del tiempo, pucs K, es una constante que solo depende de
Viga y Ia situacién del punto n. Es evidente, por tanto, que no wlo permanece ﬁ;o =n
‘posicién el extremo del voladizo, sino tambié toda la elstica de la viga. Se puede de-
ducir, pues, que la posicién defc mm&mm:ludnwlﬂm:mwmm;lm
pu,uxznpnumwmmxmﬁ,.mnwdemumm

185 Empleo de la balaaza de resorte para kit S ha visto en 1a
seccién anterior que la deformacién de un  modelo dz celuloide o varia con el tiem-
po si se introducia una deformacién fja en uno de sus puntos. Sin embargo,  causa
el cedimiento, el médulo efectivo del celuloide varia con el tiempo, por lo que las fuer-
muunmymm.mmumv.mwnﬂ u es dificil interpretar las defor-
maciones y dificultad.
En otras pahbns. de las deformaciones Ttie s o podrnas dduc sencilaments

Flejes
do scoro

5 = Desplazamiento relativo
de los puntos by

Fic, 183. Empleo de Ia balanza de resorte
de celuloide.
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que una et cargs producin ciras tmsiones €0 el modlo Vm!n lo aue sabemos

"Sin embargo, mnlunlc o :mvlm de Ia llamada «balanza d: o 75 podemos

tar. Supongamos, por ciemplo, que queremos analizar el modelo en celuloide del
pdrtico rigido representado en la Fig. 18.3, sometido a una fuerza horizontal H en lo

itamente:
i6n con el modelo de celuloide y la balanza de resorte, parte de

rigidos en
esta deformacién total se introduce en el modelo y ¢l resto en Ia balanza. Asi,

A=2n+A (@

Si se hubicran hecho modelo y balanza de Ia misma pieza de celuloide, sera legitimo
Considerando que

tanto, la fuerza de deformacién en modelo y balanza es también la misma ¢ igual a P,y
podemos expresar los desplazamientos A, y 4, por:

®
(©

donde K, y K, son constantes, cogo lor depende sl de n eometia Y dimensiones
del modelo y la balanza,
Suituyeodo n a e ) de s (bJ ¥ () hallamos que

i} A
L K FK @

y deduci a relacién de P, a £, ¥ 10 varia con el tiempo.
En otras palabras, mientras que 7, y E, varian con el tiempo, mantiencn
relacién constante entre sk Sustituyendo ahora de Ia Ec. (d) en las (6)y (c), hallamos que

Ko
o 4 @

* LA
ST KK 9

Como los segundos miembros de estas ecuaciones 1o contienen més que constantcs
que 10 varian con el tiempo, A, y 4, permanecen constantes. En otras palabras, uti-
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lizando de este modo una balanza de resorte ¢ introduciendo un desplazamiento fijo
A en ¢l sistema constituido por modelo y balanza, producimos una deformacion de los
dos que permancce constante en el tiempo.

Supongamos que se ha deformado el modelo de este modo y que se han medido las.
deformaciones resultantes, y que queremos interpretar esas deformaciones para obie-
e las tensiones en el modelo debidas a una fuerza horizontal H. Como las tensiones
en el modelo varian con e tiempo, podemos expresar su valor instantneo, o, en fun-
ci6n de E, y su correspondiente deformacion e. Asiy

@
De la Ec. (c), ®
Por tanto, = & P, ®

Supongamos que se ha calculado, o determinado previamente, I constante K, de la
balanza de resorte por.un ensayo de calibrado. Por tanto, se ha cxpresado Ia tensién
5, en funcién de la constante conocida K,, las cantidades e y 4, y ¢l valor de P, desco-
nocido. Asignando valores P, se obtienen las tensiones correspondientes. Si F,

se halla que la teasion correspondiente gy s

@)

De st modo, s pude nlerprelar qe as mdidas dc Ias deformaciones dan las ten-
siones en funcién de una fuerza horizor

En las secciones siguicntes se mudu con ks detalle 1 uo e I elnaa de rsortc
También sc cstudiaré mis adelante la determinacion de la constante de la balanza por
calibrado. EI objeto del presente estudio es simplemente introdicir 1a idea de la ba-
lanza ¢ indicar cémo sc usa para evitar las dificultades inherentes al cedimiento del
celuloide.

186 del anilisis de modelos. Es difici, si no imposible, dar una
lista completa de instrucciones para el planteamiento del anlisis de modelos para to-
dos y cada uno d los problemas que = pusden enontrr. Sin mbargo, bay cerlos

Ta mayoria de tales problemas, por lo que con-

viene estudiarlos.
El primer factor a considerar es el objeto del anlisis de modelos que se propone.

Si se utiiza éste para comprobar el proyecto de una estructura real, hay que establecer
los principios de semejanza para el problema dado y s observardn tan estrechamente
como sea posible y prictico, al proyectar y construir el modelo. En contraste con este
mplo, ok o s  que o i o ‘modelo para desarrollar 0 estudiar la teoria mate-
tica para un cierto tipo de problema. En estos casos se puede considerar ¢l modelo

como una estructura real de tamafio pequefo, para la que s pueden calcular los re-
sultados matemiticos y cémpararlos con los experimentales. En otras palabras, mode-
loy praotoson sinonimos y Ia semejanza no es un factor. Cuando se les utiliza de
ta manera, se clige cierto nimero de modelos diferentes, de modo que varien las di-
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mensiones relativas de los distintos elementos 1o suficiente para cubrir todo el campo.
que se puede encontrar en las estructuras de tamafio grande de este ipo.
 El paso siguicnte, al plantear un estudio de modelos, es elegi ¢l método més apro-

viene limitada por factores como la disponibilidad de equipo y material de modelos
apropiado, o la experiencia del personal de laboratorio. Suponiendo que no existen
tales limitaciones, sc puede legir ¢l método de andliis a base de Ias ventajas ¢ incon-
Venientes de los distintos métodos aplicables al problema considerado.

Una vez elegido ¢l método, se establecen las dimensiones limites del modelo. Para
aclarar c6mo se hace esto, supongamos que s¢ ha decidido utilizar el método de Begas
‘para el anlisis de tensiones de un problema dado. Primeramente, la anchura del mo-
delo, en cualguier punto en que haya que acoplar el calibrador del deférmetro, no debe
exceder de ¥, de pulgada (19 mm), que es la capacidad normal de la mordaza. Por otro
lado, es conveniente que Ia anchura minima no sea inferior a S mm en ningin punto del
‘modelo, debido  la tolerancia del trabajo admisible al construir los modelos de celu-
loide, que pueden acabarse con una tolerancia de +0,05 mm. Si la anchura de una
‘barra es menor de 5 mm, Ia tolerancia permitird una variacién del momento de inercia
de mis del 2 por"100, que es aproximadamente el méximo admisible. La escala de
lougude  l cpeor de s baras se ik de modo que o modelo 1o Al

igid Si es demasiado rigido, calibrador
e delormetromo tendrin suicnte s para deformarl. Si es demasiado bl
pueden pandear algunas de las barras com

Al stablecer las dimensiones limites de cualquier modelo, intervienen factores se-
mejantes. Hay que prestar una cuidadosa atencidn a las limitaciones impucstas por los
métodos de medida de deformaciones propuestos, o por Ia técnica a usar para cargar
o deformar el modelo. Naturalmente, cuanta mds experiencia se tiene, es més fici to-
mar una decision.

Al plantear el estudio de un modelo, muchas veces no se tiene en cuenta e hecho de

que la mayoria de los estudios para toma de datos se pueden llevar  cabo con mode-

os relativamente secilo,Loscomplados y caros son impresioanis, e 1o on-
i necesario

fucen
uso de ellos, se prwed:rt el studio con otros sobre modelo simplifiados, para estar
loy 3

187 Interpretacién de los resuitados de los modelos. El primer paso para inter-
pretar los resultados del modelo tiene lugar cuando sc han medido y anotado los datos
experimentales. Se estudiarén continuamente los datos segin sc van acumulando, ase-
guréndose de que los de los ensayos repetidos estén de acuerdo, comprobando que las
‘medidas de un punto a otro varian en un orden y una forma razonable, tomando pre-
caucones par ver que se conervan s thnias  1as condicones de ensayo consan-
tes, etc. De este modo, si se inesperados, se
bar las medidas antes de moificar ¢l mrmme dei ensayo. A veces es il hacer gréficos
groseros segin sc obtienen los datos para «localizars répidamente cualquier medida
que no concuerde.

Después de estudiar los datos del ensayo y calculado los resultados del mismo, s
leva la informacién a un gréfico o 2 una tabla, de modo que se pueda apreciar si son
razonables. I meor modo de jusgar o eslados e, evidentement, aplicar calquie
com isca. Por cjemplo, en cualquier problema estdtico, los resultados del
cusngo diben, uuﬁmvhsl:ysddethhnoauuco BF, = 0,ZF, = 0y IM =0,
Naturalmente, se pueden aplicar las comprobaciones cstdticas a todo ¢l modelo o a
una parte de él. Tales comprobaciones son extraordinariamente Gtiles. Quizd no haya
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mndo mejor de juzgar la fidelidad de los resultados del modelo para un problema es-

Mn:hn veces es dificil cargar un modelo como se desea. Por ejemplo, supongamos
que se estudia el modelo de la Fig. 18.4 para una carga vertical, por medio de un in-
Giador de momenios Pas clo, ¢ culocs f dipostive pars prodoss I deformacie,

Fic. 18.4. Imperfecciones en la disposicion de la carga.

como s indica. Los resultados del modelo indicarén con qué éxito conseguimos apli-
o carp v Sepougaacs guc s ‘nudos estén en equilibrio bajo los momentos
extremos experimentales en las barras, pero que los cortantes en los pilarcs, calculados
por la estética para estos momentos extremos, o son iguales y opoton, o indica
que la carga que se aplic realmente al modelo tiene una componente horizontal asi

ajustar los valores del primer ensayo para suprimir el efecto de la componente horizon-
tal no descada de la carga. De esta manera s pueden usar muchas veces Ias leyes de la
estitica para ayudarse a corregir el efecto de los errores X

Consdo bay que cxirapoar os resultdos obensdos d un modelo para predce
el comportamiento de su prototipo, hay que cumplir los priacipios de semejanza
proyectar, construir y ensayar el modelo. o, Rarameate ¢ pusden exconra oacamente
las exigencias de estos principios, y en la mayoria de los casos pricticos, el comporta-
mieato de un modelo diferc e cierto grado de su prototpo. Se deﬁm el efecto de
predicciin
e o ensayo e o e o pusde abedece a inceacitudes neviabies
en las condiciones del ensayo. Cuando la escala de un modelo cs reducida, es imposible
reproducir todos los detalles del prototipo, y esa eliminacién contribuye también al
efecto. En este caso, I perfeccion de la mano de obra puede contribuir a reducir estos
resultados al minimo.
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Es evidente que el efecto de escala puede provenir de gran variedad de causas, algu-
s de s cuskcssou ncntrlabcy, Hay qué e scapre desconfiado. Si ¢ objeto del
ensayo es proporcionar una indicacién precisa del comportamiento a escala natural,
hay que construir modelos semejantes a distintas escalas, y ensayarlos determinando
Ias leyes del comportamiento empiricamente a partir de los resultados de la serie de
ensayos.




19

Métodos de modelos de analisis
de tensiones

19.1 Generalidades. Uno de los usos ms frecucntcs de los modelos de estructu-
ras es para obtener cl anlisi de tsnsiones del modelo de una estructura estiticamente
indeterminada. Se han desarrollado numerosos métodos ' y técnicas para este objeto.
En algunos de ellos sc obtienen los resultados buscados cargando el modelo del mismo
modo que el protaip, con 1o que I deformacidn clstica s smeane par s ¢ dex.

alos resultados. A
‘método diecto de andlisi de tensiones. Generalmente, e estudio de modelos de yu:n(=
colgantes se hace de este modo; también se usa en forma directa el indicador de mo-
mentos.

En contraste con los métodos directos, estén los métodos en los cusles s carga el
‘modelo cn una forma que no guarda relacidn directa con la carga real del pmmupq

lineas de influencia del modelo, extrapolando los resultados para el prototipo, pudien-
. ® T dado, 5 part

i
de las lineas de influencia extrapoladas. Los métodos que usan el deférmetro de Beges
y ¢l deférmetro de momentos, son ejemplos de métodos indirectos de andlisis de mo-

delos.

192 Teoria de algunos métodos lodirectos. ~Algunos de los métodos indirectos de
‘modelos de andlisis de tensiones, 0 son mds que distintas técnicas experimentales de
aplicacién del principio de Miller-Breslau dado en la Sec. 14.3. Ejemplos de estos mé-

I regla fiexible, l del

tinostat.
En el caso general de un elemento de teasidn cualquiera X,, se puede enunciar mate-
‘miticamente este principio por la ecuacién

(19.1)

MeCalogh B - Ty, s Arch g, ca. VIl Joho Wiy & S, o, Nocr

Vork .. Wi, S Laboratory Rescarch, Moss. st Tech, Dep. Ciril Sanlary
Eng,Ser. 65, 1938, Ser. 68, 1939, S, T3, 1940, Sr. 80, 1941 C. . N, o Ay of S
Expi Sres Analysi,vo. 1, otm. 2, julo 1964 1. B. Wibur . H. Norris, Model Aalyssof Sretures,

ot of ExpsenaSues Anslie 2. 15 ok Wik & S o, 350
573
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Es importante observar el criterio de signos en esta ccuacidn, ¢ deci: X, es positiva
cuando tiene ¢l mismo sentido que la deformacién A introducida, y A, es positiva
Guando tine ol mismo satido que la cargs unidad aplicada, cuya taciin dan s
‘ordenadas de Ia linea de influencia. Se observar, ademds, que X, puede
fuerza o un par. Si X, ¢s una fuerza, la A, correspondiente s una deformacion lincal:
pero i s un par, s una deformacion angular.
1 principio de

1 linea de influencia de cualquier clemento d: raceitn X, aplicando ¢l procedimicnto

siguiente: Se hace un modelo de la estructura y se suprime, provisionalmente, la limi-
tacién del apoyo que proporciona este elemento de reaccién al modelo. Lucgo s¢ in-
troduce un desplazamicnto A, en la direccién de la limitacién suprimida, lo que de-
formari al modelosegin 1aforma de I linea e nfluencia el cemento de reacin X,
Para obtoer n magnitad absoluta de una ordenads cualquira se mide la deforma-
cidn A, prod: ool
se puede mLmdunu‘ ‘cualquier desplazamiento constante 4, lprnplldo ¥ 10 interviene
en los célculos la fucrza necesaria para producir este desplazamiento, s¢ pueden ob-
tener las lineas de influencia de modelos de celuloide de este modo, i se desea, sin en-
contrar ninga dificultad a causa del cedimiento.

~ 193 Instrumentos de medida de las deformaciones. ~Pricticamente todos los mé-
todos de modelos de andlisis d= tensiones exigen medir deformaciones lineales de los
‘mismos. Estas deformaciones se suelen medir por uno de los métodos siguientes: escala

metdlica o pepel aud.nmhdo, calibrador de cuadrante, tambor micrométrico, o mi-
croscopio micromeri

S+ deformaciones de un modeloson elaivament grandes, 1o ay que mediries
por métodos precisos. En estos casos se puede montar una escala de acero graduada
en medios milimetros, o un papel milimetrado ordinario junto al modelo, midiendo
Tas deformaciones con la ayuda de lentes de aumento.

Cuando las deformaciones sor pequefias, hay que usar un método de medida, o
varios de cllos, mis precisos. Se pueden usar calibradores de cuadrante graduados en
centésimas de milimetro. Sin embargo, estos calibradores tienen ¢l inconveniente de
Gue el moell unido a1 émbolo aplica Suciente fuera para variar s deformaciones
de un modelo flexible ¢n una cantidad apreciable. En los casos en que por esta
10 s¢ puede usar un calibrador de cuadrante, serd necesario utlizar un micrometro o
wn mrscopo

EJ principal inconveniente para usar un micrémetro es la dificultad de establecer
el o ds contacio snact et e modelo y & micrémero.Se pusde via et dif
cultad utilzando algn tipo de indicador de contacto. El tipo mis sencillo es un sis-
tema de bateria y limpara en ¢l que ¢l modelo y el micrémetro forman parte del cir-
ity el micrbmetzo ctdn com nterruplr que ciera <l ciruito haciendo conacto
con el modelo. Se ha propuesto un indicador de contacto mucho més perfeccionado,
que utliza un tubo de radio 6ES cojo migico»", cuyo esquema esté representado en
la Fig. 19.1, En este dispositivo se conectan los contactos del modelo y ¢l micrémetro
al circuito de rejlla del tubo, por lo que al juntarse se ilumina cl ojo migico. Es muy
sensible y manifista €l contacto entre superficies de acero pulidas hasta una diezmi-
Iesima de milmetr.

, qui -
ity para i 2 deformaciontsde modelos,E Lpo d mictseopo que proporions
el deformetro de Beggs es muy convenicate. En la Fig. 19.2 se muestra el campo de vi-

* B. Mill, «A Sensitive Conact Indicators, Rev. Sci. Insr, vol. 12, nm. 2, pl. 105, febrero 1941
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Fi. 19.1. - Indicador de contacto. FiG. 192. Campo del microscopio micro-
métrico.

sién de este microscopio, en el que aparece una reticula formada por dos cabellos per-
pendiculares que se pueden mover girando la cabeza del micrémetro. Hay tambi
un indice que se mueve con la reticula, recorriendo una escala que forma un dngulo
de 457 con cada uno de los cabells. Una vuelta completa de a cabera del micrmetro
Lievando la reticula para qug
umu a dos posiciones sucesivas de la sefal, se puede obtener ¢l movimiento
de ésta, por la diferencia de lecturas del micrémetro en las dos posiciones. Esta dispo-
sicidn de la reticula y de la cscala fija hace posible leer los movimicntos horizontal y
vertical de la sefial con una orientacién del microscopio. Se puede calibrar ficilmente
¢l valor de una de las divisiones del micrémetro, observando con ¢l microscopio un
‘movimieato conocido de una sefal colocada ea ¢l érmbolo de un calibrador de cua-
drante.

Con uns pequt et ca todospudn preder 8 s s icowopio miromée-
co. Sin embargo, hay ciertas reglas importantes que deben observ

1. Elegi sefals claras, bien definidas y ficlmente mknuhbh

2. Ajustar l ocular cuidadosamente para evitar .

3. Enfocar el anteojo sobre a sefal o mis exactamente posible.

4. Orientar Ia rticula exactar

5. No tocar sin necesidad el microscopio o Ia mesa en que estd mor

S by parale, 1 magen 6 1 st n sk n ol pan d o que producir

Xe

Fig. 193, Error de orientacion.
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dificultades en las lecturas. Un mal enfoque no solo hace difcl colocar 1os cabellos tangentes
sefal, sino que también cambia el aumento del microscopio y, por tanto, el coeficinte de
0.

mala orientacidn conduce a errores del tipo representado en Ia Fig. 19.3. Supongamos
que Ia sefal se mucve de a a a'. Para obtenes la componente horizontal d de este movimicnto
hay que orieatar Ia reticula XX en direccion horizontal. La diferencia entre las dos posicioncs.
de linea llens de 1a reicula XX dark la distancia correcta d. Supongamos, sin embargo, que s

icha reticula y forma un éngulo § con la horizontal, como s¢ indica por las
posiciones de trazos X'X', La diferencia enire lss dos posiciones de X'X' indicard que el movi-
micnto supuestamente vertcal s la distancia d". Del dibujo s¢ ve que

0= cos fd + ctg f) = dosf+ csen @

Puede usarse esta ccuacion para estudiar el efecto de la mala orientacion:

Sic=0 yB=1%d =099 .00 por 100 deerror
Sic=05dyp=1"d =1008d .09 por 100 de error
Sic=5d yB=1%d=10871d .87 por 100 de error

Esta comparyitn musis que i f movimeno rslane e un puto st ricteament e
Ia misma direccién que la componente que se mide, un. orientacidn no tiene mucha in-
i 1 oo P o ot s Qe s componiat e o e €

en Ia medida apreciable.

194  Algunos métodos indirectos. el método més sencillo de utilizar ¢l
principio de Miller-Breslau s el e la regla fiexible para obtener lincas de influencia
de las reacciones de una viga continua. El procedimiento consiste sencillamente en
elegir una regla fleible  larga de acero, bronce 0 madera, y apoyarla en un tablero
en que se ha colocado un trozo de papel milimetrado. Se puede sujetar a regla en su si-
tio entre dos clavos clavados en el tablero a cada lado de la misma, en los puntos de
apoyo. Se introduce entonces un desplazamiento vertical en la reaccion cuya linca de
influcncia se busca. Se marca en el papel Ia eldstica de la regla  se obtienen las orde-
nadas de I linca de infocacia mirando 1as ordenadas de la deformacién o el papel
‘milimetrado una de cllas por el

Se puede obtener bastante exactitud utilizando una regla flexible v ol
de 3 mm ¢ introduciendo deformaciones del orden de un sexto de Ia longitud del tramo
2 cada lado de su posicion media. E introducir desplazamientos iguales a los dos lados
de la posicién sin deformar de un modelo y medir ¢l movimiento de un punto entre

esas dos posiciones deformadas, constituye una técnica tilizada en muchos métodos de
‘Sndls e modelon. No solo tieae Ia vetai e produce deformacions mayors ia
posiliad de sobrussiones e o mdl, o quecu ko cass reduce también
al minimo los errores en las medidas debidos a las var del modelo.
Sucede que esta técnica no afecta al error geométrico ‘e 2 bl n 1 caso do as
lineas de influencia de las reacciones de una viga continua. Sin embargo, es ficaz en
el caso representado en la Fig. 19.4, en que sc puede obtener la linca de influencia de
Ia reaccién horizontal en el punto a, introduciendo un desplazamiento horizontal a la
derecha o a la izquierda de ese punto. En los dos casos, deformando la columna segén
una curva, se produce un pequeio descenso 6, de su extremo superior, que se ha cxa-
el dibujo. Cor ' a causa solo

del giro de a cuerda be de la clstica de la viga. Asi, i s¢ midiera 1a deformacién del
punto n desde n a ny, cstaria aumentada en la cantidad nn'; o si se midiera de n @ ng
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FiG. 19.4. Tecnica del desplazamiento positivo y
negativo.

formacién A
g aun a=p|mmxa AL introducido en . Por tanto, Ia introduccién de des-

por a variacidn geométrica de la cstructura. No obstante, esta técnica 10 & un «ciralo
mdn»ynu:lmm-mdmlmmdebldmn variaciones

‘método de modelos llamado del alambre de fatén® no cs mds que una versién
mmddmhndodnhwﬂlhubhmhqulmmoddmnﬁknndclhm
bre de latéa. De este modo se puede construir una variedad bastante grande de mo-

soldando por
de latén de diversos tamafios. Normalmeate sc pueden obtener alambres de latén en
un amplio campo deumlﬂmnhbndmywpﬂknmld:rﬁmmu.lommﬂm
Ia fabricaién. Praintrd improvisar
¥ se mide utilizando una b i6n con papel
milimm-!nuunnmhdemmwnmumbmmmnﬁmnmdﬂnm
aparato.

El Gottschalk Continostat? y el deformetro de Eney® son otros dos métodos indi-
rectos muy conocidos. En las referencias que se dan ms abajo estén descritos.

Todos los métodos mencionados més arriba utilizan modelos bastante sencillos y
‘medios simples para introducir los desplazamientos y medir las deformaciones resul-
tantes. Pars oblencr sufiente exaeitud, e necsario ntroducir deformaciones bes-

= o 5 5

mdﬂmn.ldnpmdumh-mdhdm ‘Como consecuencis, en algunos casos pueden
resultar importantes los errores debidos a variaciones geométricas y ser imposible
cerlos minimos. En estos casos seck necesario emplear un método que utilie instru-
mentos y técaicas més perfeccionados.

Bill, <Brass Wire Models Used 1o Solve Indeterminae Structurcss, Eng. Nees-Record, vl 99,
e 23 ot 17,
Otto Gottxchal, eMechasical Calulation of Elstic Sytemes, J. Frankln Ins, vol. 22, ném. 1, pi-

W I ey, ew DefoneterApparan, Ex. Now- e, 16 e 19, . 21 Mol Aok
Iyt of Continuous Girderss, il ., vol. 11, mim. 3, plg. 521, sticmbre 194



B ANALISIS ELEMENTAL DE ESTRUCTURAS

195 Método de Beggs. E] método de Beges' cs ¢l més general y normalmente ¢
mis satisfactorio de los basados en el principio de Maller-Breslau. Fue desarrollado
por el difunto profesor George E. Beggs, de la Universidad de Princeton. I equipo
consiste en un conjunto de calibres de deférmetro y cufias para introducir las defor-
‘maciones producidas. Para obtener lineas de influencia de las reacciones, se usa el cali-
bre de defrmetro para sustituir ¢l apoyo del modelo en ese punto, uniendo una mitad
del calibre al modelo y Ia otra al montaje. Para obtener lincas de infucncia de momen-
tos internos, cortantes y fuerzas axiales, es necesario cortar el modelo y conectar una
mitad del calibre del deférmetro a cada lado del corte. Insertando distintos tipos de
cuias entre las dos mitades del calibre, se puede introducir una deformacién axial, de
cortadura o angular, en ¢l modelo, deformandole asi hasta Ia forma de Ia linca de in-
fluencia correspondiente. En la Fig. 19.5 se muestra una aplicacién tipica del método
de Beggs.

Fio. 19,5, Método de Beggs.

Este método tienc la ventaja de utilizar un medio més digno de confianza y més
exacto para introduci las deformaciones y un instrumento mis preciso para medirlas,
o que permite introducir deformaciones menores, reduciendo as los crrores debidos
a las variaciones geometicas de la cstructura. Los modelos usados con el método de
Boggs sc hacen Cor deférmetro
introducen deformaciones constantes en lugar de aplicar cargas constanies & la estruc-
tura, no hay inconveniente por el cedimiento del celuloide. Se puede usar el método sin

odifcain par culqir sstrcturs placs, i quc imporc s s barras son rectas
o curvas, 0 de momento de inercia constante o varia

1 G, . Bgg, ehn A M St oSl o i 8 U
per Models and Specal Gagess, Proc. ACY, vol. 18, pgs. S84, 1922; Discusion de «Design of riviod

atch Sysems, Tvad, ASCE, vo, 85, pdgs. 1208-12, 1925 «The Use of Models in the Soution of Indeer-
minat Strcturess, . Frankln ., vol. 203, dm. 3, pg. 375-386, marzo 192,
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Al utilzar el microscopio en este método hay que observar las precauciones habi-
tuales. Hay que tener cuidado también al montar los calibes del deférmero para ase-
gurarse de que el cje mayor del calibre es normal al de Ia barra. Si no se monta asi, los
datos de I linea de influencia obtenidos para cl cortante y Ia fuerza axial tendrén erro-
res. En la Fig. 196, sise monta el calibre e la direccion indicada por Ia linea de trazos,
los datos del cnsayo dardn como vlor de la presién 7, y del cortante S, perpendicular

Fic. 196, Errores de montaje.

y paralelo a esta direccién. Para obtener la compresién T y el cortante S verdaderos
s necesario medir el dngulo ¢ y transformar los datos como se indica a continuacién:

T=Teos+Ssnp S=Scosgp-Tsend

Resulta evidente que este error de orientacion no afecta a los datos obtenidos para el
‘momento en ese punto.

Hay que tener cuidado también al sujtar ¢l modelo al calibre, para que el cie de
Ia barra esté en el centro del mismo. Si 0 se hace asi, las ordenadas de la linea de in-
fluencia del momento en ese punto serén erroneas, pues la deformacién angular in-
troducida por el calibre 1o solo hace girar a la secién del modelo, sino que ntroduce

muddelunmynjn.amnuud.hmmdd
el calibre, y se

Ia tira con el microscopio. Demmodn,ummdmu]nhmhlddnmmowwndu-

cidas por las diversa cufas en micro-unidades y converirlas, s s desa, n milimetros

-mlmndn el alibrado constante del microscopio.

s
q\leddorm-unnwddnpunhna!:(nmnh!omudzhﬂmdemﬂummdﬂm
mento flector n la seccién situada en el centro d:l -n.nm Se consigue esta deforma-
cién sin cortar el modelo como en ¢l método de

e e et dc i e o monere fector
¥ deformacién por flexia. Considerems un segmento ab de una bar, Que s icaimete
Tecto y qu tiene EJ constante. Supongamos que s aplica una carga P en el punto o, como s¢
ve e I Fig, 191 El efcto que produce es el e deformar Ia cstructura  orignar momentos
flectores n el Losproducido n o cxtremos del segmento s0n M, ¥ My Que s spone -
i como e e B Gagamsde oo o de 208 s¢ puede trazar fcil

‘mente. Se puede calculr, por medio de los teoremas o e e moognion, ot A,
del punto c de e i v b, o desutsde Smpict ' xpesion
ML P 192)

= 8ET ~ V2B
* Nort; Wilbury Noris
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to)

sf.
f 3
SF

Fi0.19.7. Relaciénmomeatodeformacidn.  Fio. 193, Teoria del deférmetro de mo-
mentos.

Asi 3 halla que el moménto en ¢ debido a 1a carga P que actta en un punto o cualquiera del
abes

(1930)

maummmdmmmamonbwuummnm Sl am
esté aplicada ea un b, desaparece el de la Ecua

aﬂn(l?".)y
PR % 19.3)
Result € si s¢ puede medir
ooy et gty
‘Existe un mdopﬂmmwlnhmsb,qwu-ﬂ' aplicarse mediante las consideraciones
: Consideremos primero que la estructura estd. wm-d-llhlnﬂ'n?lpﬁﬂd-lmd
llllnlo 0, lo que produce una Mmuuﬁn de la misma; en la Fig. 19.8a se representa la forma
formada del segmento ab. e sobre In estroctura ac
esp udocnhFll 19.8b, en la que se muestra también la deformada de
1a barra ab en ese caso. A  sabemos que e trabaj

l sitema do forzas exierores en f squema & durant  deformacién producida por o 5
tema del esquema b, es igual al trabajo virtual realizado por el sistema b durante la deforma-
cion produids por l ssiema dea; ot o,

@6 = - () @) + s~ () @
° A= 4. _22__

geométricas de In Fig. 19.8a,

=y = Bee e
8= b 3 ®
3. por tanto, de las Ecs. (o) y (6) e puede deducir que

4 =8, 19.4)
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w6 S 0 8 il 911 86 1905 & i 3.
‘modelo se deforma de manera que toma Ia linea de influencia de A,
e dels de o B uu.)ymmu fndica o momento flcior s ¢ produido
por una carga P que actia en el modelo. S m, expresa el momento fletor en ¢ debido a un va-
lor unidad de P, serd

mem e )

¥, de la E. (19.30), resuta evideote la relacidn:

8EI A,
-+

Si se obtienen los valores de A, utilizando Ia hipdtesis de carga de Ia Fig. 19.86, por a Ec. (19.4)
serk

19.6)

S22 oo
o e e, 5 e A st 5 s e
término de la Ec. (19.7a) y

m= S0 [

sl para I 2008 el modelo que ca foera el sgmento b, i s aplican I cargs de a Fige-
198,
de la linea de influencia de m,. Para obtener las verdaderas ordenadas de m,, en lmw.m-
fuera del segmento ab, hay que multiplicar los valores de A, por 8//L*P, donde E, I, Ly P sc
refieren al segmento ab, Para obtener las ordenadas m, en 105 puntos o dentro del segmento ab,
e ssityen g o e &, o0l Ecacidn (17}

linea de influencia
...uau,,k.n.nme..xx,: LiyPC lel:wwﬂmd!?y&udn.mmnmdwellu
una deformacién fijs

constantes P

i, ademés de medir ) corrimicato A, ca los distintos puntos o del modclo, se miden tam-
bién los &, de la balanza, recordando la discusidn de la Sec. 18.5 son evideates las relaciones:
E_K,

werl o ws

donde K, ¢ una constante ica de I del
modo como est unida al bastidor. Ad,n:alwllk_y S eicn 3, e conterk I euicn ea-
tre E, y P, no solo para Ia viga, sino también para el modelo, siempre que ambos estén hechos
de la misma hoja de celuloide.
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w2 w2 Fic. 199, Deformetro de momentos con viga
balanza, simpiiicado.

Sunnuycndo de la Ec. (19.8), s¢ pu:dtn escribir las Ecs. (19.7a) y (19.75) en la for-

ient in modelo de celuloide en el que se ha medido 6,
" Lasordenadasde 1 lneade influcnca del momento
flector en c se obtienen de la Ex. (19.92) para los puntos o del interior el segmento ab,

8IK, A, 2d°

+in (19.90)
(19.95)
Se puede calcular el valor de K, pero la precisién del resultado no serd buena, a causa

de a incertidumbre del empotramicnto en los puntos de sujecion de I viga. Como con-
sccuencis, es mejor obtener K, por un ensayo de calibrado sobre una viga en voladizo,
estiticamente determinada, en Ia que se conocen los momentos flectores por la esttica.

FiG. 19.10. Deférmetro de momentos
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En la Fig. 19.10 se representa el dltimo modelo del deformetro de momentos, mon-
tado en un modelo de celuloide. Se observaré que el principio de este instrumento es
esencialmente el mismo al representado en forma simplificada en la Fig. 19.9. Los co-
rrimientos 3, y A, se miden con el mismo tipo de microscopio micrométrico utilizado
en el método de

Este instrumento proporciona un medio eficaz de obtener lineas de influencia de
‘momentos fletores en las secciones internas de un modelo, sin necesidad de cortarle.
Tiene ¢l inconveniente de que, para uilizar la interpretacién sencilla de las

rriba, es necesario aplicar el instrumento & un segmento del modelo que sca
Imeote recto y con  coustante.

197 Indicador de momentos. I indicador de momentos" es un instrumento il
que proporciona un método directo para obtener momentos flectores de un modelo.
Su teorfa csté basada en las ecuaciones de Manderla-Winkler, que s usan principal-
mente en el andlisis de las tensiones secundarias de las armaduras trianguladas. Estas
ecuaciones son aplicables @ una barra, 0 una parte de barra, inicialmene recta y con
Ee I constantes y en I que no hay ninguna carga exterior aplicada entre 1os extremos
del trozo considerado.

Las ecuaciones de Manderla-Winkler son simples espresiones de los momentos
que actian en los extremos de una barra en funcion de las peadientes de la clistica en
esos dos extremosde la barra. Sea M, el momento que actia cn ¢l extremo A de la
barra AB y M el

del reloj. Sean también ., y 7 las pendientes de las tan-
gentes a la eum: en los puntos A y B, respectivamente. Estas pendientes se miden
con respecto a Ia cuerda AB de la elstica y son posiivas cuando Ia tangente gira en
sentido de la cuerda. L

se pueden deducir por medio de los teoremas del 4rea de momeatos y s¢ enuncian como
sigue:

Mas =2 ot Maa=H a2 (010)

Teniendo en cuenta estas relaciones, podemos proceder a desarrollar la teoria del in-
dicador de momentos.

!
He

FiG.19.11. Teoria del indicador de momentos.

© A.C. Rugey E. O. Schmidt, «Mechanica Sructural Analyss by the Moment Indicators, Proc. ASCE.
octubre 1938,
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Refiriéac cnos a Ia Fig. 19.11, 1. s e o dos brazos a los puntos A
ybdznnlhm On.lndo y deforma el modelo con cargas aplicadas fuera de
las tangentes a la eldstica

mwpuntpdcumbn Comﬂh)sprmmn:nhlul)dadpeqmﬂbs.s:p«edenulcnlu
fécilmente los movimientos relativos siguientes de las marcas a y a’ y b y b'. Sean &,
¥ A, los movimientos relativos de las marcas, positivos cuando éstas se separan; serd

a=Ztiu=bontm
(19.11)

L 2L
st Zo =St om

Sustituyendo de las Ecs. (19.11) en las Es. (19.10), s obtienen las expresiones siguien-
s para los momentos extremos en los puntos A y B:

Mo=%a e =% (19.12)

en las que un A positivo (0 un movimieato relativo de scparacion) indica un momento
extremo positivo (0 en sentido de las agujas del reloj en ¢l extremo del segmento). Por
tanto, si se midén A, y A, Con un Micr0scopio, y s conoc £, se pueden determiriar los
‘momentos en los puntos e unin del indicador de momentos.
Nuevamente, si sc usa el celuloide como material para el modelo, habré que resol-

al modelo de oclloide, porque Ia deformacién variaré con el tempo. Sin embargo,
i6n fija en el punto y en Ia direccidn de la carga dada, no va-

elo. Se podrén ya medir los movi-
mientos de las marcas del indicador de momentos sin dificultad, con un microscopio.
Sin embargo, seguird signdo imposible calcular los momentos extremos por las Ecua-
ciones (15,12), orque E e desconccido y variable con ¢l tiempo. Ademés, la carga
en ol modelo es desconocida también y varia con e tiempo en propor-

cion directa & E. No obstante, el valor re-
lativo de los momentos, porque son proporcionales al producto de / por las deforma-

ciones del indicador de momentos.

veces se pueden transformar estos valores relativos de los momentos ex-
tremos en valares absolutos en funcién de la carga, utilizando las condiciones del equi-
librio esttico. Consideremos, como ejemplo, el pdrtico simple e la Fig. 19.12. Supon-
gamos que se ha montado el indicador de momentos sucesivamente en cada pilar, ha-

da pilar de los valores
relativos medidos en los puntos o wnibn 4 diadon:Sean o, vloes et
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en los eatremos de los pilares myz, myy, etc.; los valores absolutos se pueden expre-
sar por

Si se aisla cada pilar como cuerpo libre, podemos calcular el cortante en cada uno de
ellos en funcién de la constante dewonocls C Dl s s pace ik 4 s
como cuerpo s pilares bajo L

Como s¢ han expresado los mmnu en los extremos de los pilares en funcidn de C,
la ecuacién de Ia estitica ZF, = 0 aplicada a Ia viga aislada nos permiti hallar C en
funcidn de P. Con este valor de C podemos obtener sin dificultad los valores absolutos de
los momentos extremos en funcidn de P.

Muchas veces se puede aplicar Ficilmente el procedimiento anterior para transfor-
mar valores relativos en absolutos. Sin embargo, hay casos en que, 0 0o hay ninguna
ecuacidn de la estdtica apropiada, o si existe, su resolucidn es demasiado laboriosa.
En tales casos, el empleo de una balanza de resorte de celuloide en l sistema de carga
conduce a una solucién directa para los valores absolutos de los momentos en el mo-
delo.

En la Sec. 18.5 se ha estudiado el empleo de una balanza de resorte para evitar ¢l
codimiento. En Iz Fig. 18.3 se muestra a balanza unida al mismo tipo de modelo de
Ia Fig. 19.12. Supongamos montado un indicador de momentos en ¢l
moddlo de Ia Fg, 163 y ¢ hubera tomado lecuras b s mareas dl ndcador y 1

rte. Respecto a la Ec. (k) de la Sec. 18.5, se recordard que, habiendo

‘medido A, se puede expresar E por
K, 3
Eeg (19.13)
Sustituyendo de la Ec. (19.13) en las Ecs. (19.12),
OIK. A,
Man = "3 (19.14)

Por ok, milcando b b de ot de s o s fcl o o vaocs
absoltos d los momentosen funcion de I carga .

presupone, naturalmente, tante K, de la balanza. El valor
de esta constante s puede calcular, pero puede obtenerse con mis exactitud por un
ensayo de calibrado en una viga en voladizo estéticamente determinada, como se re-
prescata en la Fig. 19.13. Unieado el indicador como se muestra, se pueden medir los

Balanza.
Tesorte
de celuloide

Fio. 19.13. Calibrado del indicador de mo-
‘meatos.
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corrimicatos 4, y A, con ¢l microscopio. Sabiendo que ¢l momento M,y es igual a P
veces d, podemos hallar ficilmente K, aplicando la Ecuacion (19.14),

El indicador de momentos proporciona una solucién de modelo muy satisfactoria
para muchos problemas. En Ia Fig. 19.14 se muestra un montaje tipico de indicador
de momentos en combinacion con una balanza de resorte de celuloide. Se recordard
que Ia teoria del indicador de momentos st basada en las ecuaciones de Manderla-
Wiakler Paa wia n inerpretaci el de s mecidas dades anisiormete
&5 necesario, por tanto, aplicar el indicador a una zona de la barra que sea inicialmente
rectay tnga 1 constan. o pasible iepretar s Kcturasd
que 7 varia en csa zona, pero los cdlculos son muy complicados.

Fic. 19,14, Tndicador de momentos.

193 Los principios de semejs ign las relacio-

nes entre un modelo y su prototipo se pueden determinar por dos procedimientos. Puc-
tas condiciones de semejanza en forma matemtica 3 ‘medio de las

leyes de la mecnica estructural establecidas y los principios de semejanza deducidos

rigurosamente de ella; o se pueden doduci estos Tinsgion walando s memam

del . Para los

m:mdn, pus o leyes naemiias Qe s e son enermente bien conecida,

Por el contrario, en los casos en que no se conocen las leyes matemiticas y i los facto-

res que afectan al fendmeno, se pueden determinar los principios de semejanza por

método del andlisis dimensional.

199 Deduccidn de los

de semejanza utilizando las leyes estableckdas de

estructural. Como cjemplo de la deduccion de los principios de
por este método, considercmos el problema de extrapolar los datos de la linea de in-
fluencia de un modelo a su prototipo. Para ello, consideraremos una viga estiticamente
indeterminada en primer grado,

ler-Breslau y obtener i las lineas de influencia buscadas como se indica n la Fig. 19.15.
Indudablemente, sc pucde aplicar este procedimiento al prototipo o al modelo. Apli-
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(@)

o T
fass~
e

0 o=

&
o 1o

Linea de influencia de K,

o T80
@) G —

be

Linea do influencia de M,

(o)

Fi. 19.15. Principios de semejanza,

cdndole al prototipo, i de las dos i son
> AL

r--ta (19.15)

y M= —52) (19.18)
4

donde el indice P indica que esas cantidades se refieren al prototipo.
otro lado, aplicando el procedimiento de Mller-Breslau al modelo, las orde-
‘nadas de las dos lineas de influencia son

" s

R¥ = —3EQ) (19.17)
A%

¥ MY = -3 (19.18)
%

donde el indice M se refiere al modelo. Indudablemente, si s conocen los principios de
semejanza entre modelo y prototipo, se pueden medir las ordenadas de estas lineas
de influencia experimentalmente en un modelo a escala reducida y exrapoaras 3

ot Ea ok kb, jers hiomk ol sosh relacién entre RY
y Ry entre MY

De las Ees. (19, m 2 (19.18) se deduce que estas relaciones entre las reacciones o
momentos en el modelo y en el prototipo dependen de Ia relacién entre sus deforma-
ciones. Esta relacién
nes por ¢l método de los trabajos virtuales. Para calcular las deformaciones de una
viga, se puede expresar la ley de los trabajos virtuales por

206 = fM,Mng (19.19)
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Si en el punto a de Ia estructura primaria del prototipo actiia una fuerza F', como
se ve en la Fig. 19.15, el corrimiento vertical del punto n se puede calcular de

W @5 = f gy (19.20)

Del mismo modo, uwmmh& us I9)p|nukuh(uudd‘mmﬂnnmﬂ.u
del modelo debida a una fuerza P

m @Y = j MEMY E,,I,, (19.21)

Supongamos que se ha construido ¢l modelo de modo que cxistan las siguientes rela-
ciones entre modelo y prototipo:

LY = kLP ¥ =olf E=pEF FM=yFF (1922)

InFig. 19.155:

M¥ = kyME MY = kM) (19.23)

Sunnuymdo en la Ec. (1921) de las Ecs. (19:22) y (19:23) y comparando con la
Ec. (19.20)

W e -2 [z 7 - B s
Por tanto, an= i (1924)

Estas relaciones son ciertas para cualquicra de los corrimientos verticales de Ia Figu-
ra 19.15b. Por tanto, sustituyendo en la Ec. (19 |s| de la Ex. (19.24) y comparando con
I Ec. (19.47),

Rl = R¥ (19.25)

por lo que las ordenadas correspondientes de la linea de influencia de R, son las mis-
mas para el modelo y el prototipo.

De igual maners, se puede estudiar el corrimiento vertical A,y ¥ 1a rotacion angular
correspondieate Ay de la estructura primaria representada en la Fig. 19,154, para el
modelo y el prototipo. En este caso, indudablemente, los corrimientos estén producidos
por pares 7" en el prototipo y pares T* en el modelo. Procediendo como antes, con
Ia excepién de hacer

hallremos que -y (19.28)

AL = g ay (19.27)
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Sustituyendo en la Ec. (19.16) de las Ecs. (19.26) y (19.27) y comparando con la.
Ec. (19.18),

.1
My = (19.28)

por 1o que habré que multiplicar por 1/k las ordenadas de la linca de influencia de M,

del modelo para obtener las correspondicates al prototipo.
Se ha limitado el estudio a una viga indeterminada en primer grado, pero se podria
para incluir sucesivamente vigas o pérticos indeterminados en segundo, ter-

veces las del prototipo, los momentos de inercia de sus secciones « veces las del prototipo
el modulo de elasticidad B veces el del prototipo. Una vez hecho esto, las ordenadas de
Ta linea de influencia de cualquier fierza reactioa, cortante, o fuerza axial en el prototipo,
son iguales a las correspondientes ordenadas en el model las ordenadas de la linea
de influencia de un momento cualquiera del prototipo son iguales a 1/k veces las corres-
pamﬂaua ardenadas en el modelo.

Deelumodo se pueden desarrollar los principios de semejanza para modelos de
armaduras y otros tipos de estructuras, siempre que se pueda formular matemdtica-
Taete b clusi del problema.




20

Otros usos de los modelos de
estructuras

201 Generalidades. El andlisis de modelos ha sido extraordinariamente itil para
resolver problemas de distribucién de tensiones, esto e, para determinar la manera
en la que las tensiones varian en I seccidn de una barra. Existen varios métodos ex-
‘perimentales para resolver estos problemas; entre elos, los dos mds importantes en
Ia actualidad son el fotoeldstico ¢l basado en la medida previa de las deformaciones.
en la su

En los Gltimos afos se ha usado mucho el método fotoeldstico, especialmente por
el ingeniero mecdnico, para estudiar Ia complicada distribucién de tensiones que en-
cuentra muchas veces en el proyecto de clementos de méquinas. El ingeniero civil ha
wizado et méiodo e cxcala mer, peroai consdeaic, ar i proemas

de clementos de estructurs,

Desde 1938 se ha desarroll arte de medic de las
spatees. 1L emuipi do i ol aiss puioonde et melic e
deformaciones para hiptesis de cargas tanto cstiticas como dindmicas. Se han des-
artolado numerosos tpos de calibres mecdnicos y cécticos. Hoy, ef mis plorpert

de resistencia

El studio de modclo sc usa de ordiario para cstdiar los problemas de andlisis
de teasiones o de distribucion de las mismas. Ademds, se usan muchas veces para de-
terminar las cargas de pandeo o las caracteristicas vibratorias.

202 Miétodo fotoelistico. Generalidades. Los problemas de distribucién de ten-
siones relativamente sencillos se pueden resolver con &xito por métodos matemiticos.
s“. mhugo hay innumerables probiemas précticos en que los métodos matemilicos

n apropiados y es necesario recurrir a procedimientos cxperimentales. El método
fotociico® o un de fos mds (s ente sts procedimienios npmmmﬂhsyse
usa mucho para resolver la distribuci6n de tensiones n los puntos tales como
1 agujeros y cntalladuras, en nudos roblonados y soldados, o en otros g ol

de forma irregular.

* oy dinido por St Bivi-LimeHamion
A L o b G. Coker y L. N. G. Filon,
= il o
e e e o) M. M., kst o Wiy & S

ok 1

Applied Py

'D. Mindi,
vol. 10, moms. 4 y 5, sbril
3 contcnen una bibloteca my bueos sobre Ia mateia).

590
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El método fotoeldstico s basa en el hecho de que, cuando ciertos materiales trans-
parentes estin sometidos a tensién, varian sus propiedades Gpticas. Es posible medir
estas variaciones, y relacionarlas con el estado de tension del material. Asi, haciendo
un modelo de un material transparente apropiado, y cargéndole del mismo modo que
el prototipo, se pueden medir cirtos efectos Gpticos ¢ interpretarlos para obtener la
distribucién de tensiones en el modelo.

En un problema de tensiones planas (bidimensional), se puede definir el estado
completo de tensiones en un punto cualquiera en funcién de las magnitudes y direc-
ciones de las dos tensiones principales. Como estas dos tensiones principales son per-
pendiculares entre i, las magnitudes de ambas y la direccién de una de ellas son sufi-
cientes para definir el estado de tensiones. Por tanto, hay que determinar tres cantidades
independientes en todos y cada punto de un cuerpo sometido a un estado de tensiones
planas, para definir completamente la distribucién de tensiones en el cuerpo.

Cuando se utiliza el método fotoeldstico en tales problemas, en gtml s mds con-
veniente determinar tres cantidades ligeramente diferentes, independientes, en los dis-
tintos puntos, por ejemplo, la diferencia algebraica entre las tensiones principales, su
‘suma algebraica y la direccion de una de ellas. Con estos datos, es ficil calcular las ten-
siones normal y d¢ cortante en un planp cualquiera que pase por ¢l punto.

Sin embargo, en estos casos las técnicas experimentales y la interpretacion de los resul-
tados son bastante complicadas. Por ello se limitaré Ia discusion a la aplicacion bi-
dimensional del método.

203 Regasode agmos principos de dpicn. Ants e desarla I et fndamenal
de I fotoelstiidad bidimensional, es necesario repasar brevemete algunas ideas de pli
. I fnémen ftoclisic e pusde cplc ot med d i ondltors e x. m
enelbor Ene

cuslquiera o particulas estén en una curva sinusoidal, cuya ampliud ¢s 2a y la lon-
gitud de onda 4. Asi, se admite que una particula m oscla entre las posiciones 4 y B, como se
Tepresenta en la Fig. 20,1,y otra , entre C y D. Supongamos que las particulas s hallan como
se e o b cur. skl d: s lena el nsano = 0y e enclinsnic 1 i han
‘movido hast
todel movimient sansvesl de 1 pariculas b sdo el hace Que e ot ot b e
mueva hacia Ia derecha a lo argo del rayo, una distancia Az

Fi6. 20,1, Teoria ondulatoria de Ia luz.

El grado del movimiento aparente de la sinusoide a o largo del rayo se llama velocidad de
la huz y es constante para un medio dado & cuyo través pasa. Para que pase por un punio una
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onda completa de I sinusoide, es necxsario que as partiulas cumplan un ciclo complto de
i Por tanto, nds 1 un punto es

ma que Ia de la vibracido transversal de las particulas. La frecuencia de Ia vibracion d las par-
ticulas, , determina el color de la luz y es constante para cualquier color, independientemente

La velocidad de I luz e igual 1 peodclde i oageud deuns onds cempiet 3o 1 B
cuencia con que Ia onda pasa por un punto dad

v=N @0.1)

Jn i e uncroe d e dado s conmane b ot de onda de -

cho color varia di a velocidad, que a su
a luz.
La intensidad de I a 1a amplitud de la vibr 1as part
1as. Si 1o hay vibracidn transversal, esto cs, s Ia amplitud es cero, la memied e o et
r, 00 hay luz.

oiones sigiewes sk essario uilia una expresién e n posicidn mmmerl

instantinea de uny particula que vibra cn una scocion situada a la distancia = del origen. En

18 Fi. 201, doplerameno el de particula en un instante coalquiera ¢ puede
caleularse

,.nu..zT'|.7n.+A-)| @
Pero Az es la distancia que se ha movido la sinusoide desde 1 = 0y, por tanto, es igual a
semw =t ®
‘Sustituyendo en la Ec. (a) de la (b),

Ze-n —M] @02)

10 arménico :m-m‘c

Un rayo
qu:wmnenldmlmphmqu:zmmpardnyoPuvhlﬂum de algin
i 1 b b v £ s

idn plana. Esa 1uz no necesita er mons ¥ ¢ puede

s e un prama de Nicol, wo hojs Polarod &
algin otro dispositivo.
Tt etk

ondas de igual ampli
i, que s o
ma palanmd: circularmente. Tal qu pusde producirse hciendo paar ua xlyn de luz mono-

s o e ol 0 .nm otro material 4.,um.m iy o permancatemeate,
o incidente de uz polarizada

El espesor de la
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tud e ond rspect o ot Latdo ondas companentc sl salen de la otra cara de la placa,
ity it con igual amplitud y vibrando en planos
diculares, por Io que s¢ combinan para ot e gouiadn rcarment.
roacln o s ropieed s s permancatemen ciertas sustancias crisali-
nas comola mica. dnyo
laada plca n e am s recangulre. Esas s componciescaminan 3 raves de
il dieots elocades,por o ue ustcn sar desfuseds i por e otro lado.
el
cuando estin ensones, didendo w rayo cident en dos componenies gue cam.
an a través del material en los planos de las dos tensiones princpales. Esta propiedad es la base
del método fowoelistico de determinacién de tensiones.
ondas de uz que tienen 1s misma intensidad y longitud de onda y que vibran ea ¢l mis-
o, pucden, cvidentemente, superponcrse. S Ias dos ondas estin en fae, s reforzarén
Uy doran v o & ey i, oo e desfasadas media longitud
de onda, s anulardn una  otra y se producird oscuridad. Si Ia diferencia de fase varia desde
e aia 3/ hata - ec 1 nendad de sfecto combinado vara  disinto grados d in-
{erfereacia, de brllo a oscuridad, a brill, tc. Para la luz blanca, la diferencia de fase que cli-
mina un color &
Por tanto, la luz compuesta tendré un color que dependerd del climinado.
204 Mitodo . Teoria fndsmental. ~E! principal aparato utilizado para
aplicar Ia fotoelasticidad a los problemas bidimensionales se llama polariscopio. EI
tipo més sencillo es el representado en esquema en la Fig. 20.2. Las partes principales
de este polariscopio son la fuente de Iuz.y dos dispositivos para producir luz polas
plana, liamados uno polarizador y ¢l otro analizador.

Fuonts  polarizador o
ey - ﬂ‘:‘;‘b Analizador

FI6.202. Polariscopio.

La luz que viene e Ia fuente Juminosa vibra en varios planos, pero después de pa-

secuencia de su estado de tensiones, se ha convertido temporalmente en doblemente
refractario. La luz polarizada plana se divide en dos componentes rectangulares que
Vibran e los plancs d s tsesnce srincipales ¥ ecorrn o modelo 8 diftaas vioch
dades. Como una de estas componentes sc ha retardado respecto a la otra, pueden estar
desfasadas parcial o totalmente al sali por el otro lado del modelo. La cuantia del des-
fase sc mide haciéndolas inteferir, lo que puede conseguirse haciéndolas pasar por ¢l
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analizador, que permite pasar solo las componentes horizon
dentes, haciéndolas interferir en un plano normal al de polarizacién del polarizador.
Si estas componentes horizontales estén en fase eatre si, habré una luminosidad méxi-
ma, pero si estin desfasadas media longitud de onda, habrd interferencia complta,

u oscuridad.
de tensiones del modelo.

ue s b st e modo queeus cass s P de et pocpl. Es b pect que

dos. Supongamos que choca con =Illun!|ycd:ba’alun plana monocromt skl
itud 20 que vibra cn un plano OP. A causa de las propiedades de dobl refraccién de la ba-
it someids 8 teidn, e o e e s lensiones picipls, e o s dind n

rectangulares, una de las cuales atraviesa la partcala vibrando en el plano.
YDZyIlwunelXﬂZ Slulmylnudumnhm':yhxnl.lﬁpem ivamente.

03,
Suponaru pime que et componcne 12 muve e o ;e e cam b pori -

mkhmmhmummkmmp«)aquemlmwmdeundxsemmd!
44 Sitodo el s focs baquelia,  posin nsnidoca e s paricls earia e
En cl caso rea,
g inyinlrparingbl angeleopraeiiplsiper sl
1a derecha del misma, donde Ia onda vuchve al airc como medio y vuelve 3 tener una longitud 4

s goeng

Fi0. 203, Teoria e la clasicidad.
Para calcular ¢l desplazamiento instantineo y de una particula stuada a I istancia z del

origen y en la sinusoide de punto y raya, ¢s necesario primero calcular as distancis 7'y .

Primeramente,

)

®
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Sustituyendo de a Ec. (a) en Ia (8) y volviéndola a escribir teniendo en cueata la Ec. (20.1),

»
En-bept ©

donde o, s la velocidad de la luz en I baquelita en ef plano YOZ y 1, el empo que tarda en
atravesar el modelo. Pero utilzando la . (20.2),

v=acomasen[% 6+ - 2un] @

Sustituyendo de la Ec. (c)y simplifiando,

-0 -20-u)] 0

De hall iento x de Ia onda Yozes

z = asenasen

Te-b-2u-n)] @4

Cundo han pasado estas dos ondas a través del analizador  s¢ les ha puesto en interfe-
rencia enire s, ¢l desplazamiento resultante 5 obtenido de la superposicién de estas dos com-

(208)

Susttuyendo en la Ec. (20.5) de las Ecs. (20.3) y (20.4) y-simplificando.

£y

o= asmzesnio, - wloos [ 6 -0 -2 (1= FE)] @0

De Ia Ec. (20.6) resulta evidente que el desplazamieato resultante es una variacion armonica,
cuya amplitud s

Amplitud = 2a sen 2asen [sf(y — &)] (@07

Est i forma. . como

b
FCRL] @

dmisible, pucs v, y v, 80n i iguales a v, (velocidad de la luz
ol i i porei.




£ ANALISIS ELEMENT/1. DE ESTRUCTURAS

~ o, e proporcional a Ia difereacia de las tensiones principales. por 1o que
1 Ec. (e)se puede escibi:

1.3
bot= G- )
Ahora, utilizando la Ec. (f) se puede escribir la Ec. (20.7) como
Amﬂhud-?a!mian[v: —v.)] (208)

Esta es la ecuacion fundamental de la fotoelasticidad bidimensional, pues permite de-
terminar la amplitud y, por tanto, la intensidad de la luz que pasa por el analizador.

La inspeccion de la Ec. (20.8) revela que la intensidad puede ser nula por dos razo-
nes. Primero, puede ser nula si sen 2a s cero, lo que sucede cuando el plano de pola-
rizacién del polarizador coincide con Ia direccién de cualquiera de las tensiones prin-
cipales. Asi, independientemente del mlm‘ de la luz, o de la magnitud de las tensiones
principales, Iodn punto del modelo en el cual coincide la direccion de una de las ten-
siones principales con el plano de polarizacién del polarizador, serd negro. Habrd cierto
nimero de punm en los que dichas tensiones principales tienen Ia misma direccion,
que um-ln idos are i pr ua s e llmada ol

La amplitud depende también de Ia diferencia entre las tensiones principales, que
afecta al vllor de sen [(afkb/v})o, — 0,)). Cuando ¢l modelo estd descargado y sin
tensiones, ¢l valor de este término, y, por tanto, la amplitud, es cero; esto es, un modelo
sin tensiones aparece todo negro cuando se le ve a través del analizador. Si dirigimos la
atencién a un punto determinado del modelo y aplicamos gradualmente la carga, ve-
‘mos que este punto se ilumina cada vez mis, llegando al brillo méximo cuando el valor
de (wfkb/o})(o, — o,) es igual a x/2 y el seno de este 4ngulo es la unidad. Pero un nuevo
‘aumento de Ia carga hace que se vaya oscureciendo el punto, hasta que sca otra vez ne-
&0 cuando (x/kb/oF)o, — o) s igual a x. Nuevos aumentos de carga hacen que el
punto esté sometido a ciclos que le hacen pasar de negro a brilloy otra vez a negro. En

todo lo dich ‘ve ¢l modelo con I
indicé al principio de esta seccién.
Cuando vemos este punto determinado del modelo, hay otros puntos que pasan

por el mismo nimero de ciclos. Cuando este punto es negro, los ofros lo son también;
entre todos forman una linea negra llamada isocromatica. En todos los puntos de ella
debe ser, por tanto, igual la diferencia eatre las tensiones principales. Indudablemente,
en este preciso instante hay
distintos, cada una de cuyas series forma otra linea isocromiitica Asi, el con-
junto del modelo aparece en cada instante con varias lineas isocromticas negras en
un fondo blanco, como sc ve ea la Fig. 20,4, Las distintas lineas isocromiiticas se dice
que son isocromiticas de primer orden, de segundo, etc., segin ¢l nimero de ciclos
de negro a brillo y a negro que han tenido lugar en dicha linca.

Es ficil calcular la diferencia en tensién principal a lo largo de la isocromatica de
orden n, porque sabemos que cada uno de sus puntos ha suftido n ciclos, o

o) = e

De donde (209)

Fs.

-0

s
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Conociendo , el espesor del modelo b y ciertas constantes de la luz y del modelo, con
esta ecuacidn podemos calcular 7, — 0.

Espesor = 46,86 mm
Constante dptica = 825 ka/em

m

74 ko

Fi0. 204, Isocromdticas de una viga simple.

Por Ia tcoria expuesta en esta seccién, vemos como s puede relacionar el problema.
fotoeléstico cuantitativamente al estado de tensiones en el modelo. En la préxima sec-
cién se indica oémo se usa esta informacion para resolver un pmxs«cm de distribucién
de tensiones. Sin embargo, observaremos antes algunos hech

Hemos visto que, cuando obscrvamos un modelo de [ 4 través del anali-

todas las frecuencias simulténeamente cuando la diferencia entre las tensiones princi-
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pales s nula. Como este caso existe normalmente en puntos aislados, raramente existe:
una isocromtica negra —normalmente son lineas de color—. Por tanto, usando luz
blanca, es ficil mﬂmu identifica las isoclinas.

g para

te usar luz monocromatica para que sean lineas negras sobre fondo iluminado. Sin
‘embargo, es conveniente eliminar de la fotografia las isoclinas, lo que puede conseguirse
utilizando luz monocromatica polarizada circularmente. En este caso, s puede des-
arrollar la teoria como antes para la luz polarizada plana, y se hallaré que la amplitud
de la vibracién resultante que se ve por el analizador es

Amplitod = 2a sen [% [ ..)] (20.10)

Esta expresin es la misma que la Ec (208) cepo que b dparnido d i
€n sen 2a y 1o hay efecto direccional. En la préctica, la circularmente
se produce introduciendo una placa cuarto de onda en e oo e modl. et s
producir ¢l mismo efecto girando polarizador y analizador, manteniéndoles
Eompo crados, S v hicken tato s ek iocicas s moveta hedodor 0o o
delo al girar el plano de polarizacin. Pero podemos ver que, si giramos el polarizador
y el analizador suficientemente de prisa, las isoclinas desaparecerdn, en forma andloga
2 como lo hacen los radios de una cuerda cuando gira suficientemente de prisa. Este

@ o de el it o I e olsiont Srouenint
Determinacién de mu——,—awm. En
hmsn.mmrummnsq campo dptico que se ve por ¢l analizador puede

interpretarse que da la direccion plpbmdis principales y las diferencias eatre cllas.
Esto nos da dos cantidades independientes referentes al estado de teasiones en un pun-
o cuslquiera del modelo. En esta seccién estudiamos c6mo se obtiene una tercera can-
tidad 60 do

completa en un sistema bidimensional.

El polariscopio que se usa en ¢l trabajo sxpecaoial 1 puedz disponer de varias
maneras distintas. Sin embargo, las partes eseaciales son las representadas en la Fi-
3o 202 0 s pciccossics ataicn p-.-. que se yuea.n obtener ficil-

polarizada ica polarizada

‘mucho una lémpara de vapor de mercurio con un filtro apropiado, y Ia misma lim-
para sin il 0 un de Slamento incandescne para Ia. o bana. i polarizador y o
Tnlzador van provisos d placas cart de onda dispuestas d mod, que e il

ni variar la carga. La cimara utilizada con el polariscopio es del tipo plano provista
de una pantalla para ver la imagen.

Con un polariscopio como it e sncillocolocar ol modeloy fotograta as socro-
‘miticas (0 franjas usando luz polarizada e
En la Fig. 20.4 se representa una fotografla de mwmmumv.pnmpk»
mente apoyada cargada con una carga aislada en el centro. Se puede identificar en la
fotograia el orden de las franjas observando ¢l modelo al aplicar Ia carga y contando
unmmnduﬂmmmmpmus-mmm«hfnmmwdnmw




OTROS USOS DE LOS MODELOS DE ESTRUCTURAS 99

Ec. (20.9) para calcular la diferencia entre las tensiones principales ca distintos
pllllln! 4 st

Para tales calculos, es conveniente variar la forma de la Ex. (20.9) y expresar las dos
tensiones prirwipﬂu Pyq.cnlugardea,y o, 0

p-g=50C (20.11)

donde OC = constante éptica del material del modelo = oF//k. Se puede determinar
Ia constante Gptica de un material dado por un ensayo auiliar con una tensién patron
para la que se conoce p —

‘Aunque, en general, las isocromiticas nos dan solo Ia diferencia enire las tensiones
principales, este dato es suficiente para calcular las tensiones de borde de un modelo.
B un borde live no cargado, o hay caluerao cortaste 4 sormal S de
contorno, por lo que el contorno es un plano principal en ¢l que la teasién principal cs
nula. En csos puntos, la otra teasién principal es paralela al contorno y, por tanto, es
umriament gual o valor de oo de p — g obeido de s bocumiias. Ea -
tienen lugar en los bondu del modelo, por lo

0
zontal, manteniendo t0do el tiempo cruzados el polarizador y el analizador. Para cada
una de estas posiciones, sc dibuja la isoclina correspondiente n el papel, obteniéndose
asf un dibujo del que se puede determinar Ia direccidn de las tensiones principales en
cada punto del modelo, pues sabemos que en los puntos situados en una isoclina, tal
como la de 20°, una de las tensiones principales esté en una direccin que csté a 20°
con la vertical y Ia otra es perpendicular a ésta.

Si, ademds de conocer p — g y la direccion de las tensiones principales en un punto
del modelo, conocemos p + g, sto <5, a suma de las tensiones principales, ser ficil
calcular las tensiones normal y de cortante en cualquier plano que pase por un punto

FiG. 205. Tensiones principales.

del modelo. Considerando el equilibrio de la pequeia particula representada en Ia Fi-
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gura 20.5, sc pueden deducir ccuaciones que dea la tensién normal o, y el cortante
o um plano uys ol forms n ol 0con I it e I i pincpl 7
en ¢l punto 0. Los lados perpendiculares de este elemento son planos principales de
tensién, y se supone que Ia longitud de Ia hipotenusa y cl espesor de Ia partcula son
iguales 2 Ja unidad. De £F, = 0,

@)(1)(1) = (9)(eos )(1)(con 8) — (g)ea O)(1)(xn 0) = O
que simplificada da.
PR s RS Al ) @012)

De igual modo, de EF, = 0, hallamos que

(20.13)

De estas ecuaciones resulta evidente que se pueden calcular g, y %, i s¢ conoce tam-
biénp +'g.
Hay varios métodos para determiar p + g, siendo uno de los mejores el medir la
variacin de cpesor del modelo La eicén e spesor de une plac depode e
griociple en e pianode  plac, d a misma maners g 4 cotaci de
s sionden ‘patrén depende de Ia teasidn axial en este pa

= - (p + q) (20.14)

e ban itventado varios extensémetros laterales eseciaes para medir Ab. El ex-
teasometro de Forest-Anderson* u\modeklmqms Con estos instrumentos s
pucde medi p + g en pueden trazar
Curvas que ayuden  n iterpolaion o velore e p + § o o1os pucn,

‘También pueden hallarse los valores de p + g por otros varios procedimicntos ex-
perimentales o por un método iterativo propucsto por Licbmann para resolver los pro-
lemas que contenen I ecuacén de Laplace, En lugar de deerminar p + ¢ po uno

Tos meétod valores de p y g por separa-
doeonlmmosquuumdzmmumymuoaw Sin embargo, para
ello se necesitan algunos cdlculos grificos y analiticos bastante pesados que no son
‘necesarios e los otros métodos.

El empleo del método fotoelstico en Jos problemas de distribucién de tensiones
se puede resumir como sigue:

1. Para determinar las tensiones de borde 50l0 se necesitan las isocromticas.

2. Para determinar las tensiones de coriante en un plano cualguiera en cada punto
s¢ necesitan las isocromiticas y las isoclinas. Sin embargo, debe observarse que se pue-

A, V. Forest y A R. Anderon, A New Laerl Extensometes, Prc. Tsth Sl Eastern Pho-
tocasicy Conf, dicimbre 1939,
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de determinar la tensién de cortante mixima en un punto por las isocromitieas sola-
‘mente, pucs

Para determinar las tensiones de cortante y normal en un plano cualquiera en cada
punto, ademis de las isocromaticas y las isoclinas, hay que determinar en cada punto
el valor de p + g o alguna tercera cantidad independiente.

206 Medida de las deformaciones. Es imposible estudiar la técnica de la medida
de las deformaciones en el espacio de que disponemos'. Se han inventado muchos dis-
positivos para medir deformaciones, pero los principios en que se basan son en nimero
limitado. Los distintos instrumentos se pueden clasificar en uno de los grupos siguien-
tes: calibres mecénicos, Opticos, de resistencia cketrica, de inductancia cléctrica, o de
capacidad eléctrica. En la actualidad, el més usado es el de alambre de resistencia SR-4.

Sin embargo, debe observarse que el tamaio minimo de un modelo estructural vie-
ne determinado por ¢l método de medidor de deformaciones elegido. Naturalmente,

i Ia deformacién media en una cierta longitud de
formacion en el centro de dicha escala. Pero, si varia en forma

no lincal, el valor medio puede ser notablemente diferente del correspondiente al punto
‘medio. Por unln, serd necesario proyectar el modelo suficientemente grande para elegir
un medidor d una longitud de escal pequeia para

que la variacién de la deformacién entre sus extremos se pucda considerar lincal. Si no
se ha prestado suficiente atencién a este punto, los resultados del estudio del modelo
pueden no tener sufiiente exactitud.

20.7 Determinacibo de In distribucidn de teasiones por medio de medidas de defor-
macida superficial. Cuando se carga una placa delgada con fuerzas que actian en su
plano, se produce un estado de tensiones planas, eso cs, se puede suponer que las ten-
siones producidas en I placa actian parleamente a plm de la misma y sus intens-

tes en tod tensiones es uno de los
que se encuentran mis frecuentemente €n los elementos al.nmnnlﬁ. En
en cuanto se determina el estado de tensiones en Ia superfici, se conoce ¢l e i
de la placa.

En el caso de una placa gruesa, o en el més general de un cuerpo sometido a ten-

el espesor de I placa. Por tanto, el determinar las tensiones en Ia superficie no nos per-
mite en estos problemas defini el estado en el interior. Sin embargo, afortunadameate,
en estos casos las tensiones méximas suelen tener lugar en la superficie, por lo que su
dévmnncida b it prcts e nachos ol

Tas tenscncs sepefcales cn us puato do I sapeficl o carghda de ua cuspo,
forman un siema biimensiond] Como se dijo en Ia Sec. 20.2, el estado de tensiones
completo en ese punto se pucde definir en funcién de tres incOgnitas, la magnitud de las
dos teusiones principales y Ia direccién de una de cllas. Indudablemente, o se puede
‘medir Ias teasiones directamente, pero podemos medir deformaciones superficiles. Si
32 miden s deformacioes el idepedicte, e posile calolr s defome-
ciones principales y sus direcciones. Utilizando las relaciones de la fisica entre tension
y deformacidn, se podrén transformar stas deformaciones en las tensiones s pencoaic,

* e recomiends alkctor M, Hetenyi (ed), eHandbook of Experimental Strss Analysisv, John Wiey &
Sous, loc. Nueva York, 1950
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Las direcciones de las tensiones principales y las deformaciones principales son las
mismas. Una vez conocidas las magnitudes y direcciones de las tensiones principales,
se pueden calcular las tensiones normal y de cortante en cualquier plano que pase por
un punto.

Ia Fig. 20, Las tres deformaciones lincales e,, ¢, y ¢, s¢ miden a lo e lincas que
forman éngulos de 120° entre si. Puede demostrarse que la deformacion principal €

Fic. 206 Roscta de deformacién equiangular.
mayor (algebraicamente) y la menor (algebraicamente) €, sc pueden calcular por la
formula siguiente:
a=A1+B  a=4-B (20.15)

donde  Mv=Kletate)
—a) + (6 — ) + (e — &) (20.16)
positivas cuando son alargamientos. La direccion

s¢ considerarin
dehdeformnhprmp‘lnuynn.uﬂdldx un dogulo @, que se mide en sen-
omm-mmjnmwjduaauummmm

_Vie—a)
1§ 2 = YR8 20.17)

Se puede identificar el cusdrante en que esté 2a,, observando los signos del numerador
yddulumm-dmuundnnmmymmh& (20.17) los valores numéricos de las
deformaciones. La direccién de la deformacién principal menor €, se localiza por el
dngulo a, + 90°, medido en seatido contrario a las agujas del reloj desde la linea de
medida €.

Analysi,vo. 1, ém. 1, pigs. 128133
i e ot S Ko 5ot o, . s 6547 ool 193,



‘OTROS USOS DE LOS MODELOS DE ESTRUCTURAS. 603

[ awm copiada se conoce por roseta de deformacidn rectangular y esth

representada en Ia Fig. 20.7. En este caso se pueden calcular las teasiones princpales
por las formus sigientes:
a=4i+B a=Ai-B 20.18)
donde A=t

(20.19)
Bi=Y% Vo —ta—e) + (6 — )

La direccién de Ia deformacidn principal mayor ¢, esté dada por el éngulo a, siguiente,

que se mide en sentido contrario de las agujas del reloj desde la linea ¢,,

G2 =B (20.20)

«

‘mientras que la direccién de la deformacion principal menor ¢; forma un éngulo @, +
%0

o
Fio. 207, Roscta de deformacién rectangular.
Calculadas las tensiones principales  partir de las ecuaciones anicriores, se pueden

calcular las intensidades o, y o de las tensiones principales mayor y menor, respec-
tivamente, por las siguientes ecuaciones:

';L',(t|+ ve)

Zatata

donde E es ¢l médulo de clasticidad del material y v a relacitn de Poisson. Para uno
u otro tipo de rosta, s pueden calculr directament las tensiones principals sin ba-
llar primero las deformaciones principales, utilizando las ecuaciones siguicnes obte-
idas sustituyendo las Ecs. (20.15) o (20.18) en las Ecs. (20.21):

.,nzz(l" + B) o

Las direcciones de 9, y ¢, y de 0, ¥ & son las mismas.
En algunos casos es conveniente establocer las dirccciones de las tensiones y defor-
pmnplel o aghn medio ausias como a simecs, o utizando un bamiz
quebradizo. Si se hace asi, se pueden medi las dos deformaciones principales en
amcmn, educindon i bt lours de deormacion necars ca cah Pl
de tres a dos.
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208 Determinacibn de cargas de panico. Ynmb\alpuﬂdmmlonmoddnld:m

tarales. Euuﬁmrwmomumﬂnlmnwwnndnmmmwvwmmu

del mismo. Ex de incrementos
formaciones después de cada uno de. o Do e dato ot t dceriods fon
i, lon puntos rradn st e uns i oy peodine d  car, rics de pandoo La
vniaia pricipal de st proosdimiento s que e pucden obicer los daos neesarios con s
imedids tomadss con caras meores g a de pande 3 po o el cvego o e
Aumye:lmmhh que puede volverse & cnsayar después de hacer en &l las modificiciones que

o abajo orgnal d Southvell s daba I pucbe te6ric e s método soo para e caso
de un puntal smple. Demostaba que, i ¢ tomaba como ordeads I relcid ente I defr-
‘macion lateral  la correspondiente carga axial y como abscisa Ia deformacién misma, los pu
mwmmmumm.my-mduummmm ppemeptrled

Donaell® y ‘han propucsto y apli de

para tpos de pandeo mas complicados. Esos estdios ndican, que s puede aplicar ese proce-
dimiento, o alguna variante, en rod:

gundo orden apreci

* R.V. Southwell,
Ry, Soc. (Londres). vol. 135, ph. 601, 1932
S'E. . Lundaus, aGeneralized Analysi of Experimental Observations in Problens of Elastic Stabilty»,
NACA Tech. Note 65,
'L H. Donnel, «On the Application of Southwels Method for the Analyi ofBuckling Testn, Con-
ribuciones a In mesknica de #8dos, dedicado » S. Timosheako, pég. 27, The Macnilan Compaoy, Nucva
York, 1936,



Soluciones de los problemas

Las siguientes son las sol (o parte de las mismas) a por v
asterisco.
Capitilo 1+
12 Lu=6m M=120mt
9m 2Bmt
2m 4%me
5m 726m1
BBm 990m ¢
Am 1280mt
Am 1590mt
2m 1920mt

Nm
13 Superfices verticales: Py = 600 kgl
Superficies inclinadas: Py = 420 k.,'m a barlovento
= 444 kg/m a sotavento
15 Esfuerzo = 534 kefem®

Capislo 2
21 ¢) incstable; /) inestable; ) estable, indetcrminada; /) estable, determinada; m) ines-
table; n) establ, determinada; o) incstable; 1) estable, exteriormente indeterminada;
) estable, determinada; s f es tal que EF 00 pasa o) estable, determinada.
136 Ra= 0 Ry = 1301 bace amb; R, = 23 haci s
] R_..u,a.,-mm.mm M=20Tm
O R 150 b e, o = 146 hci rib;
= 4521 t hacia Ia derecha; R,y = 27,13 t hacia ariba;
, = 21,16 { hacia abajo
4) R = 5 haci I inquierds, R,, = ,18 t hacia ariba;
R,y = 682 t hacia arriba
R = 2thuci i, R, = 1183 b
Ta derechs, Ry, = 3 t hacia abajo;

ia arriba;

= 20t baci
R, = 11,16t haci arriba
Ry, = 275 t hacia Ia izquierda, R,, = 2,3  haca ariba,
M, = 375 m t; Ry = 051 haca a derecha,

R, = 3o bca sia

£) R = 0, R, = 425 hacia arriba, M, = 375 m t;

605

>
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5t hacia I izquierda, Ry, = 375 t hcia ariba

Ri. = 12,0 t hacia a izquierda, R,, = 6,0 t hacia abajo;

Ry = 40,0 t hacia Ia derecha, R,y = 150 t hacia arriba

€) Rer = 1,75 hacia la izquicrda, &, = 2,19 t hacia arriba;
Ry, = 7,03 t hacia Ia izquierda, R, = 89 t hacia abajo:
n,,..ns,znmuuqumn,.xzuxmumm

0, R, = 34,15 t hacia arriba

P A e e izquierda, R,, = 592 t hacia abajo;

Re, = 552 t hacia ariba

Capltuio 3

Cortante en kg: izquierda de A = ~675; derccha de A = +2.700; izquierda de B =
; derecha de B = +2925

Momento ca m kg en: 4 = —225; mitad entre A y B = +2025; 8 = —L125

Cortante en ten: a = +7,5; b = ~1,5; derecha de ¢ = +2,708;d = +2,708

Momento e m t en: mitad eatre ay & = +625; ¢ = —12,5; 225 m a In dereche de

€= 94

Cortante en t cn: 4 = ~100; derecha de C = +250; izquierda de D = +50.0:

B=+100

Momento en m t en: C = =225, ~36,5; D = +76, —

Cortane a & s @ 13255 erh d 3 = 1328, dtche € = 41323 d =

3
7
Momeniocnm tente » ~20: = 42441, +365;¢ = ~03, #1167
39 Conmmeent 27,655 m a la derecha de a = +7,65; 5 m a la izquierda de
P v
= +7965;
225 m a la izquierda de b = 39,52
Capitalo 4
42 determinads, etabc; 8 indterminada en primer grado, reacsiones, etable; 98
terminada, estable; ) indeterminada en primer grado, reacciones; ¢) indeterminads
primer grado, esfuerzos de barras, bk/'lnnﬂ'l-lhk, o) insabe: ) determinac,
estable;. , estable; imer grado, 3
Sabictm) incta
o Dl —asen +125,d = ~901
B) a=-218,b= +1202,c= +104
€) a= +170b= +1460,c = +875,d = ~7,5
D) a=-070,5= -294,c= ~258,d= +1409
E) a=-1000,5= +1237,c = +1625,d = +1944
F) a= -272,b= -088,c= ~2,52,d = +299, ¢ = +1344
© o= ~LLIS- 7 o= 00 4= 4300 ¢ = 1000
45 ) Bama DE = +32,543; Fg = —6,508; cD = +22,78
3 Geométnameate nesible
) Geométricamente inestable
8203; ed = ~12,372; De = 42,420, fg = 2,578
46 o= DT = LA

4,062;
Barrs 8D: Cortnie o 8 = 425, 5
Momento en: B =0, C = *zzs n.n
8 Bara: CE = 32812 6C = +4082: 4
: Cortante en: A = +2,00; C = ~2,00
Momento en: 4 = 0; n,nl.mp-ulu c=0
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Barra CE: Cortante en 125 E = =125
Momeato ¢0: C = 0; bjo s carga = +1125; E = 0

:C= 4

61 o) Ordenada en: extremo izquierdo = +0.25; izquicrda de a = —0,5; derecha de.
a=+05
) Ondenada en: etemo iquedo = ~0615: = 8 0 = +1.25 eiemo dercho

G s e oy ik Voot 47512 65 o i izquierdo a ~0,5

enel
62 o 7.0:1,251,,») +6250 m kg, ~S.078,125 m kg
) +5.156.25 kg, —1875 kg; d) +8.593
65 a) Lalinca de influencia varia linealmente desde —0,75 en Ca 00 en Ea ~05 en G
5)_ La linca de influcncia varia lincalmente de 0.0 en Ea —45 en G

s e, & 125 en ol nudo 3,

e neimene dsd 001 n it

ooyt

o) Lo linca de inenci varia ncament desde a,o.umm.a.
nudo 5, a —0,750 ca el nudo 6, 3 0,0 en cl extremo derecho

4) L o de i vace et dosde 00 & 1 i, 8 +033 e o
oudo 4, 0,0 en el extremo derechs

4083 enel

+0300 en el

T2 Bami Loky = 4190 Uy = 460, =450 Uiy = 4300, -1700
73 a) Bama: Loly = +469; UyU; = ~75; ULy = +513
B) Barma: Uydy = ~10; +38:: Uyl = ~243, 43, Ninguna ota bara tiene in
version de esfucrzos
T4 Scumin dinponles s n L g UL
a) Loly = 52,5 Uyl = +4242; Uyl = 42251
5y Bare Loy = 1581: Gy m a8, 30 Lo 2 24751
d No

81 o) Lalinca de infucacia varia lincalmente de 00 en £3 +1,33 en B2 00en C
8 Rexoidn del vldao ~ S8 = Ry
Reaccion TS00L = Ry, Ry/R; = LIBS
82 ) L e de i et Tnaimen e 635 mdhoCamao ene 3 b hasta 10
@byo0me
5). La linea de influencia varia linealmente de 00 en 1S en by de alli 00 en @
) Lalinca de inivenca vara incalmente de 00 en b 1.8 ca ay 000/
) B0 kg
La lnea d infucncia varia incalmente de 1.0en A2 ~0.5 en By de allia 00 en C
40215 enba 1M eneya

84
88 La linca de influencia varia lincalmente de 0,0 en

00en i
810 La linea de influencia varia linealmente de 00 en a @ +0.220enba ~1.76 eney a

811 Be = +9.555 kg, ~8.465 kg,
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Capitao 9
92 R, = 500 kg hacia abajo: R, = 433 kg hacia arriba; K, = S00 kg hacia arriba;
R, = 433 kg hacia abajo; R,, = 0; Ry, = 500 kg hacia la izquierda

~500; ea = +707;

94 R, = 577 hacia abajo; R, = 125 hacia arriba: Ry, = 288 hacia arriba; R, = 375 ha-
ci abajo; R, = 288 hacia arriba; Ry, = 433 kg hacia la izquierda
Barrazab = ~216; be = +433; ca = ~144; ed = eb = ~288; da = +288; dc =
—407; ca = +407 kg; las demis = 0
835 a) 11 baras,  acions, 6 mados: pr sk, indterminad n primer grado
8 Ry = 2500 hai s R = 2500 b rda: Ry, = 2500 hacia arri-
20 2400 Wicia abajos R = 01 Ry~ 2500 b

250 e mm.ua.
Barra: of = ~2500; ed = ~3750; af = +3750;

-352/:Z = +290; —2961
) Ro =500 hacia la izquierda; R, = 9,71 hacia arriba; Ry = 1,68 hacia arriba;
Ry, = 11,11 haci abajo; Ry, = 4,18 hacia abajo; R, = 11,39 t haci arriba

Capitalo 10

102 o) 08 5) L60L ¢ I28m. d) 125m
106 o) Mixima tension del cable = 2692 t; las barras del corddn inferior no soporian

linealmente desde 0.0 n cada extremo a +2,50

2) La linea de influencia varia linealmente desde 0,0 en cada extremo  +0,10 en
el centro dél vano

3) La linea de influencia varia fincalmente desde 0,0 en ¢l extremo izquierdo a
~0,192 en ¢l segundo nudo a +1,032 en el tercero a —0,495 en el centro del

vano y 2 0,0 el extremo derecho

o

M1 0 +BETI k0 TSk $2290k8
12 a) +2866) +19840) ~
16 a

= 1250; po 875
Momento ca m kg cn: la base = ~2810; cartea = +2810; part alta = 00
) Foea s n o post it 1423 g encl v, 414D ke
Corante: en el poste izquicrdo, 1875 kg hacia Ia derecha; en ¢f poste derecho,
7S i ke e der: T e ol i = 14207 o s dee
cha = —4260 kg
Momento fctor en os apoyos, de izquicrda 8 derecha:
Momento flector en los apoyos, de iquierda
‘Momento fctor en los apoyos, de zquicrda & derecha

5,90,90y45m 1
105, 9,45,9,45, 405 m t
76,76, 7.1

¢
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127 910256 e o )15 e i b, 0 e bl

18 S5 bucaar

129 0605 cm 7k demcke 821 con s vl

et n)ﬂ,l%mhmlblw b) 0,00486 radianes en seatido contrario a las aguias del reloj

21 hacia abajo

B o o

b 156 s oo s el .10/ 8 o
tido de las agojas del reloj. 5) En , 00008451 m: en b, 0,0005144 radianes

1220 095cm

1222 0,386 cm hacia arriba a 308 m de a

1225 0,535 cm hacia abajo s 1,7 m de o

1227 26,67/El hacia abajo a 4 m de

12.28 Nudo h: 2,05 cm hacia abajo; 0,775 cm hacia la derecha, etc.

Caplto 13

131 En 4,415 t hacia arriba y 22 t a la izqierda; cn 8, 22 ¢ hacia la derecha; en C, 8,5t
bacia arriba

o3 r-iior

134 +724 Fuy= =784 o = +8054,

135 -)zmm-u-uamu mnumm. 1643411 dest

13.10 M base del pilar, 40,5 m kg produciead. las fibras de a izquicrda

B Ao, k--XSSSIhmlmbl.M.-th\lenwnndoeomnnnnluqnm
del reloj; Ry, = 14,45 t hacia arriba

1312 R, = 9,18 1 hacia la derecha; R,, = IS ¢ hacia arriba; R, = 9,18 t & la izquierda;
R”..hh‘m

TAI3. Clreui comtamn gl o 15 & M = 127 .1, i on e s e
M, = 1,87 m t traccion en las

1815 Cornte oo o426, arg o cranteca B = ~2361; My=291m

Menla carga = 236m 1

17 Fy= 422

1322 Signos de b deormacén, ol Moy = ~304 s My = 42028 m s My =
»l’lSml.M.,

1323 Sigho d s deformacion st Ma = 26 4 Mu=-3mt; M= —13Sme;
b Ma=—6mt

1325 Signos de la delormacién e Mg 247 5 Mg 225 s i =
ARSmb Moy = +20 m 220 m b My =

1329 Sigaos de la deformacion ..,..n.. o1 e Mg 1152 15 Mg =

Sigon ce o st s Wi CMmtiam
Mep = —62m t Mcs = +48 m t; Myc =4

; Mey= +l4m G
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