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PREFACIO

ANALISIS ESTRUCTURAL
BIAGGIO ARBULU

U8 piesenta en este trabajo un resumen de la asignatura de ANALISIS

M‘AL fgue 8e lmparte a los alumnos de la ingenieria Civil de la

'&Kﬂimd:d Naclonal de Ingenieria, y-come aspecto principal- un conjunto de
plaBlemeas resuellos, con la finalidad de facilitar a los alumnos el estudio y el
17 de Mayo del 2013 pntrenamiento a la clisclplina.

LUne gran cantldad de los problemas considerados son los propuestos en
al examen y précticas en nuestra Uniyersidad y, algunos_en la Pontificia
Umﬂﬂwgd tatdlien clel Perd. Otros problemas han sido considerados con fines
DERECHOS RESERVADOS pedagdglens, de grado de dificultad progresivo en cada parte del conjunto.

La obra ha sldo dividida en capitulos, segin las materias del actual
Pragramn Analltico en la UNLI.

Iin esta oportunidad se trata hasta el tema de LINEAS DE INFLUENC!4;
fqueda por desarrollar las partes relativas a método de Kani, método de
Editorial “WH Edlitores”
Takaheya, analogia de columna, arcos hiperestaticos, lineas de influencia, etc_.

En los probIanas relativos a estructuras con elementos de secciones
verlables se hace referencia a tablas. Ellas son las que aparecen en el volumen Il
tle “Calculo de Estructuras Hiperestaticas” que publique en el 2011.

Lima —Peru Pura terminar, quiero dedicar este trabajo a mis alurnos, los jévenes que
tan sus Inquietudes siempre estimularon mi mayor dedicacién y entusiasmo por
I8 docencla.

Prohibida su reproduccidn parcial o total sin la autorizacién del editor. B.A.G
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ANALISIS ESTRUCTURAL: 1
CAPITULO I: HIPERESTATICIDAD

- [IPERESTATICIDAD

__m.___._u_w.sn_n%ivnam_%nmn_ﬁ_nn @u&gnﬁ._meﬁn&nmnugq
Oldind externa g, mds la interna g; \

.W“.Wm +h.q
CION,

ity Niimero de apoyos completos, o sea 3 incognitas o
restricciones. lmTﬂ_

iy Miimero de apoyos con articulacion fija, 0 sea 2

incdgnitas o restricciones. Il....nmn...lﬁﬂ_

iy Nitmeros de apoyos simples o deslizantes o sea de |
incdgnita.

b Niimera total de barras o clementos,

by Niimero de barras con seis restriceiones o vinculos, o

sea 3 reacciones hiperestaticas, mgw

by Namero de barras con cinco restricciones o vinculos, o .m

- fica 2 reacciones hiperestdticas,
mw._ Niimera de barras con cuatro restriceiones o vincules,

@ sea 1 reaceidn hiperestdtica, .m._ S .

Namero de ecuaciones especiales,

| Grado de hiperestaticidad iotal
| Niimero total de nudos, incluyendo los de Tos apoyos.




|
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MNiamero de nudos con cero grados de libertad, en los

que por lo menos hay continuidad entro dos elementos
ny entre los que se transmiten 3 tipos de solicitaciones "1\!\

{fexién, normal y cortante),

n; Mimero de nudos con un gradoe de libertad (2 tipos de
solicilaciones: normal y cortante)

n Nimero de nudos con dos grados de libertad {1 tipos
de solicitacion: normal o cortante) “ m m_ nn_u—

N Nimero de segmentos de frea de la estructura
aporticada, que estin completamente cerrados por los e 1 3
miembros del pértico. .\.. _
Lesar) e ’ L'
r Nimero total de restricciones en los apoyos.,

HIPERESTATICIDAD EXTERNA.- En general, en todos los casos:

B. = r — (nimero de ecuaciones de equilibrio estitico y de ecuaciones especiales que se puedan

plantear para la estructura en conjunto, como un todo).

ESTRUCTURAS DE BARRAS.- Constituidas por elementos articulados en sus exiremos.

ebira] .. (14)

ESTRUCTURAS APORTICADAS O CONTINUAS.-

(2.4)

ANALISIS ESTRUCTURAL: 1
CAPITULO I: HIPERESTATICIDAD

ol completos, Si existieran articulaciones o rétulas intermedias
A In eantidad “e” de ecuaciones especiales. { No se tomard “e” en los
8 {alox réilas o articulaciones ya estard considerada en “r").

o

a=1 e=3 =2 =4

LAk patructuras aporticadas sin articulaciones internas:

g =3N] ... (3.4)

~ ESIRUCTURAS COMPUESTAS.-Constituidas en parte por clementos continuos y ¢n parte por
plimentos articulados: )
g

_Mu..nu.m-H +M@M +=u.m ._—.whw .—..MEH +._D.__. Iﬂwu.,u .—».Muuu.n—-.:_l_ 4 ..|......m.&.\mb

1t todos los casos:

HigE = 0 La estructura es inestable e hipostitica,
i 0 Lo estructura puede ser estable e isostdtica.
A0+ 0 La estructura puede ser estable y estiticamente indeterminada (hiperestitica).

Antes de explicar las formulas aqui dadas, debe observarse y analizase la estructura con el fin de
verificor su estabilidad. Las férmulas no deben aplicarse ciegamente, pues hay casos en los que
debido a la disposicion u organizacién de los elementos, pucde estarse ante una estructura
ineatable a pesar de que las formulas dan un grade de hiperstaticidad igual o mayor a cero,

IROBLEMA L1,

Iistudinr la hiperestaticidad de la estructura que se muestra,
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Restricciones de apoyo (r) = 4

Estas restricciones estdn uno en el apoyo 1, dos en ¢l apoyo 10 y uno en el apoyo 7.
Al conjunto estructural pueden plantearse las 3 ecuaciones de equilibrio estitico,
(ZR=0,LF =0, IM =0) luego:

g:=1r-3=4-3 =1 Porlo tento es de 1°* Grado externamente.

Para la hiperestaticidad total:

b=25 =4 p=14

Luego sepgiin la formula (1.A) :

g=25+4-2x14=29-28=1 1 Grado de hiperestaticidad total,

Por consiguiente, internamente la estructura es iséstatica,

PROBLEMAS 1.2,

Estudiar la hiperestaticidad de las siguicntes estructuras:

ANALISIS ESTRUCTURAL: 1
CAPITULO I: HIFERESTATICIDAD

(18)

£ng

9 ; (10}
i &

n
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e 15 14 43 b 1
1 iz
(25)
4 5
. [ LY 13
otla
£
(28)
1
_
(30}
2
L
&
I 6
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Todas estas estructuran son rotiouladis, o son estructuras de bareas; por consiguiente, debemos
np i I fSrmula (1) pae datsemingr ol grado de hiperestaticidad total,

401 Wfjguienie eumdlie 8 SXpa0e e cada una de las estracturas la aplicacién de la indicada

PN, e LMo, 8 laeen s observaciones o explicaciones que aclare el estudio pedido,

i

1.
| i | g=tr-2n | Clasifieacién Nota |
b Hiperestitica, 1*" grado interior,
1206 |9 [0 Tsostética, cstable.
104 |6 [2 Hiperestética, 2*grado(l int+ lext)
{4 (7 |1 Hiperestitica, 1™ grado interior,

" 1713 100 Isostitica, estable.

o 20015 1211 Hiperestitica, 1 grado exterior. (i)

17 9 |3 ]6 |0 Inestable - (i)

il 1214 |7 |2 Hiperestdtica, 2° grado int.

264 [14]2 Hiperestdtica, 2 grado int,
9 |4 19 [-5 Hipostética, inestable,
| 1714 101 Hiperestatica, 17 grado exterior.
12 9 |4 |6 |1 Hiperestatica, 1 grado exterior,
|1 16 |3 |10 ] -1 Hipostatica, incstable.
] 0|8 |16|6 Hiperestdtica, 6™ grado (2int, + dext.)
14 15/4 |10]-1 Hipostética, inestable.
+“| 414 [18]2 Hiperestdtica, 2% grado (1 int. + lext)
9 13 |6 |0 Isostdtiea, estable,

L 1416 {100 Inestable (iii)
19 2514 1141 Hiperestética, inestable, (iv)
0 14|16 [9 |2 Hiperestatica, 2 grado int,
a1 2515 {150 Isostitica, estable. (v}
22 193 [10]2 Hiperestatica, 2% grado int.

21 2804 [16]0 Tsostdtica, estable,
P 473 |22 6 Hiperestitica, 6™ grado int.

2313 (13 |0 Isostética, estable.
10 2206 [17]0 Isostitica, estable, {vi)
17 2513 |40 Tsostitica, estable.
i B8 |4 |6 |0 Tsostiticu, estable. {vii)
20 23(7 |14]2 Hiperestitica, 2* grado int.

0 8 14 |6 |0 Isostdtica, inestable, (viit)

Al 215 130 Isostitica, estable, {ix)
(i leunciones de equilibrio del conjunto :

1y 3 y=0
B L T=o
7
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3) EM=0
4) ¥ Mgy = 0 Segin el corte a-a, tomando ¢l equilibrio de la porcién derecha, resulta la

(i)

(iif)
(iv)

(v)

(v

ceuncion fiRyg, Ry) =0
Son pues, 4 ecuaciones para 5 incognitas reacciones. Luego, exteriormente la estructura

es hiperestitica de 1 grado.

Wi

R0 R0
El rectingulo 1-2-3-4 es deformable, lo que hace que la estruetura sea inestable. En el

limite si la barra 56 es de longitud cero, se tiene la estructura con 8 barras, 3 restricciones
de apoyos y 5 nudos, o sea hiperestitica de 1™ grado interior.

(7)

Es inestable debido a que es deformable ( ver cuadriliteros 2-3-10-9, 4-8-9-10 y 2-9-8-5)

Exteriormente es hiperestitica. Interiormente hay una defectuosa ubicacién de barras,
resultando  deformables los cuadrildteros 1-3-4-14 y 6-7-9-10, Por consiguiente la

estructura es inestable.

Huay 5 incégnitas reacciones (V{, Hy, Rl;, Vi ¥ Hy,). Se Pueden plantear las siguientes

ccuaciones:
) YF=0;2)5F=0;3)EM=0; 9)TM=0; 5) Qg = 0 (porque no hay diagonal
que absorba el cortante en este pafio).

Hay 5 incognitas reacciones (V4 Hg, VI, H, y V).
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(viiiy

(ix)

Bounoiones:
1) ¥F=0;
3 M= 0

) FF=0;
HIMs=0;  5)TMe=0

(‘unlesquiera que sean las fuerzas aplicadas en los nudos 5 y 6, pueden determinarse los
oallierzos en las barras 52,54,62 y 64. Conoeidos estos esferzos y con Ins cargas que
fuedan haber ¢n los nudos 2 v 4, se caleulan los esfuerzos en las barras 21, 23, 41 ¥ 43,
los que son, necesariamente las componentes de las reacciones en 1 y 3 segin las
direcciones de las barras en los apoyos.

El cuadrilitero 2-4-5-6 cs deformable; por consiguiente, la estructura es inestable,

Hay 5 incégnitas reacciones ?ﬂ_m.wq._rm,_h: TV Ty w.«lmv

Las ecuaciones son:
DER=0,
2)IF =0,
3)EMiz=0,
4) EMgs= 0,
5)Qu=0
(porque no hay diagonal que absorba el cortante en el paito 34).
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PROBLEMAS L.3.

Estudiar la hiperestaticidad de las siguientes estructuras:

1 2 1 2 3 1 2 3 4 5
] . — @)

2 3 2 3 &
) (5 (6) m
5 4 5
1 1 ¥ 4

(10)

- (8) T wnw_u 10 1 12 13 14 iS5
LT HHE,
z ! 2 3 4 o
! (1)
5 ¥

11_12 13 14 15

oo

/! 1 6
2 5 2 1 T T
1 &
(12) {13)
(15) {18)
153
- 2] g3l w4 —_ : 3

; . bA
1, 2 I.-IIH.II“II-”! -

Todas las estructuras dadas en estos problemas son aporticadas o continuas, por lo tanto, aplicables
as formulas (2.A) y (3.A) para determinar la hiperestaticidad, En el siguiente cuadro se detalla la
iplicacién de la formula (2.A) v, segiin el resultado, se indica la correspondiente clasificacién.

L0

ANALISIS ESTRUCTURAL: I
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ESTRUCTURA Clasificacién Nota

=
=
=
L=

-0 Isostdtica, estable.

-1 Hipostatica, inestable.

2 Hiperestatica, 2°° grado, ext,
-11 Hiperestitiea, 1% grado, ext.
0 Isostitica, cstable.

-1 Hipostatica, inestable.
Hiperestética, 3 grado, ext.
4 Hiperestatica, 4 grado, ext, (i)
3 Hiperestitica, 3% grado, ext. (it}
Hiperestética, 24° grado, int, (iii)
Hiperestitica, 24° grada, int, (iv)
-9 Hiperestatica, 9° grado, (6int., 3exte.) (v)
-7 Hiperestitica, 7° grado, ext.

-2 Hiperestdtica, 12° grado,(9int., Jexte).
24 Hiperestitica, 24°grado, (12int., 12 ext)
-] 12 Hiperestitica, 12° grado,{ 9int., 3exte). | (vi)

—

R E=2 AT

B ] B - LS R PR P e
b B | B B | =
L

i
3
s

B

=

o
L=
[

=N 0=1 -0 -8 ) Y -1 Y R S - B ) ) R

—
=
()
L)

e B P A R R - BT S

(1) 1n el nudo 2 se pueden plantear dos ecuaciones especiales { por ejemplo :
~ Miy = 0}, My = 0, que son diferentes a las de equilibrio estitico IM4 =0, lo que significaria

- Mg =0yMeg=0

Ui formn de analizar la hiperestaticidad de la estructura seria sustituyendo les tramos 25 y
A (ue funcionan como bielas), por apoyos simples. Tendriamos entonces:
w7, =6, n=8,e=0

Lgo, g =3x74+6-3%8=3 (3%grado de hiperestaticidad exterior.)

[

e viendo que exteriormente es isostdtice v no hay réwlas interiores, In
oldndd puede determinarse aplicando la fonnula (3.A) en la que N = 8 ; luego,

11
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(iv) El fluido en el que estd la estructura hace que ésta tenga tres grados de libertad:
desplazamiento vertical, horizontal y giro del conjunto. Ose que hay tres restricciones.

L

adil m..-l

T

—-E A
I y
—"I L

(v} Debe considerarse que un solo clemento la pieza curva entre los nudos 3 y 4. Aplicando la
formula (3.A), siendo N= 2 gy = 3 x 2 = 6, 6° grado de hiperestaticidad interna.
Exteriormente hay 6 incognitas reacciones y 3 ecuaciones de equilibrio estitico; luego, ¢s de
3" grado de hiperestaticidad externa,

(vi} Como en la nota anterior, al aplicar la formula (3.A) , N =3, luego g=3 x 3 = 9.
Exteriormente hay 6 incognitas y 3 ecuaciones; luego es de 3% grado de hiperestaticidad
externa. En total ¢s de prado 12,

PROBLEMAS 1.4,

Estudiar 1a hiperestaticidad de las siguientes estructuras:

_ ;@

(3]

12

ANALISIS ESTRUCTURAL: [
CAPITULO I: HIPERESTATICIDAD

[ mm.._ g
& >> 10§
3 7 R |
1 2 3

11

Tiddos estos casos exceptos el (1), son estructuras compuestas. Para todas cllas aplicamos la
[t (4, 1) para caleular 1a hiperestaticidad total, segin el siguiente cuadro:

S TRUC-

by | by | by oy |2y |a | my | my | ny | CLASIFICACION | NOTA

Hiperestitica, 6°

grado, int,
: : 2
i |8 s el fa fe le lo Mwﬂ_vwm_ﬂ.ca. L P
1 (2[4 o |20 ]2]|3 |0 Hﬁmﬁmﬂ,ﬁ&% (i)
. : :
2 |t ]6 |t |6 o3 [7 |o MMHHH..E, i
. —
8 {4 [12]0 [1 |1 [10(4 |o MMMM”M._HF " aw
0o 2|5 olol7 (3]0 Wﬂmﬂﬂwu_ ma,w; )
2 |3 |isl2 o1 |5 |9 |1 MWMQ_.MME. e P
103 |27|4 |1 o [11(13 |0 |Hiperestdtica, 18°] L

(11 ext, + 7 int))

13
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(i) b4 :Elemento 23

A 1
by :Elementol2 y 34 Sl i
a; :Apoyod
by :Elemento16,26,65,35 y 54
a3 :Mudos 2,3
1y : Nudos 1,6,5,4
iy by :Elemento 23
w @u :Elemento12y 34 25 5 Apayol
5 i a :Apoyod

by :Elemento15,25,35 y 45
ny:  MNudes 2,3
ny:  Nudos 1,54

Externamente hay 4 incognitas
rcacciones y 3 ccuaciones de
equilibrio estdtico. Luego, | grado
externamente.

(i) by :Elementosd-10y10-9
by :Elemento 98
& :Elemento18,29,3-10,5-10,69 y 78

as : Apoyo4
a;:1,23,56y7

ny: Mudos 4,10y 9
ny: Mudos 1,2,3,8,56y7

{iv) by : Elementos 62,27,79,9-12,12-3,3-13,5-11 y 11-14 a2, : Apoyo |
by: Elemento 16,15,4-13, 4, 14 a,: Apoyo 4
by : Todos los elementos interiores.

ny: Nudos 6,2,7,9,12,3,13,14,11 y 5
ny: Nudos 1,8,10 v 4

{v) by: Elementos 15,27,39,45,56,67,78,89 y 9-10
by: Elemento 57 y 79

a;: Apoyos 1,234 y 10

ny: Mudos 1,2,3,4,10,6 v 8

ny: Nudos 5,7y 9 .

Externamente hay 15 incdgnitas reacciones ( 3 en cada uno de los apoyos), Las ecuaciones
son las 3 de equilibrio estitico, mas 5 cspeciales { Mg; = 0, Mga =0, Mp =0, My =0 ¥
My.jp=0); en tolal hay 8 ecuaciones. Luego g.=15-8=7 ;
(vi) by: Elementos 14,3-10

by: Elemento 4-11, 7-13 y 10-15
by : Elemento 72,11-12,12-13,13-14,14-15,45,56,67,78,89,9-10,11-5,5-12,12-

AMALISIS ESTRUCTURAL: I
CAPITULO I: HIPERESTATICIDAD

6,6-13,13-8,8-14,14-9 v 9-15

iy} Apoyos1y3

i Apoyo2

ny! Mudos 1,473 v 10

g Mudes 11,12, 13,14, 15,5,68 y9
i Nudos 2

ente hay 7 incdgnitas reaccion ( 3 en cada uno de los apoyos 1 y 3, y uno en ¢l
Las ecuaciones son las 3 de equilibrio estitico. El grado de hiperestaticidad
ge=7=3=4

by: Elementos 16,27,49,5-10,7-11,9-15,67,78,89 y 9-10
by: Elemento 38,11-20 y 15-24

by Todos los elementos de la armadura (11-20-24-15-11),
031 Apoyos 1,24 ¥ 5.

Mt Apoyo 3

ny: Nudos 1,24,5,6,7,89,10,11 y 15

ny: Nudos 3,20,21,22,23,24,12,13,14,16,17,18 y 19

Ixlermamente hay 14 incégnitas reaccion (3 en cada uno de los nudos 1,2,4 ¥ 5, ¥ 2 en el nudo

1) Los ccunciones son las 3 de equilibrio estético. E! grado de hiperestaticidad externo es:
oo 14=3=11

OHLIEMAS L5, (FIC, 21 Abril-1952)

Jgirnclos de hiperestaticidad interior, exterior y total de las siguientes estructuras. En cada
Ui siicinta exposicion del raciosinio seguido,

|
_’.F|{ ®

(e}

™) 0, A

(&)
in : )

15
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ANALISIS ESTRUCTURAL: 1

a)

b)

c}

4

16

CAPITULO I: HIPERESTATICIDAD

o,

Para la aplicacion de la formula (2.A):

b=2 =5 n=3
Lucgo, g=3*2+5-3*3 = 2 Por lo tanto tenemos 2do. Grado hiperestitico exterior.
Probamos también razonar asi: Externmmente hay 5 incognitas reacciones (3 cn el
empotramiento y 1 en cada uno de los apoyos simples); ecuaciones son solamente las 3 de
equilibrio estatico. La diferencia da el grado de hiperestaticidad externa:
g.=53=2

Externamente hay 6 incégnitas, y planteables las 3 ecuaciones de equilibrio estatico. Luego,
£ = 6-3=3
Por lo tanto tenemos 3er. Grado w

MIOIIr 68 hiperestdtica externamente. Tiene 15 incognitas en los apoyos y planteables
hiperestitico ext.

' 1 eeunciones de equilibrios estitico; luego,
Ml n.@lmn

forma de determinarla seria aplicando la formula (2.A) en la que:
716, 62, 67,73,78, 84 y 85)

14 3
|1x,_ oalan w4 X4 NN S W
/_1\. ../|H\ B EIXTH+15-3%8=12
L 5 tinto 12avo.Grado hiperest.exte.

La estructura es isostdtica exteriormente

(3 incOgnitas reacciones, 3 ccuaciones de equilibrio estitico). Para determinar la
hiperestaticidad interior se puede aplicar la formula (3.1) en la que N=45. Lucgao,
g;=3%5=15 Por lo tanto 15avo. Grado. Hiperestaticidad, int.

&

Para aplicar la formula (2.1):
b=8 r=12n=8

Luego:

- Il general esta estructura es hiperestética externamente de Jer, Grado (6 incégnitas en los
g=3x8+12-3xE=12

y3 auﬁ.smosﬁ de equilibrio estitico). Para el caso particular dado, en el que la earga
il ¢5 colineal con el elemento 23 stlo se presenta compresién en esta pieza; no hay

Externamente hay 12 incognitas reacciones y planteables solamente las 3 ecuaciones de i cortante en Ja estructura. No hay, pues, incégnitas redundantes o hiperestdticas.

equilibrio estitico; luego,
g, =12-3=9

Internamente solamente hay una drea completamenie cerrada por miembros de la
estructura(la 6-7-8); luego, seghn la formula (3.A):

g =3%1=3

(O sea, pues, que la estructura es de 12avo. Grado de Hiperestaticidad total {9 ext +3int).

17
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CAPITULO I: HIPERESTATICIDAD L ... ot b b
g)  En este caso en general la estructura cs de ler grado de hiperestaticidad exterior, pues hay 4 i
incognitas, de apoyos {1 en el apoyo simple y 3 en elempotramicnto) y s¢ pucden plantear las " "

3 ceuaciones de equilibrio estdtico; luego, g. = 4-3=1
Pero para ¢l caso particular dado(la fuerza aplicada colineal en el elemento vertical), la . b, N
estruciura no se muestra hiperestitica, pues solo trabaja el elemento vertical, a compresién. .

h)  Es hiperestatica exteriormente de ler grado, segiin ¢l razonamiento expuesto en £) N {g)

i) La estructura es hiperestitica cxteriormente. Hay 6 incognitas reacciones y 3 ccuaciones —
planteables (las de equilibrio estitico). Lucgo, g. = 6-3=3

Por lo tanto, es 3er grado de hiperestaticidad exterior. % 0

4 5 ] T E _r
o 0 ln formula (1A) tenemos los siguientes resultados:
1 X C-
X4 2 3 A b r n g | CLASIFICACION NOTA
N i
2 M_ 5 Hmu X | 17 |4 10 | 1 | Hiperestitica, ler prado, ext.
L] 1l 11 |4 8 -1 | Hipostdtica, inestable. (i)
16 |4 11 | -2 | Hipostitica, inestable. {it)
6. 22 Abril-1 . -
PROBLEMAS L6. (FIUC, 22 Abril-1965) 14 |6 |10 |0 [/Isostatica, estable.
Para las siguientes estructuras de bamras y nudos articulados, cstudiar su estabilidad y 10 |6 8 0 _mm.mﬁzon..nﬂmw_n.
determinacion interna y externa. Si fucran inestables, indicar ¢l método mas simple de hacerlas 20 |4 |11 |2 | Hiperestitica, 2°grado,int.
tibls. 4 6 5 0 | Isostitica, estable.
3 4 4 -1 | Hipostdtica, inestable. (i)
___ | 5 4 4 1 | Hiperesiatica, ler grado, ext.
(@) |l 17 | 6 11 1 | Hiperestitica, ler grado, ext.
S\— P (b} - L estructura se convierte en isostitica estable, colocando la barra diagonal 75 6 la 46
: . 4

i |
1

(@
A“ | K ©
k . — (e)

18 . 19
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ANALISIS ESTRUCTURAL: 1

CAPITULO I: HIPERESTATICIDAD
(ii) La estructura se transforma en isostdtica estable, bajo cualquiera de las formas siguientes: (10’
P )
i
y z 3 4 5 6 7 oﬁ— § % 3 2 3 M
:
H.ﬂw ¥ 5
3 "
1
Eliminado la articulacién entre 6 y 7, y colocando la barra 95. 1
3 4 5 8 7 (15)
2 . 2 IA“ o
_\_\_ W B
8 ; &
1 10 0 9 8 &

Eliminando la articulacitn entre 6 y 7, y colocando ¢l apoyo simple ¢n 9.
(iii) Le estructura se convierte en isostdtica estable, colocande la barra 24 (o la 13).

(h}

F

10
VA

13

4

12

TR

PROBLEMAS L.7.

1 Isostatizar y estabilizar las estructuras del problema I-2 L

(n
!

(19)

5

3 )

ZZEIN

& 7 ]

11

#]

a

20
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ANALISIS ESTRUCTURAL: 1
CAPITULO I: HIPERESTATICIDAD

s estructuras del problema I-3

Las modificaciones introducidas en las estructuras para transformarlas on isostdticas y estables,
son las siguientes:

(1) Seccionar la barra 98.(*)
(3) Seccionar la barra 25 y modificar ¢l apoyo 4.
{4) Seccionar la barra 63.
{6) Modificar el apoyo 1
(7) seccionar las barras 56,63, y 64, y anadir la barra 54.
(8) Seccionar las barras 36 y 25.
(9) Eliminar los nudos 13 y 14 de modo que las barras 4-11, 5-10, 5-12, 6-11,y 38 son de una sola
picza.
_ (10) Adicionar las barras 23, 34, 67, 78 y 89
(11) Sceccionar una de las barras concurrentes a los apoyos por gjemplo la 1-10.
(12) Seccionar la barra 26.
(13) Adicionar la barra 37.
714) Modificar los apoyos 2 y 3, y seccionar las barras 6-10 y 7-11.
15) Adicionar la barra 37.
16) Seccionar la barra 16-18
.18) Seccionar las barras 3-10, 9-10, 4-10, 8-4, 85 y 89, adicionar las barras 39 y 95
19 Seccionar las barras 5-14 y 5-10, y adicionar la 7-10
20) Seccionar las barras 37 y 59
22) Seccionar las barras 41 y 47,
24) Seccionar las barras 4-19, 5-20, 6-16, 6-14, 7-21 y §-22
29) Seccionar la barra 39 y 57
30) Seccionar la barra 12 y adicionar 25
*} Al seceionar una barra que trabaja solamente con esfucrzo normal, se estd simplificando una
ingdgnita hiperestitica.

2

——

23



AMALISIS ESTRUCTURAL: 1
CAPITULD I: HIPERESTATICIDAD

ANALISIS ESTRUCTURAL: 1
CAPITULO I: HIPERESTATICIDAD

Las modificaciones introducidas en las estructuras para transformarlas en isostilicas estables son
las siguientes: Mselanar [os elementos 26, 25,24 y 34,

()  Eliminar la articulacion 2. | }_ Weealonar los clementos de una estructura eporticada o continua, se suprin:tn wes
(3)  Eliminas los apoyos 2y 4 & ..—a__.- hiperestiticas (fuerza normal, momento flector y fuerza Enmqrnv. Hoe

(4)  Medificar uno de los apoyos, por ejemplo el 4. urfleulagidn colocada en un elemento aporticado o continuo suprime una incognita
(6)  Eliminar una de las articulaciones interiores, por cjemplo la 3. aitien (momento flector), g

(7)  Modificar los apoyos 4 y 5.

(8)  Modificar los apoyos en 1 y 3, y eliminar el apoyo 5.

(%)  Seccionar el elemento 89(*) (o, también; climinar los apoyos 2 y 3, y colocar esfuerzo
simple en 1),

(10)  Seccionar los elementos 67, 78, 89, 9-10, 6-11, 7-12, 8-13 y 9-14,

(11) Seccionar los elementos 67,78, 89, 9-10,6-11,7-12,8-13, y 9-14.

(12) Modificar el apoyo 6 y scecionar los elementos 23 y 34( o también seccionar los elementos
3 a4, 34 y 25 sin introducciones modificaciones en los apoyos).

(13) Eliminar los apoyos 2,3 y 4.

(14) Eliminar el apoyo 2, modificar el apoyo 3, ¥ scccionar los elementos 57,68 y 78 (o, también
sin introducir modificaciones en los apoyos, seccionar los elementos 45,56 y 78, y colocar
articulaciones (**) en los elementos 47,79 y 25).

Riiptimie el apoyo 1, y seccionar los elementos 26,25 y 24 (o, sin modificar los ancyos,

IR BN turas del problema I-4.

N ] 3
—_—— ==
ih hjﬁﬂ
(1} 1 i
(3)

-

(15) Eliminar los apoyos 2,3,4 y 5, y seccionar los clementos?-12, §-13, 9-14,12-13 6 también
sin modificar los apoyos seccionar los elementos 67,78,89,9-10,11-12,12-13,13-14 y 15-
16).

(15)
i n

12 13 14
._.__|=| =

L e e — ANGRIALEAr Ins estructuras, se les ha considerado las modificaciones siguientes:

i !— DI los alementos 23 y 34.
Sl ol elomento 65.
IBRAr ol 8poyo 4 y seccionar los elementos 51 y 54,
il 0w elementos 18,29, 3-10, 5-10, 60 v 78,
WLk articulacidn en cualquier seccién en 1234, tal como la a, ¥ seccionar los
8 Wluriores 65, 67, 78, 58, 10-12, 10-14, 12-13 y 14-13.

ETNEN R : "
3
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Las modificaciones introducidas en las estructuras para transformarlas en isostilicas estables son

las siguicntes:

(2)  Eliminar la articulacién 2.

(3)  Eliminas los apoyos 2 y 4

(4)  Modificar uno de los apoyos, por gjemplo cl 4.

(6)  Eliminar una de las articulaciones interiores, por gjemplo la 3.

(7)  Modificar los apoyos 4 y 5.

(8)  Modificar los apoyos en 1 y 3, y climinar ¢l apoyo 5.

{9)  Seccionar el elemento 89(*) (o, también; eliminar los apoyos 2 y 3, y colocar esfuerzo
simple en 1).

(100 Seccionar los elementos 67, 78, 89, 9-10, 6-11, 7-12, 8-13 y 9-14.

(11)  Seccionar los elementos 67,78, 89, 9-10,6-11,7-12,8-13, y 9-14.

(12) Modificar ¢l apoyo 6 y seccionar los elementos 23 y 34( o también seccionar los elementos
3 a4, 34 y 25 sin introducciones modificaciones en los apoyos).

(13) Eliminar los apoyos 2,3 y 4.

(14) Eliminar el apoyo 2, modificar el apoyo 3, y seccionar los elementos 57,68 y 78 (o, también
sin introducir modificaciones en los apoyos, seccionar los elementos 45,56 y 78, y colocar
articulaciones (**) cn los clementos 47,79 y 23).

(15) Eliminar los apoyos 2,3,4 ¥ 5, ¥ seccionar los clementos7-12, 8-13, 9-14,12-13 6 también
sin modificar los apoyos seccionar los elementos 67,78,89,9-10,11-12,12-13,13-14 y 13-

16).
(15)
15 1
s s e
s e

24
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ayo 1, y seccionar los elementos 26,25 y 24 (o, sin modificar los apavos,
mantos 26, 25,24 y 34),

|60 elementos de una estructura aporticada o continua, se suprin:n tres
petestitions (fuerza normal, momento flector y fuerza cortante),

el tolocada en un elemento aporticado o continuo suprime una incognita
BN (mamanto lector).

i

ontatizar las estructuras, se les ha considerado las modificaciones siguientes:

fieccionar los clementos 23 y 34,

Heooioner el elemento 65,

odificar ¢l apoyo 4 y seccionar los elementos 51 y 54.

sionar los elementos 18,29, 3-10, 5-10, 69 y 78.

oddieir una articulacién en cualquier seccidn en 1234, tal coma la a, y seccionar los
WIS interiores 65, 67, 78, 58, 10-12, 10-14, 12-13 y 14-13.

75
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{6) Modificar los apoyos 4 y 10, introducir articulaciones en los elementos 56 y 78 (tales como
en 6 y 8) y seccionar los elementos 57 y 79,

{7) Eliminar ¢l apoyo 2 y seccionar los elementos 78,13-8 y 13-14,

(8) Eliminar los apoyos 2, 3,4 y 5, y seccionar los elementos 16-12, 17-13, 22-23, 22-18, 13-18,

13-14 y 19-15.

TR

ANALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULO II .- TRABAJO DE DEFORMACION ELASTICA

CAPITULO IT

AJO DE DEFORMACION ELASTICA

dle Conservacién de la Energla

[allar una expresién que nos permita hallar la deflexién de un punto cualquiera
de Ia viga .

GIA;

Trabajo de la deformacibn Eldstica
Fuerza Axial aplicada paulatinamente desde un valor inicial cero,

Cortante o Fuerza de Cizallamiento aplicada paulatinamente desde un valor de
inicial cero.

Momento Flector Genérico
Momento Torsor genérico.

Longitud Inicial del Elemento,

Madulo o Coeficiente de Elasticidad Normal,

Modulo o Coeficiente de Rigidez o de Elasticidad Tangencial,
Momento de de Inercia de Ia Seceidn Transversal,

Monmento Polar de Inercia de la seccién transversal,

28—r
) |

4 0.10464* k(ab®) a 2t (a=i)(b=1,)}

46.2 arthy— =

0.196 | 0.229 | 0.249 | 0.263 | 0281 | 0291 | 0312 | 13

27



ANALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULO II .- TRABAJO DE DEFORMACION ELASTICA

ANALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULO I .- TRABAJO DE DEFORMACION ELASTICA

S1,582 : Inicio y Fin de donde se inicia el cdleulo del Trabajo.
& i Deformacion. .
r i Area de seccion transversal. Ieinlns a usar:
M : Coeficiente de forma de la seccion transversal.
Seccién rectangular n=6/5 *geup:
Seceibn circular p=10/9 r=1/2 .W.m...nw ....... G.B)
: Seccibn tipo I p=1 : El
EXPRESIONES A USAR: Del trabajo de la deformacién elistica:
2 4 ) )
- Debido a la traccién o compresion r=~No=2b ... (1,B) 101 Cortante (Sin Flexin) = hw.mw& ot
2 2Er 26k
5
2
- Cizallamiento r=10s=2L . (28) lizando para toda la viga
2 2Gr
5 X t
Eu
- Flexid .u.n._. et R 3B ﬂf 4
exion ] 2 El (3,B) "
, g3 2
5 mu ._ L2 Lz }
- Cortante {en flexién) 7= _H&_ 7 (4,B) R1 R2
5 2Gr
X | 1(0 4= x ¢=L{2) tenemos
e
= Torsién = ! ﬁﬁh-.ﬁm.mm i __- fierza estd en el centro de la viga los -
Uﬂ s
5 2GI, I L R2= P12 ga los apoyos reciben cada uno la mitad de In fuerza P es

HNEIEnilo un corte a la distancia “x™ del primer apoyo tenemos:
—lnx
[
P2

Despejando M tenemos M = P/2x

PROBLEMA IL.1

Hallar la ﬂaﬁmo: de trabajo de deformacion eldstica en la viga que se muestra,

ARG @n ln posicion X :

ioRicion X : = P2
28 Q

29
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CAPITULO 11 .- TRABAJO DE DEFORMACION ELASTICA ANALISIS ESTRUCTURAL -

CAPITULO I .- TRABAJO DE DEFORMACION ELASTICA -

En la ecuacion correspondiente a la flexion reemplazamos:
HENLEMA 112,

Multiplicando por 2 para todo el tramo:
i oxpresion de trabajo de deformacion eldstica en la viga que se muestra de seceidn circular
Iinetro “d" donde G=0.4E

[ uu_.a_. Enu &._.l—m&

-
o)
[}
R
g
E

2 Li2 -UM 3
P 2 I
: L T s Ll1i| = ll_
f Integrando T ! x AEl 3
; En la ecuacién correspondicnte al cortante reemplazamos:

Multiplicando por 2 para todo el tramo

) ixidn Por Cortante
£2 L2 2 1 Li2 NQ
Pl2) upP w
= =op [ 4 = xdx
.iu? # 156 o |
1 i T= 1
or Torsi6n .“m 261, ds
UPL
i 8Gr 1 hnllamos una expresion genérica;
El total ¢s Ja suma de ambas expresiones: |
!
qn1m+?=whu1hu s \2ue | I \\f/
96EI  8Gr |96EI| (1/p) | -~ o~ s
TS @RI R(1eosd)
S e S iy
R sen @

Donde mu/‘w mnm
RN

:..L._ os componentes de momento aplicadas en el punto s, una de las componentes
11l momento de flexién y la otra al momento torsor asi tenemos:

30 ;
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M=-PRsen (D) y Mt=-PR(1-cos(®) y paraclconante Q=F y par lalongitud de

arco ds tenemos ds =R Do

Luego reemplazando en las expresiones correspondientes para cada caso tenemos:

Trabajo por flexién:
M* o nlm_hmﬁ—n__u”_ ; P Rx
ﬂuﬁmﬂ& =), _a. E ) Rlo=—SET
Trabajo por torsion:
(-er(1-cos(e)))’  PR(3x
G =g, _.,i%Lu

‘Trabajo por Cortante :

- 2
bl R P R
i hHuQ& Jn.__“ R oy

w
|
&3
Para Ia seecibn circular tenemos:
wd* wd* 4
4 64 32 9
W Sumando todas las expresiones y reemplazando tenemos;

rE—

e i

ANALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULO 11 .- TRABAJO DE DEFORMACION ELASTICA

LEMA 1135 (UNI, 15-0CT-1969)

I ..__....m_.__ it de una barra circular de acero ?. =2x10° ___\nan UU.W 1 1/2 , que estd sujeta

_ on que el elemento estd sujeto a traccidn, Ia expresion (1.B) puede
LN

.”Inm‘ﬂ

e

MW nestro caso:

10180 debe aplicarse a un tubo circular de acero (G=84x 10" kg/em®), de2’y

0f exterior e interior, respectivamente, para que la energia de i
B s 55 e q i la deformacion por

33
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CAPITULO II .- TRABAJO DE DEFORMACION ELASTICA

Donde e -
G =8.4x10° kg/em? [ 3?@»'&.7@&.& reordenando tenemos la expresién siguiente D'= D - Wm, (D-d)

g a4y Ffepd s 4 4 . o
X UmlmnT_n —d TH_”E Q.&J 1.703 in” =44.66 cm nmbién establecemos que dy i (dD’) luego reemplazando en la formula de

%ummwm.ﬂ..___.aua.wmrw.ﬂi cm . ’
q_E\. nn .— _%u mw.m .— n.b.ﬁn.ﬂ
u

Ao niD? E
hm._”h. _n.vb Lha.b.

Lucgo M, = %?hi% Tﬁ.&xﬁmnﬁﬁ 1%108 =5.34%10 kg-em

o ol valor de E vamos a la formula de Hooke y reemplazamos:

’.Hn.l 534 u.nﬂ-_—._. Px
MDD
PROBLEMA IL5. ; d 0 Para Px = 0 entonces e=0 y para Pr=P entonces e =&
= i
Determinar la expresion de trabajo de deformacion eldstica en el
clemento con carga variable Px de 0 a P, segin se indica en la figura, | Rlnomos Ia expresion final: P= ..WMU -

Solucién: . ; 100 (nal del trabajo acumulado (al pasar Ia fuerza de Px a Px + dx recorriendo dE):
3 D ——H
Aplicaremos la Ley de Hooke de acuerdo a la figura siguiente tenemos:
T I o entre diferenciales se hace una cantidad pequefia que se puede despreciar por
uedara finalmente:
a4
e - 5
Winou i realizar la integracién correspondiente:
T o H .
|
T
i D 5o |, 7ED aﬁ 4PH u- L ps
{17 =5
Donde la ley de Hooke establece que: _ 8H \xEdD) 2
dE= Pe(dy) en la que » .2 Ademds establecemos las relacion entre los didmetros de la e ;
i We p== In expresién de trabajo:
forma siguiente : . 2P
34 . aidD

35



ANALISIS ESTRUCTURAL
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PROBLEMA IL.6.-Calcular la energia de la deformacion elistica que se acumula en la barra de la

6
§ 2
figura; w (~3x) o | (-3x+18) 22587
El 2 Ef El
0 a
Tt de =
,_._.mm... - pnﬁ& +_=._.u$
Solucién:
Se presentan todos los casos de energia de deformacién elistica por fuerza normal, por cortante, .__}. .I|R... _ 63y

por momento ¥ por torsion, luego debemos establecer las expresiones correspondicntes o cstas
anteriormente mencionadas para cada trame de la viga,

Gr

En cl cuadro siguiente tencmos: ARG por Fuerza Axial:
VARIABLE N %2 6.75
TRAMO  I-GRIGEN | INTERVALO M{bm) 2 N e S5 g 0=
AB A 0 <= x <=2 3x 3 0 0 E:
BC B 0<=x<=1.5 -6 0 -3 0 Torsion
CcD C O x < =3(x+2) 3 0 0 ors
DE D 0 <=x<=2 -3x 3 1] 18
EF E 0<=x<=6 3x+18 3 0 6 2
T ._.IF&.
2
Luego reemplazamos las expresiones anteriores para cada trameo de la viga: sl o
Trabajo por momento Flector: 152 - F 62 432
TR T R
[

51 7
1 [ M
re= | 2 g
up._.mq

LU 10 secoion transversal X ay? i 2
5 ! r=—(1)" =0.7854in* =5.07cm
- N fes - .&
uwb. ot P | n|-l& 2 _._ u?+£
2 Er u. p=10/9
0 i -
Halar de Inercia Iy= m.....n (1)* =0.0982in? =4.09 cm?

36
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Momente de Inercia 1 HW,__o =2.04cm’

Luego reemplazamos en las siguientes expresiones:

El = _.mxsnbm %2.04em? =3.672%10°kgem® =0.3672¢ —m®
cm

m«ua.mx_% .Wmmxu.ﬂaau =4.056x10%kg =4056¢
cm

E.n_.mx.%lwm]p %5.07em? =9.126x10%kg =9126¢
cm

_E..u.”...m.x:”..p ..mmuax.rau nsﬁuu.uq»xsmawEuuo.uﬁf.au
cm

Reemplazando en las expresiones ya antes obtenidas tenemos:

687
t = = g
Por Momento T 53673 18709150 tm
Por Fuerza Axial r=575 _ 0.0007tm
9126
Por Cortante T= mw.nww____muu ={.0173im
o 432
Por Torsidn: T 03273 13202933 tm

Finalmente hacemos la suma de tedo y obtenemos el resultado final:
T=3191.2263tm

Por consiguiente, la energia total acumulada en la barra es de 3191.2 T.m

Se observa que la influencia del cortante y Ja normal, en éste caso, es

insignificante en
comparacion al de la flexion y de la torsitn. ¥

38
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Al
A8 longitud b, seccién transversal = y radio r, est sometido a la ¥

i#n I inclinada con respecto de su eje. Determinar la cxpresion h
Ui I deformacion cldstica.

A

Wil se presentan fendmenos de flexién, normal y cortante. Para
% . Siendo x =0 la seccién de aplicacién de la fuerza, tenemos:

(once)x ; N=Fcoser ; Q=Fsena

0 1 Brmulas (3.B), (1.B) y (4.B), tenemos el trabajo total;

: .__..H, (Fsen e .x)? g 4 (Fc0s @)’

I
(Fsen er)?
Y 2E7 +nh Gr

Gr

o tsen’a W m._u.m cos’ @  puFsen’et
6ET 2Ew 26w

Fo|( P uE
-—4" o A 2 2
M.m.a_y‘ﬁ 3,2 c Sen o +cost o

HLEMA 11,5, "

h I=gs*

__..ﬂ” {mnsmisién de longitud | y didgmetro d, experimenta un giro total de torsin @ (en
1 dihltdo o Ia aceibn de un par torsor Mt. Determinar 1a expresion del trabajo que absorbe el

Nili de materiales se conoce la relacién entre par torsor y el gito @ en radianes;

1 Mrmuln (5.1):
{1 (Gf H ) Gl
= —& | —  Porlotanto: 7= 2
aa1, h 1 ) 26, =~
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VARIABLE
e | OIIGEN [INTERVALO Al 2 N
aque: [=— =180 (
W= gge ¥ P ....uu 0 <= @ <=n/6 -PR(1-cos(w)) Psen(w) | -Peos(m)
D 0 <= g <=, -2Px 2p 0
2
Gr . 7 6 <=
Luego: T=—-—d h u = 5
2132° (1807 <=x2 PR(3+43-3008(@)) | 3peey | apeosiay
oG _d'g,
St U expresiones usamos las formulas correspondientes hallar el trabajo deb
u_cqm.moo i | BBl tos como R para hallar ¢ jo debido a
-/ ulicko 0l momento
PROBLEMA IL9. \\\\\ — g

Calcular la energia de la deformacion elistica que se
i acumula en la barra de seceidn transversal de radio
p=005R usar G=04E

i

_L|h«N L)) _ie._.q&.TpE%i._..uq”—i%iui,__.. unaﬁéu

Ef
rl6 Er

Solucién: 0o (enomos el siguiente resultado:

Se trata de una figura plana para lo cual identificamos que la energia acumulada proviene de la
fuerza corlante, momento flector y fuerza axial.

Consideramos las expresiones generales antes de ingresar a las formulas previstas de acuerdo al
siguiente grafico asi tenemos:

mxu

T=

? 1761)

Wil 0 In faerza Cortante:

2Gr 2Gr 2Gr

|
:_-L.P% =u | * (Psenta? ATSMEN_ rdw+ p .ﬂflni i _. (" OPsentay? Rde

6

0 linuimos la siguiente expresion:

Euuh

1ok ol trabajo debido a Ia fuerza axial:

2
r=1f um_ﬁm
Er
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Esta expresion puede ser transformada usando un diferencial de longitud de la forma siguiente:

2 .2 a6 o 2 &2 3 +
. N (=Pcos(w)) g (=3P cos(@)) i
qq____n.m.W% =1/2 .M = Rdaw+1] awm|,|m1 W

Resolviendo estas expresiones tenemos:

2
=L R16211)
Er

Para la seccion circular segiin los datos tenemos:
p=005R G=04E p=10/9

Luego de lo eval a la vez obtenemos los valores para:

ana .alm
ulnlmnmm_o
I =mp" = {BIBR) %

r=np* uiumexEL

Reemplazando estas expresiones lenemos:

o P 4
PPor Momento: ﬁlmﬁ_wm.mmx.‘_c u

2
B T &
Por Cortante: |7 = R ?.GXE w

Por Fuerza Nommal: |7 = JMW?.GMXEJ

2
Luego tenemos la respuesta final: |7 = ..MMT 26.03x10* w

A7

ANALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULO II .- TRABAJO DE DEFORMACION ELASTICA

tlo deformacion de la estructura planteada,

Y

B Ao 3.00

»
-

5° 12t

3.00

3.00

b a8 barras = 20 em’®

i flierzns que generan trabajo de deformacion son las fuerzas axiales, de alli que debemos
Lun (erzag en cada barra.

Ii fonemes T fuerza axial en la barras como timico medio de generar trabajo de

...,__ debemos caleular el esfuerzo en las barras, asi tenemos para lo cual comenzaremos
4 i renceiones en los apoyos de la forma siguiente:

61 w00 200

300
I

R1 RS
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CAPITULO I1 .- TRABAJO DE DEFORMACION ELASTICA

Para ¢l nudo 1 tenemos: M1 =0 @ pritldo In fucrza hallado en el caleulo anterior de la fuerza f34 tenemos
ORIGEN | F.ACT. | ANGULO® SEN COS | BRAZO | SIGNO | MOMENTO . | ANGULO® SENO COSENO | SIGNOQ TOTAL
1 [ 45 0.707 3 -1 -12.73 . 45 0.70712 ] J12.00
I 12 0 1 7 -1 -84.00 0 0.00 1.00 1 .00 * 134
Despejando RS tenemos: [lerza en la barra es el correcto por lo que la barra esta en compresién,
R5=24.18¢T 108 demiis nudos de la forma siguiente:
w0

Para las Fuerzas Horizontales tenemos M“mi_ = ¢A+H —

HI1+ Gsen (45) =0  despejando HI tenemos  Hl=4.24f Uil
Para las Fuerzas Verticales tenemos Mm.w. =0(+)T
R1+ RS ~ 12 - 6eos (45)=0 Reemplazando RS y despejando R tenemos: s 5
Ri=-24.18 +12+6c0s (45) cntonces R1=7.94 4 * L
Luego procedemos a hallar las fuerzas en las barras por equilibrio: RS
Nudo 4: EFv=0 0N notamos que 35=RS=24.18t y f15=f54=12.0 ¢
24 nie nudo.
121
154 4 o |
_ . 3
34
NUDO | F.ACT. | ANGULO® SENO | COSENC | SIGNO TOTAL 5
4 iz ] i -1 -12.00 )
4 f34 45 0.71 0.71 -1 071 * B4 "ANGULO® | _SENO [ COSENG| SIGNG oL
| 45
Fy=0 =-12-0.71x(34 . 5 R pwﬁ; .__ .N_nu.w%
53 0.80 : z .

uego f34=-16.97 t . El signo negativo indica que [a fuerza debe estar orientada hacia el sentido ...“,-Mc J 060 * 13

puesto es decir que la barra esta en traccidn. e 20.24 t

udo 4: ZFh =0

4
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NUDO | F.ACT. | ANGULO® SENO COSENQ | SIGNO TOTAL
3 16.97 45 0.707 0.707 1 12.00
3 20.24 53 0.80 0.60 -1 -16.16
3 23 0 0.00 1.00 -1 -1.00 *
23 = -4.16

El signo negativo indica que el sentido hacia el nudo debe ser el contrario.

Luege para el nudo siguiente 2.

Bt
Mudo 2: ZFv=0
f12=6cos (45) entonees  f12=4,24t

Finalmente tencmos el siguicnte cuadro con todas las fuerzas en las barras de la estructura.

2

N

fz

23

BARRA | TRACCION | COMPRESION | LONGITUD TRACCION | COMPRESION
NL
t t cm NiL
12 4,24 300.00 0 530328
23 4,16 400.00 0 692224
34 16.97 424.26 122179.95 0
45 12 300.00 ] 43200.00
35 24.18 300,00 i} 175401.72
15 12 400,00 1] 5760000
13 20.24 500,00 204828.80 0
TOTAL 327008.75 288517.24
Suma 615525.99

Este tltimo valor se remplaza en la formula de trabajo por fuerza normal:

Af

2
nb__.h

_ 161552599

r=lf En

~272100(20)

=7.328{—cm

ANALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULO III: TRABAJOS VIRTUALES

CAPITULO III

TRABAJOS VIRTUALES

L determinacién de deformaciones (denominadas asf, en general, a los
Muntos lineales y a los giros) en estructuras isostdticas causados por alguna de las

Fnetores de primera especie en los extremos i v j, respectivamente,
Inetor de forma de primera especie del elemento ij.

Iictores de carga de era especie en los extremos i y j, respectivamente.

- Doformacién producida por las cargas reales aplicadas a la estructura. En el

ilosplazamiento lineal de un punte, o el giro, rotacién o deformacién angular de
A seceion,

Ualuerzos en las barras de una armadura (estructura de barras), producidas por
liw cargas reales.

_._-_..._n_.hg en las barras de una armadura, producidas por una carga unitaria
uplicada en el punto en el que se trate de determinar la deformacién.

~Longitud de un elemento geoméirico.

“MBUlo de coeficiente de elasticidad normal.

1 (e seceidn transversal,

”_.._ns.s._s flector, fuerza cortante, fuerza normal y momento torsor,
Ivspectivamente, producidos en la estructura por la carga real.

Momento flector, foerza cortante, fuerza normal y momento torsor,
solivamente, producidos en la estructura por la carga (fuerza o par) unitaria

ot de ln forma de la seceidn transversal,
47
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G Médulo o coeficiente de forma de rigidez o de clasticidad tangencial. i 1 s variaciones de temperatura,

F Momento polar de Inercia.

(74 Coeficiente de distorsion térmica. d=— M Hal At 2.0

At Diferencia de temperatura ambiente.

At Diferencia de temperatuea entre el exterior y ¢l interior de la estructura.

ma: Diferencia de temperatuea en la libra media de la scecidn transversal, unes deben hacerse cubriendo a todos los clementos de la estructura,
. Longitud reducida del elemento de longitud £

" Momento de inercia de comparacidn.

METODO. Lsulricturas de alma llena (aporticadas o continuas):

Es necesario someter a la estructura a dos estados distintos: un estado real en el cual se producen
desplazamientos o giros exteriores, y un estado virtual o ficticio caracterizado por la aplicacién de
fucrzas o parcs exteriores, los que, en consecucneia, generan fuerzas interiores.
En el estado ficticio, retiradas de la estructura las cargas reales, se aplican cargas ficticias (fuerzas
o pares, preferentemente unitarios), separadamente para cada una de las deformaciones por
caleular: si la incégnita es ¢l desplazamicnto lineal de un punte (segin una dircecion dada) se
1 aplicara en ese punto (en la dircccitn dada) una fuerza unitaria; y si la incégnita fuera la rotacidn lin ohusada per variaciones de temperatura:
de una seccidn de la estructura, se aplicara en esa seceidn un par unitario,

__.L___?. @.& Nn My
___ ] P ot I.__IJEQ& .............. (3.C)

E! principio del Trabajo Virtual establece que el trabajo virtual de las fuerzas exteriores es igual al
trabajo virtual de las fuerzas interiores:

=1,
Siendo, Wi Integrales deben hacerse a lo largo de toda la estructura,

W tpeciales en Ja formula (3.C) ¢l primer termino es ampliamente dominante por lo que

T. =(Fuerza o par externo) x (deformacion real externa producida por las acciones reales i
o= i x| 3 v - ines en la generalidad de los easos no se toman en cuenta.

aplicadas).
LAN DI STRASSNER.

T; = (Fucrzas generadas internamente por la fuerza o par virtual externe) x (deformaciones reales o Ia formula (3.C) pueden caloularse haciendo uso de Ia tabla 1y 11 SRS

seneradas internamente por las acciones reales aplicadas). W0 iermiten resolver en forma simple los dos siguientes casos:

{Uras con clementos de seccién constante.~ Si cada elemento de la estructura tiene
8 Inerela constante a lo largo de todo é1, se debe aplicar la formula:

@?ﬁ%ﬂ% M Q%%Mﬁ.mmgﬁ Mﬁm.mm?i&w

FORMULAS.
Para armaduras (estructuras de barras):

Debido a las cargas aplicadas,
Sul
d= il gt
M mb ..-........_“H.g
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O sea que la longitud reducida ﬂanm aparece en las expresiones dadas en la tabla 1 (*), debe
calcularse asi:

T ...Hn.
- Paraln flexion : H.Uq
Tty
= Parala cortante : GO
- J
S T Hﬂnh
= BT,

i

apo, .". =
Para la torsion: Gl,

El problema C-18 muesira la aplicacion de la tabla I

2.- Estructuras con elementos de secciones variables.- Teniendo en cuenta solamente los efectos
de la flexién, debe aplicarse la formula siguiente:

L Mm
muMm,mM&u .............. (6.C)

r
Latabla IL(**)  dd las aplicaciones de .—
o

__E&a_uqu%B:ﬁ?E?:ﬁmnﬁnFﬂEﬁmzwa.g
El

funcidn de los factores de forma y factores de carga. A su vez, estos factores pueden determinarse
haciendo uso de las tablas que aparecen en el Volumen II de “Calculo de estructuras
Hiperestiticas” del autor.

Los problemas C-20 y 21 aclaran la solucidn de estos casos.

(*) La Tabla I cs una adaptacién de la que aparece en “BAUSTATIK” por Kurt Hirachfeld,
Editorial Springer — Varlag, Berlin 1965,

{**) La Tabla 11 es una adaptacién y ampliacién de la que aparece en “HIPERESTATICA PLANA
GENERAL” por Aderson Moreia de Rocha, Editerial Cientifica, Rio de Janeiro, 1964
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MILEMA 1111,

innr el desplazamiento del punto &
W los siguientes movimientos de los

1,50 em ()

lgterminar separadamente los desplazamientos horizontal y vertical del nudo 6 y lucgo
onlmente estos desplazamientos.

into horizontal.- Aplicando en 6 una fuerza virtual unitaria, se tienen las fuerzas y
ijue se indican en el esquema.

tlea In estructura, los movimientes de los apoyos no producen esfucrzos en las barras,

0 interno es nulo, puestos que las deformaciones reales internas no cxisten:

turno es: producide de las fuerzas virtuales externas por los desplazamientos reales:
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T, =(1)(3 mewuuisﬁ_.m ,_‘Tmfm_&nm___ +¢.~+m

Haciendo: T,=T,
14
=g +0.2+—
aﬂ. 15
& =—1.13cm
&, =113¢m

Desplazamiento vertical.- Aplicande en 6 uma carga virtual unitaria vertical, se tienen los
esfuerzos unitarios y reacciones de apoyos que se indican. Suponiendo el mismo razonamicnto
anterior tenemos:

T=0
T.=(14)(4, ,_‘Tm&e.m 1)
O sea: &, ﬁnmﬂu

Por lo tanto &8, =1.31em

Desplazamiento total.-

& =y(L13) +(131)* =1.73
& =173 cm

52
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16 desplozamientos verticales de la figura en el nudo 8.

06 kg/em®

Brida Superior 20 e
Diagonales 20 cm
Brida Inferior 154

[

cm
Montantes 1-2 154 com?
Resto 121 om?
2400
4 A — 40 ﬂ 400 _ 4,00 3
2 47 B [ 7 r
: W ’
w
12
Sul
v.B M .m “M.
0 s valores de S -
6t 3

B st s o il
80 3 H.04Y 60 5 -60 6 -60 7 -3.0

A 2 . - 8

“s ) %, l |
| 80 12 -40 43 +60 % 130 9 s
h @ 11 d 10
121 - q

R11=101 R10=3 t
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' CAPITULO I1i: TRABAJOS VIRTUALES

1) Por no haber diagonal en ¢l pafio 5-6-10-11, el esfuerzo cortante en este tramo tiene que ser s 10 los valoves de fi :

nulo: Ryg=-3=0 Ryg=3
_.. na corga unitaria vertical en el nudo 8, los esfuerzos generados en fas barras son los

i

5 D M=056" (87)+12(4)+3(24)~ Ryy (12)= Ryo (16) =0

1)) Diagrama de Cremona

Por lo tanto: ft;; =107 8 i I
3) M F,=0
- a Lm,n
..wﬁ“_. +h.___+hma.|_.u.|mlm|= ad h ._
..ﬂ._ = mu.
Mediante el diagrama de Cremona se determinan las fuerzas que, en T, se indican en el 1em = 0.5t
esquema siguiente. .
i k 5 ¢
; h ] a il Wpoyos:
fio—1=0
bd| o =
Py fio =1t
fa
° R lem=2T

_____... - _....—

)1 (16)=r;; (12)=0 Porlotanto =241

1+71=n,—n, =0

r,==2/3t

35
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Hacemos la signiente tabulacién para realizar los cileulos de 5 U ﬂ\ﬁ

o SH Y

Elemento en? 1 s n . Q
1-2 15.4 4 +8 =243 1.39
2-3 20 4 48 -3 1.07
34 20 4 +4 -i/3 1.07
4-5 20 4 -6 -2 240
5-6 20 4 -6 -2 240
6-7 20 4 -6 -2 2.40
7-8 20 4 -3 -1 0.60
1-13 15.4 4 0 0
13-12 15.4 4 -8 +213 1.39
12-11 154 4 -4 +4/3 1.39
11-10 15.4 4 +6 +2 112
10-9 15.4 4 +3 +1 0.78
9-8 20 4 +4.2 +1.41 1.68
3-13 12.1 4 i =243 0.88
4-12 12.1 4 - -2/3 0.88
5-11 12.1 4 0 0
6-10 12.1 4 0 0
79 12.1 4 -3 -1 0.99
2-13 20 5.66 -11.3 +0.94 3.01
3-12 20 5.66 +5.7 +0.94 1.52
4-11 20 5.66 +14.2 +0.94 | 3.78
7-10 20 5.66 +4.2 +1.41 1.68

P 23,11 9.32

fakigh, M“mﬁlhu 23.11-9.32 = +13.79¢* m/em?

Y dpp = D e = (+1379) =-+0.006895-m

23x10°

yaque E= ux—ouq_\nﬂu

Por lo tanto: Jy g =6.9mm 4

56
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GNLEMA 113, 60kp

{ __. Iructura de barras del esquema se
i onire paréntesis las dreas de las
W4 lransversales  en  pulgadas
iy, Para el cable E = 20x10°
' para todos los demis clementos
k10" kpfin®. Determinar la
o vertical del desplazamiento
i ' debido a las cargas que se

o

_.. plazmmientoe  pedido  serd:

.. 1o vilores de S:

LM, =0
1(30)~60(30)-80(45)=0

=]

'80kp

87
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CAPITULO I1: TRABAJOS VIRTUALES CAPITULO ”mﬂﬁﬁ%ﬁiﬂﬁhﬁm

140 +0.8R -180 = 0 0.6(50) +H =0 "
R=50kp H=30kp ’ XF,
) o 7"(0.6)~3/8=0
TFy=0: Ucﬁﬂﬂ__m _Hu_l.zxmnﬂ.m.ﬁuﬂ.@ n"=5/8KP
N’ =50kp
¥F, = 0: 60 +[50(0.8)]2- N'=0
N'=140 i | 1 B S | » |34 Sd | LeSul
kp ot | in | kpfin® kp kp Q £ E=Q
50 | 20x10" | 50 | -5/8 | 31254 | 3125/ | 0.3125/3
140 Y =0 ] 235 =50 =3/8 625/4
g 1(0.6)=20"= 20 , [Fa0 [ w1 [ 1zom
N 5_3.8.&_ 30'=0 T30 39 ST sea] 24904 | o34son2
4 N"'=50KP 25 +50 | +5/8 | 625/4 :
j:v 30 ¥ | 1.635524
i -._.r”mm pies=0816" &,,=0816"1
Calculamos los valores de p:
LA
1) EM, =0: 1(45)—v(30)=0 .
v=1.5kp i (ue se muestra, ealcular la deflexién vertical del punto “a” debido a la carga
; = nddn barra, entre paréntesis, se da la correspondiente area de seccién transversal, en
2) TF,=0: Br—1.5=
) m_.m};h;mw hasi los slementos E = 3 x 10° kp/in®
r=
3) EF,=0: —0.6(5/8)+h=0
h=3/8kp
1) FF,=0:
2) $F,=0: 2(5/8)(0.8)=r'=0
w=1kp
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Mm
Por trabajos virtuales: ._m.a = ds + M

Esfuerzos de N en kp.
Los momentos flectores M son nulos en
todos los elementos,

Esfuerzos n debidos a la carga unitaria
vertical en a (equivalente a las dos cargas de
0.5kp en los nudos 2 y 3).

Solamente hay momentos flectores en la
barra 23

Elem 1 0 N n Nal
in in* kp kp 0
12 25 12.5 +75 | +5/8 | +750/8
23 30 15 430 | +3/8 | +180/8
34 25 12.5 +25 | +5/8 | +250/8
45 30 15 .15 | -3/8 | +90/8
51 30 15 45 378 | +270/8
T +1540/8
La deflexitn es:
1 Nnl 1 1540
m. I — — Iﬂﬁ-.
FL 0 T A
8, =0.00642721  &,=0.077in

60
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WONLEMA 115,
LINI, 23 - AGOSTO - 1965)

L0 Balniclura que se muestra estd hecha de
enios metélicos (£ =2x10°kg/cm?), con
nrticuladas en todos sus extremos. Todos
lumentos tienen 27.7 em” de drea de seccidn
varanl, excepto 35, 25 y 75, cuyas fircas
il Iniicadas entre paréntesis. Calcular cudnto
inde el nudo 4 debido a las cargas

g, T.....u 2x10° d_..nEJ

W8, pues, ealeular los valores de S y de A4

tlo los valores de S.

1l I6n solicitada se caleula con la formula: 0 = M

10"
.00 .81.4

4

2 A

P

450
H 300

1 e ‘ il
feeas0 300 Tzog 400~

Su il
EQ
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ANALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULQ III: TRABAJOS VIRTUALES

Reacciones de apoyos:

N m__n..__..m =0 (corle a-a, fuerzas de la derecha)
~(4+9v2 cos5°(6) - Ry (9sen ) =0
R,=10.83"

2 9. M,=0
10(4) + (95en45°)(8) — (R' cos &, + Rcos &, )(4) =0

cos¢r, =0.6  coscr =0.832

R, =2584"

3) 3 F,=0
Hh.—.@ﬂ\ahmnu +h_u SCNCEy }-ﬂw Send) I..Ja__.uﬂﬂ.ghl h_ eI =0
Rysencty + Ry sendta=18.68 ........ (1)

4 Y F,=0

Tc +mm§&.u +R cose lh.o COS{Xy imw. cos gty = Ry cos oy =0

Caleulo de los valores 4 -

7 =0.56"

7y =1.80"

ry =0.407

Aplicando una carga vertical de 17 en el nudo 4, se sigue el mismo proceso de
(uterminacion de reacciones ya expucsto anteriormente, obteniéndose:

r, =0

I'nsegnida por equilibric de nudos, se determinan los esfuerzos los que aparecen en la
jiiente tabulacidn:

.ﬁ_ CO5 Y I.Hw-naﬁw =9 ... hivawrlZ)
[Hlemento 0 5 # Sl
cm cm 1 t r
. 27.7 500 -20.56 -0.56 +207.8
Resolviendo las ceuaciones (1) y (2) se tiene: 277 600 +5.00 +0.50 +54.2
o 217 500 +8.33 +(.83 +124.8
T iy T
Ri=20.35" yRo=402 277 500 +8.33 +0.83 ¥124.8
q i P 46.9 T21 +33.64 +1.20 +620.6
1 tidos indicados en el esquema).
L 4 273 361 725,84 7120 w4041
, 27.7 61 +4.02 +0.40 +21.0
Plantcando las ccuiciones de equilibrio (37 7y =0, =0) en los nudos; sc oblicnen 1.0 500 667 0,67 ¥325.0
los esfuerzos S que aparecen en la tabulacion, 20.5 1000 -23.32 -0.83 +944.2
: +2826.5
xion del nudo 4 es

6.5

62
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CAPITULO III: TRABAJOS VIRTUALES ANALISIS ESTRUCTURAL

CAPITULO IIT: TRABAJOS VIRTUALES

PROBLEMA IIL.6. (UNI, 15 - OCTUBRE - 1969)

La estructura que se muestra estd sometida a una variacion de temperatura de 20°C con relacion a
la temperatura de ejecucion, determinar el desplazamiento horizontal del nudo 6.

El cocficiente de dilatacion térmica es 1.08x10~5/oC =0 Porlo tanto:  H, =1

— 3.00—}— 298 —}—3.00 —|
3 4 5 6

Por lo tanto: 1{3)-Rg(9)=0

Por lo tanto: Rg =1/3T

=0 K=o
Porlo tante 1| =1/3 T

El desplazamiento pedido estd dado por la formula (2.C): W0 Ins barras.- En cada pafio las barras inclinadas deben tener el mismo valor de

fentidos altemados de tracciones y compresiones), ya que en cada uno de los nudos
11y 13 por ¢jemplo) sus proyecciones horizontales deben anularse entre si. Sobre esta

mos el equilibrio de la porcién a la derccha  del corte a-a, tomando momentos
el o 5:

Sh6=—Q al-bt = —a-Aty pl
@'y Afson constantes para los términos de la ecuacion.

Los valores de & son los esfuerzos en las barras, debido a la fuerza unitaria horizontal aplicada en
6.

801 (3)+ (N7cos ) (3) =0

\
1
-_
" imos la ecuacién de equilibrio M F, wM F, iguales a cero, en los nudos
i inan los esfuerzos en las barras 76, 65, 9-10 y 9-14, Tomando momentos
Al fuerzas que conforman el equilibsio de la porcién de armadura a 1a derecha del

i inn el esfuerzo N" para tres barras articuladas, ¥ asi, masivamente, se siguen
 Bafiorzos en 1 que se indican en el esquema anterior,

65
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Debemos calcular el valor M 4 para toda la estructura. Para ello hacemos la siguiente tabulacién: Inzando valores en la expresibn (1); tenemos:

B 1 | 4 =
arra 1 n n By =—a Aty put=(1.08x1078)(+/-20)(~9)= +/~ 0.001944m
+ -
&w_ G =4/-1.9mm
£l
12 2 =49 4/9
23 1 0 0 V] PORT .
14 3 0 ) 0 ijue la variacidn de temperatura aumenta ﬁ.p ten signo +u , el desplazamiento result:
MM w ,.w___,__.w _ow__wm , e5 deeir del mismo sentido de la carga unitaria aplicada. Luego:
67 2 +1/9 2/9
78 ] +1/3 39 08 un aumento de temperatura: m,.__._m. =1.9mm —
89 3 0 0 1]
9-10 3 -1/3 9/9
10-1 3 213 18/9 - una disminueidn de temperatura: %F_m =1.9mm «
1-11 Jio Ty 10/9
27 | “io | +iofy | 19
T4 | dio | -0 07
4-12 1 +1/9 1/9
12-11 1 =149 1/9
11-10 i +1/9 1/9
10-14 N Ao \u 10/9
W2 | io | +iofp | 109
12-5 Lo =10, \w 10/9
5-13 1 +1/% 1/9
13-4 1 -119 112
14-9 1 +1/9 1/9
97 V10 -10/9 10/9
7-13 Jio +f10/9 10/9
36 | Jio _J10/9 e
by 19/9 120/9

o ; l=+— ——=~=
unna.:uM__ gl =+ 5 5 9

La variacién de temperatura es de /= 20°C (+ para aumento, - para disminucion)
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CAPITULO 1V

TEOREMA DE CASTIGLIANO

Vidn parcial del trabajo de la deformacién eldstica, expresado en funcién de las fuerzas
\ respecto a una de estas fuerzas, es igual al desplazamicnto de su punto de aplicacidn,
In direccidn y sentido de la fuerza: .

lieites tipos de solicitaciones en una estructura, el trabajo de la deformacién eldstica
Ins expresiones (1.B),(3.B),(4.B) y (5.B)

10 18 fuerza Pn corresponde a una fuerza concentrada o a un par. Si s trata de fuerza
desplazamiento &, es lineal; y si se trata de un par, &, es una rotacién o giro.

1 determinar el desplazamiento (o el giro) en un punto en el que no hay aplicada
(o par), se considerara aplicada en ese punto una carga concentrada (o un par)
1o,
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CAPITULO IV: TEOREMA DE CASTIGLIANO

PROBLEMA IV.1. LEMA IV.2.

nina el desplazamiento horizontal del nudo 1. Siendo EC constante en todas las barras.

Para la estructura mostrada en la que EI es constante determinar la expresidn del desplazamicnto
lizamiento solicitado es, segin el Teorema de Castigliano:

del extremo 1 , considerando solo los efestos de flexidn .

NN

Solueion

La deflexitn segin ¢l teorema de Castigliano esta dado por

_97
or

1

Donde 7 H_. m«.&. %EuEusn.ﬁa:aﬁnnmvﬁumpamgnawh—mnﬁcvo:

Porlotanto A =—

PR PP
3EI 3El

Luego A u]ﬂﬁ T.,uuxlnw.walﬁ.;k )
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ds

Entonces: — = +1

dP
Luego,
B ] ._AL. " laluiw.r&uhﬁiaﬂ
Bl s O o o EQ

umhu+hu

um..ﬁ?.amfl

PROBLEMA IV.3.

Determinar la expresion del eje deformado para la viga del problema E-1

Debemos determinar la ecuacion:
y=fx)

para lo que, en la seccién genérica de abscisa x, aplicamos la fuerza ficticia F=0

Segiin el Teorema de Castigliano:
4L

YR |pag

72

M2 1 M
] Y=—| M —ds ........
sea que o = ds M

M==Ps - F(s—-x)—> &HIT.IHU

dF

= %

#ujeta & las acein de la carga concentrada P. Determinar la relacién entre d y |
[lxion en la seccién media debido al cortante sea menor del 3% de la deflexior

+—0
W

e
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Segin el Teorema de Castigliano Ia deflexion en la seccién media, es decir en la que esta aplicada

e

Fw:uﬂh_unmmlmw
— P
}_ _ h B
ﬁ 1f2- iz »—
P/2 PI2
Siendo en csle caso:
() m (8) N
._. ¥ i _. 260
(A) (4)

0 sea que:
12 2

& =Desplazamiento por flexion

&, =Desplazamiento por cortante

n la que:

P d
Dl ek kX n;.ﬂ&umn

1
2 dPF 2 2

intonces reemplazando:

g ¥ p ﬁuu pI? 4p1°
=— e = |ldx = =
B = _,?L 2 48EI 3MEd°

4

ANALISIS ESTRUCTURAL

CAPITULO IV: TEOREMA DE CASTIGLIANO

20 ' P 1 _ uPI 25 Pl
e bk 4GQ  OMEd?

GQ

2 2

[lexidon total s:
2521 127 1%?
O L o (o
il mnmaMTMhL g

o con el enunciado del problema:

B3 , 0sea — 1 (0.03

_w?% 2%
250.4d

ontre d y 1 pedida.

V.5

i6n en el centro del tramo la figura signiente:

o'

w = 200 kg/m

[ANANNNANNERAAEN
N

1

hallar el desplazamiento aplicames una carga ficticia de valor cero
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Hallamos las reacciones en los apoyos

_|=|._ w =200 kgim
_:.wm_____:n,_:__:m_w
g P

EFv=0 = R2 +R3 - F - 200(6)=0......(1)
EM2=0 = 200(1)(0.5) — 200(5)2.5) — F(2.5) + R3 (5)....00(2)

Despejando 3 en (2) tenemos R3= (100 - 2500 - 2.5F)/5 lucgo R3= 480 +0.5F
En (1) tenemos ; 0= R2 -+ 480 + 0.5F = F = 1200 entonces R2 = 720 + 0.5F

Los momentos flectores en los tramos correspondientes serdn

M _,
D=xsl M =-~100 P e P U P B T a1 .||m..~u =
F . L
1$x23.5 M ==100 +h.ul+§_ u?u; mﬁal )
F 1 6
3.55xs6 M =-100 (6 - x)* +hﬂ+ 480 uﬁm o RU-<. ..M_n I.HU_

Para los efectos de flexion tencmos:

52
17 M2
== | —— 5| cerrrirrnnnand
e o (3)
Eil
Por Castigliano tenemos que:
o7
A, = _E ity

76
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Luego (4) en (3) tenemos:

L7 _ 1., oM
7 de (4} en (3) tenemos A, l.mﬂ._.__m:%l&—aua
0 tenemos;

335

&
1
o .—. _”IE?.» +q~2ulix.._p._?|_._.#+._. _Hl__ccﬁ_ml.«un +nm2m|u“.“_xw.ﬂ_m:n“_ dx
] 35

H# ku = o
~1005 +M+~$T15u L.. pu.auuvf_%au.ﬂ&
]

3.5

353125

EMos para D_n. =
2451

o valores tenemos:

=0.0158 m entonces |A, = 15.8mm |

[ _m_”gsmu._s de la barra en la direccion perpendicular al plane y ¢l desplazamiento
| .!.— ¥
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Desplazamiento en a: A, HH siacthaPenayb

Plyp

ar

sisoloactiaPena
mm_n-a

Desplazamiento en b: A, =

Para el trabajo de In deformacion eldstica tomando solo en cuanta la torsién y la flexitn dejando de
la lado el cortante lenemos:

2 2
ik —pﬁla + w_.h.l&
2J E 2J) al
sl sl
Por Castigliano:
dr 1 oM 1 aM,
m—=—— M ——ds+ —— ds =i (1
AT E._. P ,_11_”,«,..1_‘;_“1q ap W

Lucgo tenemos que:

M
M=P —_—
0SysH 'y entonces 9P
Mt=0 entences Imhﬂ, L=(
0=sxsL M= (P-Q)x cntonces %HR
r.:n_um. entonces %Hm

78
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OREMA DE CASTIGLIANG

TU.ATN%.UT PrL

00 (1) tenemos la expresién siguiente:

P Gly

iner caso de desplazamiento tenemos:

._ u
h*.ﬁ ; _m.ueﬁ Tmtu
ot LAE &

3BT Gr
iilo caso de desplazamiento tenemos:

Glo | """ = 38 T g

o 3, 3 1
el AL HHEEEM_

1, (FIUC, 15-DIC-1961)

I enarto de efrculo, de radio medio R, momento de inercia constante,
Superior una carga vertical P. Su extremo inferior esta empotrado

lantos vertical, horizontal ¥y la variacién angular del extremo superior,

0 low ofeatos de NMexicn,

7%
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CAPITULQ IV: TEOREMA DE CASTIGLIANO

Debemos aplicar en B una fucrza horizontal ficticia H=0, ¥ un par ficticio M*

el Teorema de Castigliano tendremos para el extremo B:

ar or ﬁ .
= — —— = . .“_.a._
%= Hedd'=) % M| oppian M i )

2
Enlaque 7= ._..__..&m. ds

Para una seccion genérica determinada por ¢l pardmetro (7
M =—M'-H.R(1-cosg@)~P.Rsen ¢

De la que:

oM M __p(i- o __
S5 =—Rseng  So=-R(1-cosg) ===l

Y, ademéis, ds = Rdp

Lucgo, reemplazando en la expresidn (i), tenemos:
"2

L[y M . T—
ﬁum.—a.ﬂ%_mnxéu 2 .__.h PRseng)(~Rsen g).dg

= ﬁﬁﬁll—lwﬂs 24 s llgwulﬁMu
2

2ET 2EI\ 2
_ =PR?
O =aE

= 0. De acuerdo con

e ———

ANALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULO IV: TEOREMA DE CASTIGLIANO

._. 1 Y mi2
= .?.mm&_m o R [ (-Prseng)[-R(1-cosg)]-ap
1]

Mwo ET
PRI 2, 1 5 T2 pp3¢
' ——| —cos? g—=sen =—[1-=
Eﬁn am &n u_ﬂm L
_PR?
% =387
il h M A R
" .__f»«-II__h‘ = — I.L.U.Hmn#ﬁv.nl— _nﬁ_
B g BT .h.“ ;
0 Er

Ll woceion rectangular 3x15em (ancho por alto), con médulos E=18x10% y
ul __\a_zu..m; sujeta a la accién de una carga concentrada P=2¢ y una carga
LiNpartida w=1.2 t/m,

b que longitud de viga, la contribucion de I deflexién vertical de A debida al
W Inforior al 1% de 1a deflexién total, por tedo concepto,

L, 0 A, es In suma de las deformaciones por flexién &, y la deformacién por
i 4 8, on la que, segiin el enunciado: de m%m%u.
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Wi In viga mostrada, 4qué valor debe tener el par M, para que la deformaci6n en Ia seccion 2 sea
10"? Se resolvera aplicando ¢l Teorema de Castigliano y considerando F =2x10° wm.xn_.zu 2

Lo que llevadoa (1), da: O 2 99 d¢

T a7
o sea ad. =99 vig ] . .
" 3P | jirimer lugar debemos resolver la estructura dada en euanto a sus reacciones. Considerando la

oidn en el apoyo 2 come la incdgnita hiperestdtica, podemos escribir que:

Es decir, |b,h.s._ vl wﬁm%m

En el cazo dado:
F.hnr._up.lw:nu - Enlh
2 dP
Cle
=-P - ZE=-
¢ dP

!

_....._nma. %M hlm..«1m,=__k W_HIHU .u..u.w wahb.ﬁlhu ln_._.ha

M.a.mu. _Qa

Enlaque reemplazando los valores dados en el enunciado anterior se obtiene la inecuacion:
P +4.441* -6.8520

De la que, finalmente, E

Es decir que para longitudes de viga iguales o mayores a 1.10m, la deflexién por cortante en el
extremo A s igual o menor del 19 de la deflexidn total en ese extremo.

PROBLEMA IV.9. (UNI, 18-DIC-1957)
1Y
G .

Mo | =300 cm?

. ﬁu,aﬁ___.nuo = |Ry=
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ANALISIS ESTRUCTURAL

La deformacién angular solicitada para la seceitn 2 es:

a7t
2 =
2 _m..an_.n
0 sea
] M? 1 dM
it = dx | = — | M. dx
. mE_uTm.mm ,_ Em M
Donde
3M 3 7
X
E"I._.ﬁ.a_-_..mnkulan._. N.mnun M ﬁﬂl.hw u
L, 9M _3x
aM 2!
Luego,
w si N, vauffae N !
= 0 o = o Ak, 1 = el
= E_ *_TH u m:u—mﬁ u , 4EI
De donde:
Kal..m_hmmmu
!
En el caso propuesto:
E=2x10° kgfem? I =300em*
Wi 107 = -
¥y = 10 m.—mooa.«nn__.__ =45
Luego:
“4(2x10%)(300
My= (v )0« 258.6
450 64000
Por lo tanto:
84
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OBLEMA TV.10. (UNI, 23-MAY-1966)

es un cuadrado de lado a; en A y C hay rétulas. Los elementos son de seccién transversal
i e didmetro d, coeficiente de forma p =1.2, materia! con G = 0.4E.

sie aproximan entre si B y D por todo concepto?

i el siguiente esquema al cual puede reducirse el problema:

Nproximacitn entre B y D:

57
inﬁmﬁgﬁua cevereee(D)

%“Qﬁ b.u_.,r-—-.mlm-lﬁ.& o sea

ily- _hs‘—mh?rl‘_.zl ds

o

o2 o
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Dionde:
FAz) (P2 2 aM 7
y HT &im,&ﬁirah SULLRSCRRNER)
fr2), (2 2 20_J2
n-Tin.%,T,miul Z(par) w3202 .00
[(F ¥Z) (P 2} V2 aN 2
imi T Lni?a B TR

Para F = 0, reemplazando (3.1, 3.2, 3.3} en (2), tenemos:

[0 G G Ca T E R

Pd’ +.R..cn! Pa

O =0om 4Gr 4Er

4 4
Reemplazando en esta expresion: G=04F, y=1.2 ._.nm.m.mi y ﬁrﬂﬂ.

tenemos finalmente:

3 2
sfi=Le1.3(4) %

6ES 8

[

PROBLEMA IV.11.

La barra circular AB esta pefectamente empotrada en A, sujeta a la accibn del par T, en el extre 0.
B; es de seceibn transversal circular de radio r. Caleular la deformacion angular en B.

De acuerdo con el Teorema de Castigliano, la deformacitn angular pedida ¢ es:

86
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» ¥ llevando a (1)

1 woceibn genérica 8, indicada por el pardmetro @, las expresiones de los momentos

M ¥ de torsidn se obtienen mediante el vector representativo de T, segiln los ejes transversal
il il In seccidn, respectivamente. Ast:

Dspsr: M=Tysend — .wuw. seng
m...u ........ e Y
imRdg Mo=Tycosg — mwunuma
a

| iwapecto a TO la expresion (1), tenemos:

il +|‘_.__.m —L.d
*Rn; Clgy "% T

inplazamos las igualdades (2):
[ T} #e 3?%321&._,*2 ._.?.uooaaxasﬁ:aa&
0y

.am_w_a. RTyx
2ET uﬁh.

RT,
Gly

[ ._.oa didpm

T ; ;
Z4, 1a tltima expresion también s

I011 transversal circular 7 =1/2 fo=7
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~ CAPITULO IV: TEOREMA DE CASTIGLIANO

PROBLEMA IV, 12. (UNI, 10-ENE-1967)

Iy dle los desplazamientos.- En zeneral, _..man

P
A

b
La estruclura ABC csta formada por dos tramos en arcos de circunferencia, unidos en B mediante
una ritula. Es de EI = constante. Determinar el desplazamiento en B, 4 s
M= d
No pudiendo afitmar a priori si existird o no desplazamiento vertical de Ia rétula B, consideramos O\
el caso mas general: La fuerza P inclinada, con componentes H y 'V se reparten hacia las partes AB
¥ BC de la estructura;
by, oM
A b P
1Y R(1=seng) = mmuknamﬁ wm_uh: —5eng) sererrsasid 1)
) affy )
re—— .1u. L]
Rl o Voo . N Egee
s ¢ (1 un:ﬂ.ﬂnoﬂmu g = MMLHWE IE._.:.:,.\:
Al =nend) + ¥ (1-seng Wm Hﬁ.n___a
Condiciones:
._.,_ R (2)
HV hh_”hhu A.ﬂv m_l_lmu.“.m _“&_u ,
2)v,=v, E v, =F
38
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...__.w M
_ T ._x..ll._u_
# % a1
W s T R
16rs T3 '
.— Mo %H “r
"
M 4
hﬁ. ¥
= = = —R(1-cosp) = =~ Rend
M=—H; R{l—cosd) wmhwﬁ_:&lv.wm,u Rl —cosi) ..“:.w Reen

Itee drcirae, ep e

Ddezpinzmmionen i rieee 1o mievs Sinsaridn age P

pRrticolar pronuert: 1520, Ve b {on up R tegern] Spionmiente), L ieag:

wh___u ol
.:mnm_.: Tu-i,_ cos@)” -+ sen @) EmE_._ dif )
. 0
3 i :
O B W;Lafﬁ sl
2ET|N 2

li.n-
1
= |

.n____u .
e
vy = .“.Th.uwn:ﬁ_ﬁ cos @) - Vo sen ﬁ._ el pe= mhh_, I, ._.Mvw B 1]
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PROBLEMA 1V.13. (UNI, FIC FEB — 1968)
o8 .
&t
afl o
_\ S
W/\&u& .
......\_\. W .

f.

-,

La pieza ABC (sobre un plano vertical)
estlh articulada en E y simplemente upoyada en [, sobre un plano

Considerando sélo los efectos de fa flexion, resolver este sistema estructuca,

El sistema dado se puede analizar segin los dos esquemas signicnies:

400 . 2,00

E—— uh i B
T ] [
1

61

R |
=
/
/“é
/
'c'-u
| i

9Lm
Juf._
L

3,00 —

=t

stablecemos Ia ecuacion de condicign:

DM =g .. (1)

estd empotrada en A y descansa sobre la viga DE, Ia eual

horizontal. Las partes AR y DE
250 en un mismo plano horizontal, ¥ Torman entre si dngelo de 90°. Para ambas EJ = 400 tm?

ANALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULOD 1V: TEOREMA DE CASTIGLIANO

([):Para 0sx<2, M =+9 —3M[P=0

_”_. IPara 22 x< 6, Eu+ollxlﬂulw_ﬂx_m.uulnniun.

1 8] Teorema de Castigliano:

3| M2 M OM
1 l._q..myﬁull }— ) [
o7/ %T.ME L E "

| N Nuestro caso:
2 1]
. | 1[1 9 i
o hgéﬁi.ﬂ_.—uumﬁuu:T?;mm& nm_umw?u% rm?nuiu

o

TR t..lmg ~>amfop=- %

i, en este caso:
3
| RE&W"N Hl
W E P ._m.h.._...

"
|

=
=
Ak
el
B
M"
8~
—
G | —
%
=

()
(2) y (3) en (1):

| %m..a

!

I8 momentos flectores son:

il para D<x<2)
AR14.58-2.79x (Vélida para 2<x<6)
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Parax=6,M") =~ 2. 14tm
MU =—139x (Vilida para 0Sx<3)

Parax=3, MDD =_4.18¢m

| MOMENTOS FLECTORES |

-4.18

aw._u.s.ﬁuhﬂ@

ESFUERZOS CORTANTES
Y
REACCIONES EN LOS APOYOS

+1.39

“ 4
——————— 1.39 __ 1.39]
A _ -1.39

04

BLEMA IV. 14. (UNI, FIC 23 MAY - 1968)

AB esta sibre un plano horizontal ¥ ocupa un cuadrante de radio R, En B hay aplicada
vertical P. Determinar la componente vertical de la deflexién, asi como la deformacién
(0 el plano vertical tangente a la barra en ¢l extremo B,

par ficticio m® perpendicular al plano tangente en el extremo B. De acuerdo con el
liglinno, aplicando el sistema indicado tendremos:

oT
I%h ¥ Mjm - =8p
/ M im'=0
I deformaciones solicitadas. En el caso que se estudia, para una seccion
il por el dngulo ¢, hay flexién y torsidm; asi:
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AL
M, =PR (- cos¢)+m'sen g i.w_,...ﬂuhn_lnam& ¥ .wla_‘_.umn__n

La expresion de —-.m_um.ﬂn. cs: u..“u..q.wo.x___.s +m..«¢._.mmo=

De la que, derivando:

M ooM

mJ .TS aM ﬁ
= = | —-——ds5 4| =L —L. s
?_u ,_.r_”.a._.h.q W lyeo 1GIy 2P

TJ,__E_“ R.mﬁ.& L[ M M,

— —

W_—z.. El dm' =0 QHD mfﬂ_- _‘#_ﬂﬂ
En nuestro caso:

MW ) R  Rmpgpatt B
M E_azuﬁ.: PR3ong)(~Rsen)-dp=Z o

2 1

M, M, . - - = Nﬁm |Mu.ﬁ

al, o | e _n.. [PR{1~cosg)][R(1-cosg)]- a9 il T
2 A
M oM B g _pR:
...Mq.-ﬂ.&ailmﬁ. ‘n_..ﬁ PRseng)(-cosg)dp= -1

a2 2

M, oM R PR
e e B i B [ [ iy
T ds T “_.._Mu.mhﬁ cos@) |(sen g)- dgp 2GI;

Las que llevando a las igualdades anteriores, ¥ haciendo MH £,

Gly
Obtenemos:
2
PR [z (3 PR
—| | S - g =——(1+
5y =28 Tt..?a & 3=k _(14+¢)

Il ADC, de radio medio R, es de seceidn constante, estd perfectamente empoteado en C y
M A (considérese que es un anillo total); en el extremo A hay aplicada una fuerza P
icular al plano del anillo. Determinar el desplazamiento de A en la direceion P,

Wi ton el Teorema de Castigliano el desplazamiento pedido es:

.t_q._

LE.M ._.&u.
: uhwh&h+._.m_nq.b_n_h, 0 564 que:

WM 1 M,
| _@ﬂ%+m?.—‘h&. m..unw

Miiérica S ubicada por el parimetro @ (0 @ <27 )
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iplazamiento herizontal del tramo B (en la direccién de la fuerza incdgnita H), segin el

dM
i e Ak Y R rema de Castigliano, cs;
s " M, _ or 2 |Pum
=—P.(R—Rcos¢p) =PR(1-cos@) — P =R(1-cosp) TR Emﬂ% ul._.a.
Luego, En..au_“_mﬁ.sﬂﬂ 0k quc:
=— [ PRsenpX-Rsenp) Rdg+ -7 :E (1-cos p)l[R(1 - cos p)L.R dp kg > 2o seng
[} 0
I .
%.._ |.a.h _m..h.-.ﬁ_.mn wuﬂh
: 1 mrt (HRseng)(Rseng)(Rd _xHR
Si la sccci6n transversal del anillo fuera circular: [ u.mh_m = 3 siendo r el radio de la seccién. : ¢)= 2ET

Reemplazando tendriamos.
&nhmm.*wugw 2(2x108)(480) (14) =
MNE G ﬂ?g...u =16.7 Porlo tanto E

M = HRsen g tiene un miximo para ﬁﬂmh
| JIR =(16.74)(800) =13,360 kg -om

_...1-___n=_= es, pues, la C, con ¢l momento de 13,360 kg.em que produce traceién en

13,360

- 2
— +1113kg/em

=k

Un arco semicircular AB, empotrado en A, y libre en B, tiene 16 m de luz, la que coincide con ¢
didmetro, que es horizontal. El p_.na es de seccion rectangular, con médulo se seccién S=120 ¢ i
momento de increia 1 = 480 em® y modulo de elasticidad E= 2x10%kg/cm’. Determinar: a) QU
fuerza debe aplicarse horizontalmente en B, para aumentar la luz en 14 cm?

b) ;Cudl ¢s la seccién mis castigada?
¢} ;Cuél es el miximo esfuerzo unitario engendrado en el arco por ésta fuerza y cudl es su sig

{compresion o traccion)?

produce en C tensiones unitarias de traccion:

H 167
Ll — e —T
i . 20 cm_nm\n_ﬂ
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Si muw%p ~120cm’
Por lo tanto + =ab=90cm?*

1= ab? =ag0cm®
12

mos las siguientes expresiones para los momentos torsores en las diversas secciones de Ia

Luego, las tensiones finales son: { Bx<e: M, mH..cWIu._...ia b oM ‘., I—a

o=—02+111.3=+111.1 _nm\_an_zm (compresion) { ! ar !
0 3=-02-111.3=-111.5kg/cm? (traccién) : My=-1y 2=
! !

PROBLEMA 1IV. 17.
Wl M, =—12 2 pC
=TT+,

Sabiendo que un par Ty aplicado (vectorialmente colineal con el ¢je de la viga) genera pares
torsores reacciones en los empotramicntos de valores inversamente proporcionales a sus distancias
a los exiremos, ¥ con sentides opuestos al par aplicado (ver demostracidn en el problema H-21),
determinar la expresitn del giro en una seccién cualquicra, a distancia C de uno de los extremos,
De acuerdo con el enunciado del problema, el par Ty genera pares reaccidn en A y cn B:

. m . n
H...hlu.l H.“:..u..-.:

A L B o 1
El giro de la seccidn genérica, ﬁn , sepiin el Teorema de Castigliano, es:

B
B
atd -on S
=0 mu..\_naa v .uh T'=0

Siendo T" un par ficticio, de valor igual a cero, aplicado en la seccién genérica.
enunciado del problema, para los dos pares aplicados, el par torsor reaccion T, serd:

Jnltivo; significa que el giro cs del mismo sentido del par ficticio T, tomado del

_d
! ._h_-.. iplicado Ty, es decir que @, es del mismo sentido del par aplicado T,,

@) o Pe=5

c i mq
a _._n b
f

100

: plana de un.,unmn.a transversal constante y de radio medio R. Si a Ia
B an _u__..___.u horizontal, empotréndola en A ¥ cargéindola en la linea A'B'C"
| m-___MnE_ lineal, encontrar el desplazamiento vertical del extremo libre C
L raciones por flexidn, torsitn y fuerza cortante. Supén i

Ll weccion y del material, G e
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Considerando una carga concentrada P=0 en el extremo C con el que se puede determinar el
desplazamiento, tenemos:

Como cn esle caso:

ANALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULO 1V: TEOREMA DE CASTIGLIANO

Wi ds=R.d@ Para la seccién genérica (S(0sg<nf2)

. a=p
R Boon)— b. ) TT&EE:& siendo dF &T+mumn

a=0

Le.a:?ﬂa& a5 %muuﬁsu

xuwﬁm (1-cos¢)

a«ﬂﬁ
EJana&;p,.m.u.aﬁﬁ?;.&aa@:&umw_

: (] |Sm_3rm&..~u ﬁmmﬂ_ ﬁl& l..m%ihﬂ_in&&

m_
[ oy

_ s P 39,
i 0 +w+wa§ o= 1

lm&hn

Walns expresiones en (i) tenemos:

= aR? (1- ncmﬁ%l mmmaﬂx.mn.ﬁfl n.._”wm Ehﬁwgﬁ dp)

81
0

ik ﬁ.w.mg aéﬁ?cuna&uﬁ dg)

+ t

.m_aﬁﬁamuauuem
l ... i
Y T sGL,  t27 )
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PROBLEMA IV. 19, (UNI, 10 JUL 19
( 70) M 1:.&+| ._‘ 0.2
8"@.—-&3&— =0}
A B c
aM
M=—Pr — 537"y
dpP
90
M=+P — -2 _,41
il JpP
! 2.00 2.00 “ 100 |
y eemplazando:
Aplicandoel Teorema de Castigliano, determinar la flecha en el punto B de la estructura mostrada, 7 8P 24P
Considerar los efectos de flexién y corte. w (=Px)(—x)dx +Ir‘_._”+..u W1)dx |Wm.|w+lm.w|
s

=10 000¢m®; r=100cm?; E =2.1x10° kg/em? ; G = 0.84 10 kg/em?

La estructura es isostdtica. Para los efectos de caleular la deflexién de B, el problema se reduce &
determinar Ia flecha en B de la viga en voladizo AB bajo la accidn de la carga P, originada esta por

la carga repartida; es decir;

10 xm._ﬁnguw?cco:a_ﬁuwnn.g% kg-cm=2100t-m?*
W 10° _nm}au:_aﬁwvufcs t
A =(5.079+0.005)x10° m

m

mnﬁaiﬁ&.wﬁ&

Segin el Teorema de Castigliano:

ot
%ﬁ "..m..-ﬂ

L
Siendo ﬂuh M s u .— v

105
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CAPITULO IV: TEOREMA DE CASTIGLIAND

i seceid érica S te :

Por aplicacién del Teorema de Castigliano, determinar el desplazamiento horizontal del punte B 1 PR G SR
de la estructura plana mostrada, Caracteristicas de la seccidn transversal (constante): I, r, “ 3 ! nmu

P

caracteristicas del material: E, G. p
Considerar tedos los efectos exisientes. [ _m.nomm_im

P P P
._Jm.qll.—:m._-&mbﬁ Elmqﬁ.ﬁlhnﬂamuﬂlmmﬁ@ﬂﬂ ﬁ-u.nﬂﬁml.:

mnnmﬂm.?am & -send)

.n_:ulh

i
f=——
> €08 3 (sen &+ cos &)

.A__.sn

..wwﬂlamnm+8mm|_w

w (cos #—send)

: . ; : : . i .m._?n:@.__+nam$

Por simetria del sistema, las componentes horizontales de las reacciones en A y C ticnen que ser 2
iguales entre si, y sumadas contrarrestar la accién P aplicada en B. Aplicando cnscguida lal

ccuacién de equilibrio estitico M..E. =0, obtencmos las componentes verticales de las

c

reacciones de apoyos tal como sc indica:

Jtl.mamam._.ncmm 1)+ P[R ~ Reos(6 - mé_u”_

Iﬁm Alama +cos@+1)

El desplazamiento solicitado 8,8 es, sepiin el Teorema de Castigliano:
0=% P (cos0~ send)+ Poos(180°—6) = |m (sen8+cos8)

" dr
na=op
P P
N==—(senf+cos @)+ Psen(180°-8) = +— (senf—cos )
2 2
© ar? _..E nnu_
Siende: T= .-. Mhﬁb.h._;__ﬂ _. 2Gr n.h+ ._. .m.:hl_ﬂ_u_m
(4) (4) (4) 400 0+ cos 0+1) 49 . o+cosg)
| - mﬁ._.m& +cosd) .mﬂlm_ﬁmzmlocmmu

En la figura se indican los sentidos positivos para la flexién, cortante y normal (para éstos dd
filtimos, considerando las fuerzas a la izquierda, o sea antes, de la seccidn), A S Rl il e ot balinins; it adecnds s mB il
! ' s emds, ds =R,

_: 2 ®i2
_ i ..,..az &+ cosf— _”_u.ms dé+ ,ﬂ £k (=sen@+coséd + _u_.tl df =

O sea que:
2

....E <) nﬁ;
.f-! _‘ _,...il%.]_. 0.2 aflr _. N- i:& ...... o
.“___.:

H_.?e
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¢ £ x ndo dnicamente los efectos de la flexid ]
.—Q.wl@a_an ._. Wmaamm—lhmam.um.:lmm+ .*. —thmmmum.vncmmihlhlu&mn ente los efectos de Ia flexidn tencmos
5 oP s 2 2 sl 2 2 | [ ds | =0 cntonces L _&m_.%a =0
: | )75 7| M= TREIBIE ¢ i)
Hlauoﬂ -2)
11 CALCULO DE REACCIONES.

C miz " i
_._?-ﬁa..wu .— ﬁi.ﬁ_ﬂhm:m+sam3paﬁlzﬁukm+ ._. _H.qumzmioomm.___u#%wk%u e ]
v aP oL 2 2 12l 2 2 3 e B ]

n%n.__ﬂln?f 2) B! [_h

| [}

Reemplazando estos resultados en (1) tenemos: | ;

3
Sys uw (r—3) +Mﬂ%ﬁl8+mﬂmﬂﬂ (4 2) ¢l desplazamiento solicitado. 3.

I [
A ' E
e
Wa o

Pe-Vel=0 Luego Ve=Pe/L Luego Ve = 50(0.50)4
moes que Ve= 625t

PROBLEMA IV. 21. UNI, 10-JUL-1970)
Determinar las reacciones de la estructura aplicande el teorema de Castigliano

1,
I 12 i i
5| M
8 |_ y .. @« I entonces Va + Ve = 50 Sabemos que Ve = 6.25 t
- 0w lege Va= 50-6.25 entonces Va = 43.75 ¢,
i n M

TANLECEMOS LAS EXPRESIONES DE MOMENTO PARA CADA TRAMO
VUNCION DE LA REACCION REDUNDANTE.

Datos:
L=15],a=4m.,b=1.00m,c=050 m, H=500m, L= 4,00 m, P=50t.

Solucidn; d _
- Sistema Hiperestitico J

- Reaccitn redundante : se tomard la componente horizontal en la base A la cual es la misma qu
para la base en E. ] M+ Zy =0
Como los apoyos no tienen desplazamiento y de acuerdo al Teorema de Castigliano deberd tenen Entonces M = -Zy donde la expresin para
| A ln derivada parcial en funcidn de 7 es
- 3
oz __

=i

108
109



ANALISIS ESTRUCTURAL ANALISIE GBSTRUCTUIRAL
CAPITULO IV; TEOREMA DE CASTIGLIANG . CAPITULL ¥ THORE

Tramo Al: a<=y<=H : REENMPLATAMOS LAS EXPRESIOMES HALLADAS BN LA EXPRESION DE
T - TROREMA DE CASTIGLIANO PARA ESTE CASD

Tramo AB: Qenvea]] niln todas Tm ny.ﬂ....m_.osﬁ en la ecuacion A_w Lenemaos:
EM=0

B )i+ L —:; x:nr%_ilT =7 Ny )il TS. x=Z H)~H)de=0
M+Zy-Pe=0 4y
M=Pe-Zy i
La derivada parcial en funcion de 2 es: 0 1a integracidn correspondiente LEnemos: ;
) H L P
] - W s lap 2 m wiilsz z7 +_Jw1wqéu - xH2x
|.W.m.. gl .M : m -_-." _rr

1
Trame ED: _ _J.Tmn .U._.t.hl;
EM=0 5

M+Zy =0

Donde M = -Zy

En  derivada  parcial en  luncién
tenemos:

_mm a3 13

! 4 &

r

Tramo DC: D<=y<=],
IM=0

s 100 g
M- Ve x+ZH=0donde M =+Ve x - ZH 2(3) m_J (5 a8

En derivadas parciales en funcidn de Z 8

tenemos; .
_ 1.3 __Iwm# mi.kwu 1.23¢

oM
e =
dZ

- u_,.m.umq

Vy =43.751 |V =6.251]
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CAPITULO V

TEOREMA DE BETTI Y MAXWELL

ACION.

Sistemas de fuerzas que actian separados e independientes de la estructura.

Desplazamiento del punto de aplicacién de las fuerzas Pm (en la direceibn y
sentido de esta fuerza) causada por la aplicacion del sistema de fuerzas Pn.

Desplazamiento del punto de aplicacion de las fuerzas Pn ( en la direccion ¥
sentido de esta fuerza) causada por la aplicacion del sistema de fuerzas Pm.

Desplazamiento del punto “a” en la direccion ¢ debido a una carga P,

actuando en ¢l punto “b” en la direccién 8 .

Desplazamiento del punto “b” en la direccion /3 debido a una carga Py
actuando en ¢l punto “a” en la direccion &

TEOREMA DE BETTI,

En cualquier estructura de material eldstico, en apoyos indeformables y bajo temperatura
constante, el trabajo virtual externo de las fuerzas del sistema Pm asociadas a los desplazamientos
causados por ¢! sistema de fuerzas Pn es igual al trabajo virmal externo de las fuerzas del sistema
Pn asociadas a los desplazamientos causados por ¢l sistemna Pm:

M.TH amaa "M.ﬂ ...m:.___ IR, 1 b - |

12
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CAPITULO V: TEOREMA DE BETTI ¥ MAXWELL

PROBLEMA V.1.
En la los sistemas de carga mostrada se tienen los siguientes descensos:

Sistema m.
Descense Punto | = 4mm , punto 2= 10mm y punto 3 = Smm, Pa=2000 kg

Pa
A 1 a %u a g
TEOREM " |
A DE MAXWELL DE LAS DEFORMACIONES RECIPROCAS "

En cualquier estructura de material eldstico, en

constante, el desplazamiento de un punto o™
P1 que actia en un punto “b”

en apoyos indeformables y bajo temperatura
; medida en una direccion , causado por una fuerza
segiin la direccién 7, causado por la fuerza P, actuando en 2"

direccién o E (-2F)

Sistema n.

Descenso Punto 1 = 3mm , punto 2= 8mm y punto 3 = 6mm, MA=101
en la

MA

) _=— Jn
|

Sistema ii.
Caleular descenso Punto a deformacitn angular en A del sistema siguiente :

|

IA)_e—

o
—— ez

1

Solucidn
PASO 1.- APLICAMOS EL TEOREMA DE BETTI A LOS SISTEMAS my il

De la formula general:

[ZPmé& mn =T Pn&nm|
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De la anterior expresion tenemos para los sistemas correspondientes:

Pa
A
(m) —=—== ! - .—w 3 :
-J...-..L.Fr H “ T —
dim |.||r1L|l|.|I|_.I|lpl|1...“.l....+.:._.....
d2m
Pr P2 P3
() A H 1 Hn H
B
e E-lt . _q = - s
O e i s i R s s i ==
daii
_-m.wu %n_m ”LU_&.! ..T»ﬁ.u%u.i +.n1.uwnmh.i .....-....:.u_
¥ para los sistemas siguientes tenemos -
Fi F2 Fa
A
() — .__1 4_-u a hw B
I R =
dafi
MA
A
:.FDLF:.!.L_ 2 > 2 ﬂlu
a_hr.lf....w_n iiiiiii M._......L
M, 8,;=FR0é,,+RJ,, 3 o A (2)

Reemplazamos los valores datos del problema asi tenemos:

En(1) 2000 8,, =2500(4)+1 100(10)+1200(5) en kg y mm
i =13.5mm

En@) 1E+07(48,,)=2500(3)+1 100(8)+1200(6)
6,; =0.00235 rad
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2l
o
Il
=
&

[l elemento de seccién variable estd empotrado en j y simplemente apoyado en i en el extremo i
se aplica un par @ que produce una rotacién unitaria en i ; el momento que asi, se genera en j es t
7. _
Alternativamente, si i esti empotrado y j simplemente apoyado, en el extremo j se aplica un par b
que produce una rotacion unitaria en ése extremo, y en el exiremo i s& genera un momento igual a

."._- & .
Determinar la relacién que existe entre los factores M__H. ti 1

De acuerdo con el enunciado del problema se tienen los dos siguientes estados de cargas y
deformaciones:

Segin el Teorema de Betti, aplicamos la expresion (1.F) a los sistemas I y 1T:

(Fuerzas del Sistema (I)) x (Deformaciones del sistema (II)) = (Fuerzas del sistema (1)) x
(Deformaciones del sistema (1))
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Es decir:

(@)(0)+(5,7) (1) = (¢ ) 1) +(2) (0)

O también;

Es la relacion solicitada.

PROBLEMA V.3. (UNI, 17-FEB-1968)

___ =R
—
&

En la viga que se mucstra:

a) Si el empotramiento gira 0.005 (en el sentido horario) radianes ¥y ¢l apoyo 2 desciende
0.0208 pies, s¢ generan las siguientes reacciones en los apoyos:

Ri=11.0lkps R,=83Tkps

»ﬂm =2.7 »ﬂ _mﬂ.h-h

b) Sitnicamente se asienta ¢l apoyo e 0.01 R, se generan las siguientes reacciones

Ri=98Tkps R,=145lkps

R3=2.7T kps

Se pide resolver la estructura para cuando el empotramiento gira 0.003 (antihorario}

radianes.

De acuerdo con el enunciado se tienen los siguientes estados de cargas y deformaciones:
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4

(8) M =8.3(15)+2.7(30)=205.5
q M ® =205.5kp. fi(horario )

005
i 2 \Iabmﬁ_ 3
.fj.r-..f.l.lr \.|¢\.-\$
1% ﬁ
ga
m I 2 ._\Iabu..

£l
= m (b) MM =14.5(15)-4.7(30)=76.5
........_.....Jit \.\-\.\\ i _“ U_

WM™ =76.5kp. ft(anti — horario )

3 © R=X-Y

Aplicando a los sistemas (b) y (c):

Luego, de (1):

Por consiguiente:

M, =15 (X - 2Y)

Aplicando el Teorema de Betti a los sistemasaye:

(M, )(0.005 )+ (X' )(0.0208 ) + (¥)(0) = (M {”)(0.003) +(8.3)(0)+(2.7)(0)
~15(x = 24)(0.005) +0.0208 x=-205.5(0.003 )

~0.0542X +0.15Y == 0.6165......00.00.(1)

(M) (0)+(X )(0.01) + (¥Y)(0) + (R, )(0)= (M " (0.003 ) +(9.8)(0) + 0

0.01X =76.5(0.003) —— . [X =22.95kp ||
~0.0542(22.95)+0.15Y =~ 0.6165 —> ~.[F=a.18% 1 |

Ry =22.95-4.18=18.77 . [& =1877kp 1]

M) =15(22.95-2%4.18) . |M, = 218.85 kp (antihorario)| -
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' PROBLEMA V4. (UNI, 15~ OCT - 1969) Doy

%qn =3mm
%n.q Hnm.an H_W_n.nﬂun:_.n
ki 2 3 : 5

ﬁmn =f6mm

O34 H%mﬁﬂ%wn =470 ,

O sea que:
7 d ¢ ¢ e TB, 8,n =0.8[3(3mm)+3(4mm) +1(Smm)+1(6mm)]=25.6tmm
i 12 I3 1d i5

Luego, igualanda: n%‘__.. =25.6

En el esquema se muestra un co

njunto de vigas cruzadas cldsticas, en un plano horizontal; en 1 a §
hay apoyos simples, y en 11,12

& =25.6mml
s--p 13 empotramientos perfectos, Una carga de 11. concentrada
en 7 produce las siguientes deflexiones: 3mm en los nudos 2,4 y 10; 4mmen3, 6y 9; Smmen 7 ¥ MA V.5
Gmm en 8. ;Cuil es la deflexion de nudo en 7 debido a una carga total de 12 t. dividida en partes PROBLE. i
iguales entre los 15 nudos?
a b nm
[ 3
La carga de 12 t dividida entre los 15 nudos, aplica 0.8t por nuda. Se tienen fos dos siguientes %
estados de carga y deflexiones a los que aplicamos el Teorema de Beti » expresion (1.F)

' e at o as

a
I 2 2 F ] __ 2l 1! 4 5}
R e P Ta sy
__, W\ _.# \ _.__ AT Wt W gt Yot :
.._, \ \ \ \ b A X y A\

3 5
5 ¥ 5 A T
L N W ) o LA T N ) Y. - _—
ﬁ../k/ﬁ/ ./Ilgﬁ/l /J”Z AM%.&.XM x/ ot La estructura que se muestra estd sujeta separadamente a las siguientes acciones:
R 2 R Cue R 1. Una fuerza unitaria descendiente en “¢”;
SISTEMA - A BISTEMA - B 2. Un par unitario horario en el extremo “a™;
3. Un par unitario horario en el nudo “b".
' Indicar cudl de las sipuientes ignaldades son correctas:

ZFy O n?: 8)=3 en tmm @ 6hy=6,3 (& Gea=0y

ZB &.anpﬂ&tlpm:&nv+E.&E#TE.&EL%EQDT ®) Oy =8 ® M.z um&

H.U.wﬁmmn U+Tu.m:...wwn u.Tﬁ.U.WVﬁ&an u_ = {c) %nu “m...u__u b () el ="a3

@ Fep =843 ® Se2=a
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Los estados de carga enunciados son:
It

') = bnw|m_b_. i

ES i e

Aplicando en todos los casos el Teorema de Maxwell de reciprocidad de las deformaciones
expresion (2.F), tenemos: _

(a) Aplicando los estados de earga (2) y (3):
_“—:-._uﬁmnuuﬂﬁ—:::.ﬁmpu o B =l
(b} Entre los estados (1) y (2): se conslata que es incorrecta la igualdad dada.
() Entre los estados (2) y (3) se observa que la igualdad considerada es incorrecta,
(d) Entre los estados (2) y (3), la igualdad considerada es incorrecta,
(e) Entre los estados (2) y (1), la igualdad es incorrecta.
() Entre los estados (1) y (3):
(1em)(J3)=(1rm)(8) c Gy =0y
(g) Entre los estados (1) y (3), la igualdad es incorrecta,
(h) Enire los estados (2) y (1)
(1em) () =(16m) (&,) 28y =6

Por consiguiente, las dnicas igualdades correctas son las {a), () ¥ (h).
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CAPITULO VI

METODO DE LAS FUERZAS

ORBJETO: La solucidn de estructuras hiperestdticas, constituyendo fuerzas las incignitas bisicas.
Con el término fuerzas estamos indicando, en general, a solicitaciones exteriores o interiores; es
decir, externamente fuerzas o pares reaceidn, e internamente fuerzas (cortante, normal), momentos
flectores y momentos torsores. A las incognitas bisicas también las denominaremos incognitas
hiperestaticas o redundantes.

NOTACION:

Xi (i=1, 2,3,....n) IncHgnitas redundantes

Oy

Desplazamiento del punto de aplicacién de la fuerza Xi en la direccibn de esta fuerza,
desplazamiento debido a la fuerza Xj = 1. El primer subindice indica siempre el lugar
donde se mide el desplazamiento o giro, y el segundo individualiza la eausa que lo origina

(fuerza o par). Segin ¢l Teorema de reciprocidad de Maxwell: %t =0 Ji
&.c_ X j Desplazamiento del punto de aplicacion de la fuerza Xi en la direccién de esta fuerza,
desplazamiento debido a la fuerza inchgnita Xj

0,

2 Desplazamiento del punto de aplicacion de la fuerza Xi en la direccion de esta fuerza,
desplazamiento debido al conjunto de cargas reales exteriores. .

&'_z El mismo desplazamiento debido a la accién de la temperatura,

%___n El mismo desplazamiento debido al asentamiento del apoyo a.

8. Solicitacién en general (momento, cortante, normal, reaccién) en el sistema principal.

8 Solicitacién en el estado auxiliar i, es decir cuando la estructura isostatizada, desprovista
de las cargas reales, solo actiia la fuerza unitaria X; =1

i Solicitacion de la estructura hiperestitica.
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METODO

1) Determinar el grado de hiperestaticidad de la estructura,

2) Escoger las incognitas redundantes X, X, X, ... X, (pares yfo fuerzas).

3) Isostatizar la estructura, para lo cual se anularan las incognitas escogidas como redundantes,
Asi se tendri el sistema principal o isostatizado,

4) Establecer los estados o modelos auxiliares, aplicando a la estructura isostatizada, primero el
conjunte de cargas reales y enseguida, desprovista de las cargas reales, separadamente, las
fuerzas unitarios X, = 1, Xa =1, X3=1, ....... ARELXEELLL X =L
Cada uno de estes modelos origina las expresiones, o valores, o diagramas de solicitaciones,
S Si S Sa Sieeennn 5 5 seres Sa (los que pueden ser momentos flectores, fuerzas
cortantes, ¢le.)

3) Caleular las deformaciones &y, &, 8y, cte. Estas deformaciones, son, por ejemplo segin el
método de los trabajos virtuales, teniendo en cuenta dnicamente los efectos de la flexién:

. M m.m 2
g =|—e ds %._H:f S LN
s._.mh. 5 &[Tt s aefp

O, teniendo en cuenta solamente las fuerzas normales {caso de estructuras de barras):

DI DY DT

6) Plantear las ecuaciones de compatibilidad (también llamadas ecuaciones de elasticidad o de
Mohr), teniendo en cuenta que las estructura hiperestitica dada es la superposicion de la
isostatizada con el conjunto de cargas reales, mds, separadamente, la isostatizada con cada una
de las redudantes,

S X +6, Xyt ooaeet 6, X v 46, X, +8,,+8, 46, =0

Oy Xy +8 Xy ¥ ot 8y Xy H 4 8y X, +85y+85, +8,,=0

Oy X +0 Xy + ... +0, X+, +dy, X, +d3+ 8y +38;,=0

Oy X\ +0, Xy+ e + 8, X+ .. +0, X, +0,,+9,+8,=0
G X\ +0, X, +....... F 0. XF o +4, X, +m§+m.._+m_=n£
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8 ltesolviendo el sistema de ecuaciones de compatibilidad, se obtendri los valores para las

Incognitas redundantes X} 5 X 3 yeeeeees X,

. 0} Caleular los esfuerzos o solicitaciones finales:

S=8;+85, X, +8, X, +5,X; 4. +8, X, (2.G)

FROBLEMA VL1.

w

L
_

Iver la viga empotrada y apoyada que se muesira, siendo El constante,

Milucion:
1) Es una estructura hiperestitica de primer grado.

1) Escogemos como incognita redundante el momento en el empotramiento: M e X 1
1) La estructura se isostatiza transformando el empotramiento en apoyo articulado fijo; es decir

haciendo X 1= 0

W
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5) Clculo de las deformaciones O : Haciendo uso de la tabla 11 (Hoja C-3), combinando

primero los diagramas M oy My, yenseguida el diagrama M1, con el mismo, podemos

escribir:
1 1|1 1 wl? )
=— =—_| = —ol* .
SumgrmMods ETET&E 24 EI
(O
1 11 !
P R e B o I
il ETQEL 3E

g

6) La ccuacitn de compatibilidad estd basada en que la deformacién de la estructura real (la
hiperestitica dada) en la direccion de la incognita X, esnula; 0 sea que:

d,, X,+d,, =0

Reemplazando los valores (i) se tiene la ecuacién:

! wl’ ol 2
— X, + =0 X =—— L
oA Er de la que: X, o |XG .U

3ET

8

Diagrama de momentos flectores Diagrama de fuerzas cortantes
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OBLEMA VL2,

P

a a

- Y-
.n% %@w

Jtesolver la viga de seccidn constante que se muestra.

-
o

Holucion: .
Iy hiperestitica de primer grado. Consideramos como incognita redundante la reaceion en

I: [ty = X, Tsostatizamos la estructura eliminando el apoyo B, y tendremos:

A a a
) o | 5 4 | ¢ 0=x<a: M, =+ Px

A
ﬁm !;I:.I:Lm.ras..x..u\% - asxs2a: My=+ Pa
P P

-
-~
A .\.n..l.l.l. lllll AT.m._.._I. ffffff = c x
T o
By, m ro £x<2a: m, 3
0.5t Mo
ajf=!
) . -
=0
La ecuacién de estabilidad es: %:N._ e %5 O sea que:
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Determinamos &y, y &), por trabajos virtuales,

Oy = .._.W_l_mml‘ Hlml ( —X T - 3
=] EI 7, ﬁ?mﬁ 5t M?iuﬁlmmw& T;HMMW

- m’ 2% = 3
%:I.-.m.l.mn Hmw.m%u”n# \.“.H.TW_M..M

Que reemplazando en la expresion (i), da:

!:.aunm
x =68 _ 11 ; 11
1 4q’ + 3 P M \.wwﬁﬂr_..zihﬁ ‘—,.
+— 8
3EI

m_a..a___.%uo%émiﬁ ..
: que la reaccidn . . , .
unitaria considerada. incognita X, tiene el mismo sentido de la fuerza

PROBLEMA VL3, (UNI, 23-SET-1968)

14 B
-

E

[

12 120

T
odos los elementos de la estructura mostrada ticnen la misma 4rea de seccidn transversal ¥ son

&.ﬁﬁ mismo material, HE“_QMH— nmﬁ-.-.ﬂm-r\-."_.nb
mentc como se &.ﬂaﬂ—u—ﬂ.-ﬂ.ﬂn_ﬁﬂ- _ﬂm reacclones ﬁﬂ apoyo w_
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Maluclon:

fini esta esiructura se presentan 5 componentes de reacciones en los apoyos: en A, una colineal con
AB: en D, dos componentes ( que tomaremos una horizental y otra vertical); en E, una colineal
won EF; v en C, una vertical, o sea perpendicular al plano de desplazamiento del apoyo. Como sblo
disponemos de las tres ecuaciones de equilibrio estitico; hay, pues 5-3=2 incognitas hiperestiticas
pxiemnas,

Internamente por simple observacion, se constala que hay una barra redundante; es, pues,
hiperestitica de ler. orden internamente.

En total hay 3 incdgnitas hiperestiticas que denominaremos: X, para el esfuerzo en la barra DC,
%, para la reaccién en A (o sea ¢l esfuerzo en 1a barra AB), y X, para la reaceién en E ( o sea el
esfuerzo en EF). Podemos cntonces plantear la siguiente igualdad de modelo, en base a la
estructura isostatizada:

s & i - b
ﬂ@%n =$.;_ i + x| B x| F
mh F m m‘ T w ]
®" ®" - @ () ®

En la que para cada barra o reaccitn de apoyo:
S=8,+X, py+ X s+ Xy Hy

Las aEanoEm de condicién o de compatibilidad para el modelo mostrado son:
O + X, o, +X, Oy + X 8,,=0
%E+.Nﬁ%ﬁ+k‘m%u~+uﬂu%uuﬂc (@)

Syt X, 8y + X, 0y + Xy 05,=0

En la que, siendo A=1/(EQ):

Oy HM S, 1, A [ HMhehuh 8y HM_ S, p, A
y HM::.N A 2 HM A Gy HM Loty A
A HM_.RE:_ A Oy HM A Oy HM Hofly A
Sy = Mathy A Sy =9, M d Oy =y 4id

(Recuerde que segin el método nn._ou trabajos virtuales en estructuras de barras, la

()

o Sul
fl dada d= —-—.
Deflexion estd por m.bw
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Deberd caleularse los coeficientes (3) segin la signiente tabulacién:

Elem |Lir (8 o0 | s | & | Ssd | s | soma [ud 4 | w2 A
AB
BC
z
X, nm
By A Hofiy A Hafiyd Xy A p, ki 3

Reemplazando en las ecuaciones (2), se resuelve este sistema de ccuaciones ¥ se obtienen los
valores de las incognitas hiperestiticas X, X, ,+ A5 ;las que reemplazadas en la expresion n

da los valores finales de los esfuerzos para cada barra de Ia estructura (esta operacion se realiza
segin las 4 (ltimas columnas de tabulacidn).

(La solucién numérica aparece en el problema VIL8)

PROBLEMA VI.4. (UNI, 20-ENE-1969)

Indicar paso a “paso, como se resolverd el anillo mostrado, en el que
todas sus partes son de seceion constante. El anillo guarda continuidad
con ¢l eclemento diametral, Esta sujeto a una presion (carga
uniformemente repartida) constante p (Ym?) en solamente una de las
porciones diametrales. Se aplicard el método de fuerzas,

Solucidn:
En primer lugar debemos isostatizar la estructura. Ello se logra si la cortamos mediante el eje
vertical de simetria, en las sccciones B y E. Asi tendremos las siguientes incognitas hiperestiticas:

X, =fuerza normal en B; X, = par o momento flector en B; X;= fuerza normal en E;
. 4= par o momento fortalecer en E. Por simetria, en estas secciones las fuerzas cortantes son
nulas,

130

Podemos plantear la siguiente igualdad de modelos:

Para una seccién cualquiera, en general, el momento flector es:

M=My+m X, +my Xy +m, X;+m X, (1)
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Las ecuaciones de condicion o compatibilidad son:

J
G+ X, &+ X5 8y +X; G5+ X, 6,=0

G +X) &y +.X By + X5 Oy + X 65, =0
Op+X, 03 +X, 0y, + X, 65, + X, 83, =0
Bl +X gy + X5 6y + X5 045+ X, 0y =0

r @)

....
En las que: ;__
i~ o
M, M,
Go=| oy g = | Molzgy 5 o | MMy g = | Momay,
J E Bl Er J EI

il
&= ibm_._qaa mm_u‘_-fhﬂ._ 5 &ﬂu--t:mﬂ_ O = | s

i |- ] L EYL &

_ | mamy
EI

&
[

&3 = L:: 4] mﬁl.—sfuau 5 &uu.—nl.ﬂl.n_ﬁm” s

mn mym
Q_n.h LE&E 8, = .’.Irbm.a..h_h Aﬁﬁ"-ﬁlﬁﬂ& mt_“‘_.w,q ..__

Por la simetria existente solo serd necesario calcular los dngulos & indicados en los esquemas,
efectuando las integrales correspondientes a nuestra estructura (la mitad derecha, por ejemplo).
Igual procedimiento se puede seguir para calcular los valores & al efectuar la integracion en

media estructura, en realidad, se estard calculando la mitad de los valores de § indicados en los
Esquemas,

Calculados los coeficientes segin la expresion (3), se resolverd el sistema de ecuaciones (2,
obteniéndose los valores de las incognitas hiperestiticas X, X,, X, X, .Reemplazando

estos resultados en (1), tendremos ¢l momento flector para las diversas secciones de la estructura
asi como los correspondientes esfuerzos cortantes.

(La solucion completa de este problema aparece en la hoja VI-7)
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PROBLEMA VL5, (UNI, 11-FEB-1966) : .
Determinar las reacciones en los apoyos si todos los elementos son de la misma seccién y el -

material.

o TR o)

P

Solucidn:
PASO 1: ISOSTATIZAMOS LA ESTRUCTURA

Eliminamos el apoyo B

En la figura anterior §=So+X,u

Eeuaciém de compatibilidad o condicion

G, t+X,8,=0

Donde:

msuMmmw 8= Mlﬁsﬁmﬂangmﬁs
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Luego:

Donde en el siguiente cuadro tenemos las caracteristicas de estos elementos.

ANALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULO VI: METODOS DE LAS FUERZAS

2
Ttem L So u Soul uil XM 5
AB a 0 -l 0 i 079 P 0793 p
AC 14142 a -l4142 P 1.4142 =2(1.4142)Pa 20141425 LI2IP L2953 p
AD a P =1 Pa a -0.793 P 40,207 P

2 Sou L=~ Pa(l+2(1.4142 ) También tenemos que 2, #4° L=a (2 + 2(1.4142 ))

5 _ —Pa(1+2(1.1442))
Sy im+m¢.mw_

Las reacciones son colineales con los esfuerzos en las barras; luego:

=0.793FP

[Rg=0793PT] |Rc=0.293P7" | [R,=0.207P |

PROBLEMA VL6. (UNI, 13-SET-1968)

P P

P

Todos los elementos de la estructura mostrada tienen el mismo valor {/ ECQ, Indicar paso a paso
como se determinardn los esfuerzos en todas las barras, indicando el procedimiento a seguir y las

expresiones o formulas a emplear, sin necesidad de realizar las operaciones.

124

Solucidn:
Isostatizamos la estructura cortando la barra AD y FC. Por simetria fisica y n_n. cargas, los
esfuerzos en estas dos barras son iguales entre si, y ¢l serd nuestra inedgnita hiperestitica:

S =Spc=X

Podemos plantear la siguiente igualdad de modelos:

£ p P p P

P
¥ PR »

o - - T

b PP

En los que, para cualquier barra: $=35, + X (1, +fly)nnene (1)

Las ecuaciones de compatibilidad de deformaciones son, para cada una de las barras cortadas:

.Mg+k._?+kum;u¢ m..__wﬂﬁ_ H_MH%
conforme s¢ M‘_ﬂkw =X
B+ X0y + X,0,=0 ha indicado X, =Xz !

o sea que, simplemente, en este caso lenemos:

Sip+ X ( 8+, )=0

En la que

..............
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{
_mz HM&hmfnxﬂMh_ Ay

Luego, reemplazando estas expresiones en (2), tenemos finalmente el valor de la incognita
hiperestdtica;

.
S

PROBLEMA VI1.7.
Completar la solucién del problema VI-4, Se determinardn las cxpresiones de las incognitas
hiperestiticas y se trazarin los diagramas de los momentos flectores ¥ de los esfuerzos cortantes.

Solucidn:
Para poder calcular  los coeficientes dades por las expresiones (3), determinamos
My ,my,m, m, »Miy para los tres tramos de la estructura ( mitad derecha): BC con variable

@, intervalo Gm.ﬁ_mw_mmp CD, variable @, intervalo ..—WM%MEH y EC, variable %, origen en

E, intervalo 0Sx< R . Asi:
Meo:
I
0€ps—,
=
a=p
- M= [ (pR)desen(9-a)=pR* [cos (9 ar) I
ie=ii
- Mo=pR* (1-cosp)
s
=<p<n,
SS9

N -

PR [cos(g - @) [T - pR? (sen g - 0.5)

Mo=pR*(0.5-cos )
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M= | H?x.nnwauaausq.% TETT&-&

s —_—
Momenio de la carga cn BC Momento de la carga en EC

= 1 o
0SX<SR: M, H...mbc

<p<m: ﬁﬁﬂ.«mn.—lnﬁmﬁv

By

0SX<R:m,=0

amﬂmwm_ m, =1

> Spsmim=1

0<X<R: E.m =

cmﬁmmu my =0
. E
Mmﬂmﬁ m, =1-Rsen Tlmu
=—Rcos (¢)
0=X=R: Hm =0
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.mqmsn_‘g.u myds = — Mmﬁ R*(0.5-cos @) .cos g Rdg

am.ﬁmw_ my =0
ulﬂm_ﬂmﬁ_._ﬁ“.hﬁ s
2 ~.El,,=pR =
0SX<R:m, =1
s R
EI6,, nm M, m, ds= _ pR*(0.5-cosg) .Rdp .:W u.?»&
= a
2
Resumiendo tenemos:
3r+10
Tramo | Intervalo My my s m; g u..m.._qmﬁﬂ_ﬁsﬂwﬁ 12 u
z
BC omﬁmm PR*(1-cosg) | R(1-cosg) | 1 0 0
7T Emﬂ_ﬂb.ﬁ_un.mﬂl.*huﬁlngﬁvu ...wh.ﬁ_
€D m.mﬁmﬁ PR (0.5—cos @) R(l—cosp) | 1 | —Rcos(¢) | 1 :
EC | 0= el o
X<R S P 0 0 0 I EI§,=R’ mJ

Ahora ya podemos determinar las expresiones de las deformaciones y desplazamicntos dados en

) El§,, = EI8,, u._. E_Eu&u_. R*(1-cos @) do
1]

~EI6, =K meumaa =R*(I1)

EI5,=[M, a_&uwwx;_una&uh% L PR* (0.5~ cos ¢)(1-cos ¢).Rd¢

) A
. ) "
._Eou%.hqu EI6, = EIS, = [ mmds=—R | (1~ cos p) cos pdp
%
% . EI6,,=EI5, =R* Halﬁu
El6,=[ M, m, ds= .?Eﬁ:na& Rdp + [ pR* (0.5 cos g)Rdg =By 4
L] & x
EIS,=El8, = [ mmds= [ R*(1-cosp) do
~Elg = uﬂaﬁulmu u.\
£l =p. % 2
~EIS,,=EIf, =R’ ﬁmmbmu
138
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.m..m.m.umﬂ._. Ewbﬂhﬂw &th&ﬁ
0 0

~EIS,=R (7)

E16,, = EIS,, u‘_‘a:auaw =—R? ‘_.nom pdp
%

~El6,= EI5,,=R*

EIG,, = EI,, n.?_sa&uw ds = _& dp

w\u‘ R
...meuﬁman mﬁﬂ
2
._m_u.ﬁ_.m_uu “t—- Euﬂ.ﬂqh.”hu.vq DQWN ﬁuhﬂ&.ﬂ
4

i T
I8, =R® ﬁmu

EIS, = EIO,, = [ mym, ds=— R* [ cos pdp
%
B8, =El, =R

T

Emtu?w&nw ds+ [ Rdp
0

%
K +2
ElGy= Aa[maw
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mplazando estos valores en el sistema de ecuaciones (2), se tiene:

4

tm.hmhlwu+xuﬁuﬂa _+mm?§~+muﬁa|._h MiNAWMm =0

4

%mﬂ,.?ﬁh R ()3, %,ﬁ;@ﬁ -0

%ﬁ%fﬁ% _%&%m?%h uq

pR ﬁmﬁ_.w_ LJ +R HHM wg.k, +mmmw&‘u +R X, iAlﬁMu =0

De las que resolviendo se obtienen:

37 +127-3 8—27
3 Mm-S b 08153pR X, = bR =—0.0396pR’
3 +12z+24 T R R e b

u- —
3t +4r—24 .h-&m "D.N%Wﬁ.ﬁm

.u.p\ "O \M.. =
. VT ol3r 41272

Llevando estos resultados a la expresion (1), se tiene:
0<p<m: M = pR* (1-cos$)—0.8153 pR* (1 - cos $)~0.0396 pR*

parag=0 M =-0.0396pR*

0°  =-0.0149pR?

o M= pR® (0.14514 0.1847 COS @) ccvccd . PR
_ para 60°  =+0.0527pR’

para 90° =+0.1451pR?

wﬂmema_ M =pR® (0.5—cos @)—0.153pR* (1-cosp) ~0.0396pR’ +02098 pR°
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PFROBLEMA VLS.

paragp=90" M =-0.1451pR>
de la estructura mostrada tienen la misma drea de seccidn transversal y son

Enlbcmm (0.1451-0.1847 cos @)....... s ulc.cmm,mﬁhm g .
del mismo material. Caleular los esfuerzos en todes los elementos y las reaceiones en los §
para  150°  =+0.0149pR>
para  180°  =+0.0396pR>
1
0Sx<R: M =——px’ : |
e +0.2098 pR* — para x=0 M =+0.2098 p R* 1
= -0.2092 pR? -
o
Para los esfuerzos cortantes, como () Hm*!___‘.mul_: m.m.m se lienen:
ds R dp’ . =

P=90°0=0.1847pR )
La solucién de este problema estd expucsta en el problema VI-3 signiendo el método de las

T
T EPsrm: Q - ﬁg&ﬁ@.u@m—.ﬂhﬁﬁﬂv:.:gﬁn p= wmﬂnu m =0
ando los desplazamientos relativos por trabajos virtuales. De acuerdo con el

2
0SXSR: 0=—Phicsrsscsersesssmmnens pira x=0, 0= 0 fuerzas, y caleul
! desarrollo que alll se indicd, debemos caleular en primer lugar los esfuerzos en las barras en la
estructura isostatizadas para 4 estados de carga; es decir, debemos determinar los esfuerzos

H"Wumﬂipﬁm

Sos > M Y H . Asi:

143 .
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ZM;,=0:1009)+5(12)- R, (24)—— R, =6.25 T 1.
ZF,=0:1=5+625-V,=0——V,=1251T

ZF=0-H,+0=0—> H,=10——T
En D:
LFy=0:(DB+DF)0.8-10=0 — DB+ DF =12.5

X Fy =0:(DB-DF)0.6-125 =0 - DB - DF ==

el

°|

. DB=175/24t DF =125/24¢
En mnmnm_ﬂbmahﬂus T
= BC = FC=—xt

IFy =0:(BC+FC )0.6-6.25=0 24
EnF:
125 i =
LRy =0: Aﬂ%:m:m- FBE=0- FB um‘

Por simple inspeccion:

1.- Las reacciones en los apoyos es 0;

2.-Los esfuerzos en BC,CF,FD w@..._w.. son iguales entre si.

Luego, en C, por 2 F, =0
ZN'cos f-1=0 = N'=5/81
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1§
¥ Fy=0:2N'"sen f~N'=0 > N'=3 /4

Aplicamos la ccuacidn de equilibrio estitico al conjunto y a los nudos como en los casos
nnteriores, se obtiene:
BC=FC=5/16t DB=15/16t

BF=3/8t DF=5/6t

Igualmente en este caso se obtienen:
BC=TFC=5/16
DE=5/16t BF=3/%
DF=15/16t
Como en la ecuacion (2) del problema VI-3 debemos reemplazar los desplazamientos relativos (3),
o valores proporcionales a ellos, en vez de A tomaremos para cada elemento su valor 1, ya que
EC) es ¢l mismo para todas las barras. Hacemos los céleulos segin la siguiente tabulacidn:
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— w o0
i wy wy oo oo
S E R EEEE
' ! + |= + + la + +
ol uy =
_ 5_55676?_65~6 AR =
™~ | v [~ | v -1 el Ll
. o P 2 ] b4 R bl ES R P B e e b
Ris - 4 + + + | + +
o
o ] =] =
[ wi|w ]| o w2 = 00 |2 =
.....ﬂs..r_s...rs 1.._ | ms
..23+23232 b PP b 4 i o
+ + = * + |s + +
e
~ ~ ~ ~
- by R P B 3.&3@” Mﬂi«ﬁ
= + + e + + 4 + +
— Wil o | Y 0 Wy L)
Ky QSIS & S18|5| 8 HEEE
. ™ m| = o= |=|— Sl=|al=
wy =
~ - e e Y = @ | oo
= il il b bad ) bod K z|8|a
e A=l = ™ |- — =l
Su 1 ! = I I (=1 I |
oy Wy Wy = =
- A bl by pal b f o B &=
— — -~
uuh ...ﬂ..ﬂ_q.__ e - mumm&
s + I e I I e I |
-
= wvi| a2 w22 NN
=3 ls * I b + .Tﬂ I
S
= w|2fw]2 w]2fn|e whes
= |7 1 + = + + s !
—
= wi| oo || oo wvi| oo || oo o |-
N EEE R
S le fal] R Eal] ) PR ] ] Lol I I 5*_.4
17 + ] I 1
el = ~2] i £ ) bt = )
=
A | [ = B
=< M 1= mm m =1 m =
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Elem. | gyl | iyl
AB ] ] 0
e | L35 | 3B
128 256
w |38 | .28
128 256
FE 0 0
- +_HMm +m~Mm
128 256
375 1125
DB | +— ==
128 256
0
DC 0
BF +_m.am mmm
128 256
2148 2148
5 [422] 428
128 256
Elem. ..w_..._ AD Hyx (1) Xy Qv Hyx, _“3 .WS
AB 0 0 -5.29 0 -5.29
BC | +5.21 +0.43 | -1.65 +0.11 +4.,10
CF -5.21 +0.48 +1.65 -0.11 -3.24
FE 1] 0 0 -0.35 -0.35
-5.21 +0.43 +1.65 +0.33 -2.80
FD
o 3 +0.43 4.96 +0.11 -1.79
DB 7.29 4
0 -0.69 1] 0 -0.69
DC
+1.25 -0.52 -1.98 -0.13 -1.38
BF
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De esta tabulacion de obtiene en primer lugar;

-
m_,n+m.m_.. B4t e
%= :uJMM_mH
Oy = upu+%

Reemplazande en la ecuacion (2) los valores proporcionales de estos desplazamientos relativos,
tenemos el siguiente sistema de ccuaciones:

= 34320 + 14730.X, + 42904, +4296.X, =0

= 47160 + 4296 X, + 8220.X, +2148X, =0

~17160 +4296.X, +2148.X, +8220X, =0

Que resolviendo da los siguientes resultados:
Xy =069 X;=529 X;=035

Los tres positivos, lo que significa que los esfuerzos en las barras AB, DC y EF son del signo o
sentido considerado; es decir, los tres esfuerzos de traccidn.

Con estos resultados se pueden calcular los esfuerzos finales S dados por la expresion (1) del
Froblema G-3. Para esto se ha trabajado en la tabulacion de la pagina anterior en su 5 Gltimas
columnas.

Con la misma expresion (1), se calcula las reacciones de apoyo. Asi:
Ro=6.25 ?fm LG.ETE L?_m:uia Te
Hp=10+0+1(5.29)+1(0.35)=4.361

Vp=1251+ _.._+méﬁ.m3+m ,_‘wﬁc.&vnc.mc Tt

Finalmente, en el siguiente esquema de cjes de la estructura se indican las reacciones de apoyos y
los esfuerzos resultantes en las barras:
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PROBLEMA VL9, (UNI, 23-SET-1968) .
Resolver la estructura planteada de acuerdo al grafico hallando los diagramas de fuerzas cortantes

y momentos llectores.

12m
ot

e

Solucion:

PASO 1: ISOSTATIZAMOS LA ESTRUCTURA MODIFICANDO EL APOYO E DE LA

ESTRUCTURA ) .
Asi tenemos en la siguiente figura la isostatizacién en base al apoyo E a quien se le ha .m_s o un

desplazamiento d.
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PASO 2 : OBTENEMOS LAS EXPRESIONES DE MOMENTO PARA CADA TRAMO

1%im DEL PORTICO ISOSTATICO
TRAMOED: 0=x=I2 luego M=0
X \
i
i L “ T TRAMODB: 0=x=<20 luego
T mU M 4+ 1(x)(x/2) - Ve () =0
07 M ! H
m 1 thm
\ [T o
_p 1 4 i i 2 M m 2
hun X _.__ Luego m&.ﬂmhl.ﬂ
X
A . _ ! TRAMOBA: 0<x<6
i - By M =100—20(10) =100
S 6sx<12 6sxs12 i
1 WPy M ==100-10(x~4) = -10(x +4)
&
187 E
\ia = 5T
Caleulamos las reacciones en la base de la isostatizacién. .
Donde Ha = 10 t
PASO 3: APLICANDO LA CARGA UNITARIA EN EL APOYO MODIFICADO.
Eiv Va+ Ve -1(20) = 0 entonces Va =20 - Ve...............(1)
B ; ]
i 2 c ]
ZMA =0 Ma-10(6)~ 1(20)(10) + Ve(20) = 0.............coneennnn(2) g U_n _
| i
!
BMCRY GO+ VOO0 =0 simnesiiimisisiisiisisi®) !
1200 1
|
1 1 |
Entonces Ve=51t X _w_
Reemplazando en (1) tenemos que Va = 15t ,.‘
Reemplazando en (2) tenemos que Ma = 60 + 200 - 5(20) luego Ma = 160 t-m C Ha' =17 : L -
w | g
L 4000 i
va =127 .— -
Vo' = 1.2
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Caleulamos las reacciones:

Donde Ha’ =11t

ZFe=0 Wa’+ Ve' =0 entonces Va' ==Ve'....oooorniinreinnnnn(l)
ZMA =0 Ma' + Ve'(20) =0 R e e A P R 1.
L MC =0 LI+ Ve (103 =0.....coeeceeesceeesessneenesessmas s enna(3)

Entonces Ve’ = 1.2 t
Reemplazando en (1) tenemos que Va'=-1.2 t

Reemplazando en (2) tenemos que Ma® =-1.2(20) luego Ma = -24 t-m { Sentido contrario al
asumido),

PASO 4: HALLAMOS LAS EXPRESIONES DE MOMENTO

TRAMOED: 0sxs12 lucgom =—x
TRAMODB: 0sx520  luegom=-12+1.2x=1.2(x—10) i
TRAMOBA: 0Sx<12  luegom=—(12-%)+1.8(20) =18+x

PASO 4: RESOLVEMOS LA ECUACION DE COMPATIBLIDAD COMO SE MUESTRA

H&+A=0

Dénde: EHIW:..:::,:_”G

Donde resolvemos para A

o & 2
b= :Maumw.__?.i*ETE&JL&TEEE%%._Tﬁki_nniuﬁ?ﬁsﬁ.i

2 12 0 12
T PLLIP A i 1 _agndia b 3 5088
mu.—ﬂ&u.ﬁhn x) &+..wﬂ:.a—c.~? 10)) &,,m_.h:m._.& dr= = n(3)
Reemplazando en (1)
A -27,560/ Ef
o =m—— Heee=" o o A2
g 5,088/ ET R

El valor positivo indica que va en el sentido supuesto de la carga unitaria,
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PASO 5: RESOLVEMOS LAS REACCIONES DE LA ESTRUCTURA

. 1 Tim
" ______________________________.____=___=___==_==___=_____ d
T ] c |
600
10t
| 1
600
_.\ A Howd 587 = . £ Hu=S5AF
”Sqauzrig . .@
L ey
10,00 u 10,00
i Ve = 1157
Donde He = H =542 t
LFi=0 Ha=10-542=458t
ZFy=0 VadVe=201 msessesieiesd m
EMi =0 Ma + Ve(20) = 1(20)(10) -10(6)= 0 entonces Ma = 260 — 20 Ve........ p— L

I MC =0 I(10)(5) + Ve(10) —He (12)=0 donde Ve = (50 5.42(12))/10

Luego Ve = 11.50 t
Reemplazando en (1) tenemos Va =850t

Reemplazando en (2) tenemos Ma = 260 — 20(11.50) = 30 t-m

Luego tenemos los diagramas de cortantes y momentos:
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8.5
[
F
l:l:?o D b m-.\ g i ._M M_O+ _wn_.m.__ll0
1 o = S Y o s
_ 5 £ Nme = o)
— LY un:_.—ﬂﬂ”
1 | 1ns pr - 2
“ Uougukoﬂhl%&q y &= ﬂhﬁ
6| 458 53
= | g |
L En las que:
_— ] I (e
“ B5 Para el tramo 12; 0< p £ 7.70m: MJ ,_—&H&u
= “ Para el tramo 23: 0 < x £ 24.00m:
4.5
e My=108x-==x | dx ,.HHJ&
e m=-(170+xtnp)) 7
i 1.125 ’
! tany ==
_ Luego:
24
M(t-m _5 45 2\ _ 15 uim.s o 158287
] (t-m) m;n.ml__._. 108x =% ||| 270+7x ||\ T8 =
_ 0
7.70 24
2 2 5|60t , _ 55044
61 = TT& &.+.,ﬁ1ﬁ._ﬁ=+pb._ o =
0

i i izontal en los a .
PROBLEMA VL10. (UNI, 20-ENE-1969) Reemplazando estos valores en (i), tenemos la reaccion horizon poyos:

Aplicando el método de las fuerzas, caleular las 4.5 Tt

reacciones en los apoyos de la estructura mostrada, enla 2 o _ —458.287 =836 MO v T
que EI es constante para todos los clementos. Considerar g o 5504.4
solo los efectos de la flexion. g 5 x=83.26T

e 1
Solucién |_Im_§ail_.s DY .r

La estructura es externamente hiperestitica de ler Grado. Determinande X, la componente
horizontal de las reacciones en 1 y 5 (iguales entre si por simetria), podemos establecer la siguiente
igualdad de modelos y la correspondiente ecuacitn de condicién:
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PROBLEMA VI.11. (UNI, 20-ENE-1969)

La viga de seccion constante mostrada ¢n cl esquema, estd
sujeta a la accion de una carga repartida, variable en
forma parabdlica ( de 2° grada), de cero en el extremo 3, a
4t/ml en 1. aplicando el método de las fuerza, calcular las

ANALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULO VI: METODOS DE LAS FUERZAS

reacciones (fuerzas y pares) en los apoyos de la viga,

mc._..n_..r:
.h.._.i_r..___,..,..

AR i

Isostatizamos la estructura u_...a.___.r._zn.u el apoyo 2, en el que la reaccidn (fucrza vertical) es nuestra

incignita hiperestitiea, De la igualdad de modelos mostrada, tenemos:

m.__u
.nm.:u.—..ﬂ._.&.:"_u H_”|%|h Fauras ﬁﬁw
11
2
M ,m m
M“_.._Hmnu_._.ﬂ_7 nm._c_ 2 _n.hu..w-:“ .|_..&w

El valor de la carga repartida @ en una seccion cualquiera de abscisa & es: &MM% *

Las expresiorics para los momentos M, ¥ iy, son:

g=x

4
cmkmﬂon_::aanlc-. (ad&)(x=& U.Illo—. & (x=& =
£=0 T1a7
0=x=2.00m:m; =0
200Sx<7.00m:my =1(x~2)=x~2
Entonces:
=7 4 6 7
1|8 2% 12887.5
El8g = . Q)i SR SRS L o
L ._.EH HL? ) E_T m_» o

ma.:u._. (x- 3&:-? HVH_ =22 i
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Luego reemplazando en (i), se tiene:

Lareaccidnen 1 es:

gur
v, = .ﬁ wdf = ﬁn.—lmnn« 21=93-21=72
§=0

Vi =72T1

¥ el momento en ¢l empotramiento es:
7
- ; (@dE)(7.00 = £) +x,(5.00) = —163 + 105 = ~5.8
0

My = —58Tm

PROBLEMA V1.12. (UNI, 10-DIC-1955)

Por accion de la carga indicada, determinar el
momento de empotramiento, las reacciones
de apoyo, la distribucién de los momentos de
flexién y la de los esfuerzos cortantes se
prescindird del peso propio de la viga las
secciones wvarfan entre 060 m en el
empotramiento ¥ 0.30 m en el apoyo simple;
el ancho es constante de 0.30 m.

Solucidn:

De acuerdo con el método de las fuerzas se tiene el siguiente modelo:

}mv :.Ql,ﬁ.m v

m Teesso

*30m
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 Siendo la ecuacién de compatibilidad:
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Gyg + Rpdiyy =0

&

Ry =-—
b 11

)

Dénde:

Mgm m#
m»__u_"‘—' M__. ds ¥ Gy = | —ds

En las que I "an« % Esto dificultara las integrales por lo que trabajaremos con
valores aproximados para las integrales. Considerando secciones constantes a lo largo de la viga:

5.00m

Ax .I.I..ﬂ_“._;l = (.50, y eliminando los factores comunes tendremos:
Mym
b
Ry = i pT R e (1)
Iy

Debemos caleular los valores, h, My ¥ m para cada intervalo de la viga:
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. o4
Volores de \eb woman=
= tou .
_ ... Soom |1||F
Con los valores calculados, podemos trabajar con la tabulacion siguiente:
Sece. h{m) Mo(Tm) | m(Tm) | Mom | m*
h? (m*) W
1 0.585 | 0.2002 | -8.75 4.75 207.6 | 1127
2 555 1710 -6.25 425 -155.3 | 105.6
3 525 1447 -3.95 3.75 972 |97.2
4 495 1213 -1.25 3.25 -33.5 | 87.1
3 465 1005 0 2.75 0 75.2
& 435 823 0 2,25 0 61.5
7 405 664 0 1.75 0 46,1
8 375 527 0 1.25 1] 297
o 345 411 0 0.75 0 13.7
10 315 313 0 0.25 0 2.0
I= -493.6 | 630.3
Reemplazando estos resultados en la expresion (ii):
P oL T » Ry=0782T 1
1= "Tgz08 A
La reaccién y el momento flector en “a™ som:
R, =5—0.782 = 4.218 s R, =4218T T
M, = +0.782(5.00) — 5(2.00) = +3.91 — 10.00 = =6.09 L M, =-609Tm
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- .07 Tm,

H Lo ToY U 2B
un Enm.o! Dhoghoms, e
ﬁ. Fsfuanze
de

It Coatones b
o NINENENERRNENTL)
{ A
.rx_nﬂ 3 .é._m\_.»_w.f_\”\.ﬂnq

- ofR2 T

Los desplazamientos §;q ¥ &, lambién se pueden determinar haciendo uso de la tabla 11 (Hoja
C-3). Para ello tenemos los siguientes modelos auxiliarcs

p=5"
A b . mn. =)
m.h - e 2 s .|*..p+
L W
’ mTm”_:..__ ! = _wn =) _
)]

® eUw | To

Tendremos, combinando estos diagramas, de la mencionada tabla

LM ‘M ! Mym
B u% dx = [ =ax+ ._, o dx = (~10)(+5)Aq + (+5)43
o TEI o EI
nEN
Qﬂﬁ = l.m.._.lhm“ﬂ =

s G
A E B2 ix = (+5)(+5)4,

En las que:

Aq H._.ﬂsﬁ.m.“ U nnmmfmllmm

El, El,
o B2} m i 2 2012
TR T El. ~ EI
DelatablaN®5: A, = 0.068

H.‘... :
+ Im T
DelatablaN° 17: A2 = 0.0 Gl “.uo
atablaN°17: A% = 0.0161 . ‘
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Reemplazando estos valores en (iii)

0.34 mﬁm |_q+.5.c_.uu
8= TmSII 4 _.“ﬂ_

_ 6935
El. =

El,

0.34 85

bu =29 g =5,

Llevando los resultados a la expresién (i), tenemos finalmente:

—6.935
Ry =— Mm =+0815 ~ R,=0815T T
ET,

Resultado que difiere del obtenido anteriormente en 4%.

En cl extremn “a™ se tienen

R, =5— 0815 = 4.185 :

5 Ry=4185T 1
M, = +0.815(5.00) — 5(2.00) = +4.075 — 10 = -5.925

4 My=-593Tm
PROBLEMA VI. 13.

Resolver la estructura planteada de acuerdo al grafico hallande los diagramas de fuerzas cortantes
y momentos flectores.,

33tm
zlm;:__ TTLE e
B

I D o v e N R e | __
1

i1
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Solucidn:

PASO 1: ISOSTATIZAMOS LA ESTRUCTURA ELIMINANDO EL APOYO 2
TENIENDO LOS SIGUIENTES ESTADOS.

33Um Mo

::::.:ifjﬂﬂu_.

Dénde: Ry S5 i (1)

PASO 2: DETERMINAMOS LAS REACCIONES DE CADA SISTEMA

Del sistema Mo tenemos:

3.3um Wy

= =
——

|
I
|
I;
i
il
3
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L Fv =0 Fo+Fl=33(6)+2.7(9) entonces Fo = 44.1 —F1
L Mo =0 F1(6)-3.3(6)(3) - 2.7(9)(6+4.5) = 0

entonces F1 =52.425 t luego Fo =44.1 - 52.425=-8.325 L.
Luego el diagrama de momentos flectores de este sistema serd :

M1 = -8.325(6) - 3.3(6)(3) = -109.35 t-m

109,35 t-m
) e e <
1 2 3
Del sistema m tenemos:
Reacciones en los apoyos
m

+ m+ 1t

E Fv =0 _F]-F2=-1entonces F1 =1-F2
Z M 1=0 _pa(6) +1(6+9) =0 entonces F2 = 2.5 t entonces F1 =-1.5 ¢

El diagrama de momentos flectores serd:
M2=15(6)=9t

[ ———r

8tm
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PASO 3: DETERMINAMOS LOS VALORES DE LA EXPRESIONES DE LAS

GRALES PASO 4: DETERMINAMOS LOS FACTORES DE FORMA Y DE CARGA DE PRIMERA

ESPECIE DEL GRAFICO. _

De latabla Nro.5 y 13 correspondients tensmos: De 1a tabla de factores de carga de primera especie con acartelamiento recto en un extremo con

Tromo 0-1 carga uniformemente repartida.
-1 w
i Y 1 N T (N 5 Y |
lhnnﬂﬁﬁaﬁﬁ: I____m : le
\\\.\.\\l\» M.ﬂ_ Mj mj Aj
Tramo 1-2 .
o Lj — Ie
: L I
_”E”ﬁﬁmuﬁn_uuy M-__.__._ Para nuestro caso tenemos:
. I _/ 13tm
N g EEENEENEERE
0
Lucgo tenemos lo siguiente: : .
_hu-h.. T # " =1 50 ==
[0 ds = (~109.35)(9) Ajg +(9) Ay =~ 984.15 Ay +9 Ay, ! s
o B 1.50 0.66
A== =025 n nﬁ, uu =0216
2 6.00 1.10
_‘ E,____E ds= Hlucw.mmu_@uh_u +A¢u}u =-984.15 hﬁ +9 h_m Con estos valores determinados vamos a la tabla de FACTORES DE FORMA de primera especie
1 El con acartelamiento recto en un extremo y leemos,
Lo.2 28 Afn 0.30 020 0.15 0.12
m : 2 - m i 2 i
MM& = (9) 4y =814, Mwal (9 4, =814, i
035
0223
023 0332
0.155
020
0.15
1A 145
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Determinamos el valor de M =0.226

; - L 0.226(6) 1.356
L d =dp| — |=—m—ma—_
uego determinamos que A, = Ao ﬁm..h. u v EL.

L 0

Luego del extremo conseculive tenemos:

1.80
9.00

=020 n= 9.88), =0.512
1.10

A=

Siguiendo el mismo procedimiento anteriormente explicado tenemaos:

Aln 0.30 0.20 0.15 0.12
0.30
0.25
0.284
0.25 0.333
0.163
0.20
0.10

Determinamos el valor de A =0.285

L w ¥ 0.285(9) 2.565

det App=4
F:«m.n. erminamos que A3 = Eﬁm..qo Fl;  Flg
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PASO 4: DETERMINAMOS LOS FACTORES DE CARGA DE PRIMERA ESPECIE
DEL GRAFICO.

De la tabla de factores de carga de primera especie con acartelamiento recto en un extremo con
carga uniformemente repartida.

Para el primer extremo determinamos:
Determinamos el valor de A 10=0.0370

| ﬁ.ﬁqu-mm .
Luego determinamos que h_a =4 H“.-hau m_m.n.avﬁ u MMMH—

Para el segundo extremo determinamos:

Determinamos el valor de A =0.0410

0.041{2.7)[9?
Luego determinamos que L_Huh_uﬁ_:_.q ( ; vlmpqoc

Ely El,,  Elg
Donde:

El .y umﬁ HE 40)(0.66%)=K(3) =27K

El,3 umTwE..é?.mmu éuh?vu =64 K

Reemplazando todos los valores hallados en la expresitn de las integrales tenemos:

ﬂnu.;_m_.‘w_wi% h._...u E.&...+ _.E.us

Reemplazando valores tenemos :

1.356 26.374 2.565 80.700
=-984.15 +(9 ~984.15 +9
%0 ?.:L :ﬁ ﬁau mihu T.ﬁnu

1097.14  1798.04

e 7T

109.836 207.765
By ———h——
"TTIK T 64K
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Luego reemplazamos en la expresion (1)

IIWE entonces Ry HI% =03971¢

T & 7.314

Con este valor de la reaccidn hallamos el resto de las reacciones,

M1=-24.751 R1=1289t1 Ro=581

Finalmente tenemos el diagrama de cortantes y momentos flectores.

+*1487T
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PROBLEMA VI. 14, 2Ty

Resolver la wiga que se muestra, para la que g4 T T &
El' =1.2% 10° Tm?®. Los apoyos b y ¢ son eldsticos, con ._.m w M w‘
coeficientes 400 y 500 t/m, respectivamente, i S Y S
Solucién:

La estructura es hiperestitica de 2° grado,
considerando las reacciones x; ¥ Xa, en B y C, como
las reacciones redundantes, tenemos los siguientes
estados, en base a la eliminacién de los apoyosen B y
con el fin de isostatizar la viga.

Para plantear las ecuaciones de compatibilidad (1.G)
necesitamos determinarlas deflexiones
811, 813, 821822, 830,829 ¥ las correspondientes en los
asentamientos de los apoyos, o sea 8y, ¥ 8z, . para
las primeras utilizarcmos las tablas de Strasoner

{TablaT).

El8,, = x_._.am dx = caso (c)(1)

= w?y%ﬁa& = +64.8

1 10 (4.00)?
EI8y, = Elfy, = .ﬁ mym; dx = caso (€)(3) = o= (~3.6) TM: - o565 (15000
= +18.22
17 10
Elz = R. i de = easo (Y= mﬁn Mu (15.00) = +65.56

L
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CAPITULO VI: METODOS DE LAS FUERZAS

L e I T
: .Eiﬁ?&ﬁé@. S
et i —bu. ey yoomeils ﬂnm.nnw
..Tx:_. »HTE:?EGL,_. ek Y Teacciones
es i..wt_?.uo. Fﬁ:.s‘._...“. 18 T :
u ﬁ.ﬁ...:. ‘__h_:_\.unxsz.__.,_ .unv.. Fond¥ q.L.m«.\
&slue 5
Coanles

Las deflexiones correspondientes a los asentamientos son:

B ===k o sea EIG,, =(1.2x10°) L= 300

Ky 400° 400
da, llu.llii.. osea EId;, HT.MXEJ..mW. 240z,
Ko 5007 500
PROBLEMA V1.15.

) Resolver el problema X1-9 aplicando el método de las fuerzas.
Las ecuaciones de compatibilidad (1 () adaptados a este caso son:
0% + Gyp%g + Gyg + 8y, =0
Gy %) + Gy + Ggg + 83, =0

Solucidn:
Isostatizamos la estructura seccionando en la seccidn de en medio del elemento inferior, ¥

podemos plantear [a siguiente igualdad de modelos:

En las que multiplicando por EJ, reemplazamos los valores calculados:
_”Q—.wu.uﬁ + _”_.m.nuun: —1442.04300x =0

(18:22) 3 +(55.56),, ~1249.98+ 2403, =0

Que resolviendo dan:  x, = 3757 X, =400T

Can estos resultados podemos caleular los momentos flectores y las reacciones en los apoyos, asi:
Mg = +66 — 3.6(3.75) — 2.0(4.00) = +44.6 Tm

10

Me =450 - moﬁﬂmulq_ﬁca +29.2 Tm

Ry =20 4I¢mﬁmumult?=3 1642 T T

Para cualquier seccidn: M = M, + x;my + xzmy
Las ecuaciones de compatibilidad sen:
Sio+x O+ 812 =0 (0)
- i)
%Mn_ +H_%n_ + X3 %_N =0

Rp =10 T—0.4(3.75) Im_?.aeu =58371TT
En las que prescindiendo del factor EI constante y comin en todos las términos:

&.EH.‘...._?H-& muan.—'...qnapunh _m:ﬂ‘b‘_ﬂma_h .,mnuumﬁﬂ‘%ﬁaﬁunn @
w

m_.mu"‘_.ﬁunh

Lo que permite trazar los siguientes diagramas de momentos y de esfuerzos cortantes:
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of #eR nn....wuxm
0L yee

o= ~wé-ef
ot PR T T

1ﬂ = .]-.lﬂﬂ Ifun-pﬁg +
1 .A.-.-“
O (- Geg) - ME_» Snfp- #)dat

olsd

=~ (14 and)

om..kmn. o m =y
OLYLAR = % = |

Om.ﬁ_mm Mz R(LESenp) mp=A

Reemplazando en las expresiones (ii):

i’ : 2
B ub._x,u..s ds u‘_,ﬁlmw.n |menu.§_.+ .-. _ml.s.m :iEﬁ,._“_EImSEmi.E
0 L}
4
== (19+67)
R R af2
0= [Moma = (5 i (52057 Yo | [t smi)
0 0 L1
HI#E.M“. nH._+un

" T R®
8 uTﬂm&n._. ¥ &:; TRE(1 + sen 9)?] Ra9 = 7= (28 +9m)
[1] o

R L R
‘WHN "m_ﬂn “l—\ﬂ—na.—ﬂ.u ﬁ..m,"gt .Vuhn.v..-—-% mﬂ”—.+mm=.ﬂv.xa$“!wlqﬁm +u.ﬂu
o o
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R R e R
= N = -
figa _.Hu& __'.._nu+._w%+h Rdo m?ffc

Que llevando a las ecnaciones (i) dan:
(56 +187) Rxy + (36 +127) x5 = @R (57 +187)
(9437)Rey +(12437) x5 = @R, (114+37)

Que son respectivamente iguales a la ecuacién (17) v (3™) de la solucién del problema XI-9, en las
queM” es X9 y N es Xy, 10 que resta de la solucidn de este problema puede verse en la del

indicado problema XI-9.

PROBLEMA V1. 16. (UNI, 6-ABR-970)

Aplicando el método de las fuerzas, resolver la estructura que se muestra problema
[1 a | oa
i i t L h.

= M %
Ariculacion

El = const

1 5

o T K

Solucidn:
Isostatizamos la estructura eliminado la rétula, en la que estéin las dos incognitas del problema: las

fuerzas normales Xy y las fuerzas transversales X5, Tenemos el siguiente esquema de igualdad de
modelos:

AT

-

2

Y
4]
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L]
]
N
™
B
/.
—
B

Pa
ha
4]
/

@
2a
+

-
i

. j2 1.4 4
3
. X » ffmn
= | @ |[|*" @/ | ||
1 5 1 5
ey r g mn B e

Para cualquier seccién de la estructura dada:
M =M, +xmy+x9my ..(i)

Las ecuaciones de compatibilidad son:
Sg+ 8y X +8j3%7 =0

(i)

&_.M_c +G.M_H_ +_m.u~unm =0

En las que omitiendo ¢l factor EI constante y que aparece en todos los términos de las ecuaciones,

¥ haciendo uso de las tablas de Strassner, Hoja C-3, tenemos:

1 o | 9
810 = ‘—‘ Mym, ds = 3 Myml = mﬁaUﬁivnuwn = m_unu

Oz = ._. Mym, ds = L _ﬁ‘.aH + M)ml + Mml
= ...Q 2a + a)(—Pa)a + (2a)(—Pa)3a = im Pa’
By = .‘ mZ ds = wa_ax._ =2 _m (30)Ga)3a] = 182*

1 R
ﬁu.m “ ﬁuu. H lhu 3.._.3“ RWH M._‘_E._. +m._£_3_._.uu

u WaaTaun + maaﬁawn - wnu

1 o
iz .— m ds = Ml += [m (2 — M;) + m;(2M; = B)]T + M

- (—a)(—a)3a + .M._Hlnunl 2a + 2a) + 2a(4a — a)]3a + (2a)(2a)3a
= 18a?®

Reemplazando estas expresiones en las ec. (ii):

9 9
Imwnu +18ax, +m.nuau =0
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41 9
——Pa¥ + 2 afx, + 182, =0
6 2
De lag que, resolviendo: x; = um_mm. H Xz .“““ P

Los momentos en los extremos de los elementos, segin (1) son:

67 137
Miz =0+ (52=P) (+30) + (352 uTa = +0.158Pa

x”_|z~u|¢+ ?_m U_h_s + ﬁwm UT_& utmmwmma

67 137
Mys= Mg = ~Pas Aﬁ uﬁ_ ¥ A = v?wa = -0324Pa
67

305 u (+3a) + ﬁwm w?unu = +0.173Pa

__a.ﬁm.w = |T.hﬁ+ﬂ

El esfuerzo corfanie en ¢l extremo de un iramo cualquiera, en la convencion de signos de andlisis,
es:

1
Qu=wy IMQ..___: + M)

En este easo, asumiendo los signos de _a.“ momentos _..E_E_om a la convencitn de andlisis, tenemos:

m_m ={;=0- T n+¢ 158Pa + 0.338Pa) = —0.165F

1
Que=+3P 1ln 0.338Pa + 0.324Pa) = +0.338P
g
Qu2 = =3 P = 5=(~0.338Pa + 0.324Pa) = ~0.662P
Qus = 054 = 0 £ —0.324Pa — 0.173Pa) = +0.165P
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- 0.338 Pa

0.165F_, WH +0.158 Pa muw..lfam
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CAPITULO VII

TEOREMA DE MENABREA

TEOREMA DE MENABREA, también denominado Segundo teorema de Castigliano, o
Teorema del trabajo minimo:

I'n una estructura hiperestitica, si no hay movimiento de los apoyos y ningin cambio de
lemperatura, es decir sometida solamente a fuerzas exteriores de valores dados, las incdgnitas
redundantes son tales que hacen minimo el trabajo de la deformacion elistica.

8 Xy, Xz .., X, son las incognitas redundantes, la condicién de minimo hace que:

AT R s S S
=0 30 Beigo=0 (1)

Este teorema proporciona ecuaciones adicionales a las de equilibrio estitico; lo que, en general,
permite resolver todo tipo de estructuras hiperestdticas.

PROBLEMA VIIL1,
Iesolver el problema VI-1 aplicando el teorema de menabrea.

Solucidn:
Consideramos como incOgnita Ia reaccion R en el apoyo B. El trabajo de la deformacion elistica,
considerando solo los efectos de la flexion:

Segiin el Teorema de Menabrea:
i
mu 0; sea que ‘_.aaﬁnnua
Dionde:
M =Rx = x? oM x
= — - ——
: 2 ar
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o6sp_, ! V; 158 Pa mm

+F_um Pa

038P

+ 0173 Pa

w165 P

#F_...__.u Pa
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CAPITULO VII

TEOREMA DE MENABREA

TEOREMA DE MENABREA, también denominado Segundo teorema de Castigliano, o
Teorema del trabajo minimo:

En una estructura hiperestitica, si no hay movimiento de los apoyos y ningiin cambio de
temperatura, es decir sometida solamente a fuerzas exteriores de valores dados, las incégnitas
redundantes son tales que hacen minimo ¢l trabajo de la deformacion elastica,

5i X, Xz, .., Xy son las inchgnitas redundantes, Ia condicién de minimo hace que:

ar _ . 9r ..t
?— : mku #

Este teorema proporciona ¢cuaciones adicionales a las de equilibrio estitieo; lo que, en general,
permite resolver todo tipo de estructuras hiperestiticas,

PROBLEMA VIL1.
Resolver el problema VI-1 aplicando el teorema de menabrea,

Solucidn:
Consideramos como incognita la reaccitn R en el apoyo B. El trabajo de la deformacién eléstica,

considerande solo los efectos de la flexion:

! _E-M
=| —ds
£ ._.c 2EI
Segin el Teorema de ?__naw__uam
,wa. ={); sea que -_. ___K!.l&.. 0
Donde:
@ aM
M =Rx— 7 - aR-*

177



ANALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULO VII: TEOREMAS DE MENABREA

Luego reemplazando estas expresiones:

EoaM £ 0]

s = E— =
. Mo d b (rx =¥ )dx =0
1 1 g 3
i B e aew 4 = = ==
—wma m_e.« _a 0 = R 3 wl T

La solucion del problema continuaria tal como aparece en el VI-1.

PROBLEMA VIL2. §
La estructura de barras que se muestra estd sujeta a la accion de las
fuerzas P y Q iguales dos a dos. La seccibn y el modulo de P IJ.U
elasticidad son los mismos para todas las barras. Determinar las
expresiones de los esfuerzos en las barras, ._
@ &
.—. Solucion:
i Consideremos como incognita redundante el esfuerzo en las barras
K S exteriores: S, = x. Debemos determinar los esfuerzos S, ¥ S5 en
-

g -3 : — funcién de x. Suponiendo que todos estos esfuerzos son de
1/“ P compresion (+) , por equilibrio de los nudos B y C tenemos:
+

5
EnB: Q—-2xcosd45-5;=0 = S;=0-=+2x = WuL 2
g 1)
EnC: P+2xcosd5—=5=0 - S;=—P—+Ixr = ..Mmul z

El trabajo de la deformacidn elastica en teda la estructura es:

NEI 1 .

Derivando con respecto a %, ¥ de acuerdo con el Teorema de Menabrea:

i a1 a5, a5,
e —— | ety —_— =
i Tﬁ“ + 22185, e 2Vz2ls, mL 0

Reemplazando las expresiones (i):

4x +VZ(~P —VZx)(—V2) + VZ(Q - V2x)(—V2) =0
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De donde:
x =20
T 2(14vZ)

Q=P

2(1+4Z)

& =

Reemplazando este resultado en (i) se tienen:

muu.a.,.:..ﬂ.,_.a un.fﬁ:_.ﬁ
T IR G 2+42
PROBLEMA VIL3. (UNI, 29-0CT-1951)
2Tk ___1.

Determinar el valor del momento de empotramiento de la
estructura mostrada, considerando que 1 es constante a lo
largo de toda ella y que en 2 hay una articulacion.

Solucidn:
De acuerdo con ¢l Teorema de Menabrea, tomando M,
como incognita hiperestitica (supuesto M; como negativo):

ar ar M2
mla?ﬂa -+ o ._‘Eml??uhﬂa ya que El es constante en ﬂn.-_.g.mh
Pongamaos las otras incognitas Ry, Ry ¥ Ry en funcitn de M, :
100 17
D Ma=0: R()+RAN-10010)=0 = & Ry=—=——R..()

1
2) ) My =0 R(6)-M-123)=0 > & Ry=zM+6....2)

3) M? =0 Ri+R;+R;—12-10=0 b o W B i e i e )

Entre estas igualdades se tienen:

1 R, 1
H-.—"l-w—m.._.+a Lo»a.@l.-..ﬁ.—um

17 . 86 AR, 17
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a5 expresiones de los momentos flectores en los diversos tramos son:

dM aRr, x

ol2: 0 = M=-= fyx— x* f—— = —_— ] =

Trame 1 Sx=bm M, +Rx—x* = IS H+Hu__s_p _+m

. aM  x

Framo 23: 0=x=3m M=(R - 12)x & m_lz.pum
aM

0=x=7m M= Rx - T uu|Hm

Tramo 43; .m._sw .

T=x=14 M=Rx-1 -7 — =

= E=diE-T) aM, 28

5 dM
cemplazando estas expresiones en: .T..mﬂ..:.m =, tencmos:
1

_.eaﬁ..i_ +3.?a~ Uhur.&&ﬁ_‘”?. :_NUM&

q.«u : am
ST m.m&*..r TiLET&M&HQ

e la que, integrando y reemplazando R, y R, en funcion de M;, se obtiene finalmente:

M Im.mulmmm_w My =227T
1 =57 = & LM =2 m

lomento negative (el resultado de la ecuaciones positivo) conforme se habia supuesto,
‘ara una solucién mis completa de este problema, véase el problema XI17)

ROBLEMA VIL4,

esolver ¢l problema VI-2 aplicando el teorema de Menabrea,
slucidn:

ar simetria y considerando como incdgnita hiperestitica la reaccion
VA Ry =R.=Y.

| trabajo de la deformacibn elastica es:

SETP=2) smde=—| Mlidx

‘—.nnu ..&u ﬁ.&ku 1 -b‘nw.d
T =
w 2E w 2Bl El

(4)

30

ANMALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULO VII: TEOREMAS DE MENABREA
(B) . M i
Aplicando el Teorema de Menabrea: Hn_.u_ ....»__M_ﬂ.&k =0 .....(0)
Donde:
aM
Ifx<S<a M=Y¥Yx = ﬂﬂﬂ
aM

asx=2at M=Yx—-Plx—a)=(Y=Px+Pa - %nn

Que llevando a (i), da:
a 2
‘—..u (¥Yx)(x)dx +h.. [(¥ —P)x+Pal(x)dx=0 = & Y= =t

Por: 3F, =0 :2R;+ Rz —2P=0 = =« _mmu.ww T

PROBLEMA VILS5. (UNI,11-FEB-1966)

En la estructura de la figura, todas las barras son del mismo material y de
la misma scceidn transversal. Determinar las reacciones en B, Cy D,

—a—"
Solucidén: . . .
La estructura es hiperestitica de primer grado. Consideremos como incégnita hiperestdtica el
esfuerzo en la barra AB, Podemos analizar la estructura cortando la barra AB y suponiendo efectos
asi: .

S=5+Xr ......(1)
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Segin el Teorema de Menabrea: — =10

S
Siendo: T= Mumb..

e $(558)-2

donde EC: = constante

MMIT_U
M....]Hu e (2)

Podemos trabajar segiin la siguiente tabulacion:

as
El ] — — &5
o s 7| 3

AB a x I ax 0.739 P (TRACCION)
AC | VZa | VZ(x - P) | ¥Z | 24/Za(x — P) | 0.293 P (TRACCION)
AD a P—x |-1 | —a(P—x) | 0.207 P (COMPRESION)

Mqlh =ax+2VZa(x —P)—a(P=x) =0 —:= x=0793P

Las reacciones son colincales con los esfuerzos en las barras, luego:

Ry=0793P T Rc=0293P 2 Rp=0207P ¢

PROBLEMA VIL6. FIUC,22-SET-1949)

Resolver la viga mostrada,

Solucidn:
Consideremos como incodgnitas hiperestiticas, las dos |

componentes (horizontal H, vertical V) de la reaccidnen C. 7 dgom ————1 .EL

El trabajo de la deformacion elastica es:
) p2 (=) pp (4) pg
T= ——ds =
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De la que segin el Teorema de Menabrea:

ar &) aM aM
—=0: 42 e —_— i
= 0 Anukwuuu+ __.,__muak 0 ...[00)
dr B aMm S aM .
Wﬂlo. V2 tq..mﬂ&.a+ E.%.aﬂ.l_u wes v ()
En las que;
aM aM
CB: 0 = ] - oAz, =
=Ex<4m M=Vx—-Hx - X 3 X
aM aM
BA: 4 14 = Vx — = = — —_——
sxsldm M x—4H —3500(x —4) - - 4

Llevando estas expresiones a (i) y (if), tenemos:

(D) a_‘m% (wx — Hx)(x)dx + “.:?u — 4H — 3500(x — 4)])(x)dx =0
1] +
(2680 + 64vZ) — H(1080 + 64v2) = 5600000 ........... (iif)

* 14
(it): 2 h (vx — Hx)(~x)dx + ;. [vx — 4H — 3500(x — 9)](—4)dx = 0
+
(270 + 16v2) — H(120 + 16v2Z) = 525000 ............. (i)

Resolviendo entre (iii) y (iv) se obtienen:
H=3500Kg +
v=3500Kg T
Este resultado hace ver que la viga no trabaja a flexion, ni a esfuerzo cortante; solamente trabaja

con esfucrzo normal, Al ser la componente V de la reaccion igual en valor y de sentido oesnm.c a
la carga aplicada, la no._._.__uo_.a.:n vertical de la reaccion en A tiene que ser cero,
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PROBLEMA VIL7. (UNL13-DIC-1967)
La estructura que s¢ muestra es un marco cerrado, de seccion constante, con una articulacion en el

punto medio del clemento superior. Considerando solo los efectos de la flexion, determinar la
distribucién de los momentos flectores. Para la solucion se empleara el teorema de Menabrea.

E i
.__,:M:,Cﬂﬂ: .ﬂ
|
L “ Tl &
e
A 8 .
= e

Solucién:
En la rétula 1 no hay momento flector, y, por simetria, el cortante es nulo.

e
_ ]

EREEHIREEN
.

- Hl*.

Ll :

c) g

o T
a

o)

I

e R

4
Pu%w.u
A

A
.Mm«ﬂo"w.m+hﬂaﬂnu L...xﬂe.ulw.

--4.N
T= n—rm&m

Por ¢l Teorema de Menabrea:

at am
LA Ts.ﬂ%:_u e (1)

ar aM
—=0: = %z.mn..h“_u ....ﬁN‘l_
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Tramo Variable M aM | aM
Orig. | Interv. 34 | 3B
2 |1 |osx<a :we,«" o |o
23 2 0=ysa |menu+E__ 0 ¥
I_Epmlav.vmntxﬂu -
34 w DMH“D. 1 H er a
—_—— z i
N_En + Ba M_...__...n
i 1 X
M:f ~5@a* +Ba—— x| 3 |de > 24+ 68 =304 -(3)
0

ﬁ”_..m.ﬁudmﬁw+@u€&+ﬁrw§u +mn:w%w?u&ucl§ +16B=90a...(4)

3
De (3)y (4): A= Fwa 1; B= W?ﬁ + (compresion)
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PROBLEMA VILB. UNI,20-ENE-1969)

La estructura que se muestra es de seccién constante, ubicada en un plano horizonial,
perfectamente empotrada en sus extremos; ¢std sujeta a la accidn de la carga vertical p. determinar
las reacciones (pares y fuerzas) en los empotramientos, prescindiendo los efectos del cortante.

Solucion:

En el esquema se muestra el sistema de fuerzas y pares acciones y reacciones en la estructura, Por
simetria en ambos apoyos se generan reacciones verticales iguales entre si, e iguales a P/2. Se
generan también los pares reaccidon en los empotramientos! M'(flexién) y T'(torsién), que son
nuestras incognitas hiperestiticas.

De acuerdo con el Teorema de Menabrea:
uﬂ =0 y 2)2==0
Siendo:

&.+ |Lla__
_. 26T,
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En la que:
M | aM _ | aMe _ w._:.__nl.
aM' | aT' | oM’ | aT'
P It AB: . P 3
ara el tramo ME[IR.‘.MH - 1 0
0sxsbh M. =T = 0 1
Para el tramo BC: P
M=-T +Muﬁ i 0 -1
M, = E._.mm. -
0<y<a b z A 0
Entonces:
ar 2 M z (®  am,
Hu_ _m.._. i :ﬂnh+ﬂ|? .-.Anm._..n__n.wl_u

I: (- +[&T5%_ Euc.nmlx.,_.m&_\wgu_ua

M= Ph(b + 2ea)

T A(b + £a)
fi = El
slendo: £ m.ﬁﬁ

(F} 2 aM,

Mm.llm E.l_mh._-_ml__u oy .-_n._..@q._. ds=0
2 a ., P ]
.@.g T. +37) T:%T nL q.x:%_
. Pa?
T ==

4(a + £b)

Los resultados son positivos por consiguiente, los pares reaccion son de los sentidos considerados
en ¢l esquema.
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PROBLEMA V1.9, (UNI,17-FEB-1968)

Resolver el anille que se muestra, sujcto a la accién de una carga uniformemente repartida w en
todo el didmetro,

Solucign:
Por simetria, en el extremo superior del anillo, ¢l cortante ¢' = 0 ,

Engeneral M =M+ N'R(1—cosg) + M, ....(1)

Siendo M, el momento de todas las fuerzas externas,

M.q._na" Zpcos6l = ZaR - p= 2wk

Lo
g
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Por el Teorema de Menabrea:

i a
a) qhan_”_. o sea |T

LA T & 2R ™ aM
L] 2l |&_|Ih MY to=0 @

om0 2E1 EI M

? w n_..,a Maamz
_w.u_ ...wl.._.c_lﬂla.. o0 sen % Nhn:%ﬂh—|ﬂh— t_.lw.ﬂ.un.ﬁl_u t.:I:_._..wu

De (1):

aM
R

aM’

amM
N R(1 — cosp)

Que llevando a (2) y (3) dan:

hqz% =0 (@)

‘. M({l=cos@)dep=0 = ._‘akaomﬂmﬁﬂa_ win e (3)
o o
Reemplazando (1) en (27 y (37):

m mw
%_:m_en .-. [M +NR(L—cosp) + MJdp =0 - M +NR
n (1]
u- mw
uumhz.% e (4)

T "
._. Meosp dp = h' [M' + N'R(1 — cosq) + M,] cospdip = 0
o o

P
- N Imﬂ.__.uiunamﬁlﬁ o (5)
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Expresiones para M,

Reemplazando estos resultados y las expresiones de M., obtenemos para los momentos flectores:
m sen g 1
_”_m.vmli M, = —[w(R sen @)] ﬂlmEm.u@_n:ﬁu.u

Zir R 1
MM @ mlw-. M, Hlnemu?mmsellv = Imsxuﬁmﬁsﬁl 1)

n wh?
M.mﬂ.mn" M, =— = (2seng — 1) — p[R sen{p — 1209)]

wh?
&= I[ﬁ seng — 1) — 2wR*sen T_ ....m.mmu

Que reemplazando las en las integrales de (4) y (5), se ticnen:

whR® wR?
-_. M, dp =~ ‘—. (sen @)*dp — ._. (2sen g — 1)dp — mEmnh mmsﬁﬁlnﬂdaﬁ
T
= —1.607wRk*
" h_._m..u -ﬂu
‘-. M.cosgpdp = Il‘_. (sen g)? namﬁnﬁiwl% (2Zsenp — V) cospdp
T
2 Caeficionte de k!
—2wR? ._. sen T. =3 Jcospdp = +0742wR* gy a T W % o
’ BEpST | {0012~ 0ATIes g+ 05 (e} bt wenn |0 |00 | sann
Llevando estos resultados a las cxpresiones (5) y (4) obtenemos: ¥, I
FEPST = (01T~ 04T 2eon g = peng) wl! wnr |
& 2
(5): N = mﬁ+n.qbue R*) = +0.472wR & N'=0472wRk — Ssesn = {1012+ L26cong) at? Wi |der AN
. 1
()" M+ 0472wR? = lmﬁry.mowexﬁ = 4+0.512wR?

o M= +0.04wR? U

El esfuerzo normal N' y par M’ son de los sentidos opuestos inicialmente,
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PROBLEMA VIL10 (UNI21-0CT-1968) b
El esquema muestra una estructura de fuselaje, con uniones rigidas en A
y C, en la que [yc = 51, Lige = I .considerando unicamente los efectos
de la flexion, resolver esta estructura. se trazara, finalmente, en forma
esquemdtica los diagramas de momentos flectores y de los esfuerzos
cortantes. ! A F—c "t

Solucién:

Por simetria fisica y de carga, en la scecién B solo hay flexion y esfuerzo normal; el cortante alli

es nulo. Tomaremos como inedgnitas hiperestiticas N y M’ en la seccion B.

De acucrdo con ¢l Teorema de Menabrea:
dr dr

=0y —=0 '
am’ an'
-
E_n
Si ==
iendo T th.nm
M aM
o sea que m.__.m.aﬂmuﬂ aancCL)
MM c
s = i GO
3 o aM a
hnﬂncmﬁmﬂ. M=M+NR(1=cosg) = E;ﬁ!l_. N =R(1—cos¢)
ds = Rde
V2R i ; 2 aM a V2
,ﬁ.uﬂn:Mleml. s.__lm.n.l__s_u+2hhu+.|u.. adl T I mm.—._.lluu_
ds = dx

Noaa.i.nnw:no en las ecuaciones (1) y (2):
IR

@: _. _zh+z£c|§§:§%+m@L&._. Mo + N’ A:IJ_E& 0

: aﬁ%ﬂ u+z,iﬁl+ﬁ+&u&$ ,.....3

_E_.I.ﬁ] E. + N'R(1 = cos@)][R(1 — cos@)]R dg

+e 1y _E. Mo + V'R (14 2)] [ (142)]dx =0
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() (S0 e )

Resolviendo entre las ec. (1) y (27) se obticnen:

N' = 0.158 W_m (compresion) ¥ M’ = —0.063M, (sentido del par J)

wnn_.__wr..nu:n_o estos resultados en las expresiones de los momentos flectores, tenemos:

0<gps< Wm. M = (0.095 = 0.15 cos @)M,
dM dMdyp _dM dp 1
ycomo = i H__wmw. i siendo: m = (D.158cos )M, ¥ Frami

M,
Q= B.Hmmﬁiﬂa

5

En las que:
¢ M Q
0 | —0.063M, 0
My
45° | —0.017Mp | +0.1122°
My
a0°® | +0.095M, +c.__..mmﬂ
M,
135° | +0.207M, +P.—pmﬂ
1o
m £ oex
¢ o & ¥
L] & L
| i .o_ E%Ep
sl N o N2 &
|t xa |/
2 / :
— 8 B eosrar, | s
_%. S — H +0.458 —.f\ﬁ
_ ./..a.ﬁ. y
[
b |
[ _
=1 %
N
—e 303,
2R
0D<x .mh" M = =0.793M, (constante) y Q=0

2
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PROBLEMA VII11. (UNIL,11-FEB-1966)

C
La barra ABC, empotrada en A y en C, con seccién transversal circular de ‘_|
didmetro d, se encuentra en un planc horizontal, En toda su longitud actia 9
una carga vertical uniformemente distribuida @, determinar las fuerzas Y A Bl |
pares reaceiénen A y C,
o s

Solucidn:

Por simetria (X F, = 0):

Ry =R¢ = wl

I
Mzﬁ =0: M+ (@D 5~ Re) +1" =0

1
sP=cwlf-M ...
2
1
M==M+wlx—=wx? - EHL
0Osx<t: 2 Lk
1 am
k_nuﬂ.__".mu&_murk_ - %.‘.Hlu
Segln ¢l Teorema de Menabrea:
87
aM'
s i M2
donde: t=2| — .,
onde: T ,ﬁ_mm__.n.u+mh‘. mn__nnﬂ
. 1t aM 1t aM,
0 sea: Mmh:q.mt%nu+mmh E«m_ﬂ_‘nuun
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; Gly
Haciendo ¢ = Y reemplazando expresiones en esta ecuacion tenemos:

_ 1 L
L. ﬁlaﬁawn-eu»u Ts%+.~. (oI — M) (~1)dx = 0
o N o N
1 1 ; 1
— Ty —— 2 4 ey SO
nﬂ M'x = =wlx +m&a _=+_”o£ N.E ..._L

1 1
: &= m?.hunamf?.llemfu 0

!
De donde:
E_Hm.ﬁ.mamm+w

6 £+1

Y reemplazando en (1):
wl g

T = ——

6 e+l

Para el caso dado de seccién transversal circular, I, = 21 y entonces £ = mn\m Luego:

%lem#ﬁ% qfe,_" 26
T 6 E+2G "6 E+26

PROBLEMA VIL12, (UNL,20-ENE-1969)

La estructura que se muestra es un anillo circular de radio R, ubicado
en un plano horizontal, con apoyos simples en A, C, E y G; sujeto a la
accién de 4 cargas verticales concentradas en B,D,F y H, cada una de
valor P, considerando sole los efectos de la flexion y de la torsion,
determinar las expresiones de la flexion y de la torsién en sus diversas
secciones. Para toda la estructura, EI y Gl son constantes.

Solucidn:

Por la simetria existente, el tramo AC lo tomamos como ¢l
caracteristico; en los apoyos A y C no se producirin
deformaciones angulares; por consiguiente, lo debemos
considerar como empotramientos perfectos en esos
apoyos. Resolvamos el caso més general, con semi dngulo
central @ mostrade en el esquema. Muestras incognitas
hiperestiticas son los pares M'y T en los apoyos.
Podemos relacionar entre si estas incégnitas, planteando la
ecuacion de que ¢s cere la suma de los momentos respecto
del eje AC.

2M'sencc — 2T cos ¢t — PR(1 —cos o) = 0 srssmaracs LY
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De acuerdo con el Teorema de Menabrea:

ar
=0
dond, ‘_\|n.+h“£u& :P...:nm tend
nde: 1= | omds 1, fendo _m.__:lm endremos:
am aM, & aM,
m.,...,mnﬁ.vh._.!"mu: Rde = 0,0 sea _, m.u._aﬁ+n‘—. My— FT g dp=0 ....(2)
En la que:
2, aM
M=—=Rsing— M cose—T" seng - —— = —Seng
2 .wu,m (3)
P M
R.um_nﬁlnomevla.mmuﬁ:_.maoome -+ .m.m..,.m.nncme

Reemplazando en la ccuacion (2):

“« PR
~_. ﬁqmnu @ = M'cosp - ﬂmms.ﬁuﬁlmmuﬁunﬁ
[

+m.ﬁ —|_“n cos ) — k,un=e+ﬂ_§ﬁ_3mﬁnﬂno

O de la que:
ZM(1 — &)(sena)?® + T'[2a(l + &) — (1 — £) sen 2a]

1
= PR |a(l+ &IMQ = £)sen2a 1umum=n‘~
Reemplazando en esta expresion la de M” despejado de (1), obtenemos:

e (4)
Lo que llevando a (1), da: M’ = 2% (esca — <22} .. (5)

Llevando (4) ¥ (5) a la expresion (3), tenemos las variaciones de los momentos flectores y de los
de torsidn:

M= PR [cos(a — @) cose
-z P T sena i i
PR sen(@ —¢@) seng LIS =i
.Pnh =—I1- -
2 4 Sen e
En el caso particular que se nos hadado a = 45° = m“ asi tendremos:
m
M= — cos(45° — ) —+Zcos _B_
wx 4
M, = MT = sen(45° — @) — ﬂMmm:ﬁ_
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Cue son las expresiones solicitadas. Dando valores a o entre 0y 45°, tenemos los siguientes
valores para los momentos:

@ M My
0 —-0.2570 PR | +0.0499 PR
15° —=0.1317 PR | —0.0013 PR
30° +0.0026 PR | —0.0183 PR
45° | +0.1366 PR | O

t
+o,a5499P0 da

<
Fo. 099 P

PROBLEMA VILI3. (UNI, 10-DIC-1955)
Resolver el problema V1-12 aplicando el teorema de Menabrea.

Solucibn:
Para la estructura dada, segn el Teorema de Menabrea:
Siendo:
fr _
= 0
m_._.
M? 4_ .
iendo: = | —ds AR : i3
siendo: T SET m . h
=% %
®) M am — _ 'y
o ——— == —.
0 5ea que h..c i mxam 0 4,00 300
donde: 1= W ak® y E es constante. Eliminando los factores comunes tenemos
5 pf OM L MaM
P i =0 el
W P d
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Donde:

aM
0=x=3.00m, M=Rx — —=x

aR

aM
300<x<500m M=Rx-5(x-3) — FT i
Y dividiendo la longitud de la viga en 10 partes iguales, o sea: A § ==— = 0.50m , podemos
escribir la expresion (1) asi:
Omnom Suom : +M nlm@lmu ;
W oR T LW R = =
(o) (c) u-n 3
x H -3
»._ﬁu -3) Mu..u
0 5ed men:unimM =0 — aR= m]]u|.u| T b
x=0 x=3 x=0p ¥

Se puede hacer la siguiente tabulacidn, en la que se ha seguido la misma numeracién de secciones
del problema V1-12:

Seccién | him) | £ m®) | xm) | k=3 m) % mM
1 0.585 | 0.2002 4.75 1.75 41.5 112.7
2 0.555 | 0.1710 4.25 1.25 31.1 105.6
3 0.525 | 0.1447 | 335 | 0.75 04 [972
2 0.495 |0.1213 | 3.35 | 025 %] 871
5 0.465 | 0.1005 | 2.75 753
6 0.435 | 0.823 2.25 61.5
7 0.405 | 0.664 | 175 46.1
8 0.375 | 0.527 1.25 29.7
9 0345 [ 0411|075 3.7
0 0315|0313 | 025 20
= 957 | 6309
5 Y 5 2
" Mllawﬂlwunem.q y Wl 630.9
x=3 xm
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Luego segin (2):
987y _ : m
R=5(Z1)=0782 +R=0782T T
PROBLEMA VIL14. (UNI,17-FEB-1968) S R s
Considerando solamente los esfuerzos normales y la flexidn, w 7 7 7
resolver la estructura que se muestra. Considerar para los E
elementos: m
12,1314: 0 = 12 om?® E =2 % 103T fem? ;
. {1=800cm* E = 1237 /Lm® ¥ T
A M 0 =75cm? L W_m L3 4 m_,m
= %m,}
B :
Solucidn: m o
Hay una sola incognita redundante. Pongamos las reaceiones 1
AB y C en funcitn de la redundante X:
cosa = 315
1)) F=0: x+Bcosp+Acosa —6=0 i
5 eosfl = 56
n.mh+mmﬂmlﬂ ....... (1) senp = 58

2) M My=0t 6(6)—(Acosa)(4) - (Bcosp)(2) =0

5
1.24 + mm =18 e (2]

qum._..uc" Asing+Bsinf-C=10
4

5
—A+=-B= PR
mL+..__w £ (&3]

Resolviendo entre (1), (2) ¥ (3) se obtienen:
5
A=204+—x
3

B=-72-24x; ..[4)
C=12T

Segim el Teorcma de Menabrea:
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Donde: 7= Tflex. * T norm,

5
i3 5 +~.::_ _akuwxrqu — 2.4%)(3.6) + (20 += n.w@_ S0 )
: . " 2y
Siendo; ﬂﬂnk, - de ¥ ﬂ_._o_.-n. = iAol
251 2EQ En ln que efectuando operaciones se obtienen los siguientes resultados parciales y el total:
S {a) Debido a la flexion en 2345; +0.54205%-0.81301
de _prHon. FoF (b) Debido al normal en 2345: +0.00039x+0.00463
* JEa®t =0 ....(05 :
x EQox (c) Debido al normal en 12,13 y 14: +0.00157x+0.00954
— TOTAL= +0.54401x-0.79884
2 X 10°7 De donde: +0.54401x-0.79884=0 x=147T

Para los elementos 12,13,14: EQ = A u (12em®) = 24 x 100 T

cm?
Obsérvese que si se hubiese considerado solo la influencia de la flexion, x se determinaria
haciendo igual a cero la expresion (a), es decir: +0.54205x-0.81301=0, de la cual X=1.50T.
Reemplazando x=1.47 en las igualdades (4), se obtienen:

A=2245T. B=-10.73T.

Es decir que los esfucrzos en las barras 12 y 14 son de compresidn, y en la barra 13 de traccion.

y para el elemento 2345: E = 123 X 75 = 9225 T y ] = (123L.) (800 cm*) = 9.84 T m?

Expresiones para M,F y sus derivadas:

variable
Elem. g, | Toties by | M F oM | aF PROBLEMA VIL15. (UNI26-DIC-1968)
e : ix | dx La estructura simétrica que se muestra estd formada por una
23 2 0=y=2|2 xy 12 y 0 picza de acero ABCD, de rigidez flectora EI constante,
armada con cineo barras, cada una de seccién transversal 0,
5 5y capaces de absorber solo fuerzas axiales. Prescindiendo de las
. +|h__,-u\.IMU.| ...1.—.N+_W =|= w
34 2 2=sy=4]2 ry = 9 o 4 fuerzas cortantes y normales en ABCD, hallar 1a fuerza en EF, A {—
(5] 4 d—y | —= !
=2y —(2x+6)(y — 2) =16-zx K] :
._,E_B,o % la deformacion eldstica en toda la estructura.
45 2 45y<6|2 =6(6—¥) 0 0 0 _ NZL
12 o X 0 I mm_ 27+ M 2E0
13 360 —-7.2 = 2.4x 0 -2.4
Segiin el .ﬂSEEn de Ensnwﬁp. en ¢l caso propuesto:
b 5 0 20 + MH 0 m m
k. 3 e |Bn+| ..,_Tl.h ) (1)
E i

Reemplazando estas expresiones en (%), asi como los valores calculados para El y EQ), tenemos:

1 : A paraAB: 0=x =<1, .._.__HAEIJJMIAmw.VW - mlEﬂ.....lMu
QQ E.”_E&,L‘51@13@;35;5&7,....E B R 3y &
x
. T ; e T AT Ul ﬁ@v L M_ B
+QINMM=ﬁﬁ!Hm|mHVH|MW ﬁwuwn—- .::.._ﬁ&u ) : paraBC:0sx=<!l, M ANVﬁN-—-HV 2 G_.v 7 Ww. % !
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Por simetria los términos (i) y (ii) los consideraremos solo para media estructura;
w ANl 4F V3 2wy 7l x?
©=7 % ﬁﬂﬂ Iﬂi ﬁlﬂuv iy % _@ G+ -5 [[ﬂ_ ﬁ v

= 7 ﬁ.__ — 243wl

v L g8 3\ ! 1y Iy 1 n_ 3
@=55{(-27) D)5+ (-3) (- Dssreni) - @ 1y
nan.:_u_aum_ﬁ_o estos _.E_Enm en(l):

—==(5y - NJ.__IEG+ T__.|+H”c.. 0

me BEf

De donde:
_ kn_qﬁ.m\u___
.‘_luﬁ.u\ﬁ._.mﬁaﬁiukb Esfuerzo en EF

PROBLEMA VIL16. (FIUC, 17-NOV-1959) : _ - _
El semiportico ABC esta sujeto a la accion de Ia fuctza de 870 kg, ua
Aplicada a 0.65m de b. trazar los diagramas de moments flectores
y de esfuerzos cortantes.

L m=gaomt
Solucién: 1=

redundante, tenemos que:

:_q:'ﬁ”'

$ cnmmnazm.l Rma&n+ ._._c_uk sRdr=20

Siendo:

para CB, 0=x=270m, M=Rx = m__.nk
para B4, 0sy=065m M=270R = @thm

aR
0.65<ys412m, M =270R —870(y - 0.65) — mm_.# 2.70

g I
Y haciendo £ = u\..,.. reemplazando en (1), tenemos:
412

w70 0.65 )
m..h . (R (x)dx +.‘_.”. (270R)(2.70)dy + ,‘. [2.70R — 870(y — 0.¢.5)){2.70)dy = 0
!

0.65
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¥ | meemmt
Considerando la reaceion R (vertical) del apoyo C coino la ‘—l e il i o

.—_u

IE: + (27)*R[Y)§ + 2.7[2.7R, — 435(y — 0.65)°], " =

e donde:

R=+403 » R.=403Kg 1

Con este resultado se pueden ya trazar los siguientes diagramas de momentos flectores y de
esfuerzos cortantes, con indicacién de las reacciones de apoyo:

2N zoom | o g

PROBLEMA VILI7. (UNI, ENERO-%969) ;
Los elementos 1-2-3-4 son de EI = 300 Tm? | y los 2-5-4 y 1-5-3 5
son de 11.4 ¢cm’ de arca transversal con E = 2000 T/em?. resolver l_’

la estructura prescindiendo de los efectos del cortante y del normal en
1-2-3-4.

EL qs_u&o dela nw_.c:_ﬁﬁ? cldstica en toda la estructura es:

e ME%+MN

maw.n__._ el Teorema de Menabrea, en este caso:

:&. ._ux.l?, s M.x.._r]h 0 e (1)

En las que ¥ es la tinica incognita hiperestitica, y ademds:
T
(D, =300 Tm?  (EQ), = ?E_alv (114 em?) = 22800 T

aM
para el elemento 12: 0 £x<3m, M= -yx(0.8) - ﬂ ==0.8x
Para elemento 23: 0<x< lm
M =+6x—y(4~-x)(0,6)-yx(0,6)
aM
M=b6x=24y >—=-24
Yoy

| <x<3m,
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M =+6x—24y-6(x~1)

oM
M=6-24y = —=-24
e
Para los elementos 15, 25,35 y 45:
dM
==y —=—
- Y 1
L=2.50m

Por simetria los términos (i) ¥ (i) de la expresién (1) los consideraremos solo para media
amﬁ.ﬁ.EE.

@)=

_“m:H ﬂ. [~yx(@8))(-08x)dx + ﬁ (6x — 2.4y)(~2.4)dx + % (6 - 2.4y)(2 &i

@) = E:,. ——(17.28y — 21.6)

5
() = g 2N DESO) =

E;”

wnnau_mﬁ_:n_o estos valores en (1):

5
17,28y — 21.6) + =0
_“ y — 21.6) _h....n”_nu.

ﬁ.ﬁ:»

17.28y — 216 Sy
0 sea, 300 + 22800 0 — &~ y=1245T

Resultado positivo, que confirma la suposicion heeha de que el esfuerzo en los tiranles s de
traceidn,

PROBLEMA VIL18. (UNI,15-JUL-1968) L

La viga 1234 de momento de inercia I y drea de seccion 4 EEEE:
transversal A, esta rigidizada por las barras que se muestran,
todas de seccitn transversal € y del mismo material, tanto |
barras como viga. Prescindiendo de los efectos del cortante, _ b,
determinar los esfuerzos en las barras y la distribucién de ._.‘.n.ll_lﬂ a1
momentos ¢n la viga.

Solucidn:

Por simetria fisica y de carga, solo hay una .AIL,‘ T . 3
incognita hipercstitica; denominamos x a esta O _____I'_:; k‘.

munoﬁ_wﬁow?ngnz_uwg inferior 65, s "2 aT

aplicando las ecuaciones de equilibrio estitico, se
obtienen las expresiones de esfuerzos en las barras
y reacciones de apoyo que se indican en el &

el
esquema. Ademds, a lo largo de todo el elemento —lﬁ. I+| .FIL*

4

x X .%._ﬂ

W — ﬁ-_..._uﬁr
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1234 se genera un esfuerzo normal, igual a X.
De acuerdo con €] Teorema de Menabrea: Wn =0 ..(1)

Enlague T = Tpex + Tnorm.

Siendo: .

ME N
Trex. = | 55795 ¥ Taerm. T ‘_. mmﬁ& 5 M..mm.m
Luego nnm,.:._ (1

1< AN
il frosd i — i B
Tn Cay+ _.z dy+gy No=l=0 @

3 L o aM
=jway—geyt-x = 5=

Paraeltramo I: 0=y =a, an
N=-+x = p=ed

3 1 aM
EHME&.IM.&.NIHn - —=-a
Para el tramo II: a Sy <2a, N

N=+x - ——=+1

Que reemplazando en (2), sicndo 2 los tramos I, tenemos:

w% ; @.e&. = wewa ~xy) (=dy +§ .ﬁunﬁw o _.Q F—xa)-a)dy + 3 ‘_. B
1]

+ L RVE) (DA} + HE@W@)] =0

Ecuacion de la que obtenemos:
1.1
x= wa

1+52(kg) + 186

o sea, x = d.wd
1.1

1+52 ﬁnhﬂu +18 Hmmmu_

siendo, =

En la que:

5.2 ﬁ “ h_.w corresponde a la influencia del esfuerzo normal en E....uﬁ...nm.u_
a

1.8 ﬁyv corresponde a la influencia del esfuerzo normal en la viga;
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Si se prescindiera de estas influencias, o un coeficiente muy aproximadamente igual a 1.1, para
para dimensiones corrientes, tales Wrminos influyen muy polo, siendo, pues, & un coeficiente muy
aproximadamente igual a 1.1. Para trazar ¢l diagrama de los momentos flectores:

Tramo I: M quﬁleE&nlnﬁ.nﬂ;
y=0 M=0
M=(15-a)way-050y*{ y=(1.5-at)a, My, =05(15-a)" wa
y=a M =—(a-1)ad®

y= P M=—(a-1)aa
Tramo I1: M HNE&EWE&NI% ﬁ u

2 ..|n M =(1.125- o)’
=t
(uaest]a Ak
I— A
AM_._\ T . o
WP | =
. ot g Hecteres
o5ks 4 ! aglL5af.0a %
| o+
.8 “ o __ o
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PROBLEMA VIL19. (UNI, 21-0CT-1968) e —— 289 e
PPara la estructura que se muestra, todos los elementos son de 2 i e b
1l constante. Resolver la estructura considerandeo (inicamente
los efectos de la flexion. Se trazara, finalmente el diagrama 5 atom
e los momentos flectores. _ ol

Solueidn:
La estructura dada puede transformarse en la que aqui 3.0
aparece, en la que la articulacion en 4 ha sido sustituida por la
interaccion que alli se presenta entre las partes 34 y 54 de la
estructura, o sea las fuerzas H y 'V, que serdn las incognitas
hiperestiticas{ la flexion es cero en la articulacidn). De .. !lf
ncuerde con el Teorema de Menabrea:

u L Lo
" fAG 4 =0 wis (1) ¥ =0 o |
&
5 siendo T i ds luego,siendo EI constante:
v = | 35 g '
et | 5
"
: ._.211& -0 @: Tn|& 0
p 5
F 257 —d st
Para las que
WVariable aM | aM
Tomo | et | Tatevale: | | v
43 4 0=x=<3|+Hx x 0
32 3 D=x<4|+3H-Vx 3 “X
21 2 0=xs6 | +H3x)4V 3x | -4
45 4 0=x<3 | +10-Hx x |0
51 5 0= x <4 | +5(2+x)-(V+7.5)x-H(3) = (10-3H)-(V+2.5) | -3 | =x
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Reemplazando estas expresiones, se tienen:
Diagrama de los Momentos flectores.

3 4 6 (Momentos positivos significan los momentos flectores que generan tensiones de traccidn en las caras
(1): “, (Hx)xdx + % (BH = Vx)(3)dx + .“ [H(3 = ) — 4V](3 — ¥)dx interiores de los elementos).
] o o
3 4
+% (10 = Hx)(—x &T_% 10 = 3H) = (V + 2.3 W —3)dx = PROBLEMA VII.20,
0 w0 0 I« )= I-8)dx = En la viga AB perfectamente empotrada en sus dos .En.m
35 extremos, de seccitn constante, actia un sistema de o o P
" : Betlae: Hewr o Zon: pares uniformemente distribuidos a lo largo de una mb NNy &
A longitud *s*, a distancias “a" y “b" de los extremos. ; i
2): - - —-x) = s .
@: [ o - va-2ar+ [t -2 - av1c-pax St Sall ey IS o m k P
4 viga, Determinar la distribucién de los momentos
+ h [(10 = 3H) — (¥ + 2.5)x)(=x)dx = 0 G
Delaque V= W Ton. Solucién:

En primer lugar reselveremos el caso de la viga dada, con un tnico par Ty aplicado a distancia £
del extremo A, que tomamos como origen de coordenadas. En los empotramientos s¢ generan los

: .".____.,.. & pares torsores Ty ¥ Ty, que hardn equilibrio al par aplicado, es decir que:
a_ % ¥ 3 T+ Tp+To=0 ..(0)
ws [ETIIIIININTY,
Dhagroma. de los
el m_ro,.rqt....
o L (momentos pesifives
——b Sgnficon les momen-
fos Jlacleres qua
R oy
: de “Taccibni en kg De acuerdo con el Teorema de Menabrea tendremos:
n___”_.n.& r..ﬂ___ruﬂmn ke ar )] _I_u
i _ ] clemeitay ki AR gt o
~35 - an 5 ) T o0, siendo T » NE..&
X
L ?ﬂ +
i (B) oM
L e | O |
Para trazar el dingrama de momentos flectores: Adoptemos Ta signiente convencién de signos para los momentos torsores: mirands seghn ¢ eje de la viga, en
Tramo: el sentido del erecimiento de la variable { en nuestro caso de A hacia B), ¢l momento torsor es positivo si es
35 parax=0, M=0 del sentido horario, Asi, para los sentidos considerados en el esquema, tendrémos:
A M= parax =3m, M=+4292T aM,
g s R para 0SxS§ Me=+T; — & SSl=+41
| iyt PEUERS M =429 T ar
26 parax =dm, M=4+245Tm para Esx=<l Mi=4T+Ty — = m..w..mﬂi.
a1 Eﬂmumtma parax=0, M=+215Tm A
i 36" | parax=6m, M=-=368Tm
3s parax=0 M=<+10Tm Reemplazando estas expresiones en la ec. (ii):
- M=10-38% | parax=3m, M =+7.087 e oo 1= £
pargx =3m, M =+7.08Tm ._. GTOEDdc+ | GTATYEDd =0 — & Ty==To— ..(1)
35 parax =0, M=+47.08Tm ¥=0 xmf
51 M=708-=x
137 | parax =4m, M=-3.68Tm £

que llevando o (Dda: Tp=— ._..uq A.Mu_
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Lo que quiere decir que el par aplicado T, se reparte cn
; los  dos empotramientos en  forma  inversamcnle
L] qm.ﬂl.._._.::::?_EE:_& i proporcional a sus distancias a tales extremos, y con
*L ®  sentidos opuestos al de diche par aplicado; pues los
: resultados negativos de (1) y (2) explican gue los pares
% #-E : generados en los empotramientos son de senlidos
F % _ opuestos a los originalmente considerados. Se obiiene
T & I enseguida el diagrama de distribucian de los momentos
am Torsores que aqui s¢ indica, en ¢l que se aprecia que la
distribucitn es semejante a la de los esfuerzos cortantes originado por una carga en la viga,
Para el problema que nos ocupa considerando un par infinitesimal wd§, aplicando las expresiones (1) y (2),
ftendremos:

+T &/r

Cooaa

Shsa st

a—
&

{=
nm.qq\. = |.....-...-..ﬁ|_..|ﬁ. ¥ a.-..u.n = I.En_.ﬁ%

Ecuaciones diferenciales que integradas para el total del par repartido aplicado, dan:

fmatt wib b
Ta= .ﬁ-pnm.rr..gn__iﬂt_nll4ula.a..... L ;
& H..Hl._..nw ar,A I Far,
I e f-e |
?Em @ wsm a b=
Tas| o -Ted=-T=-ng *
.nlnnlm +H-W
& Tp=—=Ts— BT
ol ] _ “._E_"__m
« I O3 En) i - —
BY 1,

Con eslos resultados se puede trazar ¢l diagrama de distribucién
de momentos torsores pedido.

PROBLEMA VILZ1. (UNI, 24-JUL-1970)
Encontrar las reacciones en A, C y D. para ¢l portico mostrado en la figura considerar tnicamente

los efectos. De la flexion. p=16kp, 1 =9', E = 300002Z, | = 650 in* .

in%'

Solucidn:

Es una estructura hiperestitica de 2° grado, externamente. Escogemos como incdgnitas
redundantes las componentes x; yx, de las reacciones en A y C. Para poner las oftras
componentes de las reacciones en funcién de las incognitas hiperestiticas x, y x, , planteamos las
ecuaciones de equilibrio estitico:
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.= B
el | 12

1 P
D MFn_r #E+EE+#E|AmTo - H=ronon )

2) Mﬁu? X +Vp—P—x;=0 — Vp=P=xy+xs (i)
r =
3) M?n? Hy—Hy=0 — Hp=z—xi=% (i)
De acuerdo con el Teorema de Menabrea:
dr ar
dx, Ox3

2
siendo para los efectos de solamente la flexién = wﬂm

En el caso dado, siendo El=constante para todos los elementos de la estructura:

ar 1 aM aM .

ml&- lm\—‘tmluu&h =0 B \“ .-._nMMi__.aﬁm. =0 :..:.Inn.ﬂu

ar 1 aM aM

M“Im\‘aﬁnhlﬂ ...—\zﬁ&lﬁ_ _ _.‘..mu.

En estas nltimas ecuacioncs:

P ! AB: 0 J M=X, m:al m..._q.la

ara el tramo AB: MHMM. =X;x mmu.la mkul
! I aM aM
MMHMH. .II_N_H..LUAHIMw wl..«alu.. _wl.n.uﬂ_.._
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FParaeltramoCB: 0=x <!, M= —Xax |ﬂ..§ =0 oM =—x
dx; dxy
Para el tramo DB: 0=y=l M=Hpy= l...u_.. M a oM -
o F] b U mﬂﬂu TSN m.&u ¥

m.on.su_numﬁ_o ....,m_mu expresiones en las ccuaciones (iv) ¥ (V)

\ M— o —ds = ‘. (X x)(x)dx + b‘ T_a P T = rv_ (x)dx + “. — | — &y = hnve_ (—y) dy
=0

= 5B+ b - pias :Tgm -3G-%-%)pk=0 -

& 32K, + 16X, — 13P =0 ... (vi)

% Y % kR h q RMu X~ x,) L (=y)dy =0

Wkn
WH. e a7l P
3 2 [x%]5 Isﬁilﬁ kwu??na -+ & 3+~$|ltc,..?=u
Resolviendo el sistema de ecuaciones (vi) y (vii), tenemos:
3 3
fymglimgtio)= Xy =6Kp.1T
z rf,,. rfﬁa =1 s Xp=1Kpd

m_...__llll,qll.uulpuuunr.ﬁmul_, s Hy=1Kp.—+
Hp = H, ~ Hp=1Kp.+
5 11

=P =P 4 — ﬁﬂﬂ_ﬁ" (16) =11 A~ Vp=11 Kp.T

......1».,

PROBLEMA VIL22. (UNI, 23-ENER-1967)

El anillo de seccién constante que se muestra estd perfectamente
empotrado en A y sujeto a la accién del par M, ubicado a 90° del —
empotramiento. Determinar la m_mﬁrﬁa_.._ de momentos flectores

en todo el anille.
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Solucidn:
i seccionamos la estructura en B, aparecen tres incognitas hiperestiticas el momento flector M,

In fuerza cortante Q' y la fuerza normal N, De acuerdo con el Teorema de Menabrea, siendo

Tendremos las siguientes ccuaciones:

1 o Mo df =0
) o " ﬂ

aM
3m|a.|a %xﬂQ%L
wuala ‘ﬁx%ﬁmm_ 0

Las variaciones de los momentos flectores son:

0=8="5: M =M +QRsend + N'R(1 — cos §)
Parte(l) | . =

Nwmmm.uﬂ“ .?__N"sﬁ._.lxn e vee (02)
Parte (11, 0=8<m M =M —Q'Rsin8 + N'R(1 — cos )

Derivando estas expresiones, lenemos:

aM]  ami am" oM am} ami
i i S kel — et e — Rsing
aM'  aM'  am o ay aQ’

aMm{  amil MM
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Reemplazando estas expresiones en las ecuaciones, tenemos:

1) [MInde = [)72Mlde + Jiy, (MY = Mg)do + [} M0 = 0

i
2z

n " L4
= “ (M + M")da :.x; df = w‘ﬁ [M'+ N'R(1 — cos@)]d8 — .__._.;Eﬁ__u =
[1] Q

=2[M'8 4+ N'R(F —sen®)]F — Mp(m/2) =0 -+ & M +NR H.M.__.__.? P

aM 2 " L
2) %xm@.ﬂ% u‘ﬁ MiRsen0do+ | ( M| =My)Rsend %+% M"(—Rsen@)dé = 0
o it

-nm‘N
" i I
= ._. (M) — M"ysen 6 de — M, .‘M-__, sen @ df = NR. Q'R (sen @)% dé + My[cos 8%, =
o A b
1 x My
=0 —_ — M, = s Q== i
=Q'R T 7 sen Nm_a My=10 - & @ o wres (i)

M - Rt
w;.kﬂ..%uh MIR(1 —cos8)d6 + [ ( MI — My)R(1 — cos 8)d0

"2

"
+ v‘. M"R(1 - cos8)dd =0
o

n "
= a (M +M")(1 — cos0)dO — M, | (1 —cosB)do
o A

= & [M" + N'R(1 = cos 03](1 — cos 8) d& — My 0 — sen B,
a

I*r. .ml m n...u.t ..
1?% E_S+szm u%:mfmm__méo Mo (3+1) =0

M,
2M' + 3N'R = Mw._. (m4+2) ... (i)

Resolviendo entre las ec. (i) y (iii), tenemos:

My My
g, £ _— =gt
M = an_@ ) N P
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Reemplazando estas soluciones y (if) en la expresidn (a) se tienen:

M,
0=/, E_hﬂmm?,wanmmzmlnammuu_
M
Tps0sw, Mj=_[-3m+4(send —cosO)lf . (b)

M,
o<o<n, M" n%?i@ﬂ_m +c0s8)]

En las expresiones (b):

] ?.:
My o My ~0.068M,
v | -4 0.068M, | == (= 4) A
My Mg
o | a2~ 243 +0131M, | (w2~ 243) | —0.185M,
M| oase | Moy +0250M, | Mo —443) =0.200M,
4n 4

&0° M..mﬁa +23-2) +0.36TM, .”__m? - 2f3-2) | —0.185M,

My My —0.0EBM,
90" M._..n:?. +4) +0.568M, .nn..nH 4) 0.068M,

My My o —0.068M,
20° | =(4-3n) HOMIZM,y | o= (= 4) . o

M,
1200 mﬁuua +2/E+2) | -0315M, | 2 (x=20F +2) | 401334,

My

My | 135° | 2 (=3m + WD ~0300M, | =(m) +0.250M,
My My

150° 2 (3w +2+2V3) | ~0315M, | (w2 +243) | +0367M,
o | M o My

180" | =2 (=3 + 4) 0.432My | (w4 4) +0.568M,
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CAPITULO VIII

Este problema puede resolverse en forma mis directa y sencilla si observamos que el par aplicado My genera
en el empotramiento A un par equilibrante igual ¥ dircctamente opucsto, en la que se tiene un sistema
estructural simétrico cn relacion al didmetro subiendo a 45% entre ¢l par aplicado y el empotramiento. Por la
simetria del sistema, seccionando segin ¢l gje de simetria, en C no habri fuerza contanies solo aparccerdn dos
incognitas: el momento flector M™ ¥ la fuerza normal M. Se tendriin las ecuaciones:

ar O=m aM
Hgg=R & | Mageed=l METODO DEL AREA DE MOMENTOS
=
2) mm%m =0 M %% =0 NOTACION.~
o b Angulo que hace con el gje de abscisas la tangente geométrica al eje de la estructura (gje
aum no deformadao).
En las que: it
0S0< nf4, My=M"=N"R(l—cosd) M= Frcosd Momentos reducidos.
a__\ﬁmmm_ﬂa zﬂuh__u.n—-.?ﬁa & . ' 1
" Az, Angulo que forman entre si las tangentes geométricas trazadas en los puntos B' y A’ del
.n../. Lo & eje deformado,

tga Distancia del punto B' del eje deformado a la tangente trazada en el punto A' del eje
deformado a la tangente trazada en el punto A’ del mismo eje, distancia medida
perpendicularmente al eje de abscisas considerado.

s} Area encerrada por el diagrama de momentos reducidos, entre los extremos
correspondientes a B ¥ A.

Lucgo:

4 4 n mwf4 w
1) _, i i _ﬁ My(1) 0 + _\ Ma)do — [ Mydo + % (M, + Mg) d6 = 0 ¥ Abscisa del centro de gravedad del 4rea § medida desde el extremo B.
o OM' o /4 74

o w
u._, 3%+§.._, d0=0 - M"—N'R+2My=0 ....(iv)
ﬂ

it 4 TEOREMAS DE MOHR (También denominadoes de GREENE):

1. El dngulo entre las tangente trazadas en dos puntos B
y A’ del gje deformado, es igual al drea encerrada por
el diagrama de momentos reducidos entre esos dos
puntos;

:..w._rq 3_:__ . -
Mu % Moo = :.ncsaasaf..ﬁ MaR(1 — cos 0) d6
] a w4

e n N x
u_. M (1—cos8)df+My| (1—cose)do=0 - mzfz.,.f.%mi,ﬂno..:.E_
a

L]

Resolviendo entre las ec, (iv) y (v) se obticnen:

VZM, My

al
A, = 5 Mdx=0 .10
= ¥ M= (=30 + 7

N

2, La distancia del punto B' del eje deformado a la
tangente frazada en el punto A’ del mismo cje, es
igual al momento estitico ( con respecto al eje que
‘pasa por B') del area del diagrama de momentos
reducidos entre esos dos puntos:
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b _ o
i ‘. (b—fidx =057 ....(2.1) PROBLEMA VIILI. Jj S P
; & n
Determinar la deflexion en ¢l extremo B de la viga mostrada, N _
REGLAS DE SIGNOS.
Solucidn:
Para los momentos M:  + Si genera compresion en las capas superiores y traccién en las Para M_ &.uﬂhsﬁ de Hoﬂﬂ:.om Hﬂ_cEan..
inferiores, nlﬁllw = —— ==
G=sl-m/0=-3z #=3
- Si genera traccién en las capas superiores y compresién en las Luego.
inferiores. ) = PIN 12 e
Foii = Rz A| m.ﬂvﬁ& =3 !
Para 88, : De la tangente en B* a la tangente en A" v = »clqu 1
+ es sentido horario U 35t
PROBLEMA VIII.2. 2F gr
- es sentide antihorario J ) _L ..L

deformacién angular en A y la deflexion o+ i
en C. las caracteristicas de la viga son: Sico ; 400 m L
E=2%10°T/em?, | = 4000 em*.

B
Para la viga que se muestra, caleular la ),
+

Para by, : Del punto B’ a la tangente trazada cn A’
+ es hacia abajo | B
- &5 hacia arriba T B Solucidn:
Se trazan los diagramas My M de
momentos  flectores y de momentos
reducidos,  respectivamente, Por - la
simetria  fisica y de cargas, las
deformaciones angulares @,y #, son

ipuales entre si, m.@rEl_::l:v. f_...u‘ |

& T,

oy =22t AT f
@EHE_E&E.&EEE\_

Siendo, segln el 2° Teorema de Mohr, f—

METODO:

Haciendo uso de los dos Teoremas de Mohr es posible encontrar deformaciones angulares ¥
deflexiones en elementos sujetos a flexién,

El método puede ser prictico en casos de vigas simples.

Cuando se tenga un elemento curvilineo en la estructura, es posible tratarlo como elemento de cje
recto con rigidez flectora igual a El cos ¢,

B
—

dp, igual al momento, respecto de D, del heac T oAtom L
drea del diagrama de momentos reducidos comprendidos entre A yD:
1 6 3 1 6 150
doa =5 (3.00) (57) (8.00) + (4.00) (37) 5:00) +5 (3.00) hﬂu @00 =—-

15
By = i (en unidades Ty m)
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En la figura:
8¢ = 85(3.00) - dep

Donde 8, = 8, , y, scgiin el mismo 2° Teorcma de Mohr, dey es igual al momenta, respecto de C, del area del
diagrama de momentos reducidos comprendido entre D yC:

1 6 9
dep = 5(3.00) () (100) = -
Por consiguicnte,

15 9 36
mnﬂuﬁlmﬂulﬂ & m.n“ﬂ

Seglin los datos del problema:
El = (2 X 10° T/cm?){4000em*) = 8 % 10° T, cm? = 800 T, m?

Entonces:;
15
iy = 800 = 0.01875  ~ {0, = 0.01875 rad. U
36
mnlglc.a_n.m:r A Je=45em.l
ST-rm T
PROBLEMA VIIL3. (UNI, 24-OCT-1968) .flﬂﬁam
Aplicando el método del drea de momentos, determinar Ia deflexion en ﬁE+ =
B. para toda la estructura EI es constante. |Tfa 3o —|
Er=4anTm*
Soluciin:

En primer lugar, el par aplicado en A tiene como efecto sobre el extremo B del tramo BC, la fuerza de
2Tm/2.00m = 1 T T, Los momentos en el empolramiento C son:

1} Por la carga repartida
' 1
Me= IMAA‘ T/m(2.000° = —8Tm

2)  Por la fuerza concentrada en B:
M'c = +(17)(3.00) = 43 Tm

Con estos valores se trazan los diagramas de momentos reducidos,
De acuerdo con el 2° Teorema de Mohr, Ia distancia del punto B del
eje deformado a la tangente trazada en el extremo C del mismo ejef
es decir, la distancia B'B, o sea &g), es igual al momento respecto
del extremo B del area de momentos reducidos comprendida entre B y C.
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Las dreas y centros de gravedad correspondientes son:

1) Para la carga repartida: ._l*r\l;#“__
. 18 _-16 Tdiz =~
0 =3(z7) com = 357 o G |
I/, 7"
2.00 3
X =300~ == =250m _ rwwj
2) Parala fuerza encontrada:
1,43 4.5
% =3(F) G0 =+ 37
X= .wm.au = 2.00m
Luego, "
- ﬁwl.ww (2.50) + ﬁ%v (2.00) 5, uwp.m

Reemplazando EY =420 Tm’
e
T 3x420

8y =00103m =~ 8 =103 mml

De acuerdo con las reglas de signos, el signo menos del resultado &, significa que la distancia de
B’ a B es de abajo hacia arriba, Luego para, §; L.

PFROBLEMA VII4, (UNL24-JUN-1968) ..1.\“: o ot
Aplicando el método del drea de momentos, 4 TTTTTIIIIII = w
solucionar la viga mostrada en la figura :

sometida a la accién del sistema de cargas
indicado.,

tomar: | = 2400 em*, ¥ E = 2 x 10° Kg/em?

A
4

Aplicando el 2° Teorema de Mohr entre los
puntos 1 ¥ 2 y entre 1 y 3, se tienen las 2
ccuaciones  necesarias para resolver  las
incognitas My y Ma:

1) Distancia entre ¢l punto 2 del eje deformado v la tangente geoméirica en 1 del
eje = momento del area de momentos reducidos comprendida entre los puntos 2 vy 1,
respecto de 2:
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o= CR) @) G+ B R @) Gxa) + f ) ] 3x4)
=+ 2My My =16 ...(1)
2) Distancia entre el punto 3 del eje deformado v la tangente en 1 del egje= momento

respecto de 3 del area de momentos reducidos comprendida entre 3 y 1
o=f(-g)® +m_h 7&._. 3@ @]+ 5(-5 ) ?|Gx7)
+—u .u.an..- ﬁwuw Hm“_.TFA.w.E ﬁ.muHﬁ U = A2My + 91My = 712 .. (2)

Resalviendo entre (1) y (2) se obtienen:
My =532Tm M; =536Tm

Resultados positivos, lo que significa que los momentos son del signo supuesto, es decir,
momentos negativos.

PROBLEMA VIILS, (UNL22-AG-1966)

Por el método del drea de momentos, determinar la
deformacion angular en la seccién B y la deflexion en C. 1a
rigidez flectora es constante: Ef = 810 Tm?2.

Solucién:

Podemos facilitar ¢l anilisis viendo la viga en posicitn
horizontal. Caleuladas las reacciones de apoye que se
indican, se traza el diagrama de momentos reducidos M, en el
que las areas de sus parles o figuras simples son:

= 12 V10
S m_@&@h:iu = |_~EE

40410
&, = mﬂ«.@?@b =+3m
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Los centros de gravedad de estas figuras quedan:
2
para I, = 3 (2v10)m desde A

para ¥, = wWT__un. Jm  desde &

1
para £, = M_nue_ub Jm  desde A
De acuerdo con el 2° Teorema de Mohr:

12 10
arﬂﬂ_z_!&l 80

2
das =T, _m_uau_TP_ W === "3 = T3E

Luego,
dap 80 /10
Opy =0 =—— = — Ay E—
BATTRCT V10 6vI0El B T3E

Como el resultado para dyg 5 negativo, quicre decir que este segmento es del punto A del eje H_nmﬁ:uno
hacia arriba hasta Ja tangente trazada en el punto B del eje deformada.

Es tal como aparece en la figura.

El segmento dpp = m..n|um,._. segun el 2*Tearema;

dep= N....J._ —m..._q& =10 = e

(Sienda negativo hay que medirlo de C* hacia arriba), La n_n_._nxmaans Ces:
40 160

Se =TT, + 6,0 = Bge(V10 +||ﬂﬂlﬁ )+ so=zmil
Siendo EY = 810 Tm*:
410 160
?|§u¢8m~aa 3] mﬁnmﬁmsungmaanm.mu:—

FROBLEMA VIIL6. (UNI,29-MAY-1965)

Por aplicacién del método del dren de momentos,
caleular que valor deberd tener a para que B pueda 4
considerarse  como  un  empotramiento  perfecto.

| = 2000 cm®, o= 100em?, E = 2x10° kg/cm®. I

o [T ) e

a —1 Seom———]}

Solucitn:

5i la deformacion angular en B, fg, es cero. Podrd eonsiderarse esa seccion como de empotramiento perfecto.
De acuerdo con el 2° Teorema de Mohr, Ia distancia desde la seceién C del eje deformado a la tangente
irzada a la seccién B del eje deformado es decir el segmento TC" es numéricamente igual al momento
respecto de C del diagrama de momentos reducidos comprendido entre B y C:
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o= 3(-50)© (%5)+5z) © )

_ L5
o TC"= 5o (75 — 16a)

para: Oy = % g = %nqm - 16a)

Haciendo fg = 0, sc ticne la ecuacion:

75
M—-1lea=0 - nnw.mu___.mm.ﬂ

Luego, cuando el voladizo AB tenga una longitud _._nm.m

metros, en la seccidn B no habra deformacion angular
del ¢je deformado, es decir, que esa scccion se _

comporia como empotramiento perfecto. L 25n —p—20m

PROBLEMA VIILT. xd

Determinar la ecuacion del eje deformado de la viga que se

muestra, en la que EI es constante. _ ._F |
R I

Solucidn:
Trazado el diagrama de momentos reducidos, podemos obtener la deflexién y en funcidn de la abscisa x,
aplicando el 2° Teorema de Mohr entre las seeciones C y B: la distancia desde C” hasta la tangente razada en
B (es decir, el propio eje original de la viga) es igual al momento del drea de momentos reducidos
comprendido entre © y B. El area total {1 y la parcial genérica
i3, son:

o

L v
14t _:E.Z_:_ W.

=
HI..,__ —wl® -l & _ =w? |~
=3 ZE T el * = BEl % Jmx —]
Tomando ¢l momento de estas dreas respecto de C, tenemos: A
3 -
muwumﬁ_lafbﬁu

wl® 3 -z @ = ._.l_.nllll|l—|n.—‘
H ...|Hu+ ﬁw.ﬂllﬁmnil;xhkn—.k.b”_ i 49

= TBEI\% 6E 24E1 £ - H

A
4

"
b7
1.

El signo — de este resultado esta indicando que el sentido de C' hacia C es hacia arriba, o sea que la deflexion
*v" ¢s de la posicién original C a la posicién desplazada C', midiendo hacia abajo.

L TR Sy
v.ln.p.m__ﬁwh 4Px4+x%) 1

O también:

4
Fmt (3= AE 4 ()

J4E] siendo £ =

|
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Asi lenemos:
£ ¥ 4 ¥
I+ wl*
0 D . |
8ET gE (02439
* [&d
0.1 mm.r_..E.mmmd 0.7 W?h_pmd
It wlt
0| =, 0 2
gg7 (0-7338) ag; (0-0698)
L wlt
03 |2 [ 1 Bl
o (0.6027) 57 (0.0187)
0.4 E],_H.“Ph..._.mmu 1.0 0
BET
_n
ns | 2
a7 (0:3541)
PROBLEMA VIILS. (UNL23-ENE-1967) a7 (5
fo o L
Aplicando el método del drea de momentos, 4§ ) ny.
determinar la mdxima deflexion de la viga que se _u.a__.E_ L] ﬁ 200 |

muestra para la que Ef = 400 Tm?® . En B hay una
rotula.

Determinamos las reacciones de apoyos:
_‘H_m =0

~R.(6.00) +6(4.00) =0 « R.=4T

Para una seecion genérica S5, paralaque2 < x <
6, tramo en ¢l que se considera estard la mdxima
deflexion:

M, = dx — 6(x — 2) 4 Mg =12-2x

Se traza el diagrama de momentos flectores para
toda la wiga. La deflexibn para la seccidn
genérica es:

§=55 55" ..()

.Moul.u

ﬁ.__.u +dg

&n la que: 600 va e (i)

=f.x=
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Aplicando ¢l 2° Teorema de Mohr entre B y A, se tiene:

1M1 2 1 7
f=n T @ (1+30)+3 EEE_ =5

Aplicando el Teorema entre B y C:
1]1 2 1 1
4= [0 (F0) + s + @] =

Luego reemplazando estos valores en (ii):

e, 7/EI +B0/EI

55 = x 5= iia .. (HiD)

6 2E1

Aplicando el 2° Teorema de Mohr entre S y C, se tiene:

H.... 2)

wﬁfl_ @ﬂ,..ﬁa 24 Evl_. (@)(x — NUCQ 2 +s SM,0c=2)

5= r_ (3x —4) +mw 22 +m@ ~2)3(12 - y_& ()
Reemplazando (iii) y (iv) en (i)
5= mmmn |.~| Car—n+s ? D+ ﬁ - 2212 - 20|
5= 2 (24 ~ 3627 + 159x — 48) ..(»)

T VilidaparaZ < x < 6m

Derivando esta expresion respecto de x tenemos:

di
—_——— o
T mmu (6x* — 72x 4 159)

Tgualdndole a cero para determinar la posicidn de miximo o minimo (el minimo del tramo
evidentemente estard en uno de sus dos extremos).

6x2—72x+159=0 - x, =908 x, =292
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L solucion x; = 2.92 es la tinica compatible en el intervalo 2 < x < 6m de validez de la
seuacion.

Reemplazando este valor de x en la expresion (v) se tiene Ia méxima deflexién de la viga:
Bax = 357 [2(2.92)° — 36(2.92)% + 159(2.92) - 48] = 22 para Ty m

Luego,
26,52

Gmax =55

= 0.066 m & Bpax =6.6cm L
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CAPITULO IX

METODO DE LA VIGA CONJUGADA

DEFINICION.- Para la viga real AB, con apoyos simples en ambos extremos, de luz 1, sujeta a la
necidn de un sistema de cargas cualquiera, hay un diagrama de momentos flectores M, ¥ un eje
deformado de ordenada §; y pendiente 8, en la seccitn genérica 5, de abscisa a. La viga conjugada
A'B” que le corresponde, es también con apoyos simples, luz |, y sujeta a la accién de la “carga™

representada por el diagrama de momentos reducidos M = M/EI . Esa carga también es
denominada pesos eldsticos.

B
Viga
real
Diagrama de mo-
| mentos flectores
1
Diagrama de mo-
\\“l mentos reducidos
Viga | |
Conjugada Iy A _:_ B
#; s .
PROPOSICIONES.

Entre estas dos vigas se complen las siguientes proposiciones:

1" La pendiente en la seccitn genérica $ de Ia viga real es igual al cortante en la seccidn S° de la
viga conjugada:

0 =0y (L))

2" La deflexitn en la seccién genérica S de la viga real es igual al momento flector en la seceitn S
de la viga conjugada:

Se=Mg .(2])

APOYOS EN LA VIGA CONJUGADA.

Para que, en general, las dos proposiciones indicadas se cumplan en vigas reales con otros tipos de
ipoyos o restricciones, la viga comjugada correspondiente debe incluir apoyos que sean
tongruentes con los tipos de deformaciones lineal y angular que suffird la viga real asf:
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Vi raad Gon cargas o.ﬁalpnu_..
w&ﬁ o v ehifeamodo =rhr

Gdo @ _ _ w_fo 190 A1l __:w_.mm Uyg o
.f.o e d-....n MH” —Jﬁnn-

g=0 fr fifo a Wy Ty pD
m.a_‘“ T o o....u.mmd\dwman!w rgdo

Hya b

Spdn

Bara Hp=z o

Baro

Byzoff Geze # By=0
Sare S Mo Ma=o

o — Qo Ta_ -
I Hefo

Y s

ol r.mmﬂm.wnwn i I..w.l
o S o
Onionts |1§|F T 3 ah_ﬂowﬁmﬁ T

EQUILIBRIO DE LA VIGA CONJUAGADA.- En muchos casos la viga conjugada es inestable; siempre
estiticamente determina, En ella se cumplivan las ecuaciones de equilibrio estitico,

Nota: Simbologia nn__m_..n?:_ﬂ@H_w

PROBLEMA IX.1. (UNL17-NOV-1967)

Empleando el método de la viga conjugada, deducir las expresiones .m.. e um
correspondientes a los momentos de empotramicnto My ¥ M . Dibujar 1 i F

luege el diagrama de momentos para el caso  particular: _ i b _
My =9800Kg.m,l=7ya=2m.

Si considerames los momentos en los empolramientos son positives
(en la convencion de signos de resistencia de materiales), las formulas
que obtengamos, para el sentide del par dade (M.G), darin el
verdadero signo de dichos momentos en cada caso particular, Siendo la
viga de seccidn constante, en esle caso no serd necesario considerar el
denomimador El en las cargas de la viga conjugada. Sobre csias
gravitan las cargas 1, 2,3 v 4, las que deben satisfacer las dos siguicntes
couaciones de equilibrio estatico:
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DEIF, =02 Y M =0

Las expresiones de las cargas son:
2

=S 0a0) E=2(00) nnw? .L nnp?bﬂ

e
Las ecuaciones de equilibrio son:

[ +[2]+[3]-[a] = ol_.._..&+§~i[|a?|£ (1)

m _.aﬂ
3 El+- +-la1 T+wwu oi&?mi~ﬂﬂﬂ?~ﬁn+3iuﬁuu

M,

Resolviendo cntre las Ec. (1) y (2) se obtiene: M|, = b(21-3b) Eu|+|pnﬁu._ —3a)

mw

Para el easo particular dado:

9.8
My =-—=x5(2%7-3%5)=+1Tm

(77

9.8

?.....u I._.,Nﬂu_leumm.vnq UVanFu...w 2Tm T

= By Tm

FHHIT-m

Ademis:

w —o, mamumﬁa
Wlm m.«ilq 0Tm
2 7

PROBLEMA TX.2, (UNI, 26-DIC-1968)
Para la viga que se muestra, determinar la deflexién vertical y el cambio de pendiente en B,
A B [ =] =] E

Tx_.m_, 20 _ﬁ\?+

Holucidn:

Aplicamos el método de la viga conjugada. La deflexion en B ser igual al momento flector en BY, yel
vambio de pendiente en B serd la diferencia de esfuerzos cortanies{ o sea reaccion de apoyo) en B,
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Los momentos flectores en C y D son:

M n:ﬂmuﬁrwiu =—ai?

_Suuuw&m
Cargas sobre la viga conjugada:
2
al 1 3
Eln =% Z— |==al
i ﬁmu 12
wl* L. ko
El = Ela = I=—al’
@="e" HTL 24 . Nip
1a?), 1 i
Elfg=—| =— [I=—a¥®
B 72|28 ) "4
f 2%
1 ax L
=—| Z_|2t=—ax
Elg =3\ 2z |7 =3
\ 4
2( wi® 1
Eg=3 o 2 =—aN’
3\ 461 )" 3
floood™
.HH@ HH _Dnl Mmuq.—lﬁ.'.w
2(4E1 |” 4
' MJ
Em_uw o Ny &
2(4E1) 8
Reacciones de apoyo A"y B
[ 3 o’
._.._.mn.ﬂﬂu__ﬁh-_nmh_uihv.m._”h_u.?@ _M_ l- -l"a.lvhh.iﬂbh‘l.mml...m.__ﬂ ,..H_...—
5
My nﬁ___E.ETE,_”w.THThJu +Emm+m_w?Hw__rEmT_m_?a
Tal®
PA = 6k
Tal® | ol 1300
{ =2 A
LRERE: Ol T.m.ﬂu 1681 " PF = \eEl
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Deflexion vertical en B:

Sp=Mp=pa(l)- Eilﬁiswiﬁumﬁ.l mwn_m:.ma,v

16 212} ET 43E1
3
Cambio de pendiente en B= (reaccion en ¢l apoyo B'): A8y = pyr & A = m_w
, I, 16-DIC-196 1
PROBLEMA IX.3. (UNI, 16-DIC ) pasT ' P

Aplicando el método de la viga conjugada, resolver la 4n pH
viga mostrada se trazara, finalmente, los dingramas de

momentos flectores v de esfuerzos cortantes,

Solucidn:
Denominamos My M a los momentos en los extremos A y D, respectivamente; suponemos

que son negativos. La viga conjugada A'D’  extremo de voladizos en A® y en D) esta sujeta al
sistema de cargas indicadas en el esquema, en las que todos los valores hay que dividirlos por EL

Las cargas concentradas correspondientes a estas fuerzas son;

T ) P L e L R

Elgy = 2(8) mzw = sz. Elg = (8) m x.v = .mx.. Elfg = .w?uia = 16P

Eigg = AS hmx.u umz. Elg) = Wﬁmumx.u_ umz, Elgrgy = (8)(8P) = 64P

e B P i P
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Ecuaciones de equilibrio en la viga conjugada:

D IR =0 [@I+E@+B+E+E+E+@+E+ B -G -01-[E=0

m+.u.mm+m+mUz.+ ﬁm+m+m+m%+watu Tm+$+m%uw

—+ 35M +31M" = 408P w (1)

2 IMy=o0: [1()+Ele +El(s+2) +@(16+2) +E(Y) + Bz + @(s+%) +
[Bkz0) + (16 + ) - [0)(%) ~[a2) -[2(16+5) =0

2 8 16 4 32 4 56y , 2 16 B 4 40 16
Amku._. 3 Hm+MH|m|+MN|m_.| M +ﬁ.|w.h.q+w.k“_.m +m.k.m| +l@|H~¢+mk%u.?qn
16 32 56
= (16x=—+ 64 iyl
H X N_~+unmvw

= 113M"+ 166M" = 1776P ..(2)
Resolviendo entre las ecuaciones (1) ¥ (2) se obtienen:
M'=549F y M =696p

Siendo positivos los resullados, se confirma .
n que los momentos M* y M*" son de los si
decir, ambos negativos. Para P=5 T, se tienen: s i

My = —5.40x5 A My = =2745Tm
Mp = —6.96x5 & Mp = =34.80Tm

Esfuerzos cortantes en los extremos: En general Q;; = vy I.wﬁt_ - M)

Luego;
3
Qag = +5 % (~27.45 + 34.80) = +5 - 0,31 = 4469 T
1
Qoc = =5 —52(=27.45 + 34.80) = -5 — 0.31 = ~5.31 T
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-27.45™

T
40 % I

B ¢
A NI

E..&a_.smm de
Momentos flectores

PROBLEMA IX.4. (UNI, 16-DIC-1968)

Calcular la posicibn y magnitud de la
mixima deflexibn wvertical en la viga
mostrada  para  toda  la estructura
E =3210* Kp/in®, 1 = 432 in".

e ———7-3480" 460"

©
B C D
A TITTITTITIT
031" ||{||L
Diagramas de S
Esfuerzos Cortantes
-5.31"
tovp
k“__ﬂ_ .u.wll %l.l..__Th. < P o =3 .m\-

b = 4 ¢ - ﬂ.lflulgm

Caleulo de los momentos flectores en la viga real:

i
- E
i 1 9
_ é —3
u.mﬁ___ ! apep
(#
40 Pt

Cargas en la viga conjugada:

Eanwasvgug@.y“

EilZ]= W_HGEE.W =360Kp-in?

Enn%ﬁzu.uu;ﬁ?.au

Eild]= w.nssﬁ.”_ =180Kp-in?
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. @ 20, %, o
Bx - o -
n_u.. —ITQ ’ 11___*.“. \. = ! =
a
* t viea _w
Sat & 54 no&cn._mba
.+I..w. “ Pl n.h“ = _q ey qu_.
Haciendo E My = 0:
Elpg(9) +90(117) - 180(2) - 360(5) — 180(2) = 0 = - py = PMW

100
Por M_ﬂw"n." .‘uu.lﬂ

La mixima deflexion en S de la viga real, a distancia § de B, corvesponde a2 la seccién S de la viga
conjugada en la que ¢l momento flester es maximo, o sca en la que el coranie es cero (recuérdese que
Q= M.__.h_..-:v. M sera maximo cuando mu 0):

Qs =[1+py—[2]=0, donde Ei[Z]= wﬂﬁ_m.ﬂ.w = 10£2

Reemplezando valores:
90 170 10¢% 2 ;
T B T Er 0 A lGieragmbd

con lo que HH%

¥ la deflexion mixima, o sea en S, es:

170 260 Am.__.w 1064
3

0
Smax =02 +8) + 2w ® - () = o0+ Tr e - 30 (5F) - 24

para El = (3% 10* Kp/in®)(432 in*) = 1296 x 10* Kp/in® = 9 x 10* Kp/in?
Luego,

By = 0.01182 pies |

PROBLEMA IX.5. q 4
Resolver la viga que se muestra, en la que para todos los _

tramos El = Constante. ...Jﬁlh R !
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Holucién:
Aplicando el método de la viga conjugada. consideramos los momentos para los apoyos 2 y 3 eomo
negatives, Tendremos los siguientes valores para las cargas:

®

z wl® _1 _ Myl
=5t (ger/E) =10 | E=gi04/E0 =55
1 Ml L — Myl
Eum:ximau.ﬂ @J..Ee_.malmﬂ
1 - Myl 1.7l wl*
Bl=310/BD = 55 _m_um&ic&-mm

Las rgacciones de apoyo son:

‘
R = .W&_.mlwﬁk +M;)|[EI R, = hﬁulwﬁx +2M,) | [ET
1~ 1aa gL 47 144 G R

Planteamos, en este caso, las couaciones de momento flector en las articulaciones 2° v 3* iguales a cero:

) My =0 .a_._ﬁ__”_._.mmun_w_ﬁﬁuc

2

13 .3 1 My [
6| =i - 2 -3l ==
O sea _H_.hh__ﬁ.- mﬁﬁ?ﬁu+wﬁuuu_+ ﬁ Mu uﬁ 12 0

5 T2My +4A8My =Tal® (i)
B Mpan=0 @mu;:clm_muuc

uﬁ.ﬁwﬁfmmm_,%u |W_“§“_ +2M; Lluﬁmﬁunm

& 6My +9M; = ol (i)
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Resolviendo entre (i) y (ii) se obtienen:

! ca momanies
f Y feaceiGneh

PROBLEMA IX.6. (UNI, 15-FEB-1966)

ANALISIS ESTRUCTURAL
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Empleando el método de la viga conjugada, resolver
la viga mostrada, Todos los elementos son de

E=18%10° T/cm?®

Consideramos como incognitas del problema los

momentos My, Mg ¥ Mp en los apoyos, supondremos que Ma ¥ Mc son negativos, y My positivo. Podemos
establecer una primera relacién entre estos momentos al plantear la condicién de que la reaccitn Ry
enlre los tramos AB y BC, o5 nula:

H.w =0

0 sea, poniéndola en términos de esfuerzos cortantes:
Ry =0pc ~0py =0

1 1
sc n+mim.“_ﬁun ~Mcg) =3=3M¢
1 1
mhn. nlmrwﬁ__ﬁ__m i.a..wt u..m+m_5_

Pues L_.A.mh H._:hﬁ “_...._. ._—nwﬂ,.h Hl.mﬁ_.nw u_.__-m.h.w “I__—%h

1
_Hh.ﬁmﬁ. _ﬂw "Hmlmaﬁuulﬁlur—.hahuuclv ..__.._.._.n..h +.__.m.ﬁwﬂu_u ...ﬁ

5 )
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Viga Conjugada
En la viga conjugada se ha tomado come valor de ! la de 100 cm®, en el teama CD. Las expresiones de lns
cargas sobre esta viga son:

bt | =

Euwhh._lwﬁuu-_lﬁ.utt [4] H%uﬁ._.:u%ﬁ.&

E-1 WHEH%.E Hnwﬁﬁuﬁ:u%ﬁa&
Huwﬁ_uw?u@_n%:.mutnu @uwﬁﬁﬂﬁu?vnw_ﬂﬁk&

[pa] =+ @+[8-[-B1-5

e MWE =2.5M 4 =3.875M¢c +2Mp)

Las ecuaciones de equilibrio en la viga conjupada son:

1) _m.%.&.ﬁ.._”__-.mﬁuuﬂu mﬁwxhulﬁﬁwx.ﬂwﬂﬂ-

%Amxnum&nwﬂmximwuci Mo =2Mp ..(2)

D T Mp=0: Em.x“w+m_m.xwu|_m_mxmwlmmvﬁulmm_|m_w_u“_uc
%ﬁ.eﬁ.:MTW.”.GE.&u%_ﬁ.&ﬁ.&n%ﬂ:@ﬁin:mu_

1
——(2M o —2Mp )(3)=0
mh.a c—2Mp)(3)
. 5M 4 =9.75Mc+6Mp =0 ..(3)

Iviendo ] sistema de ecuaciones (1), (2) y (3), se obtienen:
= (.61 Tm Me = 638Tm Mp = 3.19Tm

lres son resultados positivos, lo que significa que los momentos son de los signos supuestos: momentos
\vos para M, ¥ M,y positivo para M.
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Calculo de los esfucrzos cortantes:
1
Qan = +2=5(-861—0) = +487 T
1
Qua=-2 Imﬁlm.mu —-0)=4087T
1
Quc = +wlw_na +6.38) = +0.87T
1
Qcs =3 -3(0+638) = -5.13T
1
_ﬂn.n- == MAI 6.38 — W.Pmu =4+239T

Qoc = =|w?mum|u,_8 = 4239T
Reacciones:

Ry=Qug=+4877 1T
Reg=Quc—Qpa=087—-087=0
Re=Qcp—Qep =239 - (~-5.13) =752T 1

Rp = —Qpe = —(+2.39) = 2397 |

-t m

.8F
231
F i g
ﬁm _:..__.v_.::_. < I u ”ﬁ%ﬁnﬂqﬁnﬂu
A

] A _ o flocciends s

| L |

457 234

|..-,_u+
73527
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FROBLEMA [X.7. (UNI,24-JUN-1968) &1

Para la viga que se muestra, determinar la deflexitn en la = =

seccion de en medio entre B y C. toda la viga tiene T.ua ——an JTm_a..I,_r
E=2x10* T/em?. ﬁ pore ccog —}

Haremos la determinacién empleando el método de la
viga conjugada, Determinaremos en primer lugar el
momento en el empotramiento D, Para esto debemos
plantear para la viga conjugada, la ecuacion:

My (dory = 0

Considerando M* ( el momento flector en el extrema 1)
Como  gue €5 momento  negative Yy tomando
[ = 2000 em®, se tienen lns siguientes expresiones para
Ins cargas en la viga conjugada:

1 2527 1
um?m_.v_“mu 1..Jn__uuxv Hlmﬁmlb_ﬁ”_uﬂnm&

M : 1 1
2= (35)@ =500 =3 (357) @ = 2 075m
1
Bl= mﬁum__v @)= I_.,& E= A u @)= IE:
@=2(F) @ =266 B=3(5® =5®

Hueiendo igual a cero el momento flector de todos las fuerzas a la derecha de B', tenemos:

[Tks) + 2(4.5) + [3)4) — ET + mv -8 Hu = mu_ +[8)2) + [F(1.50) + [B)1) = 0
Beemplazando las expresiones para las fuerzas y despejando se obtiene:

_t.H.MHIHNw £ zh»umm.w_ﬂ#—

Renultado positivo, lo que significa que ¢l momento es del signe supuesto, es deeir, momento negativo.
delexion solicitada esta dad por el momento flector en la seccidn E° de la viga conjugada, Tomaremos ¢l
mento de las cargas que quedan a la derecha de la reaccién, pues alguna de ellas ya las tenemos
uladas. Hay por determinar ahora, ademds, las signientes fuerzas,
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[B] = (2222) (1.50) = L (30375)

uuqlua.um y
[5]= wﬁ%v (150) = £ (6.75)

17223 1
[6]== ﬂ& (1.50) = (4.18)

223 6 1
7= Ha + mu (150) = - (17.37)

B =1(2) (150) = £ (2.25)

ElS Bl

La deflexion solicitada es:
& = My graery = ~[11(3.50) - [2](3) - [B](2.5) +ET.E_ - w LM_TE_ - Wv + _M_m. * 56
|_wm_“mﬁ.ﬂ_u 4 Hmﬁ.m& ) Eﬁmﬁ.ma

1 21 15
= ?“_.m * 22.3)(3.50) + (22.3)(3) + (6)(2.50) — umﬁﬂv - 675 mmu — (30.375)(0.75)
15.649
+ (4,18)(1) + (17.37)(0.75) + _“N.NEE.&_ =-—=
Donde:
El'= {2 % 10° T/em*)(2000 cm*) = 4 % 105Tcm? = 400 Tm?
Luego,
15,649
d=- Yl =0.039m A8=39cm T o
Aa o, h 14
PROBLEMA IX.8. (UNL11-MAR-1966) ] g an | 4 &
: 1 I - ar
Aplicando el método de la viga conjugada, resolver la viga ABC
perfectamente empotrada en A vy C, y con articulacién en B, iy @ &
Lo i\ 26
Solucitn: o <
Las incognitas del problema son los momentos My v Me en los ) afie
empolramientos, los que suponemos son negativos. Vi g ...h.u.
FHE
En la viga real se tiene las sigwientes expresiones para las reacciones en funcidn de lbos momentos extremos:
1 1 et |
.45 "l.-L.L. _I_ﬁ .—"|+|.?qn.. o] aT
x R Cja 5 | i
E ¥
Y planteando la ccuacion I F, = 0, “. #
Tenemos: Fa e
Ra+R;—2=0 A 4My +3Me—18=0 ..(1) vip. real =

En la viga conjugada planteando la ec. ¥ Mg = 0:

H@xmu+@ﬁx&+@?+wx &Jme pv =0
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Donde:

G)= mmww m = MHE.?&
B~ (5g7)7 = s 4

Que reemplazados dan la ecuacidn: 18My — 16M; +15=0 ...(2)
Resolviendo entre (1) y (2), se obtienen: M, = 2.06 Tm Me=326Tm

Ambos resultados son positivos, o sea que estos momentos son de los sentidos supuestos; es decir, ambos son
momentos negativos,

Las reacciones en los apoyos son: Ry = 3 M, = 2(2.06) = 0.687 s Ry=0687T 1
anuw.,.mzn = 0.5 +1(3.26) = 1.313 4 Remi313T T
-3.26 4 0LBT .
/
ﬁ mm iy Iv
N
Digrome de Dagrome ale
memenlol fleclores . cofuanzes (oftadles
r
PROBLEMA TX.9. (UNI,12-NOV-1965) ATHd
, : P gn_y o ITTTTTITTOTITIOLLE
Aplicando el método de In viga conjugada, resolver la estructura &g ) bsu nv%\ =)

gue se muestra, para toda ln vign £ = 2x10% T/em?®. wod™ o™ u.aua“ﬁ
Pt Hkga!- detar’
Solucidn:

Hacemos [ = 600 em®, o sea que 1200 cm® = 21, Las incognitas son los momentos Mg, Mg ¥ Mp, que
SUPONEMOS Son negalivos, :

Viga Conjugada
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Caleulo de las eargas en la viga conjugada:

=5 ®=5em | E=3(3m)© =5 azsm)

ﬁuw@usuulﬂs _M_m_w_uﬁ U?uuiamﬂa

16E1

1M,

_M_umﬁm.wu (4) wl_m_..mﬂ&uu_ @= :

z HMEV () =57 C 25Mp)

Ecuaciones de equilibrio en la viga conjugada;

e = BE)-Bs) w0

1 10
ﬂ:m.ﬂmﬁ.mu|Mc_um$vmﬂuua o 5 Mp=9375Tm

2) My g giagy = I Emiv + Hm iw |E¢wa$ =0

1 By 1 4 1
ﬂﬂkthww+Eﬁ$u@1@,:5un = 4Myk ZMy =15 ..(1)

2
3 > Mo =0: _E+H|E_E +[@(55) Jﬁmnmv St
ﬂ:,.ﬂxalanm: = meaﬁ u ._mmh_mbumuﬂ.& =
= 12My -+ 1TMp = 106875 ...(2)
Resolviendo entre las ec. (1) y (2% My =0.9375 "m M, =5625Tm

Laos tres resultados son de signos positeos, boojue s o iga gue [os momentos son de los signos supuestos, es
decir negativos.

Caleulo de los esfuerzos vortantes en los ea. 05 v 105 trunos. L general: @ = vy — .“pﬁ___._._q — M)
Lucgo:

Qup = Vas ..m CoMy) = +N.m|mn:a.¢mum+m_¢mm“_ui_mﬁ.

Qua = Vo .._, b _uLu.m.rm.Ta.i.w:m_mmm.._niw.m:.
Quc = ¥n _ .atu;......m:.dm_ulm.mmTSn+m.mu,._.
T we:. M) =75 ' 7-5625-0)=—637T
Qnun._.__..nuIH_. “e- lp LB m +9 "S)=+4562T
.u__,.uu,.;_n...H M. Mp - 5 ﬁ..c 93 1=-938T -
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-0.%13

g de -_i.:.umﬂaw

Jledtaes ¥ fececiones
M e bos apoyos

D

Drgrame: de @
é: Calailas
-9.33 g
PROBLEMA IX.10, FAAEE._‘E‘::‘ i
Determinar la ecuacidn del gje deformado de 1a viga mostrada, siendo El = 7 [
constanie, ¥ £ +
Solucidn:

Adaptando las expresiones de los momentos de empotramiento perfecto debidos a una carga concentrada a
distancias § ¥ [ — £ de los extremos son:

by §=mi 2
=BG e [~ @00 = 5 [ @ unta-o - -2
PY(B)(a)? 1 E= I

m =P - 5] wap@a-0 =3[ apa- o = -5

La expresion del momento flector isostitico es:
-($at)e-(56a, )5
~ =it ot {

La wviga conjugada queda conformada como se muestra
enscguida, en la que:

-2 Jum_mu-%lu
ET1 2EH 30ET
=+
- £
B Yiizxy, Bk (i-x)
Er i I0Er
B-5(4)- et
2\ El1l 40E7
La deflexion en la seccidn de abscisa x de la viga real estd dada

por el momento flector en la misma seccidn de 1a viga conjugada.
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-G a3l (s

&=0

ﬁj_wmrku Al 1-0)(2)- %A 2 %M (Pg-£2)(x-£)ae

un
H_n_ww.%?meLm_

omser~ 6 [T
oy (1T {56

PROBLEMA IX. 11. UNI, 20-ENE-1969)

La viga de scocién constante mostrada en ¢l esquema, esta sujeta a la
accidn de una carga repartida, variable en forma parabélica (de 2° grado),
de cero en el extremo 3, a 4t/ml en 1, Aplicando el método de la viga
conjugada, determinar la posicién y magnitud de la méxima deflexion 4" R
vertical. t S gt
Solucitn:

La reaccion ¢n el apoyo 2 serd nuesira incognita hiperestitica. Para determinar ¢l valor de csta incognita,
planteamos en la viga conjugada la ecuacién de equilibrio: el momento flector en la ratula 2 es igual a cero:
Mpy =0 ..(1)

A

A
Para esto, en primer lugar determinamos la expresién de la carga
w en la seccién genérica, y obtenemos; w = Wku
Determinamos las cargas sobre la viga conjugada, ellas son el a4 _ aﬂ
diagrama de momentos reducidos que hay en la viga real. En esta _ T

viga, las expresiones de los momentos flectores son:

| fux
0Sx<2.00m: tulh (ewdE)(x — )

u:‘: e (- ) = -

2Z00=sx=700m: M= Ia.—. Ry(x—2)

Aplicando la ec.(1), tenemas:

‘ﬁ H“ P.ﬂs &v x-2) ||ﬁwv 500 (3x500) =0
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o | 2 .1 125
e L B i B | = =2 &
1476 " 5F _u gt =% =

La méxima deflexién pedida en la viga dada, corresponde al miximo momento flector en la viga conjugada,
es decir, en la seecidn en la que ocurre el esfuerzo cortante nulo para la viga conjugada:

¥
Smax = Mipax Eﬂﬁ..la ik
» T47EI

la abscisa en la que ocurre el cortante nulo en la viga
conjugada, v lenemos:

nd i > 7 u‘m
o.i.ﬁ — = nlBTaua 10.5
. e T El e
% = 771.75¢% 4 3087c — 600.25 = 0 Q'=0

b 7.00™ -

Debemos plantear, para, la ecuacién Q' = 0. Denominemos ¢ "3E]
L i

Ecuacion de la que: ¢ = 4.23 m

En consecuencia, la mixima deflexion de la viga dada ecurre en la seccion distante 4,23 m donde ¢l exiremo
3, y su valor es:

7 4

x
T 147EI

mgﬂxrﬁﬂxqu,—.

+ mhu - mu_ dx(x — 4.23)
4323

r
- Ph. [246:7 - 6285 + 8.46) = 15 (% ~ 4234 e
423

147
623, x5 423 )
—.2 — +m.§u|§.~ﬁ - nv:uu:m:
516
= _m_-__.nuﬂ El

PROBLEMA IX., 12. (UNI, 23-MARZ-1970)
Resolver la viga que se muestra, aplicando ¢l método
de la viga conjugada.

Solucién:

Las incognitas del problema serin los momentos
My Mg, M, ¥ Mp sobre los apoyos. Se muestra la
viga conjugada correspondiente, en la que como EI
es constante en todos los tramos, las cargas ficticias
consideremos multiplicadas por EI, ya que se trata
tnicamente de determinar los momentos flectores,
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Veamos ¢l diagrama de momentos isostiticos en ¢l tramo BC:
f=x %3

p=6x— ?._?_&U_Q:.w * & pmrsae

=
_vm E.....ﬂmu
La carga H representa la parte achurada: B i <
E T
b. .
¥
= _. puds = .; Ti:uﬁu_go,_.a o wa—

225

El centro de gravedad lo ubicamos por la distancia #, tomando

momentos respecto del extremo C°, I
x=30 30 3 " x5 30 e i ||—\c.
5% = Qa..&un._. Amnllv._&p‘l —uu - _
it A 225 1125, ~37
-+ & =18
En el tramo CD, ¢l momento isostitico en la seccidn de aplicacidn de la carga concentrada es:
9x20'x10' _ e
T
Las expresiones y valores de las cargas sobre 1a viga conjugada son:
Huwa_&t\_ =15M m_uw_ﬁéxn =20M
B1=3(30)¢5 =15M Huwnwskn =15M
! 1
Hnmﬁé%uug Humﬁsasums
_m_uwﬁsuth =20Mp m_uwﬁs,._%uus
[5]=1800 Eu.wﬁcviu =15Mp

Ecuaciones de equilibrio de la viga conjugada:
1) E._-...m..nf“ =0:

[1(20)-El(10)=0

30M 4 ~15M 5 =0 N Mp=2M, (1)
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2) h.n..\._...n..?_ﬁiu =0:

E100) +[l(20)-( 5 )-Bl( 204 ) =0

3

_%tn+u32uns=%..§a%no S Me+2Mp =10 ..(2)

3) D M =0:

(Concentrando en B’ las cargas _H_ ¥ _M_, y en C las eargas Hﬂ.@ wE. teniendo en cuenta que
los momentos de estas fuerzas respecto de dichos puntos son, respectivamente, iguales a cero):

(@-) a0y [ o 2 )30+ 2)-Blurw) =o

_u:_:m|;E..”.?_.._Tuniaﬁmauﬂn&nﬁ : wluoaﬁ_%u 1800(18) =

17Mp —OM ; +4M o =636 (3)

4 Y F=0:
[+ B3+ [l + o] - 2] - [a] - [6] -[7] - [10] = 0
15M  +300+1800+600 +300 ~15M g —20M - 20M —15M ~15M p, =0
s 3M=TMp=TMc—3Mp +600=0 w(4)

Resolviendo entre las ec. (1) a (4), se obtienen:

M, = 18.16 Tpie My = +36.32 Tpie My = 4550 Tpie = My = 27.25 Tpie
Resultados todos pesitivos; lo que significa que estos momentos son de los signos supuestos en ¢l
diagrama de cargas, es decir, que M, positivo, ¥ los otros negativos, en la convencidn de
Resistencia de Materiales:

M, = +18.16 Tpie Mg = =36.32 Tpie Mg = —4550 Tpie My =—27.25 Tpie

Esfuerzos cortantes:

Qy=vy— Wm..‘: = ._x.h..

Qs =Qpa =0 |in+5 16 +3632) = -1.82T
Ope = +6 — — ﬁlmﬁmm +45.50) = 4577 T
Qcp = —6—— mlwm,mu +4550) = —6.23T

Qep =+3 ||_“...+m 50 4 27.25) = +3.61T
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I
Qoc =~6 =35 (~4550 +27.25) = ~5.39T
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CAPITULO X

ECUACIONES DE BRESSE

Las ecuaciones de Bresse son relaciones entre los desplazamientos y giros de dos secciones de una
estructura sometida a flexién, fuerzas normales, fuerzas cortantes y variaciones de temperatura,

NOTACION.

Fow

Vg, Vy

m=__ m.»

Xy

Froyecciones horizontales de los desplazamientos de las secciones extremas 0 y 1,
respectivamente,

Proyccciones verticales de los desplazamientos de las secciones extremas 0 y 1,
respectivamente.

Giros de los extremos 0 y 1, respectivamente,

Coordenndas cartesianas de la seccién genérica. Para las secciomes extremas:
0(xp, yo), 1(x1.34)

Coordenada curvilinea de la seccién genérica,
z

En general: ds = |1 4 ﬁmmu dx.

Momento flector,

Fuerza cortante,

Rigidez flectora de la seccién genérica,

Area de la seccion transversal genérica.

Cociente entre el drea de la seccion transversal v el coeficiente de forma p( ver en el
capitulo II).

Coceficiente de dilatacion.

variacion de temperatura en el eje medio
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Y
v

Covrdencrias, dazpz-
milenlos § s poifrved .
Slicilocfones o 6L

pesdivos

ECUACIONES.
a) En su forma mds general:

WMy, -y) W g dy
Uy = g + 0oy, — ) — L n.h._.-—. —_——

w B @ GQ dS

E_ E
.— - abe) B

WM, —x) (1) @ dx W N i

vy = vy — Oy(x, — xp) -+ 1 ds — — 5 - — — At ..tn
1~ Xp - El o G ds i _.‘ a u 5 . (2k)
() py
8y =0y — —ds  .(3k)

b)  Estructura con gje rectilineo paralelo al eje de abscisas, considerando solamente los efectos de
la flexidn:

L M(w, —
=0+ 060n -3 [ A Dae )

Xg
X M, —

== 0ot —x)+ [ D sk
X

Ru:
8, =8 I-_‘
=8y L m...&n . (B

252

ANALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULO X: ECUACIONES DE BRESSE
PROBLEMA X.1. P
Determinar ¢l desplazamiento y el giro en el extremo B, 4 Er~lonsT h &
A \m 1
Solucitn: [
Considerando el sistema de ¢jes cartesianos con origen en
A, y el eje de abscisas coincidiendo con ¢l de la viga, ] mﬂ__..
podemos aplicar las expresiones (5k) y (6k), en las que: AR ; m#
r e AP .
S 0
: i S [
0sxsk M=—P(-x) mlxl T
Entonees: Koz 0 Kz @
=0 Y, =0
Iy a U= QO =0
> i = A — 2 =0 Tt Y
(5k): w ._“. B n.u ._. (1= x)*dx Aei 9_ .
. —PP? — PP? L
T 3EI T SR
P PI? PI*
o M ._\.,.maal ET.H it B 7
PROBLEMA X.2. T
Aplicando las formulas de bresse, resolver la estructura de seccién = .”m.
constanie que se muesira, considerando solamente los efectos de la
flexion.
: th
Solucidn: — 3
Cortando la estructura segim ¢l eje horizontal de simetria, se tiene la /IR
situacidn mostrada en el esquema, para la que, aplicando entre las ke

secciones _._q.c”_ (1] 11a 3" formula de Bresse, tendremos:

T o .
(6 By =0~ [O%ds  « [DuMds ) e
=0

En la que: g
(=N

Tramo AB: 0sy=h, M=M ds=dy

T
Trameo BC: chm_mm. M

o
Hxlmamlmncmﬁu ds = Rdep
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Reemplazando estas expresiones en la ec. (i)

PRE:(m - 2)

hﬁau&;;_\umﬁa.lm%ﬁlnam«_u_xnenc R

2(2h + k)

Luego, las expresiones de las variaciones de los momentos flectores, son:

PR m—2
AB: 02y <h EH..MI g
u..+|_m..
Zh
PR 2+
BC: _UM&MH =— cosp— A
2 2 =.+m.__
T
En esta altima, para;
2h
T e IR 24+
ﬁ_".l. — = —
2 2 2h
.=.+Ihr
242,
¥ M=0 en ¢ =p,=arccos o0
H.—.i_ﬂl

PROBLEMA X.3. (UNI, 22-AGOST-1966)

Considerando solo los efectos de la flexion, empleando las
ecuaciones de Bresse, determinar el desplazamiento horizontal
y el giro de C.

Solucion: £
Considerando el sistema cartesianos de cje con el origen en el extremo A, tal como se muesira,
debemos aplicar las formulas de Bresse (1K) ¥ (3K) ( en la (2K) todos los términos serian nulos). En
ellas:

Tramo AB:- m . = !
0Sx<lt y=0 ds=drc N_M.Lq. ~ ,a.l__ix
x . b=
M= —P(l—x) " _w.\
I
c
p
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Tramo BC:
Ospsa: xp x=f
x=l+Rsenp ds=Rdp Yo » ==2R
y==R(1-cosp) Mo =—he
M =PRsengp g W=
& 6 =6,
Entonces:
"My, = 1.
(k) hy=-— O u.u&, = Il.-h‘ (PR mmsﬁﬁlnm+mﬁ.fn2ﬁuuaaﬁ
o El El J,
..+31 a.“n " " |+__£u_” +1 ua|+__£u
sl en g -+ sen @ cos @)dg = |- cose mﬁmmﬂ.& _n.l E
PR?
A he Hﬂ.q -

LM Ly
(3h): mhqu m&T._ﬁ._ = Rdp

= |%— h_ =Pt~ ©)ldx + R .—n "(PRsen euaﬁw

1
El

P 1P
*.wu —Q_ = Nuuua_u +t_mu_”|nﬂmﬁw_.i = n_mﬂ_.- M._.N e M_ﬁ_mw”_

PROBLEMA X.d,

Para la estructura del problema I-11, calcular el
desplazamiento del apoyo C y los giros en las
secciones A y C.

Por simetria fisica y de carga;
By = =8,
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En la solucién del problema C-11 se establecid que:

ds = secihdx
X

¥= mﬁwo =)
W

M= Jwiﬁu.“_ -x)

El = Elgsece

Teniendo en cuenta solamente los efectos de la flexién, aplicamos las ecuaciones (1k) y (3k) de
Bresse:

X
W prey, |E £=20 c[wﬂﬁmaiuu
1k): =u|‘_‘ —L s ._. 20 = x)| —2——— secqdx
Gy . (o El — ¢ au_ Elysec .
w [ i 160000 160003
* +~aﬁoh R -xYde= R » sl
) pr
(Bk): 8, =(-8)-| —ds
oy B
G secddx w [ 2000w
20, = — e i T
1 .—E [5 @0~ s Ehaecd ZBlas, 120 MMxm ey
. g 10000 10000
© T T3EL ¢~ T3El,

PROBLEMA X.5. (UNI, 21-AGOST-1969)

Considerando solamente los efectos de la flexidn,
determinar el desplazamicnto del apoyo C debido a la
carga uniformemente repartida vertical, de valor total P,
en la estructura que s¢ muestra, para la que
El= constante.
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Considerando el sistema de ejes con origen en A, y
aplicando la ecuacidn (1k), tenemos:

(1) M=y

b = 8,(0) —
w £l

ds  .(D

En la que se ha considerado solamente el efecto de la
flexion. Debemos determinar los factores que aparecen
en el integrando para los tramos AB y BC, para cubrir la
integracion entre los extremos 0y 1.

3
Tramo AD: cMumm _..._nmw.n ¥ = xtan 60
dx
=v3x ds=——=2dx
cos 60

! 1
Tramo BC: MMR <2l Eﬂwvﬁmqluu !ME_“NMIRU.H

12p
M |..2~__|5 gl . —-x)(8x—1D)

3 dx 2
EH%_HN__IHU ds=

cos30 3 o
Reemplazando estas expresiones en (i), tenemos:
iz E1]
5= JHHQ > pa) (VEx) ) + I [t -0ee-0] _aﬁ (2t - & ¢ ,__LE_

a_u H reb [ (@x® = 33062 4 3612 — 41%dx
mmh s

1(3v3 . 3] _PEVI+6 PP
IMA—MM.._E o .ﬂhwﬂﬂ 32 .l_.-_.N..—.MIE_t

PR3
s B = Q.N.a.mﬂ =
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PROBLEMA X.6.

En la estructura mostrada, s¢ pide, aplicando las frmulas
de Bresse, determinar las deformaciones angulares y
desplazamientos en B Y C. para toda la estructura
El = 400 Tm?*

Solucidon:

Aplicando en primer lugar las formulas de Bresse entre los extremos A y B, podemos determinar
la deformacién 8z, y el dinico desplazamiento, el vy. Enseguida, conocide el desplazamiento de

aplicando las formulas entre los extremos B y C,
podemos calcular @, Opp y ¢l Gnico desplazamicnto
lineal de C, es decir u, ,

Tramo AB:-El par aplicado entre B y C significa que en
B gjerce una fuerza accion de .
3Tm/2.00m = 15T T. Expresion de los momentos
flectores:
Osx=2m M=154-x)-42-x)

=25x—-2

2sxs4m M=154-x)=6-15x

Reemplazando estas expresiones en la ecuacion (6k):

WE_L Tramo BC:- Para este tramo, con el sistema de ejes ubicado come se indica en el esquema:
:4. y=-—x ds =2dx
_ am Expresidn de los momentos flectores:
q |28 = 0Sx<150m: M=~-15x
L L L i 1
T Bam 1 B Ul Taly 150 Sx<20m: M=-15x+3

Reemplazando eslas expresiones en la ecuacion (2k):

w. 1 15 2

A x 4 P = mmr Opc(2—0) + : (=15x)(2 — )V2dx + | (—15x+3)(2 — x)V2dx
4a I“‘_ &l w__, ’ B

<. _/to

L 1 132
. 457 I e e . = N

A=

:wnun_ H..nn:.mr Reemplazindolos en la ecuacitn (1k) considerando solo los efectos de Ia flexin:
M..u - gk ™

1= S 1y = uy + By — W) — mc_._.l.____u_uh
(o)

ue =0+ Bpc(~2—0) — % — ._. __“TH.ETM +x)VZdx + ; (-1.5+3)(-2 + 5&&_
a 1.5

(VT 1[r2 4
t__. - mu o m&h h__uh =10 l:.m.l___h_‘ ﬁNMR — Nu.&...h +-» A..m.l H.m.ﬂuﬁmh“_
© o 2 UV, N B e L
1 (r2s 2 i TR A0 ABRE) BEF . 95
Hpus |MH 2 2 rua_=+ ?utwman_uw ==& = . 65 =-001radian O
; 4 oUe=-0013m &
Vit enla- oo Shbee 51k ﬁH i ot i Finalmente, sustituyendo en la ecuacién (3K):
() pf & TR
vy = vy = Bplx; = x,) + = (x; — x)dx 3 1 1 [r1s 2
R ™ Thel : . O =0pe=—| Mds= +_‘,.._.,.8m|]:. (—1.5x)V2dx + | (—1.5x+ 3 2dx
| ET i, ET|J L
“_. F3
Eufl? (2.5x — 2)(4 — x)dx £ 3
Ella =0.0038 |ﬁﬁ||w = 0.0038 -+ 0.0053 = 0.0091
Y 16 ET\ 2
+“- (6—1.5x)(4 — kuhﬂ— = .t...”.mw.wlH
& g % Bcg = +0.0091rad U
- 5 Vg = +._q|m.n +0.013m T
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PROBLEMA X.7.

Resolver el problema I11-14 aplicando las formulas de
Bresse.

Solucion:
Considerando el sistema el sistema de cjes cartesianos
que se indica, se tienen las condiciones para los extremos
0 ¥ 1 entre las que aplicaremos las tres formulas de
Bresse; y, asi podremos determinar las tres incognitas que
S¢ presentan:

Q_L.%..m' ¥ m._m..
Las wvariaciones de los momentos flectores, con los
intervalos de variaciones asi como los correspondientes
diferenciales de longitud son:

x¥=0
% w&un.winluw

AB:
Osy=6

L0=x<3
¢.—."m
.h,"m Sx=6
y=6

BB W&n&n_ﬂﬂmklum

B %Rﬁﬂ&hbﬁﬂ.%lwh

x=6

CD:
3=y=6

M&.MI&IK =-9

35xs6

DE:
y=3

T =—dx M =-3(x-3)

Aplicando la ecuacion (2k) considerando solo la flexion:

w=vg=by(x=xp)+ | —=(x-x)ds

=0 =-—— T\__

ar

6 Kk} 6
o ._._U TMEE&:_.._.G (6x—18)(3—x)dx ._._.H (9-3x)(3-x)dx

Ef 3 3
é (-9)(3~6)(—dp)+ _. [23(x=3)](3 ) (k)
& ]
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Aplicando enseguida la ecuacidn (3k).

(1
M
m_ N%ﬂ Iv.L m&
(o)

: ._‘__mhewa&%.‘;_ﬁ%u_3&,{.—;?:?“_& .

0 3

“Er| g3 3
; .—m I:.@T.—m [-3(x-3)](~)

Ce 2L gy 108

El
108
S e =4— ]
g = (i)
Finalmente, aplicando la ecuacidn (1k):

(1) M
uy = up + 8y, — ¥o) — mﬁu._. = y)ds
(o

1

_m w _n_
b5 =0, - i { [ 9@ -y + [ (6x - 1006 - 00t + [ 0 -3

3 a
+ ‘ (=9)(3 — y)(~dy) + a (-3¢ - 3@ - 3?&;
& &

297

Sp=—g

Para este problema se indicd que E = 2100000 Kg/em?®, 1= 4000 cm*, es decir que:
El = 840 Tm?®

Por consiguiente, el desplazamiento y el giro en el extremo E son:

7
&g = Imu. =—0354m =~ 8 =354cm
05 = +.MM.”| = +0.129 rad. 4 B =01291ad UL
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PROBLEMA X.8.

Determinar los momentos en los empotramientos ¥
la ecuacion del eje deformado para la viga del
problema 1X-10, aplicando las ecuaciones de Bressc,

Considerando  los momentos de  empotramicnto
M=M, y M"=Mg con los sentidos indicados,
ellos resultaran con su verdadero signo en la
convencion de signos de Resistencia de Materiales.
Tomando momentos respecto del extremo B,
tenemoas:

g e 1 g1 | M= M
tla;SumeaTuua > R'= gl +—

El momento flector en la seccidn penérica es:

A=x
e fa o i, L -
M=M4+Rx m&aLnu.u_ﬁ v . M=M ] +__: 7 __,.w. Fx) (D
Aplicando la ec, (6k) entre los extremos A y B:
(BY py (L]
0= —dx = Mdx =0 (i)
w &l ()
¥ aplicando la ec.(5k) entre los mismos extremos:
Segin ... (it)
5 pgel — ) (&) ()
o [ M A T e BT o W (i)
w El El )iz El )iy ) ;

Reemplazando en (i) y (ifi) la expresién (i) para M:

Eu“ ﬁ“h?._.lﬂl+x|a|?ulub_& 0
=
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a i H H
Tuﬁ?&fﬁm Tmafmmanu_ =0 o MM =—sal ..()
xml
({{{3E ._‘ —t .|+ _..‘_,.MI @Qw - __ua.‘; xdx =
x=0
-\q:u. Fi 3 N 2
= wfauuu._.ﬂmn Ta wl i& =0 = MA42M =-—wl ()

Resolviendo entre las ec. (iv) y (v), obtenemos:
1 i 1
M=-—WI" M nnmm_fu

30

4

N —_—

i :
El &
..K._HC Wy hw_
Ug =g Usr
Vom0 W=F
G0 B,

Reemplazando estos resultados en (i), tenemos:
M= ||Eu —9%x + 10x%)

601

Aplicando Ja ee. (5k) entre ¢l empotramiento A y la seccibn genérica S, podremos obtener la
expresion de la deflexion § del eje deformado en funcidn de la abscisa £1

®
g [T =Y
[ Ei

En la que reemplazamos la expresion (vi) para el momento flector;

kl.m
| ulw W
15 = [ [~ @ =90 4 106] ¢ - e
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x=£
= I..Mw" (217 — 9%8x + 10827 — 2% + 91%x% — 10xV)dx
x=0

H IWI_U._l_ﬁ.Twﬂw IIHu%w + mm.v

L e wof? 3 _ 32 3
“ 8= — e (I 3 + )

PROBLEMA. X.9. (UNI, 16-DIC-1968)
Aplicando las ecuaciones de bresse, resolver la siguiente
estructura, prescindiendo de los efectos del cortante y del normal;

Solucidn: .—I R ¢ —
El esquema muestra la seccién de una alcantarilla de concreto armade, de espesor constante, que
se construird A PROFUNDIDAD H, actuando sobre ella una presion hidrostitica w = yH, a__n se
considerara constante para todos los puntos de la estructura,

¥ 0 _

o i Uw
1=

quc N %:.1_4 k=X

L JﬁIKLr

Aplicaremos las ec. De Bresse entre las secciones 0 y 1 indicados en el esquema, ubicadas en ¢l
eje de simetria.

En 0 consideramos el sistema cartesiano de ejes. Debido a la simetria fisica y de carga, se tienen
las condiciones en estos dos extremos, indicados en el esquema sustituyendo estos valores en las
ec. (1K) y (3k) de Bresse, tenemos;

(W My, —
(k) uy = ug +85(3 — yp) - Q.m.,. u...uu ds
(o)

. () |
= M(y, —y)ds =0
(o)
e
s ] Myds=0 ..(1)
@

264

(3K): 6 =0y~ [(Iinds ~ [IMds=0 .(3)

Expresiones del momento flector:

@
0sx<h: RH.{,IMHN

W (1]
0=y=sHR xnkfvzilwxulmw_n

0<o mm‘_ M= (M'+ N'R — wR?) + (N' — wR)R sin + wR. R(1 — cos ) —

l ‘—‘a-a_“E..Enuw sinfp—a) =M +(N'R — wR)(1 + sin¢)

=0

Feemplazando estas expresiones se tienen:
h w z w 2
a: [ on + Ny =R =ZyPydy
o
m
+ \ﬁm?q__ + (V'R — wR2)(1 + sin@)](R + Rsing)Rdp =0
o
= (364 12m)M" + (56 + 167)N'R = wR* (57 + 18n)  ..(1")
Rr
(3: .s M = x)dx
o 2
"
R w? 3
+ ._. A...q. +N'y— E NV&“+‘—' [M'+ (N'R — @R*)(1 + sing)]Rdp = 0
b [

- (12 4 3mMM' + (9 + 3m)N'R = (11 + 3m)wR? (3"

Resolviendo entre (1*") y (3'"), sc obtienen: M' = 0,196 wR? y N’ = 0.88wh

Reemplazando estos valores en las expresiones de los momentos flectores:

I 2 _® ., parax=0, M= +Pmcp:4d
0 =r=s ..,...'. M 0.196mR 3 X para x = R, M= |D.MDE.¥H

i paray =10, M =+030wk®
0<y<R, M=-0300R*+088wRy—y* paray=046R M =0
paray=R, M =+0.08wR*
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para@ =10, M =+0.08wR?
para g = 41.8" M =0
'8

para @ = 3 M = —0.04wR?

i
Oses=3 M= 0.0BewR® — 0.12wR? sen ¢

Expresiones de las fuerzas cortantes:
= parax =0, Q=10
0sx<R, L parax =R, Q=+4wR

_ . . paray =10, cu In.mmEJ
e S L s R paray=R, Q=+012wR

3 ™
=93 3
a=p
Q=(+0.120R) cos ¢ (@R)sen ¢+ ‘_. (wRdar)cos(p - &) = +0.12wR cos @
a=()
para g = 0 i m =+0.1 M&-ﬂ "
T
parag@= M ¥ n =0
4
“Tiage’ pore o
S\ debrainadch de
Digeeenn e gypuenzes
DAt fe les  Cerien- Codliadles - Se wdican loy
Tes_Flectoces - Se wbian Cofiiedley de L@, S¢ Gafi-
log Coaficiadliy de Lt Con los resublades ce oS
frergas Hransyersoles
ails dela  Seadtn.
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CAPITULO XI

ECUACIONES DE LOS TRES MOMENTOS

NOTACION.
LY Hq
1} En peneral y para viga en tramos de seccion i 5 5
constante; S R #Mdiﬂ” =3t i@
. # o - %
My, My, M, Momentos flectores sobre  __f) L_.q — ik H.n._ﬂd...: L P
los  apoyos fen Ia f 45— i t
convencién de signos de
Resistencia de Materiales).
I = m__.__ Longitud reducida del tramo de longitud I; y momento de Inercia Iy.
E Modulo o coeficiente de elasticidad normal.
I Momento de Inercia de comparacién,

hum mlq . , r
Eﬁﬂ _+____. Y = L____L Rotaciones o giros de los tramos ij y jk [+, 0 =)

debidoa  desnivelaciones de los apoyos.

A A, Factores de carga reducidos de 1 especie en los extremos | de los tramos
ij ¥ ik- En la tabla N4 (1) se dan sus expresiones para diversos estados
de cargas.

2) Para vigas en tramos de secciones variables:

Aji Apy, Factores de forma de 1* especie en los extremos j de los tramos ij y jk:

mm&. - h k -
Ap =L 7 i i g
’l Eley il =g Ie.jx Jk
Iy Momento de inercia en la parte de seccion constante

( o que sirve de referencia) del elemento ij.

Ay, Ap Factores de forma reducidos de 1" especie en los extremos j de los
tramos ij ¥ jk. Tablas N° 5 2 8 y 29,
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parag=0 M =+0.0BwR?
0= ﬁ.m.m; M = 0.08wR? — 0.12wR*senp PTOP Hw.rm M =0

aragp=—, M= -0.04wR?
parag =

Expresiones de las fuerzas cortanles:

=0 =
0<x<R Q=+wx P04l ¢ aw

parax =R, Q=+wR

i B . paray =0, @ = —088wR
0<ys<R, Q=-N+wy 0.88wh + wy varay=R Q= +FEE_L

0<@s=
b 2

-

a=p

Q=(+0.12@R)cos ¢—(wR)sen ¢ + ._. (wRda)cos{@—-a)=+0.12wRcos p
a=0

parag@ =10 " Q=+0.12aR -

k9
ara p=— ) =0
para@=- o

Diceart e les rhorien-
165 _lectoees - e toian Cofuedley de (i@, S¢ gafi-
log Coeficiontes e LA Con los tegolades, < las

fuergns Hansyerseles
o dela Geaddn.

Coffades -~ Se wdican boy
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CAPITULO XI

ECUACIONES DE LOS TRES MOMENTOS
NOTACION.

1) En general y para viga en tramos de seecidn Bl T 5

=y T
constante: b ..4_:# — ~ ”HH- - <,
) 5 T e e
My, M, M), Momentos flectores sobre  __{) H.w | h...q ﬂ.:._._._.ﬁ.__.n._ e
los apayos (en Ia +— h— B §

convencién de signos de
Resistencia de Materiales).

[= Y Longitud reducida del tramo de longitud I; y momento de Inercia Ij.
E Modulo o coeficiente de elasticidad normal.
Je Momento de Inercia de comparacion.

i = i/ Py = wm.mh Rotaciones o giros de los tramos If ¥ Jk [+0,0 =]

debido a desnivelaciones de los apoyos.

A A Factores de carga reducidos de 1* especie en los extremos j de los tramos
ij ¥ jk. En la tabla M° 4 (1) se dan sus expresiones para diversos estados
de cargas.

2) Para vigas en tramos de secciones variables:

Ajis Ay, Factores de forma de 1° espeeie en los extremos j de los tramos i y jk:

ﬁ.—.& - H.-nhﬂ i
Ay = A Ay = Ay
N Ely P Bl
Feus Momento de inercia en la parte de seccidn constante

( o que sirve de referencia) del elemento ij.

A Apy Factores de forma reducidos de 1* especie en los extremos j de los
tramos ij y jk. Tablas N®" 5 a 8 v 29.
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By, Bix

Factores de forma de 1° especie de los tramos ij ¥ jk:

h
By =/ By By, =

B
._......h.l._. e

m...“n J&

(1) Las tablas que se citan en este capitulo, aparecen en el volumen 11 de “CALCULD
DE ESTRUCTURAS HIPERESTATICAS”-B. Arbulu-UNI-1968

.M.MQ- mﬁk

Ly ==l

unﬂ

Afl. Af

A

Afen s A

....w ifn

Factores n_n forma reducidos de 1* especie de los tramos i ij ¥ jk. Tablas
N°5a 8, y29

Longitud reducida del tramo de longitud Iy y con momento de inercia

{c,i en la parte de seccion constante.

Factores de carga de 1” especie en los extremos j de los tramos ij y jk:

| n=k ! nmk
_ 1f . = _k . =
h.m - El.y M ?....:ﬂ..aﬂ.a Mm = Bl o M __S__h_.n_:;a.___uk..z

Factores de carga reducidos de 1% especic en los extremos j de los
tramos ij ¥ jk, para el estado de carga n. Tablas N° 13 a 20, y 29,

Estado de carga, desde el primero 1 hasta el dltimo k (Kappa), en ¢l
lramo.

ANALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULO XI: ECUACIONES DE LOS TRES MOMENTOS

ECUACION DE LOS TRES MOMENTOS.

1) TRAMOS DE SECCION CONSTANTE:

- ) [
Mily + 2M;(1; + ) + Ml = 6EJ (W = ) — 6 T

Iy

)  TRAMOS DE SECCIONES VARIABLES:

Mi(Big) + My(Ajs + Ay) + My (Bye) = (0 — ) — (Af+45) 2L

O empleande factores de forma y de carga reducidos:

MelyyByy + My(Ty Ay + Gie) + Myl By =

n=k n=k

= EJ( — ) — _F M Mijn A + T M My Ay

n=1 n=1

BAta]

PROBLEMA XIL.1.

Resolver la viga que se muestra. | Pergm ! £

I Ea

Solucidn:

w (3. L)

Aplicando la ec. (1.L) a los tramos 0-1-2 de la viga, y adaptando los subindices al caso dado,

tenemos:

h="

E_:+mt_?__+__uu_+tuh.p|mmaq_..3.u =W, )- mﬁ m:i. h_u

Enla que:
My =M, =0 por ser apoyos simples extremos,
¥io =¥z porque no hay desnivelacion de apoyos.

Tomando come momento de inercia de comparacién, Jp, el del trama 01:

= _Jp I

h="C}="(4)=4m

LS .L )

A o S O e
I 2 3T

De la tabla N* 4:

P

] (DG 18
—cason®29 A, = M_ (a+l)=—">— M)

(9 =5 Tm?
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casont Ay =2Bo2O_ar
cason®1l Aj T Tl 18 Tm
Reemplazando valores en (i):

Mzﬂﬁimuuumrm u+ Qi
= & M, =-466Tm

Con este resultado se pueden calcular las
reacciones de apoyos, v, con cllas, los esfuerzos
cortantes:

—4.66 = Rg(4) =3(3) » Ry =1.085T 1
—4.66 = R,(6) |w§§_u -+ R, =5223T 1

-+ Ry =8692T 7

PROBLEMA XI.2.

Resolver la viga continua que s¢ muestra.

Solucidn:
Aplicando Ia cc. (1.L) sucesivamente a los tramos
0-1-2 y 1-2-3, tenemos:

0-1-2: ..:cr +2My (L + L) + ML, = —6 —“. +m ._L (D)
1

1-2-3: x_m+mzuqu+ﬂ+5“ullm— T u_ e (i0)

Para la que, al no haber desnivelacion entre los apoyos, los signos yy ¥ iy son nulos.

Considerando J. = 0.0033 m*, tenemos las siguientes longitudes reducidas:

Jo. 00033

1=, "= 00033

8)=8m
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J..  0.0033
L I, 2 = 5o0e7 (1O =5m
o Jo, 00033
b =75 = 50020 & = 10m

Veamos los factores de carga reducidos. De la tabla N°4,

wl®  1.6(8)° 1024

—caso n®l hﬁalﬂ:IQHlﬂiu
L el 16(10)° 200
e e e TR e

2 T 1.6(6)° z
—cason®ly30 A%, JEI%W! ped +...__ﬁ8_

== o
2% 16 24 T

Reemplazando valores en las ec.(i) y (ii), teniendo en cuenta que My = My = 0 por ser apoyos
simples extremos tenemos:

mﬁuemn

(D: 2My(8+5) + My(5) = ~6 |=(—

uac
H+H _ - 52M; + M, = =80.96 .. (iii)

Gin: ?Eﬁauatausmrcﬁs Sﬁwa_ = My +6M;m~B68 ...(0"

Resolviendo las ec.(iii) y (iv), obtenemos:
M; = -1321Tm My = =12.27 Tm
Con estos resultados podemos determinar las reacciones de apoyo v los esfuerzos cortantes.

Planteando la expresién del momento flector en cada apoye, podemos escribir las siguientes
ecuaciones de las cuales caleulamos las reacciones:

Eiqum_umo_”mTwe.m:Eu —Ry=475T T
My=-1227= ?ETW: 6)(18) + Ry (10) — R =1614T 1
z...ut_m.p.__uau.ﬂm_xwﬁ_.m:&ulnﬁv —Ry=475T T

M, =-13.21= R5(16)+ R, (10)-4(1 MT%_ 616  —Ry=1676T T
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Resultados a los que también se puede llegar caleulando primero los esfuerzos cortantes en los

extremos de n““.w HE.___..HP Recordando anﬂ._s_. N Mi Mj
&u"tﬁlﬁ muhh“t.‘“ml.{ ek J —
] J N g wIN
Tenemos en nuestro caso:
1 0-(-13.21
Qor = +35(16)(8) B i = ) 64— 165=+475T = Ro=475T
g 1 0-(-13.21 i
Qi = ||C......;8 |{n —64—165=—B05T - R, =1614T

—13.21 - (—12.27)

2=+ G 63(10)— =48+0.09=+809T = R, =1614T

10

Oz = |WQ.$®¢UI€|&+=S =-791T — R, =1676T

Q3 = +3 : m,..n&+ (4)— Ln 2 o 468+7205=+885T - R, =16.76T
i._.u 27

Oz =—3 G.Sn& =i .“.Sl

a |.Pn. — - =T AW e
.u, UVKR
/Jr o ound e moenlel
x [lectores

éﬁTfE g

3 9.0° _
v .Hkn.m_:wnﬁ
._-_.ou( o m-m.T.FJ.HRm
Coitontel
é = 1" é -rﬂéq Ry=4. 757
h.._.- 4357

= —68+2.05=-475 = R, =475T

-9
PROBLEMA XL3.

] 4 2 =
Resolver la wvipa que se muestra para un - JP aw’.. Jw.
descenso &, del apoyo 1. Todos los tramos sonde 17— A T AL f— A }

la misma seccion transversal.
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Al estar descargado la viga, los términos factores — -
o *J .. b
de carga A” son nulos, los momentos en los apoyos e = .w.f .
extremos son cero: My = M; = 0,al ser los tres ...1 ;
tramos de la misma seccidn transversal, las o _.n
longitudes reducidas son las propias longitudes 1 ﬁ 1 il__.
reales. La adaptacion de la ec.(1.L) a este caso da: ! I A |
0—1-=2: 2M 2D + Mo(1) = 6EI(typ — Py3) .oooon. ()
1=2=3: M()+2M.(20) = 6E1(P21).cevnnenn. (il)
En la que:
&, § &
d.ﬁ__:._ﬂ._.lu. Yz = Pz, =
{ { {
Reemplazando estas expresiones en (i) y (ii):
&EI & 12E18.
(D): 4M, + M, = 4«.@ - Tﬂ.“._ - M+ My =—— L)
GEI BEIS .
@0): My + 4y = == |I_ o MybaMy ==t (i)
Resolviendo entre (i) ¥ (ii").
18E1S; - 12E16,
Wy =0 ¥ ="p
Calculo de los esfuerzos cortantes en los extremos de los tramos:
- LETE
_?m_l.-am._ =
Qu=vy— ] .
F 3 r S
- M 18EIS :
Qo =Qu=0- i L= E : visgTh
-M,  6EI + 19EZ B/s5g2
e A1
o A ]
3 L-ﬁ. [
M,—0 12E18, _ : ]
G = Qwﬂ = = M._ =+ qE i ﬂﬁu P L i hnh
1«m..qh.\hp
Luego:
1BEIS, 48E15, 42E18, 12E18,
Rpsrgg=ls humegpeols dpsmgpn e i gg 4
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PROBLEMA XI.4.-(UNI, 16-DIC-1968) e

44
Aplicando el teorema de los tres momentos, 4
resolver la viga que se muestra. sc trazaran, A_lmn._._ A ’
|

finalmente, los diagramas de los momentos
flectores y de los csfuerzos cortantes, y se
calcularan las reacciones en los apoyos.

Solucidn:

El empotramiento 1 podemos considerarlo como o A Mg
. - o i

un tramo con apoyos simples, de longitud cero, y E i x
L
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de momento de inercia infinito. Aplicando la ec. = 4
(1.L) sucesivamente a los trames 0-1-2 y 1-2-3,  D¥e
tenemos:

0-1-2: 5:+~39+E+5m1|m_w mu _ e (i)

B

[
1-2-3: ?&+~§F+5+$mlum N"+u _ . (i)

Ly

En las que, si consideramos [, = [:

Ademids My =0 M; =0.Dela tabla N° 4:

—Estado de carga N*5:
t2 = a7 OFF = 1) = 1o (24— (7] = o T
i = 7 (L) = 3 ()8 ~ 2 = 6 T
—Estado de carga N*40;
A=t (G -1)g= oS- 1]3= -2 e
274

Reemplazando valores en (i) v (ii), se obtienen:
M|+ My ==T " My =2.56Tm
4M, +13M, =348 M, =-189Tm

E

=280 T
—_—— -
? m,\

—2.56 + 1.89
QHNH.TNI_“ n uﬂ+m.._.q....
—=2.56 4 1.89
Qy =—6— ._M|I~I!mmu....
4

—1.89 -0
Gos = +1.2 Ll%[b = +158T
—1.89 -0
Q3 = +1.2 III..|ﬁ L mm ) =+1.58T
PROBLEMA XI.5.

a

P

Aplicando la ecvacitn de los tres momentos, resolver el
partico que se muestra.

h
Habicndo simetria fisica y de carga: My = My, M; = M,. _.

[
LTI
=

I3

Solucidn: Ir
Apliquemos la ecoacién (1.L) al empotramiento y tramo i
12, ¥ luego a los tramos 12 y 23: wws.
.. h
0=1=2: 2M,(R) + M(R) = —6 _mmf_ (D)
1-2-3 M(R)+2M(A+ D)+ xuﬁaanm—m _ - (i)
En la que considerando [, = [;, tenemos:
- Je, h L/
=1 = = o —_————=
= i G e
Ademds, de la tabla N°4, caso n°1:
wl?
23 =51
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Los otros factores de carga (4%, y A%} son nulos, por que no hay carga en ¢l tramo o elemento
12,
Reemplazando valores en (i) y (ii), tenemos:

(D): 2M, + My =0

4

] 241

3 wl?
(ii): ..5%+ ZM, qlm.rpu +M; =—6 E|1_ = EM; + My(3+26) = ——

Resolviendo entre estas dos ecuaciones, se obticnen:

PRCTER R AT

Esfuerzos cortantes en los extremos de los elementos:

= xulxu Emuﬁ 1 u

Gz =0 = ———= - 553
wl M,—M; il
LV I i
_ wl ....mla_ul wl
g ey
_ h.q.u|.-ﬂ.¢l. E_-.NH 1 u
Q==

=1

bty
T

PROBLEMA XL6, (UNI, 30-0CT-1948)

La viga mostrada en el croquis es de concreto armado (densidad 2.5); de ancho constante 0.40 m a
lo largo de toda ella; el tramo en voladizo es de altura variable, de 0.20 a 0.85 m, y en los otros dos
tramos la altura es constante de 0.85 m. Calcular la distribucién de los momentos flectores y
esfuerzos cortantes para el sistema de cargas mostrado, considerando, ademds, el peso propio de Ia
viga.
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o o
S0 | Fma

*_:mj.,, __.

Ap.0g M # —go™ |
(2]

=]

WRCRRRARN
L

fe] [&]

El momento flector sobre ¢l apoyo 1 es:

M, =~(5)(6)~ (37/mix6) E»T?.gx 020 m.ﬁ_smef@x a.sxp&x&&x 257
m
M, =-30-54~75=-91.5Tm

e .-..m__ = =915 Tm
En los tramos 1-2-3 Ia carga repartida por peso propio es:

pp = 0.40 > 0.85 x 2.5 = 0.85 T/mi

En consecuencia la carga repartida total es: w = 3 + 0.85 = 3.85 T/ml.

La aplicacién de la ecuacién de tres momentos (1.L) a los tramos 1-2-3, considerando que las
longitudes reducidas son ipuales a las longitudes reales en cada tramo por ser el momento de
incrcia el mismo para los dos framos, es;

M, (10) + 2M, (10 + 8) + My (8) = —6[4% + A%,)  ..(1)

Y la aplicacion de la  misma (LL) al tamo 23 y empotramiento en 3
(este supuesta este como un tramo de [ = 0 e I = ), se tiene:
Ao
M, +2M, = l?%

En las que, de la tabla N°4, para los estados de carga n°1 (carga uniformemente repartida) ¥ n°29
{carga concentrada):

= 1 12x4%6
[ —— 3 = 2
AL, TR 3.85(10)F + T (44 10) = 227.62 Tm
o 1 8x3x5 x55%25
B 3 = R 2
Az, 3% * 3.85(8) + T (5+8)+ %8 (25 +8) = 138.69 Tm
= 1 Bx3xs Bx55x25
o 3 = 2
Ags 74 % 3.85(8)° + 5D (3+8)+ S 2B (5.5+8)=14057 Tm
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Reemplazando estos valores, y My = —91.5, en las ec.(1) y (2), tencmos;
(1):  —915(10) + 36M, + 8M; = —6(227.62 + 138.69)

4 45My + My =-16036  ..(1)
(2} Mz + 2M; = —0.75(140.57)

a4 05M; + My =-5271  ..(2)
Resolviendo el sistema de ec. (1) y (2") se obtienen:

M; = —2691Tm ¥y My=-3926Tm

Caleulamos los esfucrzos cortantes:

1 1 1
Quz = viz = 7 (M~ My) = +§Jm.m+ 5%3.85x10 — == (=915 + 26.91) = +32.91T
1 1
Qa1 = vy — 7 (My — My) = l_mwmmnmam 85x10 im ~91.5 +26.91) = —-17.59T
i 2
Qo = Vag — 7 (M; = M) = +?m+m%+uum mmamlrﬁjnm.m:ma 26) = +21.35T
Q32 = vgz :Tan My) = L&m: mummlm |wuw 85x8 — |n 2691 4 39.26) = —2545T

Ademas en el voladizo:
Qoi = =57Qsp = =5 — 3T/mlx6 — 2.57/m? 0.40 1 (0.20 + 0.85)x6] = ~2615T

a5 “of
Fr Lol ;.a_p.uf
/f._. 4.3 _
i (Ve

5
35 f... Otagrama che
meneilsl

fleclores {en Tm)

] _m_aua_ " _
..a.m_ . . . . s O
: %%u 22 B =

G (ovtanit T
A g ke
. -17.59 5
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PROBLEMA X1.7. Wl o
Calcular el momento flector en el apoyo _ &
1 de la viga mostrada, de ancho °F

constante, )
_ 430 1 gm0 |
Heom + .0
Solucidn:

Los momentos sobre los apoyos 0 ¥ 3 son nules. Por consiguiente la adaptacion de la ec.(3.L)a
estos dos tramos de la viga dado es:

274
___::_L:__:r:__:

My (loy, Ayo + LpA) = —[Iy Moy Al + LMy, AS, (1)
Daonde, si adoptamos coma [, ¢l momento de inercia de la parte de seceién constante del tramo 01+

e 0.50

4 =t =
n=400m I, e F%u (6)=347m
Ademds,

Mgy, = (3T)H4m) =12Tm
Mz = (2 T/mD(6)? = 72 Tm

m:&;uauo_“:uﬁls.u =029 A=12-03p p=3x12=9

5,

De la tabla N95: A, = 0227

De la tabla N*17: A9, = 0.0358

m:a:a:s_n"
i ﬁ__”_m B2 Amal_ gas
“Aogs) T “ oo~ 02

De la tabla N95: Ay, = 0,274

De la tabla N°13: A%, = 0.0393

Reemplazando valores en la ec. (i):
M;(4x0.227 + 3.47x0.274) = —[4x12x0.0358 + 3.47x72x0.0393]
M,(0.908 + 0.951) = —(1.718 + 9.819)

A My =—-621Tm
279



AMALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULO XI: ECUACIONES DE LOS TRES MOMENTOS

PROBLEMA XI.8.
Resolver la viga que enseguida se muestra. Todas las sccciones son del mismo ancho 0.36 m,

=T s ar
Foo ndurwfo .60 2. 20m _ u1
T

AT __:raﬂﬂrqﬂim:ﬁg
1 §y i
v Ssgom

&2 5o m 2.99
m . COM _h
@ 2 Rl

Solucidn:

El empotramiento lo consideramos como un tramo ficticio 0-1 de longimd cero. Apliquemos la ec.
(3.L) sucesivamente a los tramos 0-1-2 y 1-2-3, con lo que tendremos dos ecuaciones para las dos
incognitas del problema, que son M, ¥ M, asi:

0—-1-2:  MyloyBoy + My Iy, Asp + [12432) + MylyByp =

- T.E M rwnu.a.x._..mpa #+ ﬁ.u M .._..__"w_aam“uh_

La que, siendo Iy, = 0, se reduce a:

nm3

____._.,_.h.uu + .._.qum: s M _a,q.-u._.hmu.-. w(E)

n=1

(Hay tres cstados de carga en este tramo: la cargade 5Ta2mde |, laotrade STad4mde !, yla
carga repartida)

1-2-3: __.aL.uum-u +,E_u_hm._.u__hw- +H.uw__muuu_+xu.wum =
ne=i n=2

= T.... M MygnAsm + I3 M a_n“_..mmu.a,_ - (i)
ne=l n=i

Considerando [ el momento de inercia correspondiente ala seccidn de peralte 0.585 m, tendremos
como longitudes reducidas:

I 0.585
T

ammmv (6) = 6.00m

Iy =
< g 7

LTI ﬁc mmmv (8) = 434m

b = Las 0.794
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Debemos caleular los coeficientes que aparecen en las ecuaciones (i) y (ii):

Tramo 1-2: Tiene acartelamicntos rectos diferentes en ambos extremos. Debemos considerarlo
constituido por los res nuﬂ.ﬁ:-om u;x___uq es:
@ E {1 a @ @ @ @ m
3 ] g . [ 1ssss
1 _ |I+. m |._|
' B.00m _ mbo m 6.00 m 6.00 m

o ﬁmﬁ% =020 Miza=(5T)(6m)=30Tm s &
i — GTGm =307 20 L 20 1 200
1=——=0, 123 = m m
m i = E Mu‘tn-h* T T 11 E
™ H.M.x 12=14 Mizs = (2T/mi)(6)* = 72 Tm I.eo ¢ ¥595
= MK 12=8 Ao
s T Lo

DelatablaN®5: A;(1) = 0242  A5;(1) =0332  B,(1) = 0,159
DelatablaN®17: p=4 A%,,(1) =0.0568 A2, ,(1) = 0.0488
DelatablaN®17: p=8 Af,,(1) = 0.0469 A3,;,(1) = 0.0614

De la tabla N213 : A%5(1) = 00384  A3,,(1) = 0.0413

v
o Hc.mmmvu - g 5
n= 100 =1, 268 | 200 200
1.50
A= =025 2Tim
6 2 E I TINTTIYLIY E
m==x12=8 D485 O

* '

&

2 [ _?nﬁ
Pz = w.ﬂm =4 -

DelatablaNo5: 4,,(2) = 0332 4,,(2) = 0223 B,,(2) = 0.155

DelatablaNe17: p=8 Af,,(2) =0.0612 A2,,(2) = 0.0458
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DelatablaNt17: p=4 A%,(2) = 0.0482 A%,,(2) = 0.0543

De la tabla N®13 : A%, 4(2) = 0.0409 A%, 5(2) = 0.0368
g .m.4.
n=1
A=1 100 _ ot ] 200
P=4 m._..__m__m
p=8 A | 2

DelatablaN®17: p=4 A%,(3)=0.0617 AZ,,(3) = 0.0494
DelatablaNo17: p=8 A%,,(3) = 0.0494 A3,,(3) = 0.0617
Dela tabla N2#13 : A%,4(3) = 0.0416 A%, 4(3) = 0.0416

Luego, los factores de forma y de carga reducidos para este tramo son:
Ay =0242 40332 =1/3=0241
Az = 0332 40223 -1/3=0222
By; = 0.159 + 0.155 — 1/6 = 0.147
AGyy = 0.0568 + 0.0612 — 0.0617 = 0.0563
A%, = 0.0488 + 0.0458 — 0.0494 = 0.0452 L (yif)
19, ; = 0.0469 + 0.0482 — 0.0494 = 0.0457
1%, = 0.0614 + 0.0543 — 0.0617 = 0.0540
ALy 5 = 0.0384 + 0.0409 — 0.0416 = 0.0377
2,1 = 0.0413 + 0.0368 — 0.0416 = 0.0365)

Tramo 2-3.-
0.794%3
n=(22)" =050 u ;
Z | 320m | 5

P"M"O.Nm E | N ._..__..m- .\:“._.u O@
- L

p= imluuu =48 = ; -

My, = (2T)(8m) = 16Tm PN
M3 = (1.2 T/m)(8 m)® = 76.8Tm
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De la tabla N27 : Ags = 433 = 0273 By = 0155
DelatablaNP19: p = 4.8, 230 = 0.0600 A%, = 00531} ..(iv)
De la tabla N215 : .hlmu.m = hmu.u. = (.0389

Reemplazando en la ecuacion (i) y (ii) los factores que acabamos de calcular, tenemos:
(3: M;(0.241) + M,(0.147) = —[(30)(0.0563) + (30)(0.0457) + (72)(0.0377)]
O sea: 0.241M, + 0.147M, = —5.774 LTS

(i) My(6)(0.147) + M, [(6)(0.222) ++ (4.34)(0.273)] + M, (0.155)

= —[6[(30)(0.0452) + (30)(0.0540) + (72)(0.0365)]
-+ 4.34[(16)(0.060) + (76.8)(D.0389)])

1.2 T/ml
2

en la que My = —(3T)(2.50m) — (2.50)* = —11.25 Tm

Reemplazando y efectuando operaciones, se obtiene;
0.B82M, + 2.517M, = —43.190 .. (ii")
Resolviendo entre las ecuaciones (i') y (ii*), se tienen:
My, = —-17.16 Tm My = —11.15Tm
Los esfuerzos cortantes en los extremos de los tramos son:

(~17.16 4+ 11.5)

3 =+11+10=4120T

1
13 = .—__uulﬂ.”..__m— = M) = +(5+6)—

1
Qa1 =Voy —7(My = Mz) = =114 1.0 = 100 T

1 -11.15 + 11.25

Qus = vas =7 My = M) = +(48 +12) - B | 07
1 =11.15 4+ 11.25

Qun ".r__mul.tﬁ_“xm l..?—_.._wu = |ﬂh-.m+DMV.lﬁ B.0 ”- =-56T

Qzy = +3+ (1.2T/mlx2.50) = +6.0T
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—an T =
En la que My = 0 por estar descargado el voladizo. Reemplazando en estas ecuaciones los valores

de los giros, los factores de formas reducidas vy longitudes reducidas calculadas en =l problema
XI-8, tenemos:

(0: My (0.241) + M,(0.147) = %w_nm [(+0.006) - (+0.005))

(if):  My(6.00x0.147) + M,(6.00x0.222 + 4.34x0.273) = EJ[(+0.005) — (0.00375)]

Se tomo como momento de Inercia de co ién h
mparacién el correspondiente a |
entonces tenemos: pondiente a la de peralte 0.585m,

1

PROBLEMA XL1.9 Ile= .uume.w&a.mm&u = 0.006 m*
Resolver la viga del problema XI-8 cuando, 4 — - &
estando descargada, el empotramiento tiene  [€) Y T Y
un giro horario de 0.006 radianes, y el apoyo mA_ _ Tooh w e F 1% _ Yecomo E =140 T/em? = 14x10° T/m?
2 sufre un asentamiento de 3 em. considerar  ©°
E =140 T/cm®, sk

que
Solucién: £/, = (14x10%)(0.006) = 8400 Tm?

Como en el problema XI-8, ¢l empotramicnto lo consideramos como un tramo ficticio de longitud
cero y apoyos simples. El piro del empotramiento es pues el giro del tramo ficticio. En

CONSCCUSNCIA:

Luego las ecuaciones anteriores son:

Py = +0.006 rad. 0.241M, +0.147M, = 14 ..(i")
0.03
Yoz =iy = +m..Mm = +0.005 rad. 0.882M, + 2.517M, =735 .. (ii")
0.03
Py = ~ 500 = —0.00375 rad.

Resolviendo entre estas ecuaciones, se tienen:

Apliquemos la ec.(3.L) a los tramos 0-1-2 y 1-2-3, sucesivamente, en la que los factores M ¥ Ao B, e B
son cero por estar descargada la viga:
0—1-2: Myly Byy + M, _“Hu.: “Ayg + LaAyz ) + MaliaBys = Ef (i — 12) Esfuerzos cortantes en los extremos de los bk
Lo que siendo Iy = 0, da: 8 A T -

N i s _El Gz =vig =7 (M~ M) =0 7 ) te307

MyAyz + MaByp = T (o = Wi2) . (E)
1=2-3: MiliaBiy + My(Ti Ao + Baia) + MaliaBaa = EJchns ~b) (1) Qo =vas =70y = =0 - T 3450 _
Hr —_—
Q23 = v3 -:.mnﬁ.?mu —M3)=0-— ﬁ+m“m°hw 0) =—432T
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1 (+34.54 -0}
Qa2 = vap — HQ..__N =M;) =0 T &oo —432T

%ﬂ

£}
41 i
P..mn g |
m _
T I
y @
40 .
-4, 35T
PROBLEMA XI1.10. (UNI, 21-SET-1970)
AT
Encontrar los momentos de flexion . 3.00m
: 2 3T w
cn la viga mostrada, que es de T TN £
seccion constante y de jgual El en % 2 =
toda la longitud. E G.oom t Ceonr t
Solucidn:
Considerando  los  empotramientos o "
n.eu.a _....m:.._....m. de upu&.nm simples con e 2 et
rigideces  infinitamente  prandes O AMTTITTIITIITS a__. 4
(I=0, | =w), podemos resolver el ] _f-o .m. Hrz e ____u.. My G .wn..?uw
problema en forma general (tramos de Le= Hex TyaT Byz

longitudes iguales entre si, en una de
ellos carga uniformemente repartida en toda la luz, y en el otro una carga concentrada en ¢l punto
medio, aplicande la ec. (1.L) asi:

Tramos | My | My | My | I | L | AF | A5 | Ec. (L.L)

0-12 |0 | M [m[0] 70 EWW D+ Mol =6 MMM

o G0 o B MW ..”Im. My (L) + 2Mo(2D) + Ms(l) = —6 ﬁ.lw+n|w_
432 |0 |[My|m, fO[t]0O M|w ML) + M) = —6 %M
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Simplificando, el sistema de ecuaciones es, pues:

wl?
M___..m._ + .E.u = II-..#H
! 3ari
My +2M, + My = -2 3P
5 Ry m.n h.+ [
_v
h.m.u + M?&b = |l@|
Resolviendo este sistema, sc obtienen:
Sawit  pp
My =y
: tw M7
Mm 28 B
m“.m 16
My 08 _5Pl
48 32
Reemplazando valores para el caso particular dado, tenemos:
5(2)(63® 1 27
M, =~ - =
: H_.Mm ; +35 (4)(6) = ~3 =675 &M, =-675Tm
@62 1 9
My =— - =
A 24 : 5 (H(6) = —5= —4.50 A My = =450 Tm
(2)(6) 5 9
x b= T — —
s T = (4)(6) = =i -2.75 “ My ==275Tm
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CAPITULO XII

METODO DE LAS DEFORMACIONES
ANGULARES

OBJETO.

La solucién de estructuras hiperestiticas continuas ¥ aporticadas, de alma llena, considerando
como inchgnitas bisicas los giros y desplazamientos de los nudos,

Este método también es conocido eon el nombre de “SLOPE-DEFLECTION METHOD™, de
Wilson y Maney, o método de la deflexion de la pendiente,

NOTACION,
My, My, Momentos o pares que los nudos aplican al elemento ij en los extremos iyj,
respectivamente, .

R H Momentos que existirian en los extremos i y j, respectivamente, del elemento j,
si tales extremos estuvieran perfectamente empotrados, producidos por las cargas
aplicadas al elemento,

@y, 8y Factores de forma reducidos de 2 especie en los extremos i ¥ j . respectivamente,
by Factor de forma reducido de 2 especic del elemento j.
€. € Factores de giro reducidos en los extremos i y j:
Gy = ay + by i = ay + by
Py = wlwh Rotacién o giro del elemento ij, siendo Ay el desplazamiento relativo entre los
J

extremos iy j,

Rotaciones o giros de los extremos i v j del elemento ij; son los giros de log
nudes i y j,

Maodulo o coeficiente de elasticidad normal,

Momento de inercia en Ia parte de seccién constante del elementa j.
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Ky umh Rigidez relativa del elemento ij, de momento de inercia constante I;; ¢en toda la 2 N“"nc_mn ﬁ_nm factores de forma de 2 especie (ay, @, Bi;) y los factores de giro (&ije ) para
/] a4 clemento,
longitud {;. 3) Caleular los momentos de empotramiento perfecto en los extremos de todos los elementos
cargados,

4) Estudiar la hipergcometria de la estructura con o que se establecerin los gires v los
desplazamientos relativos de los nudos, incagnitas del problema. La cantidad de estos giros y
desplazamientos da el grado de hipergeometria de la estructura, En general se puede decir que
siempre hay tantos desplazamientos relativos A entre los nudos como apoyos ficticios seria
necesario considerar en los nudos para dejar Ia estructura sin posibilidades de desplazamientos,

5) Aplicar las ecuaciones de Golden (1.M) a los extremos d todos los clementos, incluse en los
que exista rotula,

7 6) Plantear las ecuaciones de equilibrio estitico del conjunto y de las partes de la estructura, en

| W cantidad igual al grado de hipergeometria determinado en 4). En general:

34
=

=
.

SIGNoDs.
a) en cada uno de los nudos debe cumplirse.

Para los momentos o pares que los nudos aplican al elemento, para los momentos de

¢mpotramiento perfecto (convencion de signos de anilisis), y para los giros de los nudos y de los J=n ;
ﬂ“.ﬂﬁ.wnﬂ._ﬂm“ M._f._.-. =0
=
My, My, M3, MG, 0, 8,10, )+0 =0 |
s Mye, M3, My, 04, 85,y o
Mg + My + My + - e
ECUACIONES. i iz Mg+ My, =0 . "
. . y b) en los extremos de elementos en los que hay articulaciones o
i les (E ones de GULDAN): ;
A, Para el caso general de elementos de secciones variab es (Ecuaci e ) b ik Somtioe W e i sk 3 __
cjemplo, en la figura:
_m.___n g .m = ,.-.,1... 2
My = qu: (@80 + b6y — &, ) + i Me
£l w (1.M)
My = anv: (@8 + by8, — g W) + Mg ¢) Por cada une de los desplazamientos relativos debe plantearse la ecuacion T, F = 0 es

decir que la suma de las fuerzas, acciones y reacciones en un sentido determinado

B.-Para el caso en que cada elemento de la estructura tiene seccién constante({ couaciones de (generalmentc cn l del desplazamiento relativo), debe ser igual a cero,

Moahr):

7) Resolver el sistema de ccuaciones planteados en el paso 6), obteniéndose valores de las

; o
My = 2Bl (20, +6) — 3 ;) + M incégnitas (o proporcionales a las incégnitas) giros 8 y W,

My = 2Bk (26; + 8, — 3 ;) + %_ = @M)

8) Reemplazar los resultados o valores de estas incdgnitas en las expresiones escritas en el paso
3), con lo que se tendrin los valores de los momentas en los extremos de cada uno de los
elementos de la estructura.

METODO.

A.-Para el caso general de elementos de secciones variables,

[i.-Para el caso de elementos de seccign constante.-
1) Determinar las longitudes y dimensiones transversales de los elementos de la estructura,

En general los pasos por dar son los mismos que para seceiones variables, excepto;
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1) Caleular las rigideces relativas kiy para cada uno de los elementos,

2) Aplicar las ec. De Mohr (2.M) a los extremes de todos los clementos de la estructura, incluso

en los que existe rotula,

PROBLEMA XIL1, gﬁ% z

AL I
Determinar  los  momentos  flectores y esfuerzos
Cortantes de la estructura mostrada,

x

Solucién: i
Las incognitas del sistema son los giros de los nudos 2y L

¥ . I 80 * ouoom
3, esdecir 8, y 85 no hay desplazamicntos de nudos.
Los momentos de empotramiento perfecto son:

1 1
MP = —-M2, = lﬂ.m_ﬂ.q..___H = Immmw”._“n“_u =—1Tm

Aplicando las ecuaciones de Mohr {2.M) para los diversos n_ﬂﬂaﬁﬂ

kY

i
My = 265 (6,) ~ 1 =3m, -1
xu_nummﬂm&_i =6my+1
i
_.__.u.mu = NNW—“MtwaTmhu_ Hﬁﬂ...n-TN:nu

I
Myz = 2E (205 +6;) = dmg + 2m,

i
My, = 28 wnmmnu = 4m,
I
My, = Mmmmmuu = Zm, |
En las que:
1 1
Euﬂmmmmu :ﬂme.m..__mu
My ¥ My son momentos de giro de los nudos 2 y 3,
Elth]
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Las ecuaciones de condicion, de equilibrio estatico, son dos:

SM....«P..H_.._"

&.u. +___x_u.w+xu.. =0

(6mgy + 1) + (4my + 2my,) + (4m) =0
» 14my + 2my = —1 w (D)
2) My =0

S g+ 2my = 0 we ()

Resolviendo entre estas dog ccuaciones, obtenemos:

1 1
Wa ™1 Ma=og

o=3(-)-1e- 2
()2
=G 2(-2)=s

El esfuerzo cortante en una seccién cualquiera en funcién de los momentos ¢n los extremos del
clemento, momentos en 1a convencion de signos de andlisis, es:

1
@= _.-Im.m.?__c_ +._{.hu
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Aplicando esta expresion para los diversos elementos, con los resultados obtenidos para los
momentos extremos, tenemos:

1 1 1 1/ 16 7

Qua =+l — 1 (g + May) =+ =5 (- 13+ 33) = #3357
T 1 1/ 16 7

Qs Hlmehllﬁ._”._:_.un_. .-..uNuu H!MHWuﬁwullﬁlw:.w:.-q VIIN.GMH

i 1 3
Qs =0 IM_.“__s.uw + Ms;) = Imﬁ!.._lw.u =4 0087

3z =0 — l_na_uw + My;) = +008T

1 1/ 2 4
Quz = Quy = 0= 7 (Mg + M) = 3 (~ 13— 73] = +015T
Con los resultados asi obtenidos, trazamos los diagramas de momentos flectores y esfuerzos
cortantes siguientes:

N T OOy &
=&
oot”

PROBLEMA XIL2. (UNI, MARZO-1952) H

i F 1
La viga mostrada en el esquema (tramo en | L— :
voladizo con | constante de 20 dm* ; tramo 2 Yy -
siguiente con I constante de 30dn®), estd sujetaa 3 pp0e | e _u

2 .
la accién de un par y de una carga concentrada,

ambos en el extremo del voladizo. sin considerar el peso propio, se pide trazar los
correspondientes diagramas de momentos flectores y de los esfucrzos cortantes.
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Podemos trasladar el par y la carga aplicados en el

extremo 1, hacia la seccion 2. Asi tendremos la situaci6n

del esquema, en la que el par total en 2 es: Juﬂ.ﬁ e uwu
=356 almt .-ru.

M3 =—2Tm—(5T % 2.20m) = —13 T'm L__ A= tge |

Mys = —13Tm J

Aplicando las formulas de Mohr en el tramo 23, tenemos:

Myy = 2Ek, nwm_uu_ ) 1
My, = N.m.._n-nmmuw Rl HM.&E
1
O sea que: M, ummlumu =65 & Mgy = ~6.5Tm
Los esfuerzos cortantes son;
hz2=0Qy =-5T
1
ﬂ.uw = Quu =V r]ﬂ.u..‘uw + -uou.u.nu =0 INN.ﬁle L m.m““ =4424T
Dhogroms o
TR R A s
+2yT
T
>f
T
PROBLEMA XII.3. + —.ﬁ”_.....: IR
Resolver el problema XI-5 aplicando el -..a__ﬁ_o de las [ g .
deformaciones angulares. gl S
Solucidn: ___ T = + P A
Por simetria fisica y de carga podemos afirmar que: A / .
, | 3
= —f ;
el 1 B e ——
' J 4

Iin el sistema, en consecuencia, hay solo una incégnita:
i deformacién angular 0,.
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a

Denominando: ; 3 en las que o = T Siendo 0<a <1
I
=3 k=7 e=2 !
: Considerando que:
Podemos escribir las ccuaciones de Mohr (2.M) para los momentos en los extremos de los Iy H...w k= m.m e W
clementos de la parte fzquierda de la estructura (por simetria, en la otra parte ocurre cosa igual): b I ky

Mys = 2Ek,(8,) = 26,0, Tenemos las expresiones de los momentos en los extremos;

My, = 2Eky(20,) = 4Ek,0, ®

My: = 2Bk, (8;) =@,
_-..m.m._ = N.m.wn_.ﬁhﬁwu = M.ﬁ_ﬂ

Mas = 2Eky(26; +0:) + MEy, = 2eq, + os Mo @

Maz = 2Eks(203 +6,) + MY, = 2, + e, + MO,

. wl?
znw = Nh?uﬁmmﬂr_'muv.—-xmﬂu "N..m..hhﬁ._.mm lm

La ecuacién de condicién, o de equilibrio estitico es:
M-L.n._. =0: ._‘NH +.__.ﬁuu =

wl?
(48ky0z) +  2Eeky0, — =) = 0

En las que:
P2 =2Ek\8, y @y =2Ek,0,

De la que: Ecuaciones de condicién:
wl®
2Ek,0; =
1%2 12(2 + &) SMEHQ My + My =0
(2,
Que llevando a las igualdades (i), obtenemos:
wl? 20, + 260, + @y + MG, =0 - o
= 3= Py ==Mj —2(1+¢
Mo .:»ﬁ s 23 Jpz .. (3)
T
A7 62 +e) 2) Maz = 0: 23+, + MY =0,enla que reemplazamos la ec (3):
wl?
MpSmee—0
6(2+¢) 2[—Me. Mg, — 2M2.
—M8, —2(1 o _ _ Mg 23
Las mismas cxpresiones obtenidas al resolver el problema XI-5, aqui ahora, con los signos de la (=M =201+ e)ga] + g, + Mz =0 = g,= 413z

convencidn de andlisis.

PROBLEMA XILd. (UNI, 19-DIC-1956) mp L )
Aplicando el método de las deformaciones angulares, resolver la B P O sea, reemplazando las igualdades {1):
viga que sc muestra. Se trazaran los diagramas de momentos | . | A _
flectores y de esfuerzos cortantes. Toom : 3 2 3a* = 6a+ 2
P = Moo

En el tramo 23 los momentos de empotramiento, segin la tabla N°4, estado de carga n® 40, son:

Que es suficiente para determinar las expresiones de los momentos en los extremos, llevandola a

(&2 — a)[2l; = 3(I; — a)) Ins igualdades (2)
14 H

ﬁN = -—vzuﬁu_ = ﬂVﬁ.Dn.' HU
Z

(D)
20, — 3
al 7 < — 3a)

.n...nunu = -_«z.n

.J.__Wnu = +.?ma

3a® —6a+2 3a* —6a 42

t_ = +M = =
2 " 443 My, = —Mys = +2M, i

My =0 ..(4)
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El signo de estos momentos estd dado por el término 3a® — 6a + 2 en funcion de la posicidn o
del par. Haciendo 3a® — 6a +2 = 0, obtenemos @y = 1 — 1/v3 (la otra solucién, 1+ 1/43,
debe descartarse por ser > 1, fuera del intervalo de valores de a) . Por consiguiente, tenemos:

) sta<1=1/3, 3a*—-6a+2>0,

o Mp; > 0,0 sea My; > _“__ )
My; > 0,0 sea My, <0 en la convencion de signos de B.M
i) sia=1-1/y3, 3a®~6a+2=0, ~ My;=M; =0

i) si @>1-1/43, 3a®-6a+2<0,

& My <0,05ea Mz <0
naq.u._. < 0,0 sea _‘_Nu. =0

En base a esta discusion, se han dibujado los diagramas de a
momentos flectores que aparecen enseguida. E’J

Los esfuerzos cortantes en los extremos de los tramos son:

Tﬂ la convencion de signos de R.M

3M,
(4 + 3¢)

1
Q2 = Iﬂﬁ__x_.n + M) =~ (3a® — 6a + 2)

Cuyo signo estd regido por el del mismo trinomio, en consecuencia:

Dsia<l-1/43, 3a®—6a+2>0, = Q<0
iysia=1-1/¥3, 3a*—6a+2=0, =+ Q=0
iii) si a>1-1/V3, 3a*—6a+2<0, & Q>0

My 1 My 2My 3a® —6a+2 6M, " £
B e r— - — e — = |.m. -
Uy =—p ) == +r$+m3? #=3

Para todo valor de @ comprendido dentro del intervalo de 0 a 1, ¢l trinomio a® — 2a :m <0

luego en todos los casos:
Q23 <0

En ambos tramos los esfuerzos cortantes se mantiencen constantes, es decir que:
Q1 =iz y Q32 =0
En el 12 por que no hay carga aplicada, y en ¢l 23 por que los esfuerzos cortantes isostiticos son
iguales entre si:
My

Vgz = Vg = =T
Z
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Las reacciones de apoyo son:
Ry T= +Qy5, cuyas variaciones de sentidos son:

Dsta<1-1/43, g, <o, “Ry <0
if)sia=1-1/V3, Q,=0 “Ry=0

isia>1-1/3, Qn>0, ARy =00

Ry T= =Qg,,
Conforme hemos anali =t
o analizado (53, = Q,5 < 0 para todo valor de @ . Luego, para todos los casos o
Ry >0 (1)
o o1 My 1
z Qu_.+_Muwl_4:m_____‘.._.-w+...qﬁv+ﬁjlri.._.quw”_
& L L
Pero .a.q.u_. = M._E_—u. M, = -Myy ==2 M,,
Luego,
1 My  2My; 3L 420
Ry=—(3M,,) - 24212 _ 30 1 _M,
z h_n 12) L + 5 0L M. i,
M+ 2 M
2Ry = 1 o _ My
A St A
En la que:

i) sia>1-1/v3, 3a~6a+2<0, - Ry <0 (1)
) sia=1-1/V3, 3¢ -6a+2=0, . R:<0 (1)
i) sia<1—1/43,

El E.H,n__nq terming de R, es > 0, de modo que la diferencia podria ser positiva o negativa,
dependiendo ahora de la relacién de longitad L, /I, = 8, asi como de &, asi:

_ﬁuﬂ.u. da RHH—IP h.—.un-._m

V3 A+2/3
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Valor que satisface la condicitn & < 1 — 1/v3 para cualquiera que sean los valores de §, v &,
por que :

licande las ecuaciones de Mohr (2.M) a los tres elementos de la estructura, tenemos:

1.57 & 3
M lewm.?m = mm.n._u +19.8 = £1(0.19, - 0.018) + 19.8

151 5

My, = Nmﬂ?& i mﬁv - 4.2 = EI(0.26; — 0.018) — 4.2
0.71

Mas = 26— (20, = 0,) ~ 39.2 = EI(0.16, + 0.056,)  39.2

0.71 il
Myz = 2E === (205 + 8,) + 39.2 = E1(0.16; + 0.056,) + 39.2

My = 2828 (59 o = EI(0.18 8
a0 = 285 (20, - 1) = EI0.10, - 0.006255)

_”_.E .m
xaa Nm.mﬂ?u | wﬂu = EI(0.050, — 0.006258)

F+2+e
B+2/3

=1

Por consiguiente, en esta situacion i)
para @ < a, R; =0 (1)
para o« =, Ry =0

1
paraa > a, pero <1l-——, R, <0(l)

7

4

Lis fuerzas cortantes en las bases de las columnas son:

1 1 eoTX
h__ [Tk Ciz = vy, Im..a__s.z + M) = -2 Im_w_._.,‘&—u + My,) 4 ) ™ 2
&
1 1 w \w r
_-__ Qa3 = Vg3 — 7 (M3 + M) =0 - Mm__...__._.u + My w.ﬁ 2
—r |
PROBLEMA XILS. Las tres ecuaciones de equilibrio, son:
Determinar la distribucién de los momentos flectores v esfuerzos e
cortantes en el portico que se muestra, ..T& :_:_:_:_ﬁorql ___.__M__...__ll.n_“ My + Myy =0
o agF )
Solucién: o [E7(0.20, - 0.018) ~ 4.2) + [E1(0.18, + 0.056;) — 39.2] = 0

Las incdpnitas bisicas son los giros de los nudos 2 y 3, y la
desviacién horizontal de cstos nudos. Es decir:

>
G

* EI(0.30; +0.056, ~ 0.018) ~ 434 =0 ..())

0,,0,,8 5 7 szn; My + Mgy = 0
. £ ]
Los giros de los elementos 12 y 34 son: ,_s_hq [£1(0.16, + 0.050,) +39.2] + [EI(0.10, — 0.006255)] = 0
e wl.w Al m_w o g ~ E1(0.050, + 0.20, - 0.006258) +392 =0 .. (if
Los momentos de empotramiento perfecto son (Tabla N° 4) : et iy = RO
! _
. b(2l-3b) 9(60 — 27) ) 4 o (LA Fy=0,
Mf; = +M, 2 = 460 307 = +19.8T pie. H o k‘.ﬂ.. 2k ?M!.mv
a2l - 3a) 21(60 — 63) [ i 6T it de fuerzas horizontales al nivel 1-4 debe ser igual a cero:
f = My = = 60— = 42T pie, ; 0. u_ B 0, = 0

. 28"

1 1 - \ 1 1
Mis = M3 =~ S ol® = —— (06)(28)? = 392 pie. T 35 P + M)+ [~ 52 (s + )] = 0
300
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2 +w|._.w [Ei(0.18; — 0.018) + 19.8 + E1(0.2¢; — 0.0158) — 4.2] +

1
7 [E1(0.056, ~ 0.006255) + EI(0.105 — 0.006256)] = 0
~ EI(0.36, + 0.18756; — 0.0356258) + 756 = 0 ... (iif)

Resolviendo el sistema de ec.(i), (ii) y (i), obtenemos:
297.6 150.4 3835

= — = &Hﬂ

El El

Llevando estos resultados a la expresion (1), obtenemos:
Mz = 0.1 % 297.6 — 0.01 x 3835 + 19.8 = +11.21 T pie.

My =0.2%297.6 — 0.01 x 3835 — 4.2 = +16.97 T pie.
Mys = 0.1(297.6) + 0.05(—150.4) — 39.2 = —16.96 T pie.
M;; = 0.1(=150.4) + 0.05(297.6) + 39.2 = +39.04 T pie.

My = 0.1(—150.4) — 0.00625 % 3835 = —=39.01 T pie.

M,z = 0.05(~150.4) = 0.00625 x 3835 = —31.49 T pie.

Los esfuerzos cortantes en los extremos de cada elemento son;
1
Quz = =2 =35 (+11.21 + 16.97) = ~2.94T

1
-2 - % (++11.21 + 1697) = =294 T

Q=
0.6 1
Qas = +—- % 28— 2 (~16.97 +39.04) = +7.61T
0.6 1
sz = == X 28~ 55 (~16.97 +39.04) = ~9.19T
1
Q=043 =0- 53 —39.01 —31.49) = +2.94T

Con estos resultados podemos dibujar los diagramas de distribucién de momentos y esfuerzos

cortantes siguientes:
ses ™ it A
B
1A — iﬁ
-] 2900 2 3
.
o [} ;
FY A
Fr-=.9
=
o4 Ll g
3 g 274
AT p—
Az
an’
Fruzrnering b g ¥
wtt Hledtores ben o) =1
d : fl.m\__.h_..q?.
TV
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PROBLEMA XILs, (UNI, 20-ENE-1969)
Li estructura que se muestra es de seccién constante, .ﬁn
2

Calcular la distribucién de los momentos flectores v los Al
tiluerzos cortantes. se trazara, finalmente, los diagramas m B
vorrespondientes. ! u
Bolucidn: __ __ i
I |
Las incdgnitas bisicas o primarias en este caso, por simetria “ _ﬁ
fisica y de carga, son el giro del nudo 2 y el desplazamiente +———4 i
relativo entre los nudos 1 v 2, asi tenemos: L i
= A
f; = -8, Yoz =iy, = 5 Pz =0
Hagamos:
Los momentos en los extremos de fos elementos son:
Mz = 2E H 8. 3 :
= mh 2=32)=20,-4 | My =26 =(20, +6,) =,
xsummm?mu:umuué ~a|M |th?a 2
6 5 2 =288 u+mmun|§~+p (a)
Euunnm.h.nmm +8)=¢ My =2 : ?
12 ) 3 .l 43 = .m.wr murTNNu"INﬂﬂlan

ones de condicion:

MEH? My + Mz = 0

ﬁ&&mib”..vamuﬂa = A= 5@, (1)
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CAPITULO XII: METODO DE LAS DEFORMACIONES ANGULARES

PROBLEMA XIL7. UNI, 6-ENE-1969) THind
UL T o

EMbq..uo“ W+V,~2P =0 porsimetria Vy =V, .y =p

Resolver el pértico que se muestra, para el que todos log
clementos tienen el mismo EL Se trazara finalmente, los
diagramas de _nmeo.._..SSm flectores y de fos esfuerzos
cortantes. En las secciones I 35 7 ¥ 9 hay

articulaciones,

Pero:
Vi = Qiz = vip = 5 (Myz + Myy)
=0-3l@0 -0+ (40, - )] - v=-g,+1a

Ly
3
2

O sea que;

H H
EEH.TWDH..U - auﬂmb_l_u - (2)

Solucidn:
Observando la estructura se constata que la parte 3-4.5- e
0-7 es estructura tipo arco de tres rotulas, sobrepuesta al resto del portico, Es posible, pues,

Resolviendo catre fas eouacioncs (1) y (2 obtenasmos: determinar las fuerzas verticales Vs ¥ V5, ¥ las fuerzas horizontales H, y H, que esa parte aplica

3 X 15 : sobre 1-2-8-9, que es la tnica poreién hiperestatica; por simetria;
G=>P y A== =V=1
y=SP = Vi= ¥, = sET/mDEm) =247 » ¥ como el momento flector en Ia romla 5 tiene que ser

cero, tomando momentaos respecto de 5 de las fuerzas de la parte izquierda de 3-4-5-6-7 tenemos:

Llevando estos resultados a las expresiones (a), obtenemos los momentos en los extremos: ) -H0) - eoem =0 - Hy=H,=16T

a_unn m _uu | ﬂm.uv 4 Myp=—45P My =+45P

m Hm
....mu_. Hn.ﬁm.mufﬁmu_uv =+ & My =—15pP LMy =415 P

w
a_an Am & & Mpy=+15P oMy, =-15pP

Los valores de las fuerzas cortantes en los extremos de los elementos son:

1 1
Qa2 = vy Iuﬁ.oﬂpw +My) =0 lmnl.m.m__u ~15P) = +P & Quy=-P

i 1
Qa1 = vy, —7(Miz + My) =0 —g(~45P—15P) = 4P - Q,,=-p
HE M) =0 H_“+Hurrpm3|c w03 =0
Qo3 = oy =7 (M3 + My;) = 17 (1 . 3z _a_”_n”m ﬁ.oqwn..:ﬁr iones angulares, la parte 1-2-8-9, sobre I
q ¢ hay aplicadas la ¥ 7. Por simetria
5D . . lisica y de carga; Momentos en los extremos de los elementos: §=-8,y8, = —6, hay pues, solo
g .wma.m,ﬁ?mmzw +P ol 2 dos incognitas: log giros de los nudos | __.w. No hay desplazamientos relativos entre los nudos.
..E_.tﬂhu» Ceranley
I .r _ - & 2 ; Mz = 2E 5(26,48,) = 160, +80,
: ~45p I
ﬂ xuu - N.m..ﬂln.mﬁun_.m._u = Hmﬂu+mﬂh
HsP M . ; Mas = 16(2) = +32 T
4 I
1~ e _

1 5 £ Bt
M lag que: = =—
R que: 9, 201 2. 20
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Ecuaciones de condicidn:

1) My =0 168, +80, =0 — @, =-2¢; ..(1)

2) Mh__._.ﬂc" May + Moy + My =0
2
(160, + 86,) -+ (32) + (50,) =0
8 + 210, +32=0 w(2)

Gu“|m

. 16
Resolviendo las ec. (1) y (2), se obtienen: @, = — =

Resultados que llevados a las expresiones de los momentos en los extremos, son:
16 32
Mz :..ﬁlu +mﬁllv =0 = My=0

17 17
32 16 384 .
= s s —_—=m———= =22 AT A Mpg=4226Tm
Mz = E.h Gu 25 mﬁﬁu T R S M
32 160
=5l=<|=—-—m==0. s My = +9.4Tm
Mzq |mm HL 17 i - *

Los esfuerzos cortantes en eslos extremos son:

1 1 . - .
..Muu =V — ﬂﬁ.!.uu + .-&.NHU =0- W..ﬁﬂ. e NN.@V =+452T & Qyg=—452T
1 1 ; =
Qur = Voy = (Myy + Myy) = 0~ (0~ 22.6) = +452T = Qug = ~452T
1 1 ; 3 &
Qua = Vo ...._.”._,.__.,__u.w + Msp) = =I|N.n..+wm+ 0)=-16T - Qyy =+16T

1
Q2p = vy I.W.n_____.,_.mu + Mgz) =0 = mﬁlwh. +94)=0 = Qg =0

AM— — = — g

.ﬁ? ?fmléanﬁ.wz fhes o
2 Wl B o
Zz

5
3

2

_ T
Py PR
=
SR 4 —#
.f// . e B
926 Ten LDragruma .m“.w.
- a % . de goluarges  SPKAA
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PROBLEMA XIL8. (UNI, 20-ENE-1969)

} —
El pértico que se muestra es de EI constante en todos .%#.L H
sus elementos. Se pide; a # -3 |__.
= >
) Indicar cuales son las incognitas  primarias en la ../m. % |
eslructura; ﬂ._ i
b}  Expresar los momentos en los extremos de los _ .ﬁ
elementos en funcién de las incognitas primarias; < Al
¢)  Plantear y expresar las ecuaciones de condicitn, | A 5 _u..a_

en funcién de solo los
primarias,

Las inchgnitas primarias estin dadas por los gires de los nudos o deform

extremos de los elementos, y por los desp

I
momentos en los extremos, que permitan resolver las incognitas

aciones angulares en los

los desplazamientos, para lo cual sujetamos con apoyos ficticios todos los

desplazamiento,

desplazamientos y giros que se producen;
de desplazamicntos simultineos.

y T 4

2 b 3 oll....-

R

~
- o
.
G ~3
(g "
el =
P
o = ..,“i
)
-

lazamientos de los nudos. Veamos primero esto Oltimo,
nudos susceptibles de
¥ luego iremos soltande uno a uno estos apoyos ficticis y analizando los
finalmente combinaremos tales giros para la situacién

La combinacién de los giros anteriormente indicades da:

Pz = 8'/6 s = 8" /4
Va4 = 8"/4 | Wy = (6" +87)/5
Wee = 6"/4 Yoy =—48""/2
Yra =876 | thae = (8" +5")/5
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a) Las incognitas primarias son:
Giros de nudos: 85, 8,, 0y, 05,04, 0,;
Desplazamientos; ', 6", 5, 5%
En total: 10 incdgnitas.

b) Los momentos de empotramiento perlecto en los clementos cargados son:

M = —M5, = Fl..ﬁwu._.‘_muu =—9Tm

16
M3y = -M% = I.|_QLT_”_~ = -3 Tm
Momentes en los extremos:
2EI &
M, ||_m- m.uimﬂ =9 =100, -55 -9
2E] a’
My ﬂlmlmmmwlu mu +9 =200,-55+9
Nh.h mzﬁ
.-.%Mu = IH-HNQN + Ww W.ﬂv = W—uﬁu + HME& — HH_Nmm_u
2E! &
My, = e 205+ 8, — u.ﬂ.v = 300, + 159, — 11.2548;
2E! 4" 16 16
EEH.MIT?+FIu Aulﬂ =308, + 15¢, — 11.255, — 3
Nm.a I.b:._:-—..m.:
Mye = ImJT_m.u +0,—3 5 v = 240; + 120 + 7.28; — 7.268,
2E1 & 16 16
M3 ilﬁmm¢+mulw v+|.. =300, + 150, — 11. 256, +.W|
N.m._ﬁ Im..-.: m..u_
Mg HlmlﬁmP +0;—3 3 v = 240, + 1205 + 7.26, - 7.26,
Nmm. Im__.-m +h_.:u
Moy = < hwm«. +8,=3 5 v = 240 + 120, + 7.26; — 7.28,
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Mgg n.mﬂﬂ,ﬁumm + 8 — wﬁv = 30@s + 150, - 11.255,
Mes nmmmuml mmlmﬁv = 300, + 1505 — 11.256,
s m%mnm« +0,— wﬁu = 240, + 120, + 7.25;, — 7.25,
Mgy = % Tmﬁ. +0,—3 ..Mev = 600 + 300, + 455,
My =i T& +0,-3 1J = 600, + 300, + 458,
Myg = .Nmm qu -3 Imrv = 208, - 56,
Moy n%ﬁmﬂluw = 100, - 5,
En las que, para simplificar la &nquE s¢ ha _an_E.
El El El
By = — au. [ wamm_. @, = P. |w.mm,_.w~ n&mz.

SMRHE My Mz =0  ..(D)
[Fi]
2) M__a =0: M+ My +Myg=0  ..(i1)

ﬁMzu? Mp+Mg=0 (D

4) M M=0: Mg +Meg=0  ..(iv)
15)

mu.M?"__“G" xawnT?"-mw-—-._:hq"G w (P}
6]

6) Mz =0 Myg+Mpg=0 .0

)Y =m0 Oyt Qs - T/mD(Am)=0  ..(1)

(3-6)

Ing
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Donde:
1 1 1
Qaq = Va4 J.m.naub + Myy) = +Mﬁ.m T/ml)(4m) I..__.IﬁE.u._- + Mys)

1 1
Qus = Vg5 — T (Mgs + M) =0— m.mt._mm + Mgg)

O sea que, reemplazando en la ec. (1), tenemos:

.-‘m.m.— + .-Lhu + -‘.n._mm + bﬁmm +32=10 nﬂ—mu.

8) Y F=0 G+ Qo - GT/mOEm) ~@T/m)Em =0  .2)

(1-%)

Dronde:
i 1
Qyz = +Mﬁﬂxﬂ_.u_nmﬁu im_nan + M)

1.
gz =0 I.N (Myy + Myp)
Que llevando a la ec.(2), da:

-h_uu ..T.z.uu +._f‘_u.u. -+ .-..u.unn_' 150=10 ....ﬁdn_..nu & " 5

9 > F,=0:

et
(La suma de las fuerzas verticales acciones y
reacciones en la seccién inmediatamente la derecha /mr
+
1

del nudo 2, es igual a cero):

VitQ=0 (3]

J.fﬁ.ﬂ.._.u
,T

Donde, tomando momentos respecto del extremo 8
para todo el conjunto:

My + Mgz — Vi(11) + (1BTY@Em) + (A6 THEm) =0

1
W= m.mﬁz_.u + Mgy + 182)

1

oz = IN_“E»W + Ms)

Llevando estas igualdades a (3), tenemos:
1 1
7 Mz -+ Moy +182) — 2 (Mzs + M) =0  ..(ix)

2310

ANALISIS ESTRUCTUR
CAPITULO XII: METODO DE LAS DEFORMACIONES __.xzmcrpwm.m

1) 3 K=o

(3-4)d

(La suma de las fuerzas verticales acei L
10NEs ¥ reacciones en | B .
de los nudos 3 y 4, es igual a cero): a seccién inmediatamente la derecha

Vit Qs+ Qs =0
Donde V; ya esta determinado para la ecuacion anterior y:
1
Q3 = Iw_ﬁk.um + Mg3)
1
Uy = rwn_gru + Ms,)
Luego,
1 M 1
m_... uu.».z.n.w._. Hﬂmvim_“?,__mm ._...I_nqu.-h.ﬁm .—JI.mA”_ =0 :'Hunu_

PROBLEMA XILY. UNT, 15-JUL-1968) & _%

La estructura continua que se muestra estd perfectamente
empotrada en a y d, sujeta a la accién de las cargas 2P y
P. todos los elementos son de la misma  seccién
transversal. Determinar los momentos ¥ esfuerzos
cortantes, trazando los diagramas correspondientes,
Solucidn; ! I r L o

La Ginica posibilidad de desplazamientos de los extremos b (del elemento ab) y ef del ele ed
s normalmente a tales elementos; asi tenemos los desplazamientos A |, que dan: e

Voo =70 Yo =10 23y =2y, =y

Los momentos de empotramiento perfecto son:

o
ap = =

1 1
[ p—— R
ba = mnmST .pE

o 1 1
Meq = =M§, = —g@N= ==Pl

8i hacemos:
1
ME =m,

b Mgy ==MS, =—2m ,
Wn“l._-mhnﬂla
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Las incdgnitas basicas son: 8y, 0., 4 (o0 y); 3 en total.

[
Haclendo K = u.m.m ,tenemos:

May = K(8, —3p) —2m Moy = K (28, + 8,)
Mys = K(26, =)+ 2m | Moy = K20, +¥)—m | (a)
My = K(28, +8,) My = K(8: +1) +m

Ecuaciones de condicidn:

1) qua" Myg + My =0
®
Zm
K(20, — ) +2m + K(20, +0,) = 0 “ 40,40, ~ P - =0
Bquo" My + Mg =0
© "
K28, + 6,) + K260, + ) =m =0 48+ G+ P -7 =0
) Y R=0 Vo + V=3P =0
Donde:
1 K
= Ca H+1Ifﬁ2nu+2_upw. uhllﬁwmuim_.S

= ~Qu =5+ 7 (Meg + Mee) -w+m§1 20)

Owﬁ_

P 3

K ['s
mllﬁuﬁlné.“. +TGO+2) ~3P =0 & T(36—30 +4p) ~3P =

Resolviendo el sistema de ec.(1), (2) ¥ (3), se obtienen:
9 Pl 1P 45 Pl

Oy = Be=—=— . =

80K

Que llevando a las expresiones (o), dan:
Mgy = —0.7 P
Mpq = —Mp. = 0.0875 Pl
Mcy = —Mcq = —0.1625 Pl
My = +0.55 Pl

312 :
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esfuerzos cortantes en los extremos de los elementos son:

1

yp = +P =T (~0.7Pl ~ 0.0875 PI) = +1.7875 P
1

= =P~ (~0.7Pl - 0.0875 PI) = —0.2125 P

1
(b = 0 =7 (0.0875 PL — 0.1625 PI) = +0.075 P

1
Qs = 0 — 7 (00875 PL — 0.1625 PI) = +0.075 P
P 1
Qea = +5 —7(0.1625 PL + 055 PI) = —0.2125 P
P 1

Que = =5 =7 (0.1625P1 +0.55 PI) = —1.2125 P

AatEp
uhﬁm; = .ﬂM.u.Mﬂ\n.\uwumE 41 '
osd _ | -poip Dragrama da
.._nz.....mmn sl 4 i i ML_.._ *
_..r......ﬁi..b W\% ‘ ] df
. 4 b :E____ E
P-..._um I./..L-.._ E =oatuk __ _z.w__.n..__.ﬂ._u
el

PROBLEMA XIL.10. (UNI, 8-JUL-1968)

Para el portico que se muestra, con el fin de resolverlo
nplicando ¢l método slope-deflection:

4

a)  Indicar cuales son las incognitas primarias;

b) Estudiar la geometria del sistema, determinando la !
expresién del giro para cada elemento en funcion de las |_v “
inchgnitas primarias; +u.2. Pl +

) plantear las expresiones de los momentos en los extremos de los elementos;

d)  plantear las ecuaciones de compatibilidad. (para cada elemento se indica el T en dm*)

e &
|
L
_ﬁ

Solucidn:

Consideramos que, primero, se produce desviacion &, , solamente en el primer nivel, la que
irrastra consigo, y paralelamente asi mismo a las piezas 23 y 45, adoptando el pértico la posicién
12'3] 415" 6. Donde esta posicién, se produce la desviacién 5, en solamente el cuerpo superior
. adoptando 1a estructura la posicién final, definitiva, 12°3' 4'5' 6.
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a) Incognitas primarias:- giros de nudos By, O3, B, 0:, y desplazamicntos relativos 8,y 8 ;

total: 6 incognitas,

Pero por simetria fisica y por la posicién que ticnen las cargas aplicadas, 8, = d; y8;=4,.

Luegp, las incdgnitas primarias se reducen a 4: 03,04, 8, v &,

b) Giros de los elementos.~(Usando las dimensiones en m)

2z 8, /cosy &,

..ﬁ..nua_mmn+.ﬂ.ﬂ+ = - tsm S Pz =t = +0.2 6,
vy e
22°+575' 26ty 26,(0.3)
s = =g = - - 2O 5 s = —0.075 5,
T
33 &;/cosy &
.____uuuﬁamn+ﬂu|..wln+ nww. H+W%m = Yoy =i = 4025,

IFTAA 2+ E)tany 208, +8,)(03)

Vse = == 3 5.00

¢} Momentos en los extremos.-

0.024
My = Mg = umﬁ — u [6; — 3(0.26,)] = a[8; — 0.68,]

0.024

xznam,..uum ﬁlmmv [26; — 3(0.26,)] = a[26; — 0.65;)

0.024
My = Mg, = 2E ﬁ.wmu (26, + 8, — 3(0.26,)] = 26, + 8, — 0.65,]

314

o g = =012 (8, + 8)
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0.027

tau_zmn Nmﬁlm.mﬂuwmp +8; +3(0.0755,)] = a[2.2026, + 0.165155,]

=

.024

zuuuzaumm Ammu (203 + 8, — 3(0.28,)] = a[265 + 8, — 0.65,]

0.018
May = Mys = 2E Tum.mv (265 + 05 + 3(012)(8, +8,)] = a[2.3496, + 0.28188(5, + 55)]

En las que:

nﬂu_m. ﬁmmmu

i) Cuatro couaciones de compatibilidad.-

#V M._-\q"mu. ._I_mn..T.-ﬁuu.—r._fu.MmH.Q
(2)
a[26; = 0.68,] + a[26, + 05 — 0.66,) + a[2.2026, + 0.165158,] = 0

* 6.2020,+0; — 1.034856, =0 .. (1)

DD M=0: Myt My =0
(3]

(205 + 6; = 0.65,] + a[2.3498, + 0.28188(8, +6,)] =0

4 0;+4.3490, + 0281884, — 0318125, =0, (2)

DY B=0 H+H-6-8=0 % Ju, s
(1=8) -
e Moy
- L .__.wﬂ. ; z.__..«i
Porsimetria: By =H,  « Hy=Hg=7T v <
- Tomando momentos respecto de 2 en el cuerpo libre 12;

Mz + My, +7(5) - 1, (150) =0 ...(3a)
tomandoe momentos de todo el conjunto respecto del extremo 6:

My + Mes — V1 (11) + B(5) + 6(10) =0 ...(3b)
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Eliminando V; entre (3a) y (3b), siendo: My, = My, se tiene:

Momentos en los extremos de los elementos:

2E1 16 16
BMyp + 11M,, + 235 = 0 x:u.H,Etnﬂuueunﬂ
My =2 20,3 4 26 = 14, + 28
8al8; — 0.66,] + 11e[26; — 0.66,]1 + 235 =0 n =3 (268;) + 3 = 140, B
2El 192 192
238 Ewuﬂ1q|ﬂm_m+muvlﬂﬂmﬁn+.—aul.u—.um..
4300, — 1148, + —— =0 ..(3) 2E1 144 144
’ ' Msy = 5= (20; + 62) + 75 = 80y + 40, +
i i
) M.q...ﬂc" Hz+Hy—6=0 c e En las que se ha hecho:
(2-3) 14 14
« Hy=Hg=3T " ” muﬂm_@n mwﬂm.um
3 i
: i i AT L
Momentos respecto de 3 del cuerpo libre 23 A . Las ecuaciones de condicién son:
Mys + Myy + 3(5) = V(150) = 0 ...(4a) 1 Wx i <My a0
16 192
¥ tomando momentos respecto de 5 de la parte 2345 ( corte 2-5): m:_ﬁu + Im,v + Hmau + 4y — Mv =0
Maz + Mgy = V2(8) +6(5) =0 ...(4b) 208
S 220 4 40, mm_. =10 (1)
Eliminando V; entre (4a) y (4b), siendo My; = My, se tiene:
5My3 + 8My; + 75 =0 i 144 _
Sa[20, +6; - 0.66,] + 8a[26, + 8, — 0.65,] + 75 = 0 DUp =0 8 +al4-mm0 ()

25

60, + 705 — 8, - 1.68; + e 0 .(9) lesolviendo entre las ec.(1) y (2) se obtienen:
2
2 =75
PROBLEMA XIL11 4 Vour e L
AT 2 | > *T 7738
Aplicando el método de las deformaciones | ‘@. \ Es I _
angulares resolver el problema VII-4, 4 —— an — 4a—t Llevando nnmom _.nuﬂ_m&am Hw _Mm M%ﬁ..oﬂ.nw de los momentos en los extremos, se obtienen:
My, = u.ﬁﬁvlqﬂljmmﬂ —5.32 4 My =-532Tm
Hay solo dos incognitas primarias: las deformaciones angulares en los apoyoes 2 ¥ 3, es decir,
0, v 8, 2 16 3948
Moy = 14 (732) + 3 = + = 4536 o My = 4536 Tm
Los momentos de empotramiento perfecto son:
1 16
M2, = —M2, = - () ===1Tm taumﬁhvf_ﬁlﬁw _de2. 598 Mys = —536Tm
a7 192 735 735/ 49 735 ?
3 My =— =——Tm ]
* § mw“ i H.Mﬂ Los diagramas de distribucion de momentos flectores y de los esfuerzos cortantes, aparecen en la
Mg, =+ “aa . +odm Solucién del problema VII-4,
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PROBLEMA XIL12. (UNI, 24-JUN-1968) wils F 240(26; — 0.009) + 268.3(20, + 8,) + (~12) = 0

: 101660, + 268.30; — 1416 = 0 -(3)
la estructura aporticada que se muestra en el croguis

adjunto considerando que el empotramiento experimenta
un giro de +0.003 radianes, y el apoyo derecho wn
asentamiento de 2cm. respecto de su posicidn inicial,
Tomar: [ =3000cm*, E=2x10°Kg/cm® para | !
todos los elementos. I
Solucion: L
Al asentarse el apoyo 3, el elemento 12 gira el dngulo v, debido al consiguiente asentamiento del
nudo 2; el elemento 23 no sufre giro alguno, debido a que su nueva posicidn, la 2'3°, es paralela a
su posicion original.

41 z :

Solucionar por el método de las deformaciones angulares, h i Iﬁ
Resolviendo el sistema de ec.(2) y (3), se obticnen:

_ fy = +0.01604 y 6, = —0.00802 rad
Reemplazando estos valores en las expresiones (1), se tienen:
Myy = 240(0.01604 — 0.006) = +2.40 s~ Mg = 4240 Tm
May = 240(2 x 0.01604 — 0.009) = +5.54 &My = +554Tm
Mzs = 268.3(2 % 0.01604 — 0.00802) = +6.46 = My = +6.46 Tm

.o h D

Caleulo de los esfuerzos cortantes,-

1 i
Por consiguiente: 2 = Vig !H?q.u +My) =0 INT.N.._S +554) = 1597 & Q; =—159T
2 1 1
Yz = +eog = +0.004 rad. \% .I.-._u Qo = vy =7 Miz + M) = nlwﬁ+m¥c+m.m3ﬂln.mmq. % Qg =—1.59T
. Qs =+2+ ?.QE % 2m) = +E o Qpe=+10T
Ademds, segin ¢l enunciado, 8, = +0.003 rad. Para x,: iz
cada elemento tenemos: Qa3 = vy — H ) =0- ﬂ.m (+6.46) = —1.457T 40y =—=145T
2E1 2(2x x 10* T/am?)(3000cm*) . ; - Q32 = v3; uw.n_xut =-145T 4 Qap=—145T
TIV_N a 500 =<t |
1 - Calculo de reacciones. Calculo toda la estructura
Aum_v =g
L /a4 M M=0 M M=0
2Bl 2(2 X 10°T/cm?)(3000cm*) o £
—] = = 268.3Tm
22 4472
046 + Hy(4) — Va(2) = 0 2.40 + 2(7m) + 8(6m) + Hy(4) = V4 (7) = 0
Los momentos en los extremos de los clementos son; :
V3 =2H; +323 ......(4) 4Hy =TV + 644 =0 .........(5)

Mz = 240(2 X 0.003 + 8, — 3 X 0.004) = 240(0, — 0.006)
Mj; = 240(26, + 0.003 — 3 x 0.004) = 240(26, — 0.009)

Resolviendo entre (4) y (%)
ﬁ..ﬁmu = Nm&w.ﬂwﬁh + muu

(1)
o 1 T Hy =418 ¢ Va=1159 ¢
My, = —=2T(2m) lm? T/mD(2m)* = —127m | ———
Mz = 268.3(20, + 8,)
Ecuaciones de condicion: i M F,=0 - +1159-2-8=0 ¥V, =159 ¢
DMy =0: 20,40, =0 — 6,=-20, ..(2)
. Y FR=0 H-H=0 Hy =418 ¢

BMauc.. My A M e My = 0
)

318



ANALISIS ESTRUCTURA
CAPITULD XII: METODO DE LAS DEFORMACIONES ANGULARES

+10
iTm

55
Ay= ._u.&nﬂ.n_. 2

4 ;n#mﬂv_ 2
mwcvw I [T &

e -1.89

2di0 (A
,mﬂ._..,..? .
) Do de EL &
(2l =9 -
B o m__n fueyies Codtanles ¥
momeil Hedhores. - Veeiee o £ |—..Fn._ﬁ_.n.~
i tmﬂ.c.vn_q..
PROBLEMA XIIL13. (UNI, 10-FEB-1969)
o
El pértico que se muestra ticne todos sus clementos con el 2 T \n—
mismo valor de EL s¢ pide: |, Soom
“ el
a)  Indicar cuales son las incognitas primarias; .m‘.,___
b)  Expresar los momentos en los extremos de los clementos 5,60
en [uncidn de las incognitas primarias; y ; B e |

c) Plantear y expresar las ecuaciones de condicion, en funcibn g5 ~
de los momentos extremos, gque permitan resolver las +._.E ——too-
incognitas primarias. -

Solucidn:
En primer lugar analicemos los desplazamientos de esta estructura. Ella queda fijada si

sujetamos los nudos 2 y 3. Soltando luego, separadamente, las sujeciones o apoyos ficticios
indicados, podemos estudiar los movimientos que en cada caso se generan, y, finalmente,
combinar tales momentos.

? - & & L o
3 4 Se0=08 zaliy: APgeg . m_s_mr_m.
cosaa=0.8 [ N T Jﬂf/Tw
WM NI A A
Z |6 T8 16 51 2 Bt~y .
Y N 50 2 = .
L 1 ! 1 T 55 =Wyy=nk = B
i A dar 8 LW_. 4 @anu - 3
S g = | i 1 ol -
W it L
P -8 s
Vaa"Sa0 3 Yis= mm__n.ﬂn.wd-.._
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Luego, los giros de los elementos son:

5 &"

H_Fuﬂe_._aqﬂﬂ iuuﬂﬁ;auﬁ.uﬂﬁamﬂﬂ Yag =gy =0

a) Las incognitas primarias en este caso son:
Giros de nudos  extremos de elementos): 8y, 8,, 85, 0,, 05, 0, 0,;
= Desplazamientos: §°, 5",

En total 9 incognitas,

b) Por no haber cargas en los tramos, fuera de los nudos, no hay momentos de
empotramiento perfecto, Los momentos en los extremos de los elementos son:

2E] a"
M, = - AN@- + 8, = w..m_lv = 240, + 120, — 7.28,
2E1
My, = B 20, + 6, Imw = 240, + 120, — 7.26,
2E1 a"
My "qﬁmmur_.mu |uqv H#DQH +Nﬂﬂw — 208,
2EI .
.u-u.N.m —1 qﬁN@H + mﬁu. = Wﬁﬁu + ”—m.ﬁm
2E1 &"
My =75 (200 +0:-3%) = 408, +200, - 205,
2El
M3y =—=(26;+6,) =300, +150,
2E1
Mys = Hlmum_. +8;) =300, + 150,
2E1 &
zaulm-Tsiﬁmi = 249, + 120, - 125,
2E1 +5"
My = !W.I.ANQ.— +8;—3 4v = 408, -+ 208, — 205,
2EI &
_....u._ﬂq Maw._-m‘lmlnm.u = 249 + 120, — 125,
2E1 &
Mg = g AN%« + 8 — wlwl\u = 308; + 150, — 154,
2E1 "
Mg = :H.Tmn +8; — m.m.v =300 + 150; — 156;
2EI 8’
E&uﬂ|m| Mm.m_._..mulwm = 240 + 120, — 7.26;
! 2E!
Mg, = qmumn +8;) =300+ 150,
M..mﬁ ﬁﬁ
Mg, = Im.l AN@m + 8, - Wlnwlv = 400, + 20¢, — Naﬂ
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an
.-..u_.um = Nl”.‘ ANmu. + mm -3 wu = Nﬁ.ﬁq + .._.Nﬁn. = ‘_____N&-»
En las que se ha hecho:
30 5o 35 s Vg
8= mﬁ_ i=1.234,5,6,7 =N Tt
¢) Las 9 ecuaciones son: 4) 4
34
) M=0 ..()
2) My=0 e (2) 1
) M M=0 i=234567 g g

iy
== 2: E.M- +.ﬂnum +?u.u.m“_u »ﬁwu.
=3 .-a.u.m +tw#“ﬂ ...H.ﬂu u unl—wﬂ
i=4 My +Mgs+Mg=0 ..(5) wrhl L;._A

WUM.-....I"G H-u...—..:q“.u
(-7

Donde:
1
Hy=0p= Iw.hEn-u_

1
Hy = Qge = Imn...na..u
.-..__Mu a+.?m_n_..q =0 ...ﬁmu
9) M Fp=0: —5+4+Q+0Qu=0
{1-2-13)
Ddénde:

1
Qzg = % (Mg + Mgz)

1
Qo = 1..|—.._”..__.mm= + My3)
Eum+zﬂm+xm#+g¢m+mﬂ—"¢ ...ﬁﬂu
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PROBLEMA XIT.14, & 5 T
Aplicando el método de las deformaciones "t a4
! L

angulares, resolver el pértico que se muestra. Se ..a\.wm oLl . 1iiy _:.:“ul_
 trazaran los diagramas de momentos flectores y ' 1z .3...w.u|7 2

de esfuerzos cortantes, .

L80e
Solucidn: ) i
La tinica incgnita que se presenta al aplicar el . 4

métado de las deformaciones angulares, es el giro L4

del nudo 3; es decir, 83 y para determinar esta,
plantearemos la ccuacion:
M.-.m. =

{3)

T bbom

Denominando [ al momento de inercia de la seccién de 0.30x0.70, tenemos:
Leza =1 ha=1

3
Ly = (=) 1=007871 mﬂ_
3 - 70
] _E_ il

Para ¢l elemento 23 determinemos los factores de forma reducidos de 00
2" especie y momentos de empotramienta perfecto que necesitamos 27Tim

para aplicar las ee. (1.M): E (1)

1.80

I oe— .—-
=500 030 Tabla N9 aoo °
0.700* gy = 727 @33 =455 by, = m.mm_ 4 k (m)
n= QMIL =020 —t—
o 2.7 % 6*

Tabla N224 1+ M3 () = +1.449 1z =+11.74Tm
Yz = +H.++¢_ 2.7 % &7 (n
Yaz = —0.806 21} = .._”..mn.mﬁ - = v = —6.53 Tin

“ M3 (H) = +0.119(6 % 6) = +4.28 Tm

Y32 = +0.119 M& (1) = =0.130(6 x 6) = —4.68 Tm WA:V

.__.hm___.n._._.__nwm
Y23 = I.QHW...—W

4 M$ = +1174 + 4.28 = +16.02 Tm Mg; = —6.53 — 4,68 = —11.21 Tm
El momento en el extremo 3 del voladizo es:

1
My, = —(2T % 2.50) — 5 (1.2T/ml % 2.50%) = -5 - 3.75 &My, =—B75Tm
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Momentos en los extremos de los elementos: aplicando las ec. (2.M) para los clementos de

1
seceiones Snm_.ﬁ._sm 13 ¥ 35, y la ec. (1.M) para el 23; Pz = 5» i _.u:nu + Ma)

= " .. 2.00
M3 |Mm.§o (82) 0.476 @y = ﬁ 7)%6- mxmanﬁa?um 99 + 12.14)
May iumﬂaﬂ&u = 0952 P |rH¢.S+o.I = =9.96T

Qu=4+2T+12T/mlx250m=+5T

M3 = 98?39 + By3fy) + M3y = a L (3330,) — 1121 = 0.556 6, — 11.21 Quy =+2T )

Mz = gc ?mmu + by30;) + MG, = _m 3 ——(7.270,) +16.02 = 1.212 @, + 16.02 Qss = Qs3 = 0 — 7 (My5 + Mg3) = :gﬁ 0.34-017) = 4017 T
0.07871

My = 2E ——= (265) . =10.105 @,
0.07871

Mgy = 26— (03) = 0.052 @y

En las que @5 = Efd;

La ecuacion de condicién es:

M M=0:

(3}

Euw +xuu -+ ?‘_um + .F%u.‘_ =0

(0.9520;) + (1.2120, + 16.02) + (0.1058,) + (—8.75) =0 - @y =—3.204 memeries  [lodares (_,.k_..mqa

(an Tin) _ 4.7

Llevando este valor a las expresiones de los momentos en los extremos de los elementos, tenemos:
My; = 0.476(—3.204) =-153Tm

Mj, = 0.952(=3.204) = —3.05Tm
M3 = 0.556(—3.204) — 11.21 = —12.99 Tm
My, = 1.212(=3.204) + 1602 = +12.14 Tm
M;s = 0.105(—3.204) = -034Tm
Mg; = 0.052(—3.204) ==017Tm

Con estos valores podemos caleular HS esfuerzos cortantes en los extremos de cada elemento:

nuuﬂd-ulw_nzuu+=uuuﬂ¢| (—1.53—3.05) =+1.09T

4.20
1 1
Quu = V31 l..._.lﬁ_:...w + .?_.w__.v =0 IQ -1.53 — w.a_m_w =41.09T
1 1 4,00 ;
QNH = Vaa IHEHH + _-L.wwu = .—..M.HM.Q n_.-___‘.uqnﬁ x6.00 + mHIFIm 00 ..Ilm 00 HI.._.M 99 + 12. .._..a.u

+12.10 + 0.14 = +12.24T
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PROBLEMA XIL15.

Resolver el portico que se muestra. Estin indicados valores relativos de los momentos de inercia,

Se determinara la distribucién de los momentos flectores y de los esluerzos cortantes.

] I=i%
- e -.__ <
E L i e _.
#m. - 3 la
- M_ ! .—l
=4 _. 4508
w. m q Zwm | T e [T
il |
=1 n |l
FE| W !
= A ;
- (o
Tooo™ 8

Solucién:

Las incOgnitas basicas del problema son los giros de los nudos B y
C, y el desplazamiento horizontal de estos nudos: es decir:
By, _ﬁﬂ.uw &.

Para la aplicar las ec.(1.M) necesitamos conocer los factores de
forma reducidos de 2* especie y los momentos de empotramiento
perfecto. Asi tenemos: 2

i-——] 45

Tabla N®9
figy =B.77 Gy =478 by, =390
5 Cpg =877 +3.90 = 12.67
Cag = 4.78 + 3.90 = 8.68

1 x62
Tabal N221y ~ Mfp = —0. qu.A_ QM o v =—2.202Tm
Yapr = 0.734
1 T/ml x6%
Vo4 =1628) po _ .I.mnmﬁ LE) H L U = +4.884 Tm
2.10
A=275=9%9 Deta tabla Ne1 1 . N

. -3

k
LT

n=31_ 030 |asc =aca =7.30 bac =4.58
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1=120 _ 940 e 3
BT T Dela tabla N9 2
H.u - - = o _ =13
h.l.lrl.amﬂ- dep =11.09 ape = 4,98 ben =4.57 ;
I b.00 '

Cen =11.09+4.57 =15.66
Coc =4.98+4.57 =9.55

Los giros de los elementos AB y CD son:
& )

Van = &30 Yo =355

Apliquemos las ecuaciones de Golden (1.M) para los tres elementos de la estructura:

Mg = Aj.mlvan (@ + BanBp — Eywban) + Mgy, donde 6, =0

M, m_mwu (3908, - 8. mm.w ~ 2202 = 08450y ~ 03134 - 2202 )
Mg, = m%wwu (@anO5 + Bans — ExpiPap) + M3,
Mgy = mm_.wv (8770, - n.ﬂ.w + 4884 = 19000, — 0.458A + 4.884
Mye = m.,..ma.% (7.308, + 4.586,) =5.3190; +3.337¢, (1)
Mo = mﬂmwhu (7.308; + 4.588,) = 3.337@y + 5.319¢,
My mﬂ:ﬂ ? 096, ~15.66 ,L = 3.2040, — 1.0054
Mpe = .Mm ﬁ_.u.m_u (4570~ m,mmm_@ = 1.3200, - 06138

Debemos plantear tres ecuaciones de condicién o equilibrio, para las tres incdgnitas basicas. Las
CCUACIONES SON:

Mu M.F&”Q" xﬁ;-w-?ﬁwn"
(B
(1.9000% — 0.4584 + 4.884) + (5.3190, + 3.337@,) = 0
w 7.219 Bp + 33370, — 04584 + 4884 =0 .. (i)
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NUM.-..H“Q" zﬂwlhl.-.q.n.ﬁua

Meg = 3.337(—0.726) + 5.319(1.365) = +4.84 Tm
(33370 + 5.3190) + (3.2040 — 1.0054) = 0
+ 3.337 0y + 85230, — 1.0054 = 0 ) Mep = +3.204(1.365) — 1.005(9.167) = —4.84 Tm
3) M Fo=0: Qug+Qpc— (1 T/mix6.00m) = Mpe = +1.320(1.365) — 0.613(9.167) ==382Tm
o)) Con los valores obienidos para los momentos podemos calcular los esfuerzos cortantes en los
extremos de cada uno de los elementos:
: o 1
Donde: .r.|.nu=_w AMLW = Wap l...lg.ﬁ\.u +xmhu =3 |l.__“.lmpm.ml,p.mﬂv =+406T
1 1 6
Qg = Vap IM_,‘_:..E + Mpy)
|1|| 2 -
1 thﬂﬁhallnx.an + Mpy) = Iwilh.rm 68 = 0.69) = —1.94T
=43 - wnm.mamau = 03134 - 2.202) + (1.9000, — 0.4584
. *. 1
+4.884)] % fw Qse = Vo =7 (Myc + Mep) .
=0-=(+0.69+484) = —0.79 T
g 1 7
= —0.458@; + 0.1294 + 2,552 P Qcp = Vg — 7 (Mpe + Meg)
CQpc = vpe — - (Mye + Mgy) 1
90T e Tk Qo = Ve — 7 (Mep + Mpc) 1
i = 0= = (~484~382) = +192T
_ Qe = vpe =< (Mep + Mpg) ’
=0 Q. [(1.3200, — 0. muw_pu + (3.204%; — 1.0054)] [
1.0050, + 0.3604 e
* c 5 A % I\%lﬂﬂa_l_l_lz.mh e 3 -.w..- 5 €
= T I

Que llevando a la ecuacién da:

= w‘ ~a¥q —.

(—0.4580; + 0.1294 + 2.552) + _“l_..cum.an +0.3604) -6 =0

; Soow am LD : ;
 ~0.45805 — 1.0050; + 0.489A —3.448 =0 ... (iii) F | s
u...s../T...
i ; 04T
Resolviendo entre las ec. (i), (ii) y (iii), s obtienen: . éa:m.__._. &._.r.n dﬂaﬂ m /m..._..lﬁﬂ
Bp = —0.726 B = +1.365 A= +9.167 :

Llevando estos resultados a las expresiones (1), tenemos:
Myp = 0.845(—0.726) — 0.313(9.167) — 2.202 = —5.68Tm

Mg, = 1.900(—0.726) — 0.458(9.167) + 4.884 = —0.69 Tm

My = 5.319(—0.726) -+ 3.337(1.365) = +0.69 Tm
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PROBLEMA XI1.16. (UNI, 17-JUL-1970)

Foook

L1

Zeeo K9l

Por el método de las deformaciones angulares resolver
la estructura mostrada. Dibujar los diagramas de
momentos flectores y esfuerzos cortantes.

Solucidn:
Los momentos de empotramiento perfecto en la viga

Los momentos en los extremos de los clementos son:

-

My =2E-(0+6,-3%) =58, -5
E_nmmh?&;LwTEa”nm
My = 2E5(20; +6,) - 2 = 80, + 29,
My = 28~ _“Nmu+ﬁuu+-rr___.uu++$m+|n|
aznmmm?&i_lmmwuEP!&
xanmmw?;urw&umauna ;

T e (£}

En la que se ha hecho:
El9, = 109,
..m..ﬁm.w = mﬂw

8
1A= —
E wm

Ecuaciones de condicidn:

1) qun._ Moy + Mgz = 0
@

1808, + 2¢, Imlmm..ml 0

Hu. M.?H"G. Ewu +--Hwa"¢
(3)
25

“ 1405 +40, ~ 45+ 2= 0
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(1)

(2}

)| M Fy = 0: suma de las fuerzas horizontales al nivel 1 — 4 debe ser igual a cero:
{1=4)

Qiz+ Qi =37 =0

En la que:
1 1
Q12 = vy !H_nl_n +My)=0 IM__.‘Hma_N = 14)

1 1
Qya = V43 — 7 (Maz + Myy) =0~ 5 (150, — 84)
O sea llevando a la ecuacidn:
i 1
|mﬁm? —28) |mﬁmau —-85)-3=0

4B +20,-1254+08=0 ..(3)

Resolviendo el sistema de ec. (1), (2) y (3), obtenemos:

2 = 647 s 5215 _ 1178
272262 3= T 3962 T 2262

Resultados que llevados a las expresiones (1), nos dan:

647 1178 2057
Mz = 5% 3763 2263 = Y323 = H0909Tm

647 1178 5292

Mo = 10% 63 ~ 7262 = V2267 = TR0 Tm

tmumawmmwﬂﬁ MMMM:MuIMMlWMuLu%? ‘
My = dx e e = = 4 = 44309 T

Moy = 105~ =~ = 4309 T

-5215 1178  7319%
2262 Y262 "maer - T3236Tm

E;w".m

Los esfuerzos _S:m:ﬁw en los extremos de los n_aigam s0n: .

012 =Qzy =0 1A+= 909 + 2.340) = —0.812 T
i 1
Q23 = +5(2 T/mI)(5m) - (~2.340 + 4.384) = +459T

1 1.
sz = =5 (@ T/mD(S m) ~ = (~2.340 + 4384) = 5417
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1
Qa3 = @54 = 0~ (—4.389 — 3.236) = +3.812 7

o.aeg oia! bl
o, gonT™
Mpme dglas unrﬂ.ﬁuﬂnu_ ﬂ*l.\ -
{oa .._...3..._ .59

Eofuwnics torlonteg
ﬁdﬁ.ﬂ..- Y Reacdiones
< apeyey

PROBLEMA XII.17. (UNI, 21-SET-1970)
Trazar el diagrama de momentos flectores para la estructura
que s muestra.

Feo

Solucidn:
Analicemos primero los giros de las barras debidos a los isr
desplazamientos de los nudos. Por simetria fisica y de carga,

=
¢l nudo C Gnicamente se desplazara verticalmente; no tendra  Fa—fasen] aco e

desplazamiento horizontal, ni girara; por consiguiente, 8. =0,

f

g
G

Sujetando el nudo C, toda la estructura queda con sus nudos imposibilitados de desplazamientos;
luego, en esta estructura solamente hay una incognita de desplazamicnto. Y ademds una incdgnita
Biro de nudo: 85(= —a,).

For simetria las componentes wverticales de las
reacciones en los apoyos son iguales entre si, es
igual a 10T. c/u.

Si consideramos la desviacion horizontal & para el
nudo B, ecste pasara a ocupar la posicion B'; y
como el mudo C solamente puede trasladarse
verticalmente, el pasara a ocupar la posicién B,
Las desviaciones relativas las obtenemos de los
tridngulos (1) y(2); asi:
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A 13

Para el elemento AB: es FBE' = . Hmb
. A 5
Paraelelemento BC: es 0 =——=—4
senfi 3
Los giros para estas barras son:
13
LA 2
Vs =~ 2§ =650 “Wan=—g
5
oo A ) -
Yoc=+3¢ =*500 Bat=chg

Las expresiones en los extremos de los elementos son, aplicando las ecuaciones (2.M):

My = N.mETm _3 ﬁ:m: =300 + 306

550 6
1.51 A
T mmﬂm_xf = mﬁlmv_ = 606 + 308 5
: s
Mge = 2E ﬂmem _3 T wz = 520 — 528
A
Mep = 2E ﬁa? = NTMd = 26 — 526
En la que sc ha hecho;
el 5 anB,
b &= B ¥ El

Las ecuaciones de condicitn son:

”_.w M»‘"O_. hﬁm‘a._-ahhﬂ_u
&)

(600 +308) + (528 —528) =0 —- 568—115=0 (1)

2) Para el cuerpo libre AR, aplicando la ecuacion de equilibrio estatico:
M Mg =0: My + Mg, + 10(2.50) — H(6.00) = 0

(300 + 308) + (600 + 305) + 25 —6H =0

25
150 + 104 +ﬂﬁ H .. (i)
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. ANALISIS ESTRUCTUR
ﬁ}m._,_.dﬁﬂkzugm.—.ﬁgumm‘}mUm_q_Dﬂ?q}D—Dme .}chﬁ}ﬂm‘

._.l.n- csinerzos cortantes ﬂﬂ.ﬂ,ﬁ. e en los elementos amente no —._H
wm_ cort para g..n.# considerando Lt} — ﬁ I _U_Dﬂ.

.

ﬁﬁﬂﬂww m.ﬂ__.um_.n_ﬂm som:

Qap = Qs =———=(M 45 +Mp,) S

6.50
e g 1
Qe =Qcn =~55(Mac +Mcp) =~(-9.01-10.11)=43.82T

30 (+7.7449.01)=-2.58 T

Las fuerzas normales en cada barra son:

2.50m
N g =-+10 - 12 5
3) Para el cuerpo libre ABC, aplicando la ecuacion de equilibrio estatico: 42 sen&r+6.96c0sr = +Eﬁ._iu. +6.96 IE) =+11.91T
N = o, 3 4
S Mo =0 Mag + Mg +10(650) ~ H(9.00) = 0 e ics:m;.@maauliaﬁmu+m.3mmuu+_ LT
(300 + 308) + (260 — 528) + 65— 9H = 0
560 — 228 + 65 = 9H ...(iv)
s
III'| :
ﬂfﬂ.\ M
—m : i .
Thagromo de Momanh ﬁa&u . Diagrama. di
Resolviendo n:qmc—Mu ecuaciones (ii), (i) y (iv), MM.MM_EEE" 9 .WM am_.a. _hvmcs._,wﬁu CocTariey ﬁ&...l_lu
= :lmm.lm = 0.04236 6= 14282 = (.21566 H=696T.
Reemplazando los valores & y & enlas expresiones (i), tenemos los valores de los momentos en
los extremos:
605 3080 110550
=30 +30 = =+47.74T
Map=3 ﬁ_ﬁmnu ﬁ_ﬁﬁw 14282 m
Mgy =60 605 +30 3080 % _ 128700 —49.01Tm
14282 14282 14282
605 3080 128700
Mp- =50 =52 == =-9.01Tm
B PEL TﬁmL 14282
My =28 605 |ﬂh 3080 un 144430 _ 0 11T
14282 14282 14282
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CAPITULO XIII

METODO DE CROSS

fic hace una sucinta explicacién del métedo de Hardy Cross, que eubre ¢l caso de pérticos con
elementos de secciones variables y desviaciones relativas entre los nudos. Se hace uso del “métoda
de dos etapas™.

NOTACION:

Kij Ky Rigideces relativas en los extremos i y j, respectivamente, del elemento ij.

dyjFactor de distribucién en el extremo i del elemento ij.

Ly Factor de transporte (o cocficiente de transmisién) del extremo i hacia el extremo j.

Em_ Momento de empotramiento en el extremo i del elemento ij, perfectamente empotrado en
sus dos extremos.

E.N_ Momento de empotramiento en ¢l extremo i del elemento ij, perfectamente empotrado en i
y articulado en j.

I = m.ﬂ l;j Longitud reducida del elemento de longitud l;j y momento de

Inereia I en la parte de seccion constante.
J. Momento de Inercia de comparacién para toda la estructura.
@y, 0 Faetores de forma reducidos de 2° especic en los extremos i y j del elemento ij.
b ij  Factor de forma reducido de 2* especie del elemento ij.
€ij, CjiFactores de giro reducidos en los extremos i v j:
Cy=dqy ..TMQN._: = m.:n_.w_r_
Ay, Ay Factores de forma reducidos de 1° especie en los extremos | y j delelemento ij.
E.muu Momento en el extremo i del elemento ij, producido por las cargas aplicadas a la estructura
considerando que no hay desviaciones relativas entre los nudos.
.r.m_“_u Esfuerzo cortante isostitico en el extremo i del elemento ij, producido por
la cargas aplicadas a la estructura.
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Qhﬁ.._.u Esfierzo cortante isostético en el extremo i del elemento ij, producido por la cargas
aplicadas a la estructura, considerande que no hay desviaciones relativas entre los nudos.
Em..c. E_“wmv. i Em& Valores correspondientes a los momentos en ¢l extremo i del elemento i,
producidos por los estados de desviaciones relativas 1,2,...,n entre los
nudos.
X1, X1, e Xy Factores que multiplicados respectivamente por
E“m_.___. E_M_.mu. v M m.u dan los momentes en ¢l extremo i del elemento ij , producidos por los
estados de desviaciones relativas 1,2,...n.
QM_.G. QM‘.E. i QM___E Esfuerzos cortantes en ¢l extremo i del elemento ij, penerados por los
ﬁ...ﬁoa de n_ﬂiuﬂosnm relativas 1,2,...,n.

SIGNOS.- Se sigue las mismas convenciones de signos empleados en ¢l método de las
deformaciones angulares (del capitule XII).
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METODO.-
I-CALCULOS PREVIOS.-

A.-TODOS LOS ELEMENTOS SON DE SECCION CONSTANTE.-

(En esta parte izquierda se indicara todo lo | (En esta parte derecha se indicara todo lo
relativo a cuando no hay articulacién extrema) | relativo a cuando si hay articulacidn extrema)

1) Calcular la rigidez relativa para cada elemento:

Iy

Ky = Ky = T

siendo M Kij = Ky + K + -+ Ky, verificacion:
i

MR" ,&ﬂ._..ﬁ._N.T:..-..u:._.“H
i
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3) Factores de transporte:

S

2) Determinar los factores de forma reducidos de 2° especie para los elementos m:ﬂ
articulacién extrema, y de 1° especie para aquellos en los que hay articulacidén en un
extremo:

4) Calcular los momentos de empotramiento

perfecto debido a las cargas externas aplicadas:

M, =My = Ly

_ﬂ__ _ 2

M
|
.Pll_l._alm__w M, =M~ M
L

Las expresiones para _.....m ¥ M estan dadas en la tabla

B.-PARA LOS ELEMENTOS DE SECCION VARIABLE.-

En los casos en que el nudo i concurre algin elemento con secciones variables, para cada uno de

los elementos:

(En esta parte izquierda se indicara tedo lo
relativo a cuando no hay articulacién extrema)

(En esta parte derecha se indicara todo lo |

relativo a cuando si hay articulacign extrema)

I} Calcular las lengitudes reducidas:

(LN

! h m T
i
mn._.._“ "%
il e
Ky = Mi i h.__»__..”c «(3.N}
0 .—@
| Hw
Ky=0
1 w (4 N)
-nﬂ... X = —ad 1
1 Ay
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Si dentro del conjunto de clementos concurrentes al nudo, los hay de seccién constante

(para los cuales @; = @; = 4, b =2, A;=4; =1/3), las rigideces relativas son:

6)  Caleular los momentos de empotramiento perfecto:

=
i
P
YTt e (6.4)
Ky =0
—
_N.QHD
3%..(7.0)
Bnuﬂ (

M

.p_'Elfu

M

]

! oiin

:.q-_..u_ = Pﬁﬂ - h__.__.:n_.___.o_.g (9.N)
?____..m = __-‘u_.m — ﬂ&..‘..mm_

Los momentos My} y Mjj pueden determinarse de las tablas N° 21 a 28.

En vez de las expresiones (9.N), para calcular los momentos de empotramiento en elementos con
una articulacién extrema, pueden emplearse las siguientes formulas:

4) Caleular los factores de distribucién en cada nudo.- Igual que en el paso 2) de A,

5) Calcular los factores de transporte.

-7
YAy - (8.N)

_ By

HL: = 1ﬂ.|:l

“fi

m i

i =ty =D

(para los efectos de la distribucion
¥ repercusion)

. AP
Migsllg
L b (10.)
o .?“__._m = +h...: .Iﬂlhw
\_h.:

En las que:
Mi; es el momento en el elemento ij debido a las cargas aplicadas.

Al Af;Son los factores de carga reducidos de 1* especie en los extremos del elemento,

I.- PROCESO DE DISTRIBUCION.-
Considerando en los nudos apoyos ficticios que impidan todo desplazamiento de los nudos
(primera etapa):

| 1) Fijando todos los nudos contra rotaciones (excepto los extremos en los que hay rotula), se

elige un nudo a ser liberado primero, se caleula el momento desequilibrado M; en ese nudo.
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-

2} Caleular los momentos distribuidos para los extremos adyacentes de los elementos
concurrentes 2l nudo, multiplicando el momento descquilibrado por cada uno de los factores
de distribucién en el nuda,

3} Calcular los momentos de transporte o de repercusion en los extremos opuestos en cada
clemento, multiplicando el momento distribuido por el correspondiente factor de transporte,

4} Volver a fijar ¢l nudo y elegir otro nudo a ser liberado( procurar escoger, en cada
oportunidad, ¢l nudo desequilibrado). Repetir los pasos 1), 2), y 3).

3)  Repetir los pasos 1) a 4) hasta que los momentos desequilibrados scan insignificantes.

G) En cada extremo de elemento, sumar los momentes parciales ( el empotramiento perfecto,
mas los momentos distribuidos y los de repercusion) para obtener los momentos totales sin

desviaciones M h_&.

(1) Si no existiera tal paralelismo, tendria que trabajarse caleulando fuerzas cortantes ¥ normales
(ver el problema X111-13).

Para cada uno de los conjuntos de elementos que asi se tienen en la estructura:

) Calcular las fuerzas cortantes en sus bases debidas a las cargas aplicadas ( estado o),
considerando que no hay desvidcién relativa entre las exiremos:

L G

_ ofp =i =l + i)

IL- CORRECION POR DESVIACION.- (Segunda etapa)

1) Establecer cuiles son los desplazamientos relativosd entre los nudos. Ver prrafo 4) en el
capitulo XI1. Considerando que hay n desplazamientos relativos independientes entre si, se
tendrd n desplazamientos,

2)  Soltar uno a uno los apoyos ficticios considerados en II; es decir que debemos permitir que se
produzea, separadamente, cada uno de los n desplazamientos relativos,

(o) _ . (o) IH. ()] (o}
Qujy =W, ~ (M5 + Mo

. (11.N)

@ _ 0 _ 1o, o

Q__._._. = Vijy hy, H____n:k + E:__q

jempl uerpo r de la estructura; ;

Por ejemplo, para el cuerpo k3 b) Plantear las expresiones de los momentos de empotramiento perfecto en los extremos de cada
uno de los elementos en ¢l cuerpo r, debidos a las desviaciones relativas entre sus extremos:

b1} 5i no hay articulacién extrema:

a
A ..fﬁ.qw._.

*  HayK clementos paralelos entre si, de longitud L9 S hy, (1)
*  Todos los elementos sufren la desviacion relativa A,

®  Hasta las bases i de estos elementos hay una fuerza total externamente aplicada F.,
direccion normal a los elementos del cuerpo r.

e 345
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O si el elemento ¢s de seccion constante: ¢} Considerar momentos de empotramiento perfecto iniciales, iguales o proporcionales a los

cocficientes Dy y Dy, ealeulados en ¢l paso b), con los que se procede a su distribucién, segin
lo indicado en II. De esta manera, para cada uno de los n estados, se tienen los momentos en
los extremos de cada elemento en toda la estructura:

_m,E
zmnzmu h| nunvF =Dy(4,) ..(13.N)
T

b2) Si hay articulacién en un exiremo: M 33 E.E FYisy (1) (1)

Mg Miiy s My, s Mgy ey Mg M
o
i = (_E MP, MDD M y® |y ® @
e P pnk N B Rl
n...n.m.._. =1 e bm = o
0 g g pr®)  nrOn) )
My, » My, EE _..F:. :.sE Mjiy

3) Caleular las fuerzas cortantes en las bases de los elementos en cada uno de los CULIpos y
para cada uno de los estados de desviacion. Asi, para el cuerpo genérico 1

( Parael el estado (1) Para el el estado (2):
O si el clemento es de seccion constante: 1) _ 1 (1 (2 _ (2 {2)
3EI, Qg = lf?ﬁ +M]|ef) = 1|?:_ + My,
i AJ Wy ) (1) @ 07| _ @ 4 2@
¥ S {of) = |F_: + M 1|9 = II?__ s 3: ,

EC.-IH—_ o...h-..."ﬁv

ran wwa wes o_............_..;.:..._..... Sas sew maew wam v Ba% Baw baw vaw we

BT ERE ESE Baw e wes Fu A wa e

E E_ (- I 3 &
i EE Qi ™ (M + M _

_El i
M = 7 A, = Di(a,)
! ) u: Ay (16.N) ¢ Parael m__ estado (n):
|
My =0 D=0 050 = ~22 [ + ]
O si el elemento es de seecién constante:
g (n) }
o 361, {of? |f;_§.w +$HE
Mi; = ﬁl..m‘mnv A= Dy(A)
| - (17.N) R
M ~Di=0 ) _ _ X [ in) (n)
j s i ?E +M]

s
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4)  Plantear las ecuaciones de condicién o de equilibrio:

En cada nivel o cucrpo en el que hay desplazamiento relativo, la suma de la fuerza en el
sentido del desplazamiento (fuerzas acciones v fuerzas reacciones en las bases de los

clementos), debe ser igual a cera,
Asi para el cuerpo r:

k k k
R+ ) Q@4 M O + e+ M o ..c1s.v)
1 1 1
Se plantea asi un conjunto de n ccuaciones lineales con incognitas xq, x5, .., Xy,

Resolviendo  este  sistema  de ccugciones  sc  obtienen los  valores para  los
factoresx,, 7 TR

IV.-CALCULO DE LOS MOMENTOS FINALES.-

El momento final en el extremo i del clemento ij de la estructura, es superposicion de los
momentos en ¢se extremo oblenidos en los estados Blidn:
My = M +MP + 20, MD 4 oo e ™ 9.N
ij i Xy i ..T.H.N ij + r—uNn: i ....HH A .u_

En forma similar podri caleularse los esfuerzas cortantes, reacciones, cte. Finales,
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N [LITTITIT
é‘& I=0.0033 b 1= 0.0067 ﬁ | = 00020

PROBLEMAS

PROBLEMA XIII-1.-

1.6 lim L
___Z__:__:._:______:__ [IT]

|
BO0 Y B a0 i

Aplicando el método de Cross, resolver la viga que se muestra (problema 1-2)

Caculos previos.-

1) Rigidez relativa: e
333 67 _ 3720\ _
koo =3(3) =3.094  kyp= 10=67 ka=3(%)=25

2y Coeficientes de distribucién.-
10: 3.094 +9.794 = 0,316 = dyg

Nudo1)1% 67 +9794=0684 = dy,
M k = (3.094 + 6.7) = 9.794

21: 6.7+9.2 =028 = dy,

23: 25+92= _.-_Mu_.___M = Q.Nu

Nudo 2
D k=(67+25) =92

3) Momentos de empotramiento perfecto:-
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AT TTELETTT MU i
E - 1 _.SE
| |

Tabla N%4, estado de cargan?l

1 1 25.6
@ = —=M2 = o — 2 = o m— 2z [ —
Mgy 10 1z wl 12 (1.6)(8) 3 Tm m
1 256 1y 256
- Mip = —Mj, I_M_s_mu = +[u|IMAI 3 v =+128Tm

| |
(nal i
2 !
} _

M Tabla N°4, estado de carga n®1
1 1
Bl T 2o
M7, M2 7 wl 17 (1.6)(10) 13.33Tm
R
300
16tm ¥
M m T
93 2 3
| =0.0020
L _
: e O S

350

Tabla N%4, estado de carga n?1 y 30

1 1
M3y = =M% = |mem i
1 1
==—(16)(6)* —=(4)(6) = =7.8 Tm
12 8
1 1
A My = Mg — FMiz = ~78—-2(+7.8) = ~11.7 Tm
Proceso de distribucién,-
L Fal | [4] _
E | 316 m. Gea |
I [
. CEE X B
—_ e 059 e— —
| +. 35 +0,77
i S (e
q +0,04 +0, 10 | — |
—e ) 00 e i
i ; = L W B M Sl
Lo | #1320 20" | a8 g

Por consiguiente, los momentos sobre los apoyos, en la convencién de signos de
Resistencia de Materiales, son:

My = —13.20 Tm M, = —12.25Tm

Los diagramas de momentos flectores y de esfuerzos cortantes aparecen en la solucidn del
problema XI-2
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PROBLEMA XilI-2.-

L_ At/m ] \_\’ﬂ.ﬂ ]
=
. . _ 3.00

I 2

Aplicando m_ Método de Cross, resolver la viga que se muestra. (Ver problema I-4)

1) Cilculos previos;-
1) Rigidices Relativas:

Ky = 1/4 = 0.25

2) Coeficientes de distribucion:

3
Kz = H_ﬁ_.\._ﬁu = 0.30

- Ky 025
hz=0 dn =3 =55 030" 0455
_ Ky 030
day = YK 055 g

1

32

Tabla N4, estado de carga N25:

3
o _ _ WS 4(2)*
M, = H|M|Hm_m+.—1lmuu = |.._Mnmmuw (4x4-3x2)=—-167Tm
3 ws?
MY = +op [21(31 — 45) + 352]
_ ., 4y
= +Eﬁ3u [2x4(B3x4-4x2)+3%2%)=4367Tm
(-]
?r m Blm ﬂh
_ - |
.....
mr?mlh.
Tabla N4, estado de carga n® 40
N b2l - 3b) 3(2x5 — 3x3
M35 = +M, m =6 oz e -0.72Tm
a(2l - 3a 2 -
MS, = +M, ( B ) = +Hlmuﬁﬂ —1.92 Tm
- 1 1
& Miz =My |m$m =-0.72 - mTHmN”_ =+0.24Tm
Proceso de distribucion:
]
N, _
e ] (3 GH
| o] [ass T sas ] =
S NN T e
167 I 43674034
0.89 [4_”1[ et L S R
256 | vs9-188 | |
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Luego los momentos sobre los apoyos, en la convencion de signos de Resistencia de materiales,

son: Distribucién:

My =-256Tm it ; ., =PI e
My=-189Tm [ ey - i
Los diagramas de momentos flectores y de Esfuerzos cortantes aparecen en la solucion del o] - T ..__....corn_.?_
problema XI-4. a A A | :
! 500 |7 w00
-~ (UNI, 10-DIC- “ -345)-155 | i |
PROBLEMA XIII-3.- (UNI, 10-DIC-1955) " i A as|s345 i =
Y& Planteando la proporcién: Si el par de 1000Kg.m aplicado en C genera en B un momento positivo
” de 345 Kg.m, el par 1.7 P generara ¢l momento de 3000 Kgm:
A — B /™~ cre 1.00
p=
1 i 1000 = — — —345
A % m —te 17P — — —3000) = (L7P)(345) = (1000)(3000)
L | |
! 5.00 B 350 c.mw_ _..ﬂ » P=5115Kgr |

En la estructura que se muestra, se pide determinar el valor que debe tener la fuerza p de manera PROBLEMA XiI-4.-(UNI,19-DIC-1956)
que sobre el apoyo b se genere un momento flector positivo {en la convencidn de resistencia de

materiales) de 3000 kg.m. Se aplicara el Método de Hardy Cross. Resolver el problema X11-4 aplicando el Método de Cross.

El caso se reduce a una viga de dos tramos (A-B-C) con ¢l par 1.7 P aplicado en C. Veamos la a E _alu__mm . 3
1 i 2 ean

distribucién de momentos cuando en C hay aplicado un par de 1000 Kg.m ©?
Las rigideces relativas de los dos tramos son:

| |

3(0.25)° 3(0.17)% ! L : 2,2
] Rigideces relativas de los tramos:
Los coeficientes de distribucién son: K [__.Iul K
h ! AT K
0.00234 3L, 3 M ST A +mmv.§a§_m|m~
dyy = =0.69 dgc =031 kn=gr=:K]'®

0.00234 + 000105 4, 4
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Coelicientes de distribucion:-
d Kz K 4}
21 = = P
K 3 4 4 3¢
ZoK i (1+3€)
3
K3z it 3z
dy3 =

Lok g (1+43e) 4+3¢
1]
Momentos de empotramiento perfecto iniciales:- EI inico que sc presenta es el M35, Ya habiamos
determinado M3y ¥ M3, ; luego:

)
EMHKF[!

1
5 0 =My(1—a)(Ba—1)— m__san_nm —3a)

1
o My = —5Mo(3¢? — 6a +2)
Mg

b
F—a—

| 1z |

Distribucidn:-
M _”H _ Qn._ _ ﬂmu_ 3
iW&E__s__u.u _ :Qu,__.._._wu |n_uugm.n
_ 1 -D_ _ lﬂu.ugnu_ gm-wﬁ.._l.ﬂnu”._
- M dy My
Lucgo,
1 ; 3a® - 6a +2
M,z = |Mn2&~w =My —pr—
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- 3a? —6a+2
My = =My = —dyy Ml = +2M,
21 23 21Maz = +2M, 143

Mz, =0

De aqui continuaria el mismo andlisis hecho al resolver el problema XII-4 para trazar los
diagramas de momentos flectores v esfuerzos cortantes,

PROBLEMA XIII-5:- {UNI, 30-0CT-948)

Resolver el problema XI1-6 aplicando el Método de Cross.

127 Tl gy

L]

A0x8S

De acuerdo con lo expuesto al resolver el problema XI-6, se tiene Ia situacién mostrada en el
esquema.

1) Rigideces:

2} Coeficientes de distribucion:

0.075 0.125
0300 = 0375 i =5=o==0625 dy =0

dyy =

3) Momentos de empotramiento perfector- Tabla N°4, estados de carga: n°l para la carga
repartida, y n°29 para las cargas concentradas:
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12 % 4(6)?
W - 0 b
MY, = H 5 % 3.85(10) =3 49,36
1 12 x (4)%6
Q — — N —1
Mgy =+ x3. mmcs ThE +43.60
& My = +43.60 :m?mﬁ& = +68.28 Tm
1 8x3(5)% 8x5.50(2.50)
ﬂ — N — _—
M2, —3 %3 B5(8)* — 2 57 34.20 Tm
1 8x(3)25 8(5.50)%2.50
M2, = s X 3.85(8)% + Muu_ + ( mw = +35.61 Tm
4)  Distribucidn:-
e s T
T . T T
i | w38 | s |—> |
ERE Lo et _-45.75 e i1}
| -91.5 — +68,28 34,20
ﬁ|!.ﬂr_-.-- N A By o Y " O
| Y - = 1] e o N0
et R ey L i !

Con los mismos valores obtenidos en la solucién del problema mencionade, ahora en la
convencion de signos de andlisis.

El célculo de esfuerzos cortantes y los grificos de distribucién de momentos flectores ¥
de esfuerzos cortantes aparecen en la solucion del problema XI1-6.

PROBLEMA XIII-6.- (FIUC, 20-MAR-1951)

8,340
4 150 cm
3. m.w,‘
b iy +
4.70 enf— —t
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Un pértico rectangular A, B, C, D empotrado en sus dos extremos A y D tienen sus dos montantes
AB y CD verticales de 3.80 m de altura, y el travesaiio horizontal BC de 4,70 m de luz; soporta en
¢l nudo C un par de 8340 kgm en el sentido de las agujas de un reloj. Caleular los momentos y
esfuerzos cortantes en toda la estructura, sabiendo que los montantes tienen un momento de inereia

de370 cm* | y ¢l travesafio uno de 150,

70
Rigideces: Ky = Kpp = ww.ll =07.37
80 Mx ~ 12928
oL e
BC =370
Coeficientes de distribucion:
dgy =dpp = iy = 0.753
BA = MeoD = HWNW.W@ el
91
dpc = deg = 12928 ~ 0247

@B | @D
- 4| |- 4
+ 16] [+ 16
- 254| |- 254
B|+1.030| [+1.030( -g.340
[.247] L247 | 22|~ 0
m o 215 o) m . @
7 SIRE " =l %l +]\E
" (A) SENE
cpsfE °15°
A .ﬂ_uuss+ + |+
Fuerzas cortantes en las bases del portico:
_ﬁ...u.lll.l o P
Qs umnﬁ 394 —-788) = +311.1 Kg
= |Qﬁ+w 189 + 6.378) = ~2517.6 Kg
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ANALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULO XIIT: METODO DE CROSS

B) Distribucion debido a solo un desplazamicnto & de los nudos B y C:- Los momentos de

I'ierza cortante en la base del pértico:
empotramiento perfecto que se generan son:
5 * 3] _

N

e

it i = — 355 (+0.665 +0.330) = —0.262
B .‘.H C i rﬁl & ._m_w_w”_ = h_%wn,._ = —0.262

h 3.80m Feuacion de condicién para las situaciones (A) y (B) superpuestas:

f i £
4 L 2. =0 R+ +[o + 0] =0

) sea:
+311.1 — 2517.6 + x(—0.262 — 0.262) =0 - = —42109
GElS

Luego, los momentos y esfuerzos cortantes en los extremos de | lemento: :

0 M0, =m0 =y —_ OB _ o, o5 ¢ 5 50N

Mpp = Mgy = Mcp = Mp (3.80)2 (+1) Map = =394 — 4210.9(+0.665) = —3194 Kgm
Meg = +1962 — 4210.9(-0.330) = +3.352 Kgm

Mep = +6378 — 4210.9(+0.330) = +4988 Kgm

Hacemos la distribucién partiendo con momentos de empotramientos relatives +1 en cada

extremo; enseguida planteando la ecuacién de equilibrio Y, F, para el conjunto, podremos
determinar ¢l valor de x.

Mpc = +3189 — 4210.9(+0.665) = +389 Kgm
la_ﬂ_m |o.%3 DIAGRAMA DE MOMENTOS FLECTORES (kg-m)
- 0,004 —0.004
+0.016 +0.016 Jaad
0,031 +0.031 &
-10,124 —0.124
B 0247 ~-0.247 | C B .______m__ C 8340
alelelele L2 22 alzlzlg| e L —
®mmmmam m;mmma@ 2178 = §
..._..-._...I AS ii: [l k) W Bl gt
B - o
slsls | SHEE 3
@mmmmum mnwwwm e e Do /u
] e

1
Qap = —355(=3194 - 2178) = +1414 Kg = Qp,

1
Qpc = =775 (#2178 + 3352) = ~1602 kg = Q¢
!
Qpe = |w|m|c.n+$mm +389) = —1415Kg = Qcp
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ANALISIS ESTRUCTURAL

DIAGRAMA DE CORTANTES Y REACCIONES

EN LA BASE (kg)
B C

ol BB =
= =N
Lo — —1F
= =

1414 k=3 415 kg =

A Y 3 D277
3194 kgmt 89 kg.mt !
1602 kg 1602 kg
PROBLEMA XIII-7. (UNI, 28-OCT-1951)
2 T/ml ._maﬂ

[ o] = | w |

Determinar el valor del momento de empotramiento de la estructura mostrada, considerando

- Ies constante a lo largo de toda ella y que en 2 hay una articulacién,

Resolveremos esta estructura aplicando el método de Cross. Primero haremos la distribuciér
considerando que la articulacién 2 no sufre desplazamiento; luego haremos la correccién por

desplazamientos.
1) Rigideces:-

1 31
BT

[}
o] =
3
L=
]
e w
Wi =

| w
o =

Kyp =

362

3
5

[,

w)

CAPITULO XIIT: METODO DE CROSS

2} Coeficientes de distribucién en 3:

A s 1.3 _ 17 Kag 1/4 14 »
Mx|_++mm 5692 =T,k " 17756 ~ 17 ~ 0824
..ng wxmm 3
d. =—=10.
WS K 17756 a7 oATe
3) Momentos de nE_vosz.nEc por cargas aplicadas:
.-.&.HN - I_-%Mu. — llﬁNuﬁmuu = .|ﬁ‘- ﬂ.ﬂ.—,— = N .a_m.._.N = Im_ o |ﬁ+mu I@ ..._-.3

= —26.25Tm

4) Distribucion.-

A} Distribucion suponiendo los nudos fijos.-

.mmm —
9 ENCET
f i $
R R} R
1 )
oW = +m|me.3 =+750 + RW =750 1T
Qi = c|.,n+ﬁ.au =-7.21
» R =1376 tT
) r+ma|ﬁ 21.63) = +6.55
Q&) = -5 |ﬂ?ﬁ.§ =-345 » R® =345 1T
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Mm,q =0;

Es decir: ) ™ + ) R 22 = F® +x ) R -22=0
0 sea: (7.50 +13.76 + 3.45) + x(0.167 + 0.285 — 0.050) — 22 = 0

B) Distribucion por desplazamiento vertical & del nude 2:- Los momentos de
empotramiento perfecto que genera el desplazamiento & son:

3ELS 3 X=-6.74
o ) - o _
22 Gz Elf|+ 3 (+4)x
6) Momentos finales:-
12 32 34
. A: -9.00 + 21.63 -21.63
B=-674B" +6.74 -4.74 4474
Tomamos ¢omo valores iniciales relativos los momentos -1 ¥ +4 en los extremos 1 y -2.26 + 16.89 -16.89 T.m
3 de los tramos 12 y 23; o e . : .
e @ C0.708> Isfuerzos cortantes finales:
12 32 34 43
m. “.m.hmg -0.704 A: 4750 -7.21 +6.55 -3.45
& " ~=1.13 +1.58 =0.34 —0.34
i 76
I 2 L824 ] m[ M B=-674B" 637 56 631 378 T
.HA.S_ .aw_mlu. _ﬂ.mw.u
1 ~16.89 Tm
9.0 Tm _ Treal. 350 Tm + 637 +6.21
e o P [,
Q3 = INﬁ[H.S =+0167 ~ R ' =0167 1T LE._._._.E\N\ +u +.“ ] h3 Ekw_._._._t
3 -5.63 ;
Q87 = —2(+0.704) = —0.235 _ oy HAT ek :
3 « R =0285 1T Diagrama de e i
m.mc i IW (0.704) = +0.050 momentos flectares Enfuras cortunlos
1
&7 = =37 (-0708) = +0.050 = R{®”=0.050 4T

3) Ecuacidn de la condicion:-
Para las situaciones A y B superpuesta debe cumplirse la ecuncién de equilibrio estitico.
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PROBLEMA XIII-8:- (UNI, 12-DIC-1955)

6T R £ |
ﬁ =1 =3
Am _

=2 1=2 Gm

A_.I 3 d
Ertred \Nu_u_ucl
I

I
I Sm

Im Sm

En el pértico que se muestra, el apoyo e es de libre desplazamiento horizontal. Resolver esta
estructura aplicando el Método de Hardy Cross. se determinaran las reacciones de apoyo y se
trazaran los diagramas de momentos flectores y de esfuerzos cortantes.

1) Rigideces:-
2 _3 2 3 3
Kap HNHO.WNN h-__._..e_n”W"Q.m Kea "N" 0333 K, "MHW“P#M
2} Coeficientes de distribucidn:-

b: 0.6 +1.383 = 0.434
plbc: 0.6 +0933=0643 ] ©
=0 b: 045 -+1.383 = 0.
YK = 0.933 <o 1 315

K =1383
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3) Momentas de empotramiento perfecto:-Tabla N°4, estado de carga n"40 ( par aplicado en
sentido anti horario):

4 (6 Tm b
m...__ (|&w
“ 4.5._

4m

2(2x6-
MY, = +T$_ﬁ|._m~|ux|ur 2T

4 -
ML, = +(6) _.,uxw.u Ix4) o

4} Distribucitn:-

A) Considerando los nudos fijos:

8
@l

7y — H,

a—H

1
Q) = ~¢(-2.0+0) = +0333T

o —
de .
» HY = 403337 HW =0 Pl
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B) Considerando un desplazamiento & de los nudos B,C,E, sc generan los siguientes

momentos de empotramiento perfecto:
o
Al g i
— Hs 4k
b’ C Z

a
Frrriid
18 2)6
6E _ +m.m.m~u = 1T

_w....N

M3y = Mpy = M3, =M% = +

Por no conocer el valor de § , tomamos un valor arbitrario +1 Tm , con el que
hacemos la distribucion y luego planteamos la ecuacion de equilibrio que permitird

hacer la correccién real por este desplazamiento;

—

+0.699

+1
(o] L3371

- 0,082 —-0.164

+1
B

- 0.179 1 - 0.357

o
w
-

+ 0,026 f— +0.052

+0.002 b= +0.004

+ 0.849
q+1

ol®) uT&ﬁfp@& =-0258T
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(Be) _
de T

|
~<(+0912+0823)=-0280 7
o HP 402587 BB~ 40289 7

5)  Ecuacion de equilibrio:-
M _m.: =1
Ha+ Hy =0~ HY + B 4 x [HE + HFY =0

(+0.333 + 0) + x(—0.258 — 0.289) =0 - »x=0609

) Momentos y esfuerzos cortantes finales:
ab ba=-be cd ch ce de
Al 20 0 0 0 0 0

xB' | +0.517 | +0.426 | +0.501 | +0.357 | .0,144 | 10-555

= | -1.483 | +0.426 | +0.501 | +0.357 | -0.144 | +0-555

Qup = I.Mnlu.@mm +0.426) = +0.176 T
Qpe = um (—0.426 — 0.357) = +0.157 T
Qe = :M.?c.mE +0.555) = —0.176 T
Qe = |m?ﬁ.§_ =+0.029T
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ST 0.0297
i =7
A +0.176
W.n.-ll... A 0.176T .u._uml,. g = -
0128 T omentos Nectores
s \ (en Tm)
PROBLEMA XIII-9.- (UNI, G-ENE-1969)
2
67 ml
Utrvddey 5
(5]
I | |
3m 3m

Resolver Ia estructura aporticada que se muestra, para la que todos los elementos tienen el mismo
valor EI constante. Se trazard, finalmente, el diagrama de los momentos flectores,

1) Cileulos Previos:-

1) Reacciones de apoyo:

3
Vs(6) = Eaﬁm - Vg=45T 7T
Vi=(6x3)=-V; = ¥, =135T 1
2y Coeficientes de distribucion:
nudos 1,24 y5: dyg=dy3 =dyy =+ =105

nudos 3y 6:

g =dyy =d3y = =1/3
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Iy

3} Momentos de empotramiento perfecto:

1
Mg = —MY, = —13 (6)(3)* = ~4.5Tm

Distribucion, supuestos los nudos sin desplazamientos.

=

sﬂ&!sér

B3
[}

-
L )

=
Ciles
[y

&

E QE

i
L_r

fé‘&‘i*g
1-025
K1)

b

|.||rrrt__L
e, O y mﬁm m o
@T,Sizw BlesfraE @ 2
i Ll R B Y —.ﬂ "+ m_lqm.u_
i —Hu

#ifer)eia

Ao PO

S
"1

il

oo |oo|oet..

==
ooloals
! i

FII

o o

=

[

m
28 |- 288 | == ﬁ
0fy = |Wﬁ+m.mc +0.63) = im|.wm T
04 = IWTEQ —-0.53) = +ﬁm T
Q4 = lw?p% +0.01) = |m.mm T
Qs = ..WTH.% —0.48) = +,M.% -
o4 = rw?pﬁr 0.01) = |m.M|H T
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CAPITULO XIII: METODO DE CROSS

1y Distribucion, considerando solo desplazamiento horizontal 8y

O

Considerando valor arbitrario +1 para estos momentos:

372

My =M =ME =M =M,
6EIS,
= .____uu = 3 H\d.
(3)
o5 = IWA:V..S. +0.47) = IEH
B 1 ; _._nn.
=——(+0.70+0.70) = ———T
O mTc 70+0.70) 3
g1 0.94
49 uum?p..._fe,hd |:1mlﬂ
g 1 0.82
Mum Hlm.HIO.MMIQ.h.Hu +4H.
a 1 0.82
O34 numﬁé.umua.adirl“_.lu.

ANALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULO XIII: METODO DE CROSS

V)

Hﬂ H._ F .I.r. L i Iloq
—001 =28 | = - 801
E Fole umﬁ_m to08 T o0
of =05 <025 | 2025 T_|=% 4
ot LT A el L]
OFLse Ewﬁ;w OkEdp
I+ ]+ [} +H [ ] N
— =
Qbbbb TR oFElh
LI &1 ”. q_w._ 173) & _ﬂ..m._ 3 5
- 0.0 :F..u -025 [ -0
1008 +o¢w vore 1858
S BN MR
- 004 o0z | -0 — - O
s +0.02 | 4002
Uﬁiwﬁ&:. Ssm_n_mn.a.n_o solo desplazamiento vertical mm -
2 3 4
Ié:
1 5] 5
A A
6
Mg =M, =My =My =-MY =M =-M3y =—MY ||I.||n.3$ =

Considerando valor arbitrario +1 para estos momentos:
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mm,u-r-pm?o.a:u)fmmﬂ
3 3
aa . 7l
O3 n|m§u=
e 1 1.22
= (40.6140.61) ===
o5 ?%éhanpmsu +wwmu,
v oA uu%ac.mcua.m:u +H|.Mmu.
Q05D
AL |
HE L
I | == L
2] +1
= = E
@mmmmm 3|
e e e i
.(-. N
Otz
+ i+ —d_
I+
lom
+ 0,13
—003
o0
D)
V) Ecuaciones de condicion:-
1) Xa-g-5)Fp = 0: Q12 + Qg3+ Qsa =0
322 094 122
Quz = Qfy +2Qf +y0f; = - == - ——x + =
3 3 3
’ - o . 243 140
Qoz = Qg3 + xQ¢3 +vQ&: = +q[.ﬂ.ﬂ+ 0
049 094 122
Qs = Q2 + Q8 + y0§, = g TFoEtT

Sumando las ecuaciones:
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1.28 3.28
.m__ﬁm+0mw+_mwaﬂllwlll1mlﬂ+c"c. - x==0.39

2) Ee-3)aer By = 0: Qs + Qa4 = 135~ (6 T/ml x3m) = —45T

' 2.38 0.82 1.41
Qss = Qfs + xQF; +yQ&; = +|wt+4m|n +|m.t.

‘ 0.41 0.82 141
Q34 = Q44 + HQ..mm.h + u_..ﬁ%._ = +:.m|+|w|H + 4..:

Sumando las ecuaciones:

197 164 262
Qss + Qa4 =+ 3 PRty ==45 4 y=-526

VI Momentos linales en los extremos.-

My = —M;p3 = —2.59 — 0.39(—0.47) -- 5.26(4+0.61) = —5.62 T'm
My = —Ma3 = 40,63 — 0.39(—0.47) — 5.26(+0.61) = +3.66Tm
M3z = +0.11 — 0.39(—0.35) — 5.26(+0.80) = —=3.96 Tm
M34 = +0.42 — 0.39(—0.35) — 5.26(—0.80) = +4.77 Tm
M3 = —0.53 = 0.39(+0.70) — 5.26(0) = —0.81 Tm
My = —Mys = —0.01 = 0.39(—=0.47) — 5.26(—0.61) = +3.38Tm
Mgy = —~Mgg = +0.48 — 0.39(+0.47) — 5.26(40.61) = —=2.91Tm
Mg = —1.90 — 0.39(—0.35) — 5.26(—0.80) = +2.45Tm
Mgy = +3.80 — 0.39(—0.35) — 5.26(+0.80) = —0.27 Tm

Mgz = —1.90 — 0.39(+0.70) — 5.26(0) = =2.18 Tm
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CAPITULO XIII: METODO DE CROSS

Las rigideces de los elementos son (en valores relativos):

1 1 3
Kis =~ Hog=—, ir: M K=—
15 = ¥ Koy 3 es decir . 3
Luego, los coeficientes de distribucion son:
. 2 1
Diagrama de momentos e —
flectores (en Tm) Cax 3 Y Cas 3
Caleulo de la distribucidn:
001
“0.005_ L0000
PROBLEMA XII1-10.-(UNI, 20-ENE-969) ~0.027 |01
5T b~ +0,333
Resolver ¢l problema X11-6 aplicando ¢l Método de Cross. 0
ﬁ_un 4 X0 )
1

La posicion de las cargas aplicadas hace necesaria solo la distribucién de momentos debido al’

desplazamiento de los nudos. Las cargas aplicadas producen los desplazamientos & de los nudos 2
¥ 3, respectivamente, respecto de 1 v 4. Los momentos de empotramiento perfecto que generarian
estos desplazamientos son:

P'ara esta situacién las reacciones en los apoyos son;

1
W=W=->(-1801- 0.602) = +0.4
ﬂ G b s . A m
= Hlm.m.__.lllu
Mz =My, A&u Lo ecuacién de condicitn es:
._Eﬂ uh,x.mw .|.+a.m.h|b =+3 M =D BESREST s R
(6)*

Luego, los valores definitivos, finales de los momentos en los extremos son:
3 = '--m.&.w = IleG.._._”N.m.vu = —45pP

Toma como val rbitrarios para estos momentos -3 y +3, respectivamente. Con es
mos valores arbitrarios p * g =My = =M3, = My, = l,n_.mn_mnm.mm.u =—15p

valores iniciaremos la distribucién por desplazamiento de nudos:
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CAPITULO XIIT: METODO DE CROSS

Los esfuerzos cortantes y los diagramas correspondientes estin expuestos en la solucidn del

problema XII-6. cficientes de distribucion:

21: 16 +75.2=10.213
PROBLEMA XITI-11.-{UNI, 10-NOV-1956)

23: 16+752=0.213 32: 16+59.2 =0.270
ET 242-10: 43.2+752=0574 3 _ 34: 43.2 +59.2 = 0,730
5000 kgrim M i 59.2
._Iu T T O O O O =354
4 5 6 7
2 4-10: 16 +95.2 = 0.168 59: 16 +120.9 = 0,132
2 43: 43.2 +95.2 = 0.454 S54: 43.2+120.9 = 0.358
. 3000 kgriml o . " . 4 45: 36+952=0.378 5 56: 61.7 + 120.9 = 0.510
L e R I L e e T M K =752 MN = 1209
8 m..mvzahcum
3 | CONCRETO 68: 16+77.7 = 0.206
| g e 6 ” 65: 61.7 + 77.7 = 0.794
LrFr AL i §.50
TIATTT s ey m o - 7.7

Momentos de empotramiento perfecto:

Aplicando el Método de Cross, determinar los momentos en el portico de concreto armado que se
muestra en la figura, el mismo que es parte de la estructura resistente de un edificio urbano.
dimensiones: para los elementos horizontales, 30x60 cm; para los verticales, 30x40 cm,
Consideramos empotramientos perfectos en los extremos 1, 10, 9y 8 de los elementos,

Por tener todos los elementos ancho constante de 30 cm, caleularemos las rigideces relativas,
proporcionales al cubo del peralte en dmg; asi:

1
M 10 = —My_; = =75 B8)5)* = ~6.25Tm

1
M$, = =M}, = ,.maw_@u = —10.42 Tm
1

Mis = =Mgy = ~ = (5)(6)? = -15 Tm

1
Mg = =M = ~ 13 (5)(3.5)* = ~5.10 Tm

@ M®, = —(8)(1.5) = ~12Tm
Kiz = Kz3 = Kygy = Koz = Ky = 5 =16
6)3
.mw.wlu.u = .E.uh = % =432
(6)° (6)°
mﬁ_-_m “l.ml”wm mﬂmn"mmﬂmm.ﬂ
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A) Distribucién considerando los nudos fijos:-

G | (D
a0
-ons ==l .gp3
L T
« 020 = 010
203 —"vom
« DBD s
) 4058 o
..uN—

AMALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULO XIIT: METODO DE CROSS

Itititit

@ |=:R_ 0
O |

3 :
dil
B) Considerando un desplazamiento

empotramiento perfecto:
(53]

& & b &
3 - 7
13 'k 15 i
'] 3 [} [
L) i ] F
i 3 i ]
b 4
10 (] 1
I
Yo
— el el ey o g
ENQHIEMNIEELIE?SIE%I 59 = Mgg = Mgy

=+410Tm

380

Hacemos la distribucion considerando +1.0 Tm como valor arbitrario en los extremos de
los elementos:

La ecuacitn de condicién que nos permitird determinar el valor de x, es que, estando en

las bases de las columnas 23, 10-4, 95 y 86, la suma de las fuerzas horizontales del
sistema debe ser cero:

M F, =0 Q23 + Quo—4 + Qos + Qgs = 0

(2-10-9-8)
Dénde
S I O ____
4 5 G 7
S Qo Qos| L
Qe Vs SFTTT
2 _m_:_..._ 9 8
1
TITT
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— A (8" =W L. (8"
Qs = Q53" +x0455 Qro-4 = Qyp_s Qios OBLEMA Xill-12.- (UNI, 6-ENE-1969)

. vsolver el problema XI1-7 aplicando el Método de Cross
8’ - (8") ,
Qos = Q%) +x0%" Qe = Qfe +xQf¢
24T 24

|

3 g~— 16T 16 T——

O sea que:

1 1 1
_:mﬁ.;.mw +2.96) — 7 (+0.33 +0.66) -3 (~0.98 = 1.97)

1
-7 (+110+ M.Ni +

T
7
3
1 : 1 1
42 _f 7 (F0.70+0.70) = 7 (+0.95 + 0.90) — 7 (+0.96 + 0.92) — 7 (+0.91
9

&

Realizado el andlisis expuesto en la solueién del problema XTI

+082)| =0
o X = IG.@m
Los momentos finales son: M = M@ + (—=0.96)M(®'); es decir:

-7 , resolveremos por el método de

Cross el pbrtico 1-2-8-9,

Mys = +0.54 — 0.96(—0.09) = +0.63 Tm Mip_y = +0.33 — 0.96(+0.95) = =0.58 T'm
Los momentos externos que ocurren en los nudos 2 ¥ 8 son respectivamente: +16(2)=+32 Tm y-

My, = +1.07 — 0.96(—0.19) = +1.25 Tm Mgy = +1042 — 0.96(—0.31) = +10.72 Tm 16(2)=-32 Tm. Las rigideces de los elementos concurrentes al nudo 2 (igual que para ¢l nudo 5)

Mys = +2.29 — 0.96(+0.70) = +1.62 Tm Mg, = —B.45 — 0.96(=0.61) = —7.87 Tm

kon:
301
Kiz = 13 =0.15

G > K=0275
Kzg===0125 )3

My_yp = —3.36 — 0.96(—0.51) = —ZB7 I'm Mg = =1.97 — 0.96(+0.92) = —2.85 Tm

Myg_z = +7.70 = 0.96(=0.25) = +7.94Tm Mys = —0.98 — 0.96(+0.96) = —1.90Tm 8

Mz = —2.96 — 0.96(0.70) = —3.63 Tm Mgs = +9.80 — 0.96(—0.82) = +10.59 Tm Luego, los coeficientes de distribucién son:

Mas = +2.96 — 0.96(—0.70) = +3.63Tm Mg, = —12Tm

0.15 0.125
d2y = = 0455

My = +15.50 — 0.96(—0.56) = +16.04 Tm Mg = +2.20 — 0.96(+0.82) = +1.41Tm

No hay desplazamientos relativos entre los nudos,

M5 = —16.16 — 0.96(—0.34) = —15.83 Tm Mg = +1.10 — 0.96(+0.91) = +0.23 Tm

My_1g = +0.66 — 0.96(+0.90) = —0.21Tm
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CAPITULO XIII: METODO DE CROSS CAPITULO XIIl: METODO DE CROSS
istribucion:
P e PROBLEMA XIII-13.-(UNI, 19-DIC-1956)
2 L=180em'
+002
el sl
+0.09
= oinT ,...o_..wm |
+0, :
= =
: Bl < B L
aﬂ- a
LS N | =382 S L
% s [
. _anw...wp nd 2 _ ) wu _ Por el Método de Hardy Cross, resolver la estructura cuyo esquema de cjes se muestra. se trazaran
. S0 los diagramas de momentos flectores, de esfuerzos cortantes y de esfuerzos normales. se
’ determinaran, ademds, los desplazamientos de los nudos E = 2x108 Kg/em?
Por estar aplicad en un nudo 1 fuerza de 3 T, no se generan momentos al considerar los nudos fijos.
Debemos analizar la distribucién por un desplazamicnto & |
1 4 Los desplazamientos relativos enire los nudos son:
= &
entre 2y1l: 22'=——=125§
Los momentos en los extremos son: £ sin ..M
entre 3y2: 272" 4373 = +85=1756
tan a

Mz =0 Mgy =0 entre3y4: 33' =/2§

i L
& &
- w-
o 6.00m 1111.]..1-w 2 @ _,__/
I
g A

M3y = =22.56 Tm | Mge = +22.56 Tm

Myg=—9.44Tm | My, = +9.44Tm

— f

En todo lo demis proseguird tal como se ha expuesto en la solucion del problema mencionado.

senoe=0.8
cosct=0.6

V2

un:_wunoumnﬂ.
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Momentos de empotramiento debidos a estos desplazamicentos:

_BEL(1258)  6E8(120)(125) ES

M, = M3, = sy = 562500 205 (—0-32) = (-0.32)x
M3z =M% =+ mmmmmwwnm A) =+ mmmwwwwﬁiﬁ = w_ww?rcmu = (+1.05)x
M, = - w..mmm%& =- mmwwﬁwum = M..m ~0.318) = (~0318)x

Rigideces:-
kaunw.mmmuum .ﬂuwﬂmm%ﬂwo RuaHWMWMMHHm.@

Coeficientes de distribueidn:
21: 16 + 46 = 0.348

2§ 23:30+ 46 =0.652 3
YK =46

32:30 + 45.9 = 0.654
34:15.9 + 459 = 0,346
LK =459

Distribueién:

386
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rzas cortantes:-
Qlp = |%.w ~0.416 - 0.511) = +0.1236
1
Qiz = =gz (—0.509) = +0.0899

Tuerzas normales:-

MEHQ

+0.509 = 0.416 — N;(4.80) + 0.1236(7.50 + 3.60) = 0
& N{ = 0305

+0.511 + 0.0899(4.24 + 5.66) — Nj(4.24) =0

4 Nj=0330
> > O,
w0500 o bl N
o ; 3 M=0 6.00 4
& S M AN P
’ A
wﬁ. e N,

=3+ x(Qizsena + Ny cosat + QLzsenf + Nl cosf) = 0

M“m...h” H

VzZ 2
=3+ A___.Ewm % 0.8 + 0,305 X 0.6 + 0.0899—-+0.330—) = 0

~ x=5181
iz las ipualdades (1) tenemos que;
E& 200x 200 x5.181
— - = = (.00259
S0~ T 9==p 2% 107 T/m? e
A 6=25%mm
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Momentos, esfucrzos cortantes y esfuerzos normales finales: FROBLEMA XTII-14, (UNI, 8-JUL-1968)

M, = —0.416(5.181) = —2.16 Tm Q2 = +0.1236(5.181) = +0.64 T

T 5.00m ﬁ 3.00 u.%..“.

M;; = —M;; = —0.511(5.181) Qa3 = +0.0899(5.181) = +0.47 T
4 3 | 2T
= —2.65Tm Z 2 . —t
M3z = —Ms4 = +0.509(5.181) = _ls265 4260 = —0s8T m
= 4+2.64Tm Qs = =g (+2. i i

N; = 0.305(5.181) = 1.58 T (tracc) Mz =0: Ny(4) + 2.65 — 0.88(10) = 0
&

N; = 0.330(5.181) = L.71 T (compr) 4.00 m

& Ny = 1L.54 T ( compr)

—_—

~
I
_
u;‘f 6 ,...m
Z

Aplicando el Método de Cross, resolver el pértico que se muestra,

en el que todos los el tos
264 r flenen el mismo momento de inercia, 4 a il
3T, (+1.54T) 1) Cilculos ios:-
u. .ﬂl. / --H-.\\ ﬂaf——al
ST 5D 3
x%@.@ .w..»vﬁ_. Ky:=1/5=0.2 Ky =1/3=0.333 Kys = Hmm\.._.u = 0.1875
21 < _—
.m . N 2 0%.. = Diagrama de 1L54T
Diagrama de ~ 7. 14GT, esfuerzos cortantes Ko =1/4 = 3
S,  momentos flectores MolSi i (enT)se indicaentre 36 =1/4=025 Ky =31/3)=025 Ky =(1/3) = 0333
158 T. m\u.w. N M.M.ww_,% ) ﬂﬂﬁwﬂuaﬁ £ ik paréntesis los esfuerzos
a4 Yy normales,

de las reacciones. 2} Cocficientes de distribucion:

21: 0.2 +0.7208 = 0.277

23: 0.3333 + 0.7208 = 0.463 36: 0.25 +0.583 = 0.428
2{ 25 01875+ 07208=0260 3] 3% .0.333+0.583 = 0572

K = 0.7208 K= 0.588
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65: 0.25 +0833=03
63: 025 +0833=03

Distribuciones debidas a los desplazamientos:-
6 67: 0333 +0.833 =04

i} Para un primer desplazamiento &2 los momentos de empotramiento perfecto
K =0.833
serin:
6ElS
M9y = M2, = |rﬂwu —2x
3} Momento de empotramiento perfecto: (3

11} Distribucion considerando que no hay desplazamientos de nudos:

Q2D | (s

-0.002 || -0.005
-0.024 (=] .p.047
=0.238 |—| -0.475

=6.0Tm

T 5 - Lonsideramos momentos iniciales =2, +2 y -1 Tm para los extremos de los elementos 23, 67 v 65
k3 m m = =5 mm mm mm {hulo en ¢l extremo 6), respectivamente. Los resultados que se obtengan partiendo con estos
_ s|S|3 m_ i b Selilss fNbmentos, tendrdn que multiplicarse por x Para que den los verdaderos valores de la situacién
\-u 3 " | " } - .
7t e P EE @  es decir ; HHH.H.
[ mm..__r_m_u S3|
._.m [31 &l Jafr .l =
- 0.385 -0.514 = 0.257 m
- 0.038 = 0.051 -0.026

y - |w.“ppui —~0.527) =+0.158¢

[z +Wa..c.m._.__o —-0.285)=-0.285
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ANALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULO XIII: METODO DE CROSS

@® | [o» [am| @ ; : i p
T 0.002 —r W |].l-.|ut|..|...|| nlu.llul.lu..l |_|mn
Stont [ oo 2
T +___.ﬁ - og3s | — [ Toosy
FO00F |1 + 0 + = =il43] .
Ti98 | —| T0396 wwﬁm TR ©
T T3] w373 =
o 3 EEE BEIEE 6 S Y
e TR e
23|58(2g m ’
3 1 Y Al TR i . i
-1 - ¥ p Considerando momentos iniciales -0.36, +1 y +0.5 Tm. en los extremos de los elementos
-0.428 |- 0572 - 0286 | (5) : s
0008 | T 000 Tooas | T 12, 23 y 56 respectivamente, los resultados que se obtengan, tendrin que multiplicarse
+0.001 | + 0001 por “y™ para tener los verdaderos de la situacion H"ﬂuu‘_.n
(8" 1 ~0.001
W50 = == (+0.205 + 0.406) = —0.122 T 20003 | | +0.007
1 8
m 0.005 .”.Mﬁ o0 0.071
71 L - = pay M b 2
B = 42 (41438 4 1.719) = +1.052 T S | e Ipmm.“ 01 |
- 0,360 0360 | 4+ + 1 3
[ KR | L |2 Laai] La72]
iy Fara un sepundo desplazamiento &5 : los momentos de empotramiento t . = i Mﬂ W w L2
ian: 2 M m H= |2 222 o
serian; w._.nn.u. = =1 b= @ Al b )
6EIES. A R v
EWM“EMH"| NN"'D_.MGU_.. H“WHQ“ o] 18
(5) Hzgl5 el (g
elselse
6EIS, s v I N o L iy
M3s = M3, = +|w|.~|H +y 0088 |-o0.14 - 0.057
22 0008 |-0010 p(€)
3EI& g <0006 | ¥3
MY =+ Nu = 4+0.5y - 0001 |-0.001
@ @D [0 |

1

V) 5 (—0.414 - 0.469) = +0.177T.
1

KD = +3(=0.126 - 0.063) = —0.063 T.
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Eeuaciones de compatibilidad:- Mecesitamos plantear dos ccuaciones para las dos
incognitas (x,y) del sistema;

i Momentos finales, serin:
M = MW 4 xME) 4 ypg(c”
1) ¥ F, = 0(para el conjunte):
_.-..-. n—- .m‘wu. L N = _U

Siendo: 12 21 2 25 32 36 65 63 67 76

Vy = E® 4 218 4y = 40158 — 0.122x + 0.177y
Vy = @ 4 x4 yy € = —0.285 + 1.502x — 0.063y

0264 | -0.527 [ +1.021 | -0494 | +3.365 | +2.635 | -0.427 | +0.997 | -0.570 | 0285

+0.439 | +0.870 | -1.682 | +0.812 | -1.263 | +1.263 | -3.035 | -0.041 | +3.076 | T3678

Reemplazando y reduciendo tenemos:
-0497 | -0.563 | +0.685 | -0.122 | +0.498 | -0.498 | +0.486 | 0335 | 0,151 | “0-076

0.930x + 0.114y = 2.127 & Bléx+y=1865 ....(1)
~0.322 | -0.220 | +0.024 | +0.196 | +2.600 | +3.400 | -2.976 | +0.621 | 42,355 | 3317

2) Ze-nfvr =10
Esfuerzos cortantes:

(corte inmediatamente a la izquierda de los nudos 6y 3):

1

V14 Qs+ Qes =0 Qs = JWTPMNN - 0.220) Qg7 = =73 (+2.355 + 3.317)

Siendo: =+0.11T =-189T
= Q¥ + 208 +yQ$5 = ~1.462 + 0.459x — 0.329y 1 1
Q32 = Q32 Q32 a2 Qp3 = Iwm+c.m_m+ +2.6) Q5 = IM?FHWE
Qes = 02 + 2087 4yl = +0.142 + 0.473x - 0135y =-087T =—005T
i
e i e 1
v, = —0.158 +0.122x ~ 0.177y Ugmrg ) Qa6 = =7 (+3.44 + 0.621) = —1.07
= +0.99T

% Qaz+ Qg5 — Vi =—1478 + 1.054x — 0641y =0
Reacciones de apoyos:- Los pares y esfuerzos coriantes en los extremos 1 y 7 permiten
fijar parte de estas reacciones. Falta las componentes horizontales. Aplicando a toda la

s 1.65x—y =231 ......(2)
estructura;

Resolviendo entre las ecuaciones (1) y (2), se obtienen: M
B} B M=0: —0322+3317 +2T(11m) - 18I T(11) - H,(4m) = 0
x=214 y=120 @ P
b w.mu.n.h.crﬂvﬂ.lc o .E_H =1.05T «
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Para el tramo correspondiente al eje de simetria: 6; = -6
Aplicando la ecuacion (2M), tenemos:

PROBLEMA XIII-15.-
Resolver la estructura que se muestra, aplicando el Método de Cross,
Enmarcados se indican niimeros proporcionales a los momentos de inercia de los elementos.

_?nﬁ.___ = Mm.mﬂc_ﬁh + .-_ﬁm.w—mﬂ#__ =

]

3T Considerando ¢l medio tramo ij', perk i o . .
e 4T e L. Yoleinpiiels " » perfectamente empotrado en j'(siendo 8y = 0), aplicando
LRI LU b q e T ITUaTaill] 3 ) r
5 @ 6 @ 7 @ 8 M th = 2EK :.-ﬁN%hu +__—_H.M—__ﬂ,__._.‘.__ s .hm

0 —+

@ @ @ o| 3
! 2 3 4 ;y
5.00m _ 400 |_| X I—

La estructura ¢s siméirica y esta simétricamente cargada. El eje de simetria pasa por el punt
medio del tramo 67. Para este tipo de estructuras, con nimero impar de tramos, puede procederse
asl:

P'ara que sea suficiente analizar la mitad de la estructura, serd necesario que My, = Myj; o sea

fque:

2EK'51(26;) + Mf) = 2EK;;6, + MY,
1

& __ﬂ_.c: “Mmﬂm...

O sea ..“_E" en :._u estructuras simétricas, y simétricamente cargadas, con niimero impar de tramos,
es posible analizar la mitad de Ja cstructura, considerando para el elemento central los Eoﬂaaow__
de empotramiento perfecto Rm del elemento real, pero rigidez relativa K’ ignal a la mitad de
rigidez real K,

En el caso que nos ocupa;
1 3. 16 1

Kie ===0, = = ..IN' 2
15=7 25 Ky L*Vna.l_“_.w_u_ kmalml_n.,h_.a HmHHMxMHn..Nm
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Cocficientes de distribucion:

51: 0.25+ 0.65 = 0.385
56: 0.40 + 0.65 = 0.615

K = 0.65

62: 0.30+095=0.316
65: 040+ 095 = 0.421
6 67" 0.25+ 095 = 0.263

M..nu 0.95

Momentos de empotramiento perfecto:

1 1 1 1
! FE— A R T o g r = -
Mg, Mg 17 wl 8 Pl 12 (1.2)(5) 3 (4)(5) 500 Tm
1 1 a 1
B gl s o 2 S,
Mgy = Mz P wl B Pl 12 (1.2)(4) 3 (3)(4) 3.10 Tm
Distribucién:-
ED|@E® |
T
i, | =—pme
— .45
+ 1 54 — 0K
+ 5.4 =1
La2i] e [263] q_
s 8
S B
2
i
Esfuerzos cortantes:=
1
Gis =05 = QIMT.”_..H.»_ +222)=-0.83T
1
QNﬁ o Q.mu = _..". = N ﬁlH.Mmu = ..—:_H_Nﬂ ..q..
. 1
Qse =(+2+3) - wﬁlm.mm +5.22) =+440T
398
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PROBLEMA XIII-16.-

-
Qes = (=2 =3) = =(~2.22 + 5.22) = -5.60T
Q7= =Q76 = (+1.5+2.4) — 0 = +3.90 T

acciones de apoyos:

_E =083 >T M

Vi=440 1T
Hy =029 »T
V=950 1T

*

*

V> =560+390=950 1T

Hy =083 «T
V,=440 1T

Aplicando el Método de Cross, resolver el pértico que se muestra enmarcado, se indican los
momentos de inercia para cada elemento,

_ 2,50 |.:_ 3T 3T nM.ﬂE
T30 1 12vm  Tow
L L L L LTI T T T T I TITITT]
e T o o o |
0) (@] (@) (@) @ | 400m
Y 2 ; u“ ._m \WNI”.
5.00 4,00 4,00 500m |

Esta estructura es simétrica y esta simétricamente cargada. El eje de simetria coincide con el
olemento38, Para este tipo de estructura, con un nimero par de tramos, se procede asi:
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4T 3T
1.2 T/mil ﬁ

NENEEEEE|

A

1 2
b B
|

—— 5.00 — 4.00

Por la simetria indicada, el elemento 38 no sufre deformacién o giro (si algin giro tuviera, dejaria
de haber simetria), el nudo 8 no tiene pues, giro alguno, y s¢ empotrara como un empotramiento
perfecto. Bastara en consecuencia, analizar media estructura,

O sea que en la estructura siméirica y simétricamente cargadas, con nimero par de tramos, serd
suficiente analizar media estructura, situada a la izquierda o a la derecha del eje de simetria,

considerando que los nudos del eje de simetria no sufren deformaciones angulares

(empotramientos perfectos).

En el caso propuesto:

1 3 16 2 2
hﬂ—m"N“ 0.25 _._.ﬂnq “MHM"G.WG .E.mu_ “W“ 0.40 E.qw“NH 0.50

Coeficientes de distribucion:

61: 0.25+ 0.65 = 0.385
67: 040+ 0.65 = 0.615

72: 030 +1.20 = 0.250
76: 0.40 + 1.20 = 0.333

6 7 78: 0,50+ 1.20 =0.417
K = 0.65 K =120
Momentos de empotramiento perfecto:

M =—-M3, = ...PE__N Im_..._ah = imﬁm“_m Iw.mmv = =50Tm

o Gl _.m 12 mm :

1 1.2

RSy ¢ e S it iy o Ot o b SR o by gl

M3y = —Mg; 12 wl mE 12 4) 8 (4) 310Tm
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]
:

+0
+{.22
]
2=
EX
==
o
Bz
+ |
o

+1.02 |on
| IEEE |
09D

003
- (.86
Lzs0]

Vsfuerzos cortantes:

+0.11

%;u.gs
e 1}
P

Qs =05 =0 im?rﬁ +215)=-081T
Qg = Q=0 |mﬁ1=.3u = +0.23T
Qar =(+2+3) - .M. (=215 +5.51) = +4.33T
Qs =(-2-3)- mﬁrm.m +551) = -567T
Qg = (+1.54 2.4) Jmﬂl 4.60 4 2.34) = 447 T

1
Qo7 = (~1.5-24) = (—4.60 +2.34) = ~333 T
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Reacciones en los apoyos:

fentes de distribucidn:
4T T 3T 4T 1.101 1.052 -
_ ) - i T
6 ___.____:_____ _________:_:_ 0 &Erm_umwla.muu. nunWm.l_.mml_u.pmm
¥ m L ntos de empotramiento perfecto:- segiin las expresiones (10.M)
B o Aty 0.0358
Mg = +E_E.M,1 =+12x 0227 = +1.89 Tm
L | 2] oz Lm 03T )4 5 L g mas 0 mmaw
- o : 7 — 1% =My et — - =-1033T
.fu_..\ 107 Tm 1.07 Tm __e.._..__.u = a._..__.-mlrl = =T2x = =103 m
S _ . _ — ”.W.W\.—. ha.u.N D.N...._b.
10,141 666 T 1014T * -
o de distribucidn.-
PROBLEMAXIII-17.- [

[0 SU | 489 ]

Aplicando el Método de Cross, resolver la viga que se muestra (problema XI-7). . +1.89 1= 10.33 2

3T +4,31 + 4,13
1.00
T emg o @D @D .
| LI ]
u.mcH 1 11

[

FROBLEMA XIII-18.-

‘ .u_uc a0 L viga que se muestra es de ancho constante 1'0"; de material E = 3000 Kp/pie?.
t 4.00 600 m Daterminar, aplicando el Método de Cross, la distribucién de momentes flectores v esfuerzos
[o] 0] @ goriantes, debidos a:

a) Lacarga que se muestra;

En la solucién del problema XI-7, para el caso dado se obiuvieron: b)  Un descenso de 17" del apoyo 2. Considerar E = 3000 Kp/in?.

"Iy =4.00m li; =347m

T ol iy _ w= 16 Kp/ft
Ao = 0227 A7p = 0.0358 Moy = 12Tm T O O OO O I 00—
A, = 0274 AY, = 0.0393 My =72Tm 1= & ..h..M
mi
Sepin las expresiones (4N) ¥ ( 3N) tenemos respectivamente: ' ._._I.m.- i ___eo.. L_.n..._l_y
1 — oo 12:0° 1007 ¢
Kin=1/4 — =
10 = 1/43000; ozz = 101 | —— [ [z [z (4]
Kiz = 1/A5,0, = . = 1.052 i e
7 i T T !

1) Calculos previos.- Considerando f. el momento de inercia relativa a la seccién de peralte
10", tenemos las longitndes reducidas:
402
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Hg_——
Lii=Liy=10' Enlbl ruuﬁ v (12") = 6.94'

MDNW N.?-
Elemento 12:-
1'0" 10" 3
== =|—] =0171
10 0.10 1 hﬂm: 0.1
DelatablaN°7:  Ay; = 0.281
Luepo, segin la expresion (4.M):
1 1
=——=——=0.356
Kar = 17~ 0281210 4
De la tabla N°11:
Gy =8 =536)  _  _bp 311 ...
By = 3.11 w R W T

DelatablaN®23: ¥ = L.1; o sea que
2 10x10% )
MO, = —M$y = —y As_._ v et hlmlv = —91.667 Kp — pie

12
Y sepiin la ﬁ.._uan“w_@u (9.M):
My, = — t,; M0, = +91.667 — 0.580(—91.667) = +144.83 Kp.pie
Elemento 23;

H.-N.:. HN:
e u u.luuc.wmm
A=—5r=00972=010 = Tmzv

De la tabla MN° 11:

gy = fizz = h._wm_ . e 280 _ oset
By=280 )" BT g

Gp3 = T3z =a+Db=499+280="779
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i la expresion (2.M):

Intabla N°23:  y = 1.078

paque: M3 = —M3, = —1.078 ﬁ|

nto 34: Ticne ipuales caracteristicas fisicas que el elemento 12.

eficientes de distribucion:
5 21:0.356+1.075=0.331 3 32:0.331
23:0.719+1.075 =0.669 34:0.669
Y K=1.075
ceso de distribucion debido a las cargas aplicadas:
@55 | 93D GaD | CansD
+0.03 + 0.07
S = 010 e (RS 1T ~ 0.08
+0:22 + 044 == + 0.5
Pk L. = - 038
uz - P - il [
1% H.r& — - g1 - 41l
£ 1005 ¥ 2213 |- AL,
— 43.55 — - 8654 - 4282
144.83 — 12036 + 129.36 0
._ﬂ. ..-.F&u : _Ew- 561 =] 3 L.331] “
- Pafuerzos cortantes:
1 Kp 0415757
= pslt ——— e 24 K
Qr2 +NTch (10') - =57 = +34.24 Kp
= Tc u (10" sty = —65.76 K]
Q= pie 10" I : P
—157.57 + 47.59
e 1 —— = .
Ga=+ ?, EL (12" = +69.16 Kp
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(o H...W?c@.hvﬁwﬁrEH =50.84 kp fuerzos cortantes:
pie 10 0= T e 770D
—4759 40 Qiz=0n =0~ age o
Qas=Q43=0- T = +476Kp +77.04 +48.01 _ 10.42 Kp
Q29 = Q2 = 0 =——5—— = ~10.
b)  Ciloulos previos.- Ya cstin calculados en a) las rigideces, factores de transporte v coeficie —48.01+0 480 K
de distribueicn Queda por calcular micamente los momentos de empotramiento perfe Q34 = Qyz = 0— 10 nh "
debidos al asentamicnto del #poyo 2. Esto origina una desviacion relativa entre los extrem

Y2, yentre 2 v 3. Los momentos iniciales estdn dados
(14.N) ¥ (12.M); que adaptadas al caso dan:

’lﬂ- 1 r 3 L
Bl A aﬁwgawﬂw 72X 1 x10") (1)

i
Euu T e

Disgramas de momentos flectores y esfuerzos cortantes:-

157.57 kp*
Ry

= = —06L.78 Kp. pie RS
2 i, 120"(0.281) B 125 M. A g 4801 kp'
i . . y
5 s, 4159k (D
0 El o2 L ¥ — .- 2 ?’&
My = M3, = — 2z G2zl 1 = \w._w_._._._,_.?!u ! m mﬂ _ﬂ
2
(3000 ) (Ex 1 x 12") (-1 2._.__\_\;..,,“; %L sk .32_6 770 kp- 1522kp 480 kp
= 7.79) = +162.29Kp. pie 34 kpt ’ ’ 77.04 kp-!
14412 z ( ) 2p m + 69,16 kp-| §
1 1 Estado b)
Proceso de distribucian: | m Estado d)
+3424 5:" !
i i
i ]
£ .N
-0.04 - 007 __
4011 —| " oz +0.10
-0.26 <053 |- - 030
+0.79 —|  F1a0 +0.69 - 50.84 kp-
- 185 T i A - 209 :
+5.58 —|" +oug +4.92 e
- 1311 e L. - 14.86
- 6091 —| .lossT - 5372
- 61.78 + 16229 +162.29 (]
A 331] A Teso] 561 669] A& [ 33 A PROBLEMA XIII-19.-
| 2

i de seccidn
Aplicando el Método de Cross, resolver el pértico que se muestra, las uo_a_._“”..nmm
...m_.“__n_”._n tienen dimensiones 0.40x0.40 m en la base, y 0.40x0.80 en m_n parte M..H‘_"uc m.c .
Considerando [ el momento de inercia correspondiente a la seccién de 0. : ;

seceibn de 0.40x0.40 mes [ /8.
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3 T'ml
LAITITITTI T TTIITTITIL]

2.00 m

8.00m

) Célculos previos.- Para cada elemento se determinaran los factores de forma

sean necesarios, las rigideces relativas, los factores de transporte ¥ los momentos d

empotramiento perfecto,

Elemento 12:

Lz =(16)2 + (2)2 = 16.12m

L= L_.hh: = 16.12

1z

De acuerdo con la expresion (5.N):
4 4
mn.u.N — H — Mﬁ = .D.Nh_m | .ﬁﬁNH

De la tabla N°4, estado de cargan® 1

1 T

1] = — D = e 2 e T
MYy =My = - T aﬁw (16)* = —64Tm

408

ANALISIS ESTRUCTURAL

CAPITULO XIII: METODO DE CROSS

Elemento 34:-
&) 6 T/ml
LIJIITTTTTI G
80
/ 1.60
1.60
16.00
Iy = Je .m__uWGSHHmH
__.n.w.n ___.n
1.6 0.80,%
A==2=010 :uﬁﬂw.v =0.125
De la tabla N°0:

d34 =425 Gy =514 by, =253

Dela tabla N°21:  p4, = 0.889 ¥az = 1.235
0O sea que:
6 x 162
ME, = Ic.mm.mﬁ P v ==113.79Tm
6 x 162
ME, = .E.mmA P vu +158.08 Tm
Rigideces:
f3q 425
K3y ==—=——=10.266
¥ L. 16
a4y 5.14

Kg==2=2""=0321

L34

16

409




ANALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULO XIil: METODO DE CROSS

Factores de transporte:
by, 253 2.53
=—=—""=059 = =04
e 425 P la=gm=0a9
Elemento 45:-
3 T/ml ®
i 0
80
g
™ 1.60
— 16.00 =
s = 16 =1 r=0.125
De la tabla N°9; '
mﬁm = 5.14 -.Mm.n = h‘on m&.m = Nmm
De la tabla N*21: Yas = 1.235 ¥s54 = 0.889
Luego,
3% 162
MY = L.Nmmﬁ o v = —79.04 Tm
3 x 162
M, = +0.889 A¢v = +56.90 Tm
5.14 . 4.25
..uﬁ__m“ﬂ."_u.WNﬂ mﬂm& ||HWII-QNG¢
2.53 2.53
by = 3 = (.492 tsq = 75 = 0.595
Elemento 63:-
s _Je ﬁa.mc T o
410
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.mﬂ.mw = T = IA. = (L0625 = .ﬁﬁwn

Elemento 74:-

Eim mmmm.% X8 = 64m

0.40
Segin la expresion (6,N):
Ky uwwnimlmwlaoaq K7, =0
Elemento §5:-
® . ®
80 =
8.00m
lgs = h.““m lgs = A%v X8 =64m
i=1 n= @m@w =0.125
De la tabla N°5 Asg = 0068 Ay =0.193
De la tabla N*9 Gsg = 1954  d@gs = 6.87 By =5.75
Segln la expresion (3.N):
Ksp = mmwm.a = a.cmmux =7 = 0.230 Kags =0 tgg=tgs=0
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Elemento 31:-
@ @
A0
B0
I—| 8.00m
L wle L |ﬁEuwxmc|m+3
13 Ean.u.w 13 =\ 540 M=
0.40,°
A=1 .:.!.ﬁgv = (.125
De la wabla MN°9;
;3 = 19.54 i3y = 687 B3 =575
O sea que:
E13 = lyg + byz = 19.54 4 5.75 = 25.29
-.Muu. = MUH o HHW s m.mﬂ. + m._m..m = “_aN..mN
ﬁﬂw H@.m.ﬂ mwﬂ m.m_w
Kz e & 0 K3y A
biz 575 by; 5.75
=—= =), tqy =—=——= (0,837
b1 a3 19.54 bz MRy 687 8
412
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40 Tm @

% .l\l\\.\\\lhdn.lh 40

6.00 4.00 _

- 1000m

0.80y°
R Aiu =
24 __.n.ua. m&.— 0.40 Xx10.0=80m
0.4043
=1 = | ——— =
p n m .EL 0.125
la tabla N°5:
1 = 0.068
3 = ﬁ_...._.ﬁm
I tabla M°Q:
19.54
687
5.75
fiin la expresitn (3.N)
1 1
" Taelzs 0068 x80 - 0-184
W=l =10

in Langendorek, para la ubicacién
lucidos de 1* especie:

ira caleular los momentos de empotramiento perfecto empleamos la tabla N°29-V del Profesor

§ = 0.6 para el par, para calcular log factores de carga
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6 A T |
o 0 I i 3 4 5 8 ®

- MHH

40 Tm ks lﬂ. kel o,

h=_80 6 q2 A

6.00 m _ 400 m .
E=06 i
Seee [0 [T _ (hey’ , s
a7 DR 20
0 80 | (40/.80)° =0.125 | -0.0016 |-0.0002 |-0.0001 [0
1 76 | (.40/.76)° = 0.146 | -0.0088 | -0.0013 | -0.0012 | -0.0002
2 72 | (40/.72)* =0.171 | -0.0158 | -0.0027 | -0.0042 | -0.0007
3 68 | (.40/.68)° = 0.204 | -0.0208 | -0.0042 | -0.0092 | -0.0019
4 64 | (40/.64)° = 0.244 | -0.0238 | -D.0058 | -0.0162 | -0.0040
5 60 | (.40/.60)* =0.296 | -0.0248 | -0.0073 | -0.0252 | -0.0075
6 56 | (.40/.56)° = 0.364 | -0.0055 | -0.0020 |-0.0045 |-0.0016
7 52 | (.40/.52)° =0.455 | +0.0092 | +0.0042 | +0.0208 | -+0.0095
8 48 | (.40/.4B)° =0.579 | +0,0042 | +0.0024 | +0.0158 | +0.0091
9 44 | (40/.44)T =0.751 | +0.0012 | +0.0009 | +0.0088 | +0.0066
10 40 1.0 +0.0001 | +0.0001 | +0.0016 | +0.0016
M _ | -00159 +0.0109
O sea que: A%, =-00159 y A% =+0.0109

El momento de empotramiento perfecto en el extremo 2 es, segin la expresion (10.N):

;e E.h . 40T —0.0159
i e L e
Coeficientes de distribucidn:-
13: 0.305 < 0.553 = 0.552
T | 12: 0.248 + 0.553 = 0.448 nudo 2121:
K =0.553
414

24: 0184 + 0.432 = 0.426
0.248 + 0.432 = 0.574

-9.35Tm

0.432

36: 0.063

31: 0107 =
34: 0.266 +

0.436

+0.436 = 0.144 47 0.047 + 0.689 = 0.068
0.436 = 0.246 Y 43: 0.321 + 0.689 = 0.466
0,436 = 0.610 45: 0.321 =+ 0.689 = 0.466

0.689
58: 0.230 + 0.496 = 0.464

nudo 5.54: 0.266 + 0.496 = 0.536

0.496

Distribucién considerando que no hay desplazamiento de nudos:

—10m—

Fuerzas cortantes en las bases de las columnas:

{0y _
a1 = Va1~

o
0D =v,, ..r?.é

]

1
?E E =0 ||h+ﬁ.$ +58.12) = —12451T
BJ e E —3799) =+47.799T

Gmwu e : .n+__w.._.mm +18.96) = —3555T
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1
o
70 =0=2(0~7.96) = +0995T
1
Q59 =0 =% (0-1390) = +1.738T
11y Distribucion debido a los desplazamientos:-

1} Desplazamiento del cuerpo superior:

b A AN A

& _ ElnG El =
M3 = —cy3 ﬂ_ = ﬁnﬁ ﬂnuﬂu - Hmlhv (—é13)

& _ EInG El =
M3y = —cg; ﬂ_ ek ﬁnu._. ﬂnv % = ﬁﬂu (—&1)

B B g (g e
Az

el 10 104,, \64

416

ANALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULO XIII: METODO DE CROSS

Mf, = —2529x,
M$, = —12.62 x;
o 064
2+~ "0.068

Xy = —9.41 Xy

icemos la distribucién con los momentos iniciales -25.29, -12.62 y -9.41, proporcionales en el
fhctor X4 a los verdaderos valores iniciales:

ke 3 (2
ol 1
2zl
T T T[4 2o -| =T T
e i g N
I ] e e o S I 1l i =
FOF |0 [+ | =08T | =121 |02l —|+0
+510 1 +300 |1dq 4. -067_{(3)
& n@rE_ 505 402 [466] HM“..%_ 492 595 [aae] |7
o = o i e ===
O FEEE _@lEE® 6 Bk
© Hie n 5
+| -+ -+ (&)
. o A

Fuerzas cortantes en las bases de las columnas:

; .
1) - Tmﬁlm.mm - E.E_ X =+2.220x;

1
o = —Jla L.me_ %y = +0.750 x,
417
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w_[_1
& = |-5(+071+ H.&L X = —0.268 x,

@ _
a ﬁ TE&TnZEH#

@ _J_1
oW = Tm?pm&_ X = —0.049 x,

2) Desplazamiento de| cuerpe inferior:

o)

MG = MY, = ummé AE (-6)

My = 375y = (2) g

El. 1 El 1
{7 L L A ﬁlrmv N 1o El,
TR @) () = (F) e

ANALISIS ESTRUCTURAL
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M3, = M, = —6x,
#u =-3.0 X2
hﬁmm = —14.71 Xz

Hacemos la distribucién en los momentos iniciales -6.0, -3.0 y -14.71, proporcionales en el factor
X3 a los verdaderos valores iniciales:

3s

B

LSRN
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Fuerzas cortantes en las bases de las SE.:zmm.

V)

420

@ - _ Z(+154 4+ 0. mmu_ ¥y = —0.270 %,
~ 5 (+0.19)] %, = 00153,

@ - —|t —5.48 — .».@mv_ xp = +1.304 x,
® = _ln_” mm:_ﬁ = +0.414 x,

@ — 5(=741)] %, = +0926 %,

Ecuaciones de compatibilidad:-

Debemos plantear dos ecuaciones para determipar los valores de las
incognitasx; ) Az (o sea de los desplazamientos §; ¥ &§3). La situacién real o final
de la estructura es la superposicién de los estados 0, 1 y 2. En ella deben cumplirse
las siguientes ecuaciones de equilibrio esttico:

1) X¢6~7-8)Fn = 0 Lasuma de las fuerzas horizontales hasta el nivel 6-7-8 debe
ser igual a cero:

Twn& n_.”__ G_u_ Hcm% 3 .m_iu E_ + Tuﬂu_ nmu_ =i
=0

O sea:
[—3.555 + 0.995 + 1.738] 4+ [—=0.268x; + 0.031x; — 0.049x,]
+ [+1.304x; + 0.414x, + 0.926x;] —6 =0
=0.268x, + 2.644x; = 6822 =0 ..()

ANALISIS ESTRUCTURAL
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Mv Mﬁmlhu .a.__u =0

_Hcmmu. .”3_ —QQV ﬁuw —DE J San

[-12.451+ 7. 799] + [+2. 220x; + 0. 750x,] + [-0.270x,
=2=0

* +2.970x, - 0.285x, - 6652 =0  ...(if)

— 0.015x,]

Resolviendo entre [as ee.(i) ¥ (ii) obtenemos:

=+2514 x, =42852

Momentos finales:-

M3 = =My; = +58.12 + 2.514(~11.14) + 2.852(+0.62) = +31.88 Tm

Mas = —Myy = —37.99 + 2.514(~7.50) + 2.852(+0.15) = ~56.42 Tm

Ms1 = +41.49 + 2.514(-6.62) + 2.852(+1.54) = +29.23 Tm
Mas = —60.45 + 2.514(+5.19) + 2.852(+3.41) = ~37.67 Tm
M = +18.96 + 2.514(+1.43) + 2.852(—4.95) = +8.44 Tm
My =+151.20 +25 14(1.79) 4 u.mmm_ﬁtn_.*mu =+157.01Tm
Mis = —~143.24 + 2.514(~1.54) + 2.852(+ 2.85) = —138.98 Tm
Mz = =7.96 + 2.514(— 0.25) + 2.852(-3.31). = —18.03 T
Msg = —Ms, = ~13.90 + 2.514(+0.39) + 2.852(=7.41) = —34.05 Tm
Mgz = +9.48 + 2.514(+0.71) + 2.852(—5.48) = —4.37 Tm
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VI)  Esfuerzos cortantes:- Q; = v a%ﬁxc + My)

Qea=Qs =0 fme.ﬁ +844) = —051T
Qra=Q4y =10 Jwﬁimbmu =+4225T
Qus = Qsp = 0 |mn|m__.a$ =+426T
Q3 =03 =0 rw?wﬁw +31.88) = ~7.64T
Quz = Qyy = ++|mm_nsmm.§ =-+0.64 T

i

Quz = +23.82 — =5 (~31.88 + 56.42) = +22.30 T

w

| 1 2 T I O
I
I

5__

=
m.._
Ry =tae
179
vy =Rjcosa
1 16.00
=-—=(3T 16.00) e = 423.82T
v +m.n fml)( ‘..x..a._u +2
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i |

16.12
1 .

Q4 = +48 — = (~37.67 + 157.01) = +40.54 T
1

Qsz = —48 — == (~37.67 + 157.01) = ~55.46 T
1

Qus = +24 =~ == (~138.98 + 34.05) = +30.56 T

1
Qsq = —24— T (—138.98 + 34.05) =-17.447T

Reacciones en los apoyos:- Segiin los resultados obtenidos al caleular las fuerzas
cortantes, las componentes horizontales de las reacciones en los apoyos son:

He=051T >  H;=225T « Hy=426T «

Para caleular las componentes verticales tenemos:

3 T/ml
I O O

©
=]
-
El
=
g
10,00

|f:
\2
®
|

+157.01 Tm

3.00

®
051T |(®

{ _ w —4.37 Tm
Vs 16.00 m
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i} Por el valor del esfuerzo cortante en el tramo 45:
Vg=1744T 1 VII)  Diagrama de momentos flectores y de esfuerzos cortantes:-
iy Aplicamos al cuerpo libre 1-2-4-3-6 la ecuacién de equilibrio Ty M = 0

+157.01 — 40 — 4.37 — 0.51(8) + 2(8) + V,(16)
= (3T/mix16m+ 6T /mlx16)8 =0

Dingrama de momemaos
flectores (en Tm) y reacciones
de apoyos,

5 Vg=6422T 1

96

licando a toda la estructura | cion d ilibrio g M = 0: i

iii) Aplicando a toda la es ra la ecuacion de equilibrio ¥g e
T -
2T(16) + 4T(8) — 40 — 4.37 + 64.22T(32) — (3T/mlx16m ©]
+ 6T /mlx16)24 — (3T /ml x16m)8 + Vi(16) =0
& ¥, =110.33T 1
@ —— 426T

ﬁ 17.44T

_— Diagrama de
Al 2534 esfuerzos cortantes (en Tm)

= 1744

+4.28

424
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PROBLEMA XIII-20.-(UNI, 19-MAR-9T0)
Dibujar ¢l diagrama de momentos flectores y el diagrama de fuerzas cortantes para la estructura

que se muestra en la figura,

' 240
Acartelamientos
parabélicos
F M
FETTIF
- 600m m %.60 m _ 6.00 m —

La estruetura cs simétrica y esta siméiricamente cargada. Para hacer la determinacion de los
momentos flectores por ¢l método de Cross podemos aplicar un eriterio igual al del problema N-
15, adaptado a este caso de secciones variables,
Para el wramo BC, aplicando la ec. (1.M):

M
(B i CE
/A‘\\.ﬂ

El i
a.m_ﬂ = I_vlhvhﬁ Hﬂhhm_w + .Whnmﬂu + .fnm.ﬂ

El =
- ﬁ[ﬂ.v (dpc = Bac)Og + MO ... (D)
BC

426
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Considerando el tramo BC* erfecta;
— » — Y
v p mente empotrado en C” (en el que 8¢, = 0), aplicando Ia

r_ (Ele
Mgc, = ﬁ|~1vw_n... (@sciblp) + M3 ... (1)

En (i) v (ii) se ha considerade ¢l momento de empotramiento perfecta .._.mwn que corresponde al
E___:a real. Para que sea suficiente analizar la mitad de Ja estructura dada, serd necesario que
Mper = Mge; 0 sea, igualando entre si (ii) y (i):

m.mv Hl m e -m._-ﬂ -
1 ) e, @ p) = rﬂvwn (@pe —bge)oy
De donde:

_m.mﬁ.u - m_w_n - m_m_ﬁ

Ie O

Tone BC ﬂhmm lpe
Luego, segiin (2.N):
g — b,
Kpc, = nm o - (ifi)
B

Consideramos J; el momento de inercia I;;.

Ciilculos previos:-

Elemento AB:-

_ 6Tml
P ) S (g
= Y |

51
i |/ o

=
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Elemento BC:-

2.4 Iy
T PeE = == .40 = e—= c ND
hh._m 6.0m A 0 0.4 n m.wc B 6 T/ml c
R B . 9 O S
Tabla N°10: @45 = 4.49 figy = 695 byp = 3.19 51, \\ H j 51,
Tabla N°22: yap = 0.823  yp4 = 1.405 . {24 % ’ _ 24
B 1
Segin la expresion (4.N): " 1 r 9.60 m
Koa = == 021326
= 2.4
lge=960m }= DR 0.25 n =020
Segiin (8.N): i b .
tpa = —2 =—— = 0.71 TablaN°12; dpe = 6.43 By, = 395
Gup 449 Tabla N°24: y = 1.142
Los momentos de empotramiento perfecto son: Segtin (iii);
K. _643-3595
G = = 0.2583

wl? 6T/mlx 6%\ _
Mfs = ~Yan A..._M..v =-0823 ﬁ 12 = —14.814Tm
Los momentos de empotramiento perfecto son:

wl? 6T /ml x 9.60%
Mge = —-M2,; = I.wﬁ v =-1.142 ﬁtv ==52623Tm

2
ST/mix 6" v = +25.290 Tm
12 12

d wl?
E_w._- = +..-\g ...h..w: = +.—...—.ﬂm 12

Factores de distribucién en el nudo B:
BF: 0.6667 + 1,7075 = 0.39

BA: 0.7825 + 1.7075 = 0.46
BC: 0.2583 +1.7075 = 015

Luego, segan (9.M):
3__; = +25.290 — 0.71(—14.814) = +35.808 Tm

Elemento BF:- =
mﬁﬁ =60m
e D K =17075 Mar::.
- K L
L s
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— CAPITULO X1I1: METODO DE CROSS
Distribucion:-
1
50.10 €
@ g ¢ 4354 T r
i 2 -7 I 6ot
+7735 |+ 2522 ! - _r\q.
A +35.808 | =52.623 o o I
L Las T TBLE] i A~ |
2 % i A2 WP g
w b W i 0 -1
+ +
10.74T |
05
o o) Mﬁbﬂgaw
- o ectores (en Tmy)
@ B E| H.%ﬂpl\ﬂkn ‘ ™
v t..” i G w,MW Tm
S406T
I
Esfuerzos cortantes;- _ﬁ
1 1 1 e |
Qs = Van =7 (Map + M) =H+FX6X6-=(+43.54) = +18 - 7.26 = +10.74 T +28.80 |
1 1 !
_ﬂﬁh = Vga [.“I.ﬁbhhh. . n-.m._wlu_ — I.|N| E ) |Nﬁ+.#w.mb.u =-18 - 7.26 = -.er.Mm T = _.G.._;__._—&— _
1 1 Al B _
@.ﬁh = Vye |ﬂﬁ?n.ﬁ.n.+ Mcg) = .._..M X6x9.60—-0=-+2880T

e

Q_ﬁh = Qm_m.. =0- Wﬁ?ﬁﬂm + ?q._m__v.u = ‘Mﬁ.—:m.nm + m_.mmv =-1.64T

¢ ¢ ~2526 B
Esfuerzos —
cortantes (en T) L
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PROBLEMA XITI-21.-(UNI)

El apoyo 3 sufre un asentamiento de 2Zem. aplicando el Método de Cross determinar la distribucicn

de los momentos flectores, Considerar E/ = 9150 Tm?®,

I_

7.50m

4

i

. 600 m E SO0 m

Al descender el apoyo 3 a 3°, el nudo 6 también desciended, ubicindose en 6" perpendicularmente

a 3-6-7 y a 3-6. Las desviaciones relativas entre los extremos son:

6.5
Para los momentos 56 y 67: 66 = A/cosa =224

Paraelelemento 63: 66 = Atane = 4_@
432
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Momentas de empotramiento perfecto iniciales:
6.5
EI(58) 9150 (%% x 0.02)
E.mo_n = ?ﬁh.m = |._n..mMu = ll._f_ﬂ =—f = =—Fx 5
= e L I
o (6.5)2 (6.5)2
=-28.18Tm
m EI(§76") 9150 (22 x o,_”_mv
Mg =-3 == —6 "/
(5.0) (5.0)2
=—3.66 Tm

Rigideces de los elementos:- Considerande
siguientes valores de rigideces relativas:

Coeficientes de distribucién:

52: 1.2 +3892=0308
51: 1.154 +3.892 = 0,297
5 S6: 1.538 + 3.892 = 0.395 6

M K= m.mmmM =1.0

63: 0.6 +3.676=0.163
65: 1538 +3.676 = 0.419
67: 1.538+3.676= 0.418

3.676
74: 05 +2038= 0.245
7476: 1.538+ 2038 = 0.755
2.038
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Distribucidn:-

(Valores en Tm)

PROBLEMA XIII-22.-

Con los resultados obienidos en el problema XIM1-21, determinar la distribucién de esfuerzos

cortantes y las reacciones en los apoyos.

Los esfuerzos cortantes en los extremos de los elementos, son:

1
Qis =05 =0 Imﬁﬂm+u_qmu =-119T

1
Qs =Qgs =0 |mm|onlgm.m= —18.87) = +5337T
434
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1
Qe7 = Q76 = 0 — —— (+20.92 + 7.40) = —4.36 T

6.50
Qs =05, =10 rww.wn+m._n.h.._ =-322T
Qa6 = Q53 =0 r.m.lu_”.__.u. —2.05) = +041T
Qaz =Qpy =0 — ..nlum.n_ (=7.40) = +099T

En el cuerpo libre 6-7-4, tomando momentos respecto de 6¢

7
uamﬁ.a

500 m

_

: 4
q 0.99T
_

———6.00 m IJ_.<.

M M=0: +2092+099(50)~V(60)=0 - V,=4317T t
i

En forma similar para el cuerpo libre 5-6-7-3-4, tomande momentos respecto de 5:
M=0. —-1580+ (0.41 + 0.99)(2.50) — 431(12.0) +1 1V5(6.0) =0 — Vs

5
=1067T L

Aplicando en 1 Ia ecoacitn de equilibrio del conjunto:
M: = 0:1V3(6.0) - 10.67(12.0) + 431(18.0) =0 - ¥, = 8417 1
1
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Para toda la estructura:
Mm =0: =V; + 841~ 10.67+0431=0 - V, =2057T |

Mm.ug ~Hy+322-041-099=0 - H,=182T «

7
3
9 §
Diagrama de esfuerzos
261 cortantes y reacciones
3 . 2 =" en los apoyos
P &
~ P =
1 e o+ +H 4
i ey = 3 piw 4 osor
- b U.M..N
bost lga1T } 10671 lazit

Diagrama de esfuerzos cortantes y reacciones en los APOYOS,
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CAPITULO X1V

CALCULO MATRICIAL

Introduceion

Los métodos clisicos de andlisis estructurales desarrollados a fines del siglo XIX, ticnen lag
cualidades de ln generalidad, simplicidad logica y clegancia matematica,
conducian a menudo a cileulos muy laboriosos cuando se Jos aplicaba en ¢
aquella época, esto era un gran defecto,

Desgraciadamente,
4505 pricticos, y en

Por esta razdn sucesivas generaciones de ingenieros se dedicaron a tratar de reducir el conjunto de
cileulos, Muchas téenicas ingeniosas de gran valor prictico fueron apareciendo (Método de

Cross), pero la mayoria de Ins mismas eran aplicable s6lo a determinados tipos de estructuras,

La principal objecién a los primeros métodos de andlisis fue que los mismos conducian a sistemas
ton un gran nimero de ecuaciones lincales, dificiles de resalver manualmente. Con los
computadores, capaces de realizar el rabajo numérico, esta objecién no tiene ahora sentido,
mientras que la generalidad de los métodos permanece. Esto explica por qué los métodes
matriciales deben en su tratamiento bisico de las estructuras mis al siglo XIX que al 33,

El empleo de Ia notacién matricial presenta dos ventajas en el cdleulo de estructuras, Desde
junto de vista tedrico, permite utilizar métodos de cileulo en forma ¢

el
ompacta, precisa v, al mismo
teoria de estructuras como
unidad, sin que los principios fundamentales se vean oscurecidos por operaciones de edlculo, por
un lado, o diferencias fisicas enlre estricturas, por otro,

liempo, completamente general. Esto facilita el wratamiento de Ia
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Para toda la estructura;
M F,=0: =V, +8.41 - 1067+ 0431 =0 — V,=205T |

Mm.P =0: —H, +322—041-099=0 — H,=182T «

CAPITULO X1V

7 -
Ls23 CALCULO MATRICIAL
6
Diagrama de esfuerzos
X ortantes ¥ reacciones
5 - \pw& = M.._ los m_u.ou.“_.éu Introduceidn
m M m Los métodos clisicos de andlisis estructurales desarrollados a fines del siglo XIX, ticnen las
i 1 2 2 q_”. 3 3 i s ...“_| 099 T cualidades de la generalidad, simplicidad logica y elegancia matemitica, Desgraciadamente,
AN 35 T b f conducian a menudo a cileulos muy laboriosos cuando se los aplicaba en casos pricticos, y en
Hubm T _mh_ T ! 10.67T 431T aquella época, esto era un gran defecto.

Diagrama de esfuerzos cortantes y reacciones en los apoyos. Por esta razén sucesivas generaciones de ingenieros se dedicaron a tratar de redueir el conjunto de
cilenlos. Muchas téenicas ingeniosas de gran valor prictico fueron apareciendo (Método de

Cross), pero la mayoria de las mismas eran aplicable s6lo a determinados tipos de estrueturas,

La principal objecion a los primeros métodos de andlisis fue que los mismos conducian a sistemas
con un gran nimero de ecuacioncs lineales, dificiles de resolver manualmente, Con los
computadores, capaces de realizar ¢ trabajo numérica, esta objecién no tiene ahora sentido,
mientras que la generalidad de los métodos permanece. Esto explica por qué los métodos
matriciales deben en su tratamiento bisico de las estructuras mis al siglo XIX que al XX,

El empleo de la notacién matricial presenta dog ventajas en el cileulo de estructuras. Desde el
punto de vista tebrico, permite utilizar métados de cdleulo en forma compacta, precisa y, al mismo
tiecmpo, completamente general. Esto facilita el tratamiento de Ja teoria de estructuras como
unidad, sin que los principios fundamentales se vean oscurecidos por operaciones de céleulo, por
un lado, o diferencias fisicas enire EStructuras, por otro,
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Desde ¢l punto de vista prictico, proporciona un sistema apropiado de andlisis de estructuras y Ins ecuaciones de equilibrio se obtien j
& un conjunto de ecuaciones de fiy
erzas nodales en funcién de

determina una base muy conveniente para el desarrollo de programas de computacion. {esplazamientos nodal
ales, que pueden ser considerad i
a5 como Ecuaciones de Equilibri
ibrio de la

estruciura -_.:-O_-M_.. de mﬁ.- Zarmien 1]
&n e i, rentos, _.Lﬂ _n.wou._.-ﬂ__.ﬂﬂ- n_n CSte s1stema Amh CCUuacIones nos ermite

obtener el valor de las incégn; i
k2 las inctgnitas {desplazamientos nodales), a partir de los cuales se obtienen las
= -
solicitaciones de las battas de Ia estructura, asf como lag reacciones

En contraste con estas ventajas, debe admitirse que los métodos matriciales se caraeterizan por una

gran cantidad de cileulo sistemitico.

Las virtudes del cdlculo con computadora radican en la eliminacion del la preocupacién por las

an se .
a m u cl
C .__.U war Calc —H- ___w rela ones ﬂmmﬁﬁ_Na_m n—ﬂ extremo de mum__ﬂ n—ﬂ“ﬂ__mmﬁm_-ﬂﬂ:nﬁﬁ- cs

natural escoger un sistema de coord
. enadas que h i i i
A Sl OB fque haga estas ecuaciones lo mis sencillas posible,
Toma j inci
remos por lo tanto como cje x el que coincide con el eje geométrico de Ja picza y los gjes Y
¥

Se debe ser consciente que sin un modelo adecuado o sin una interpretacion final, el refinamiento X 2 S
5 2 eoincidentes con los cjes principales de la seccién transversal

en el analisis carece de sentido.
Tal siste
1 perienece a la barra, y no depende de 1a orientacién de la misma en la estructura vlo

Mitodo de 16 Rigides denominaremos sistemas de cjes locales,

Hipdtesis:

Estructura lincal- Todos los movimientos y esfuerzos son funciones lincales de las carpas- Por el contrar :
rio, cuando las piezas se unen entre si para formar la estructura
»

. €5 NeCesario tener un
mIste
ma de coordenadas comiin para todos log movimientos y esfuerzos de extremo de barras
para

Proder aplicar las condiciones de equilibr ibi
equilibrio y compatibilidad. A dicho si i
sistema de ejes globales, B

Pequeiias deformaciones (ecuaciones de equilibrio en la estructura no distorsionada). Las barras

son rectas y de seccidn constante.

Para estudiar una estruetora por el método de la rigidez, al igual que en cualquier otro problema
Dichos esfuerzos de extremas de barras y desplazamientos de
estamos resolviendo, para barras de:

elistico, disponemos de tres conjuntos de ecuaciones que deben cumplirse.
penderin del tipo de estructura que

Ecuaciones de compatibilidad .
pa #) Reticulado Plano: tendremos dos desplazamientos por nudo

Ecuacioncs constitutivas . .
b} Reticulado Espacial: tres desplazamientos e i,

Ecuaciones de equilibrio
9 En ambos casos s6lo tendremos esfuerzos normales

Las ccuaciones de compatibilidad relacionan las deformaciones de barras con los desplazamientos
’ iendo estas relaciones en las ecuaciones constitutivas, relacionamos las fuerzas en
nadales. Introduci A kiR

los extremos de barras con los desplazamientos nodales Introduciendo estas dltimas relaciones en
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d) Pértico Espacial: seis desplazamientos por nudo, tres traslaciones y tres rotaciones. Como |
iian g Identificacién estructural,
solicitaciones de extremo de barra una fuerza axial, dos esfuerzos de corte des momentos :
Esta etapa consiste en definir a través de niimeros y datos las barras de la estructura,
flectores y un momento torsor. ] : 7
. ) : = u) Definir un sistema de ejes globales para la estructura, Las coordenadas de los nudos se refieren
¢} Emparrillado de vigas: tres desplazamientos nodales (un corrimiento normal al plane de Ia ) . -
) ! ; : a dicho sistema,
grilla) y dos rotaciones alrededor de los ejes contenidos en ¢l plane mencionado), Los . - . .
b} Conectividad de los elementos, identificando para cada barra ¢l nudo inicial y el final, A cada
esluerzos son un cortante y dos momentos (un torsor ¥ un flector). 3 . i §
barra esti asociado un sistema de ¢jes locales al cual se refieren todas las dimensiones y

caracteristicas de In harra, El mismo queda definido automdticamente por ¢l orden establecido
Método de Ia Rigidez . :
. - para la numeracién de los nudos de la barra,
Una de las caracteristicas mds importantes del método de 1a rigidez es la forma en que las . L : : ; N
) . : . El eje x local coincide con ¢ gje geométrico de la barra, siendo el sentido positivo el que va del
propiedades cldsticas de las piezas, y su orientacién dentro de la estructura, son introducidas en el S .
g ) . el ey nudo inicial (nudoe de menor numeracién) al final (nude de mayor numeracion). Los otros gjes
cdloulo antes de que se efeetie ninguna consideracitn sobre el equilibrio o la compatibilidad de los T X - ,
i locales deberin coincidir con los ejes principales de Inercia de la seccién transversal de la barra
nudos,
) . formanda un triedro dirccto.
Esto nos permite establecer relaciones entre las fuerzas de extremo de barras y los desplazamientos . : )
¢) Propicdades de la seccidén transversal de cada barra. Dependiendo del tipo de estructura

(reticulado, portico plano, pértico espacial, emparrillado) se debe dar el drea de la seccitn
transversal, los momentos de inercia en relacion a los ejes principales y la inercia a la torsién,

d) Propicdades del material. Se debe indicar, para cada barra, ¢l médulo de elasticidad
longitudinal y/o el médulo de clasticidad transversal,

de nudo. Estas relaciones expresadas en forma matricial se denominan o conforma la matriz de
rigidez de barra.

Al considerar la interrelacién de cada barra con las demis se obtienc un sistema global de
ecuaciones que define el comportamiento de toda la estructura y nos conduce a fa solucitn del i ; . .
bl ¢} Especificacién de los vinculos: se debe indicar el nombre del nudo que tiene una o mds

Tobicma.
? restricciones y cuales son las mismas,

f) Descripcion de la carga: se da el nombre del nudo y los componentes de globales de las car
Podemos considerar seis etapas fundamentales en la solucion de un problema: G52 > 5 . _mﬁ

_ . externas y las reacciones de empotramiento perfecto en relacitn a los cjcs locales de la barra, si
1) Identificacion estructural

. . ; hay cargas en el tramo,
2) Cileulo de la matriz de rigidez de barra ¥ del vector de cargas nodales equivalentes

3) Céilleulo de la matriz de rigidez global y del vector de cargas global de la estructura,
4) Introduccién de las condiciones de borde
5) Solucidn del sistema de ecuaciones

Matriz de Rigidez y Vector de Cargas Nodales Equivalentes

1) Barra de reticulado plano

85 il Ao malistlonneen [ i B e s Consideremos una barra de reticulado plano, supongamos que la misma esté arbitrariamente
orientada con relacién a un sistema de ¢jes globales X e Y,

Supondremos que la barra es recta, de seccidn transversal constante y que ¢l material responde a la
ley de Hooke.,
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Como en la direccién ¥l para barras de reticulado no existen solicitaciones podemos expresar las

ecuaciones anteriores en forma matricial:

EA EA L
5 —n..mu I.....I 0 II__.....I o _—U....h

F, o ;

I o ) R (5)

m:. % | i) 4 0 h..«h

N F, L L L
X * 0 0 o of [P

fig 14.4 .- Ejes locales de Ia barra i ) ) )
La expresion (5) corresponde a In ecuacién matricial de la barra i en coordenadas locales ¥ expresa

L ; . L
En la barra i de la figura el nudo inicial es el j y el final es el k, quedando definida la orientacién las Fuerzas de extremo de barra F7* en funcion de los desplazamientos de nudos DI :

de los ejes locales x ¢ y. A la Matriz que relaciona FI* y DI* se la denomina matriz de Rigidez de barra de reticulado en

coordenadas locales SI* Expresando en forma compacta o simbdlica:

Considerando que no existen deformaciones iniciales ¥y que la deformacion es elastica el
4 FIt=sr*.pit ... (@)

alargamiento de la barra i estard dado por:
AL = Ukw !__U.,.H_. vereenne (1) La ecuacion (6) define las fuerzas de extremo Fj y Fk para cualquier pareja de corrimientos Dj,

. 5 Dk dados. Estas ecuaciones son simétricas, como podiamos esperar a partir del teorema de
L son los desplazamientos del nudo k ¥ j respectivamente en la direecion local x1.

Para una barra de reticulado existe una sola solicitacién posible que es el esfuerzo axial o normal,
Suponiendo un material eldstico lineal sometido a csfuerzo de traccion tendremos para los nudos j

reciprocidad. No es posible, sin embargo, “resolverlas” y obtener los desplazamientos (D) en
términos de las fuerzas (F), puesto que la matriz S es singular. Esto refleja el hecho de que la pieza

puede suftir un movimiento arbitrario de conjunto, sin afectar las fuerzas que actian en sus
¥ k respectivamente:

extremos.
EA EA E
Fy, nl-h|g__ Fy. HHE... e (D)
Interpretacién fisica de In Matriz de Rigidez de barra
Ed
Fy. HJHAU.,,”. -D,5) serennnns (3) Sien la ecuacién (5), hacemos nulos todos los desplazamientos excepto D} que es igual a la
Ed unidad, entonces los esfuerzos en los extremos de la barra serdn los indicados en la figura:

Fy_ nlhaﬁuhnruaz ceereenens (4)

Donde:

E= Mddulo de elasticidad
L= Longitud de la barra
A= Area d¢ la seccitn transversal de la barra,
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Y

F 3

B X
fig 14.5 .- Corrimiento unitario Dxj

EA EA
»n.hw “H ¥ .m.th HFM.G.H.

Que corresponden a la primera columna de S,
De la misma forma podemos hacer .ﬁ_.u. =1 y ¢l resto de los comrimientos nulos, siendo en este caso

nulos los esfuerzos en los extremos de barra, ya que se considera una barra doblemente articulada

¥ pequeiios desplazamientos. Por esta razén los cuatro valores de la scgunda columna son nulos, Si

en cambio hacemos UM =1 y el resto de los desplazamicntos nulos, los esfuerzos serin:

EA _E4
nn.k._. HlH Y H.._....- |H......:.....Amu
F,=0y Fo=0 e (9)
Que corresponden a la tercera columna de la matriz de rigidez de Ia barra i

Y

' .

fig 14.6 .- Corrimiento unitario Dxk
444
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En forma andloga se puede analizar la cuarta columna aplicando un desplazamiento Dyk=1.
Asociando los desplazamientos ¥ reacciones de nudos en las direcciones indicadas en la figura,
podemos deducir el significado fisico de la matriz de i gidez de la barra.

L]

fig 14.6 .- Corrimiento unitario Dxk

Con lo cual podemos observar que los clementos Sij de la matriz de rigidez, representan los
fuerzas que se generan en i al aplicar un desplazamiento unitario en J» permaneciendo fijos los
restantes,

Ademis para un desplazamiento del nudo k obtenemos una reaceion en J que es la misma que la
obtenida en k para un desplazamiento en j, lo eual nos es expresado por la simetria de la matriz de

rigidez,
EA EA
— 0 ==
L Fd
210 0 o0 o
SIt = SO 4 11
T3] B4 EA (10)
=0 =
4 L L
O 0 0 o0

También podemos ver que una columma j estd formada por las reacciones debidas a unm
desplazamicnto unitarip impuesto en la direccidn J» y una fila i no es mas que las reacciones en i
debido a corrimientos unitarios impuestos en las distintas direeciones.
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b) Barra de Pértico Plano

En base al significado fisico de los elementos de la matriz de rigidez, deduciremos la Matriz de
Rigidez para una barra de Pértico Plano en coordenadas locales. Para este tipo de elemento

corresponden tres desplazamientos por nudo (2 traslaciones ¥ una rotacion en ¢l plano).

La matriz de rigidez se obtiene dando desplazamientos unitarios de a uno por vez en las

direcciones de la figura mientras los otros permanecen nulos.

BEI -1ZEl

NFa
ZEl PE]
mﬂfﬂmﬁu’m
_GE1 -EA 1 EA
L R . .
. GE1 [d)
.BEI B
I_.ulﬂ EH_ pad| Jalﬂh
Il_ll.
-12€1 | l1zer 6E) m |_ser
] [e] E] = ® =

fig 14.7 .- Desplaz. unitario p/pirtico plano

Las reacciones mostradas en la figura n°5 constituyen las respectivas columnas de la matriz de

rigidez de la barra de Portico Plano de la ecuacion (11)

446

ANALISIS ESTRUCTURAL
CAPITULO XIV: ECUACION DE LOS TRES MOMENTOS

EA EA i
== D T
e e,
FL 12EI  GEI (DL ]
v | o 1B eE . nmE em|fp
L - L & e e
Fy &
|| o SEL aE o emr am [P
Fy|_ r I “F L ||pg
. |= ' sisiscstssal11)
Bl [-BL o H o o ||og
gt | | E L !
vk 12EI  6ET 12681 6xr || P
]| —7 0 == 2
| Fat L L B 2| [Dg ]
" 6Er  2ES GEI  4FE7
— — ) = 3=
i L L Ik L ;
Escribiendo en forma compacta;
Ehu%h_Eh..,.:..:.,.......,:3

Esta matriz relaciona las fuerzas de extremo de barra con los desplazamientos nodales en gjes

locales,

fig 14.7 - Solicitaciones para barra de Pértico Plano

Cargas nodales equivalentes

Hasta ahora hemos supuesto que las cargas estaban aplicadas en los nudos, y por lo tanto existe
una correspondencia biunivoca entre log puntos de aplicacion de las cargas ¥ los desplazamientos
que estdn siendo calculados. Si esto no ocurriera, por ejemplo wviéramas cargas en el tramo de las
barras, en forma distribuida o concentrada, debemos sustituir Jas cargas en las mismas por un
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sistema de cargas equivalentes aplicadas en los nodes que produzea en la estructura el mis
efecto que las cargas originales.

Aplicando el principio de superposicion, que es vilido por haber supuesto que el sistema es lineal,

podemos descomponer las cargas tal como se indica en la figura:
P2

Piz
SN i
" oy K
We e, L G
a) P2 b P
fig.14.8 - Barra de pértico con cargas en el tramo.

c)

Como podemos observar las cargas, reacciones y deformaciones de la estruetura a) serdn

equivalentes a la suma de los dos esiados b) ¥ c).

Como las deformaciones de nodos en b) son nulas, serdn iguales las deformaciones de los easos c)
¥ a). O sea que las cargas de ¢} producen la misma respuesta estructural en o referente a
desplazamicntos de nudos que las cargas originales. Estas serdn entonces las cargas equivalentes

en los nudos, que no son més que las reacciones de empotramiento perfiecto cambiadas de signo,

Los esfuerzos en los extremos de barra se obtienen por la suma de los casos (b) y (¢).

F*=F*+F°D" = D*

Por Io tanio a la ccuacién (12) habré que adicionarle las fuerzas de cmpotramiento perfecto del
caso b).

FI*=SI"DI* DI*+ A" .......(13)
£l
AT* Representa el vector de fuerzas de empotramiento perfecto de la barra en coordenadas

locales.
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Rotacién de ejes en el plano

Hasta el momento expresamos la matriz de rigidez del elemento barra, tanto de reticulado plano
como de portico plano, segln un sistema de ejes locales, estando los desplazamientos v esfuerzos
de extremo de barra referidos a los mismos,

No obstante, segin ya lo mencionamos, antes de poder aplicar las condiciones de equilibrio en los
nudos y de compatibilidad de desplazamientos es necesario transformar las fuerzas ¥ corrimientos
a un sistema de ¢jes globales,

Y b

L a—{
W 7 Vx
¥y 4 X

fig.14.9 — Rotacién de un vector.

Supongamos el vector V de Ia figura referido al sistema de ejes X e Y. Las componentes de)
migmo serin: .
Vy=V-cosex Ve=V-sena.........Q4

En el sistema de ejes xL ¢ yL, las componentes seran

ﬁuuw..nom_,_ﬁlm.w _\wnuv\.wna_.ﬂr&_..::ﬂuv

Luego:
Vi=V.cose-cos@+V - sencr- send wensrunnnse {16}
vt =V -sencr-cos@~V -cosa-senb ..............(17)
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Teniendo en cuenta la ecuacién (14} y eseribiendo en forma matricial:
Vi | cos@  sen@| [Fy (i8)
_‘\H\h' — |wn=m nowm “\-ﬂt srmarasranaraenaaaan

O en forma compacta:

PE=RV i (19)
A la matriz de cosenos directores R la llamaremos matriz de rotacion.

Si queremos el pasaje del sistema local al global, en este caso la matriz de rotacion es

transpuesta de R.

.a L
Erilyomp SemlIBel] o
¥ send  cosd w..__._.
Pre multiplicando la ecuacion (19) por R

AT i Ay LN -
Lo que implica que R es una matriz ortogonal (su inversa es igual a su transpucsta):
REREREL it )

Ecuacion fundamental de la barra en el sistema global
Tanto las solicitaciones como los desplazamientos pueden expresarse como vectores en el plano,

podemos entonces aplicar la transformacion lineal antes vista para llevar los esfuerzos y

desplazamientos de extremos de barra del sistema local al global.
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Bl
o m
i iy
Tl

]

SR L e (2D

i &
Donde Dj y Dy representan respectivamente los desplazamientos de los nudos j v k en

coordenadas locales y D,, D, representan los mismos desplazamientos en coordenadas globales
Escribiendo en forma compacta:

L

Siendo;

R 0

La matriz de rotacién de la barra por incluir ambos nudos de la misma,
£ N "
DI* contiene los desplazamientos de los dos nudos de la barra en coordenadas locales y ~

Di los desplazamientos de los mismos en coordenadas globales. Para las solicitaciones tendremos;
' ;
FI u_wu.mu_ﬁd

L i v
FI™ Contiene las solicitaciones de los dos extremos de la barra en coordenadas locales y FTen

coordenadas globales,
La inversa de la matriz de rotacién de la barra seri:

R 0

0 R

RT™ uﬁ gg
Pero como R™ =R sers RT™' =RTT
Eru&_..Ef&p.....:.............,......,.::EV

S T
L e (30)
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FI=RT.SI*.DI'+RT".AI' 31)
FI=RT".SI".RT.DI+RI" A" -
g OO .
H:M.ﬂq.mmﬁ.mwﬂ vreersserseserarasnnansneeeensnsenns (34)
AT=RTVAI e (35)

Maitriz de rotacién para barra de reticulado plano

cos® sen® 0 0
—-sen® cosB 0 0
RT= 0 0 cos® send
0 L T
¢ es —cb —cs
s § —cs ~d!
Sim 5 % EAL
~ -C -5 C .5
—es -5’ cs 8 seessisssninesissnsasonsd BT
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Matriz de rotacién para barra de pértice plano

[cosB sem® 0 ¢ 0 0]
“sen® cos® 0 ] ¢ 0
RT= 0 0 1 0 0 o
o 0 0 cos® send ¢

0 0 0 —sen® coso g

|0 0 0 0 0 1

y R

PR 1)
Matriz de Rigidez de barra de Pértico Plano

(EAc* IL+12E81 /1Y) (EAcS/L-1EIs/L)  ~6EWIL' (-Ede!IL-DEL
srof  -OEUL BEL* /1! 4EILL 6ELs/ 1

(~EAGIL + REIS/LY) (-EAs' IL-12E0e /1Y) - e/ (EAcs/L-12Eles/T)
~GERIT! GEk/1} biaf) 6ETs/ 1}

Matriz de Rigidez y Vector de Cargas Global de la Estructura,

fig.14.10 - Reticulado plano

(EAG/L-1EI/L)  (EAS'IL-RELYIEY)  Ene/ (-Edes/LoD2EIes/ L) (EAS'/L-DER/LY)  gppesp?

" AL -1EI 1) (-EA/L+12Eles/ 1)) 6ELs/1? (EAe* /L + 12K 11 (EAes/L-DEIesi T 6ELs/1

) (-EAes/L+12E1es/ 1) —6E3s/12
§EIct 1! IELL

(EA 1L+ EICYTY) - ERe/1
~BETe/1} JEUL

Las ecuaciones de equilibrio exigen que las cargas externas ‘aplicadas en los nudos deban ser
iguales a la suma de las solicitaciones de extremo de las barras que concurren al nudo.

Siendo el vecior de cargas externas aplicadas en j:
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) < Las condici ilibri i
.PI.. . MWH_ [ ndiciones de equilibrio para el reticulado de la figura en el nudo j resultan:
L i

Las ecuaciones matriciales de las barras a) y b) son;
FI" m SI". DI+ .ﬁw.a__
P =SP.DC+ A (o)

Qe pueden representarse en funcidn de los nudos de la siguiente forma:
Fi*| (s si? fpit] [ar
= ]~ s B ~
' ||t syt [| 00 g &“

g [si® sk t”
i | [sig sk urq Tlar

Aj—Fj* —Fj? =0

i b
Aj=Fj" +Fj e e (42)
..-

Dénde: }H m.__ ﬂ._ +m|.r__._ l.“_ +}.—-+W:-|_.__ _.M_L ..TML..W# _M.—n_n.-vaf

Fi" = Vector solicitacion en el extremo i de la barea (a)

Por condicion de compatibilidad de desplazamientos:

U-Huw a 3
252 =D;iDi=Dl=D ;D0 =Dl ap ........4

Di* = Vector deformacion en el extremo i de la barra (a)

Ali" = Veetor fuerza de empotramiento perfecto en el extremo i de la barra (a)

mm__» = Submatriz conteniendo los cocficientes de rigidez del nudo i que provienen de um R
cemplazando la (44) en la (43) y extendiendo ¢l razonamiento a los nudos restantes:
.fu%, Dix (Sjj* +muJ u?m_w_..ufh.,::,
S
& - ma -Dji- (Sii "+ Sii€ )-Dis m_._m D+ AT*+ E,
™~k
.ﬂ?mﬁ, ELE.&E;E&E D+ A"+ AT¢
~k =~k

desplazamicnto unitario del nudo j de la baa (a).

Siieikimmsemeanernessild8)
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Si la organizamos en forma matricial:

Al Isitesit syt Sik* Di .ﬂ.ﬁkh
2 = & —~ g - = e
Ajl=| sji*  sji+sj® Sjk® Dj |+ .ﬁ?.ﬁ.
] X tod 1! <Y s o8
T Ski SKi®  Skk®+Skk® [|Dk| | AT+ AT
Ak b - o i ~k ek
" s )

Que representa el sistema global de ecuaciones de la estructura, escribiendo en forma compacta;
BBy B8 Disuiviusiaiivanld?)
Dénde:

A = Vector de acciones externas aplicadas en los nudos.

& = Matriz de rigidez global de la estructura

D = Vector deformacion de nudos
A, = Vector de cargas nodales equivalentes (fucrzas de empotramiento perfecto cambiadas de

signo) debido a las cargas aplicadas en los tramos de barras.

Haciendo:
B | R — crerrrsernenanns.(48)
A= 8 Dl

Consideremes el reticulado de la figura n° 10, La matriz de rigidez global del reticulado tendrd 6
filas y 6 columnas ya que son 3 nudos y cada uno tiene 2 grados de libertad (un desplazamiento
segin ¢l cje x ¥ uno segin el cje y). La contribucitn de cada nudo deberd ser colocada en las

posiciones que se indican en la figura n°11.
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Los nudos i, j, k definen las filas ¥ columnas de la matriz (submatrices)

! j k
* i atc atc a a c c
atc atc a a c c
S= j a A ath a+h h b
a A ath  ath (b b
3L c b b btc  bic
c c b b bic bt

Fig. 11: Esquema Formacién Matriz Reticulado

i J K
i |s*+s° [ 5¢
=i =i =i =ik
B=iy| 8 s*+5t | st
i 4~ | o
k|S? sb S® +5°
~k ~K -~k

Las submatrices tendrén tantas filas y columnas como grados de libertad tenga cada nudo,

En el caso del reticulado este niimera eg 2,

Analicemos la posicién en figura n® 11 de los submatrices de [4 matriz de rigidez de la barra b de
la figura n® 10,

Y

A gh b b

se=| S g% | oo 88

> g1 gu| 3 b oy | = e e |t encares e 50)
i Qi Sy S Sk Sk

. b
Las submatrices son de orden 2x2, La posicidn mu en la matriz .m estd indicada en Ia Figura N°
11 a partir del signiente esquema:
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m.w_ = indica fila j columna

mwn = indica fila j columna k
mw =indica fila k columna j
b, =indica fila k columna k

Nétese que en las posiciones dénde ya existen valores provenicntes de ofras barras, estos son

sumados a agquellos,
Generalizando, debemos considerar una barra de reticulade que une los nudos j y k segin la figura

12

Figura N° 12
Las posiciones ocupadas por la matriz de rigidez de Ta barra (m) en la matriz de rigidez global son

las siguientes:
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X 1%
b ) M,.m-u m %. M.

' 2
2 x| % P b
.’.ﬁ..._u...N x| x x| x

5 .

=

k1)1 | % x| =
2k-1p2 x| % | x

Fig n® 13 - Posiciones ocupadas por una barra de Reticulade Plano en Ia matriz de Rigidez
Global.

Para un pértico plano o estructuras con 3 grados de libertad por nudo tendriamos Ia siguiente
configuracion:

ig1  iin
oo & B 5 8=
1
2
1)1 x| %) x x| x| x
3ij-1)e2 ¥l x|x x| x| x
143 wl x| x wlxlx
5
-
k-1 x| x| x % | x| %
-T2 x| x| x x| %lx
Hﬂ?-vvu X|x X Wl x

Fi S 2
igura n® 14 - Posiciones ocupadas por una barra de Pértico Plano en [a matriz de Rigidez
Global
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; @
Del mismo modo, un vector de cargas ¢quivalentes en los nudos para una barra de la figura N*12

ocupa la posicién indicada en la figura N° 14 del vector acciones globales nodales.

'y _ : CAPITULO XV
m N :
Aptnd M WH_.:: x|
H“H i 2112 |x | LINEAS DE INFLUENCIA
A i s
1y e [x | 15.1-CONSIDERACIONES GENERALES
k11| X] 2Ak-1p2 M Si bien en el tratamiento del tema, por simplicidad nos referimos a casos de vigas, la
w“www generalizacién a otros tipos de cstructuras es casi inmediata y no requiere de nuevos

cenceptos a los necesarios en nuestro tratamiento,

La posibilidad de cargas méviles implica |a necesidad de obtener:

a) Las solicitaciones, deformaciones, etc., que produce una carga (o un estado de cargas) para
distintos puntos de aplicacién de la misma,

b) El estade més desfavorable de aplicacién de la carga, que trae aparcjada las mayores
solicitaciones o deformaciones, y con las cuales tiene que ser evaluada una seccion dada,

Estas dos necesidades deben ser tenidas en cuenta en todas lag secciones de la viga, o por lo

MEnos, en varias secciones caracteristicas segiin las eircunstancias,

El trazado de dingramas o Lineas de Influencia nos permite una adecuada respuesta a las dos
necesidades y su utilizacion es casi imprescindible en el caso de estudios de puentes, puentes gria,

ete., donde las cargas maviles {p) tienen una cierta importancia con Tespecio a peso propio o carga
permanentes (g).

15.2-DEFINICION DE LINEAS DE INFLUENCIA

Definiremos como lineas de influencia de una solicitacion (o deformacién), en la seccién A-A a

un diagrama tal, que su ordenada en un punto § mida, en una determinada escala, el valor de Ja
460 solicitacién en la seccién A-A (o de la deformacién), cvando en el punto § de referencia actia una
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carga de valor unitario. En ¢l caso de la figura, diremos que nME (A) es la Linea de Influencia del
momento flector en A, si se cumple que la ordenada 5i representa ¢l valor del momento flector en
A para una carga P = | aplicada en el punto i. MF (A) = §i * (escala de L. de L) para P = | aplicada
en i Si P # 1 se cumplird:

ME(A)=P *5i * {escalade L. de 1.)

Esto mismo puede aplicarse para otros estados de carga y otras solicitaciones, reacciones,

;.T“
_b £
i i

.l. _ > .! b. . _.l.
e — i

15.3.- LINEAS DE INFLUENCIA EN SISTEMAS ISOSTATICOS

Recordemos algunos elementos bisicos aplicados en sistemas isostiticos simples a fin de apreciar

deformaciones, ete,

las similimudes y diferencias con el tratamiento que daremos a las vigas hiperestiticas. Mada mejor
para esto que la aplicacién del Principio de los Trabajos Virtuales, en el métode de la Cadena
Cinemdtica en una viga isostitica de dos tramos para distintos casos de solicitaciones, o Método
Amalitico.

15.3.1.-LINEA DE INFLUENCIA DE UNA REACCION

L
A i B -
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Deseamos la L. de I. de RA que denominamos con NRA, Eliminamos el apoyo A, colocamos el

esfuerzo correspondiente al vincule suprimido, ¥ damos un desplazamiento AA en el

. apoyo al
mecanismo formado. Por aplicacion de rTV.:

Ry +ltm-7,=0

lin
R, Huﬂ.H S M =1,

oA
w

Donde vemos que RA es proporcional a la coordenada i @ sea que 1)/ en una determinada escala

puede representar el valor de RA para una carga unitaria aplicada en i, donde I_I.mm puede
AA

incorporar como factor de escala,

LINEA DE INFLUENCIA DEL MOMENTO FLECTOR

mi._
B

Deseamos la L. de 1. del MfH ¢n g seccién HH. Para ello eliminamos el vinculo que transmite el

momento en dicha seceitn introduciendo una articulacién, A la cadena cinemdtica formada doy

un desplazamiento virtual ¥ aplico ¢l P.T.V despues de expl
abajo).

=Mty Ay +ltnm, =0

icitar el MfH en la seccign (+ traccidn

1in.
My, HQHJ. < Ty, =13
4
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: ANALISIS ESTRUCTURAL
ﬁvaéﬁoxﬂuhHthwUm E._u__ld.mZn;

153.2.-LINEA DE INFLUENCIA DEL ESFUERZO DE CORTE

153.3.- LINEA DE INFLUENCIA DEL ESFUERZO NORMAL
Para ¢l esfuerzo de corte QH eliminamos un vinculo al introducir en H-H un meeanismo como el

En este easo se introduce un mecanisme que no transmite esfuerzas normales:

siguiente:
- Hh (+) Traccién
;
5 H.m : B g C e N
A H A 4
Se pueden hallar los centros de rotacién, y el desplazamiento de AH en la direccion de NH por
«  aplicacibn del PT.V. ¥ la teoria de Cadena Cinemitica. Analicémoslo a este caso en forma
analitica, que permite una buena visualizacién del problema:
Analicémoslo a este caso en forma analftica, que permite una buena visualizacién del problema:
1=;
wh__,u:x_\ .o_n :Trhv
1 1
Para P=1t entre0<x<p
- Ny =(1t-RA)coser
Qm = x=0— Z—._ =
HL.I =ltx—cos g a
s 1 hUmJ..anﬂooann
Qﬂ h
. L
Aplicando el P.T.V,
Oy Ay ~ltn-1,=0
lin.
o ..P____SM: o, Moy ™
]
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ANALISIS ESTRUCTURAL
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W

. —y = C

T =1 1

)e

ParaP=ltentrelxa
Ny =-RAcosg

H"ﬂ.l._vzm_ thh|muﬁﬂm§.

Ny ==l _T.am.wnamn 1

. x=1=Ny=0

Métodos andlogos a los problemas isostiticos aparecen en los casos hiperestaticos, con algunas

varianies.
Desarrollaremos algune de estos métodos en los proximos puntos.
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15.4 LINEA DE INFLUENCIA EN SISTEMAS HIPERESTATICOS

Analicemos  por distintos métados, una viga continua de cuatro ramos (grado 3 e
A hiperestaticidad. )

15.4.1 METODO POR PUNTOS

Es un método cuya explicacién es inmediata, basada en la aplicacian de la definicién de
L. de I. Supongamos que la L de [ del Momento flector en A-A (nMEA).

Dividamos cada tramo de la viga en partes iguales (cuyo largo dependeri de la precisidn
requerida) que en nuestro caso os igual a 6 partes.

Coloquemos P = [ty en el punto 1. Caleulamos ¢l MfA para esa carga (1) y al valor
{en una determinada escala) lo dibujamos debajo del punto 1 (17,

Corremos P = 1tn al punto 2, Caleulamos el MFA para esa carga (m2) v al valor lo

dibujamos debajo del punto 2 (2, y asi sucesivamente para todos los puntos (3, 4, i
23, 24).

Unimes los puntos 0, P 2., 23, 24 mediante curvas o poligonales, ¥ por la forma de
Su construccién esta curva o poligonal es la L de T buscada (mMFA),

El método puede ser largo, segiin el niimero de puntos elegidos, pues para cada uno es
necesario resolver un hiperestitico.
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Dichos cdlculos se pueden facilitar con la utilizacitn de computadora, utilizacion de la

matriz [} para los distintos estados de carga, o la utilizacién de condiciones de simetria,

si la estructura fucra simétrica.

15.4.2 METODO DE MULER-BRESLAU {Aplicacion de Betti - Maxwell)

15.4.2a.-Linea de influencia de deformaciones
Sea la viga de la figura, y queremos caleular ngB (Linca de Influencia de la rotacion

del nudo B). Para ello aplicamos en ¢l nudo B la carga correspondiente con la

deformacién cuya L de I se busca, ¢n este caso un momento unitario M = 1.

_ |

Resolvemos la viga y con las solicitaciones hallamos la eldstica para esc estado de cargas.

Demostraremos que esta elistica es la L de [ de la rotacién ¢B (néB).

Para ello aplicamos P = 1 en un punto genérico /, hallamos la eldstica y la rotacién ¢B para este

estado de carga.
Aplicamos ¢l teorema de Maxwell entre estos dos estados de carga:
iB.P.Mn=4¢;siendoM=1imyP=1lin
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= o

@ =7}, -[Escala de L. de Ll=n,,
Es decir que en una escala determin i
ada, fa primera eldstica re resenta ¢
es su Linea de Influencia, . i
Como un segundo ejemplo analicemos en Ja siguiente viga la L de T del descenso en el punt
" . 5 ”

D (m3D). Siguiendo los mismos Ppasos, aplico en D la carga P¥=) correspondiente con 8D, Apl

! . : - . Aplicar
P =1 en el punto i, hallo 1a eldstica, 8D y por el teorema de Maxwell: ’
P xmc =P. ku_
8p =1; [Escala de L. de 1] =%p

b LS

‘)——H>"— o[>

(eldistica
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Descamos la L. de L de la reaccién RA (nRA). Eliminamos el apoyo y aplicamos en
ese punto una carga P* = 1. Hallamos las solicitaciones y la clistica, que demostramos .ﬂ‘ it ._“.
es la L. de [ De RA (nRA). W w? _Jw Aw
& 2
_ ol
1
A A\ A JA JA =t
EA = G » =62
e | ™ e | =
Ay=1D Pl
Aplicamos ahora un scgundo estado de cargas P = | en un punto i, junto con el . Aplicando el Teorema de Maxwell:

verdadero valor de la reaccion RA para esta carga, por lo cual el descenso AA debe ser
igual a cero. Aplicando el teorema de Maxwell:

P*A, =-R,-A+P-1,=0 R, h._l..mﬂ__ R, Ha___mwn,nﬁh.&n.ﬁ.HuﬁE

Ma, =Pz, —mf,-A=0 M, HI_DI.S

ltn

Veamos ahora en la misma seceibn la L, de I, del

Mf, =1, [ Ese. deL.del]= i

esfuerzo de corte QA (nQA). Aplicarios en A el

A mecanisma de 6.3.3, con un parde Q =1,

15.4.2 c Linea de influencia de una Solicitacitén Hallamos las solicitaciones ¥ la elistica serf la L. de I. buscada (MQA). Aplico P =1 en i yen A el
Sea la vign eon una seccién A - A en la cual queremos la L. de 1. del momento flector verdadero valor de QA con lo cual el desplazamiento relativo normal al cje de la barra en la
en A (A Mfn ). En A eliminamos el vinculo que resiste ¢l momento flector, es decir seccion A serd nulo (AA = 0), Aplicando el Teorema de Maxwell:
colocamos una articulacién, y ademés aplicamos un par de momentos M = 1. Q*A, =Py — Qu-A=0
Hallames las solicitaciones y la eldstica, que demostrarcmos es la L. de L A Mf 1y . lin
Para ello aplicamos en un punte genérico i una carga P = 1 y el valor del verdadero Qu ulblu.:

MIfA que corresponde a la viga original para dicha carga, La viga con lacarga P= 1y Qa =#;[Escalade L. de : =qa

MfA se comportard como la original, que por no tener en A una articulacion, no
sufrird en dicho punto una rotacién relativa y por lo tanto AdA = 0.

M,

P

=1
4
L e

..h.

1B
A

L=F LT
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15.4.2 d Linea de Influencia por superposicién de efectos (Matriz )
Para aprender este método vamos a trabajar con una viga continua que posce cuatro
tramos, o sea con tres incognitas hiperestdticas; en forma genérica indicamos que esa
viga tiene un apoyo fijo y los demds

_m.r
VAN A 1A FAY P

i B s I
oy 7 e 7 S 2

Méoviles. Por el método de las fuerzas, en funcién del isostitico fundamental a¢yptado, en

>

una seccion genérica A, el momento viene dado por la expresion:
MA =M§ + X MY + X, M2 + X, M2
Si quisi¢rames conocer 1 M A, deberiamos identificar en la expresion que faclores

dependen del estado de cargas. Ellos son ?—.a.HTNN yX;. Serd entonces:

T

- A A A
A |a_=% e My +177x, My 477, M3
Para obtener las lineas de influencia de las incdgnitas hipercstiticas wtilizamos las
propiedades de los coeficientes P vistos en ¢l Capitule 2 en el tema de Matriz .

Recordemos que:

i
K =08yg By +839Big +...+ B By, = Mm._c By
J=l

Donde:
Xi: incognita hiperestitica
8j0: término que depende de las cargas exteriores.

Pij = [iji: coeficiente independiente de las cargas exteriores.

S5i queremos la linea de influencia 1y; en nuestra viga:

Nxi =5, " Bt FWsy9 - Bia ¥ M54 - Bis
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Analicemos por ctapas las distintas L. de 1. que pueden aparecer en nuestra estructura

Linea de influencia del término &j0
Definimos el isostitico fundamental con

las incoégnitas X1, X2, X3(moment poyos
. : : - . o en los
intermedios) aplicando articulacién en )

; i los apoyos 1, 2 y 3. Aparecen los 8]0, rotaciones relativas
en el apoyo j (corrimientos correspondientes con Xj),

De acuerdo con 6. 4. 2.a parala L. de L. de 510 (n51 0)

debo caleular la eldstica I -
1. En forma similar se procede para ng20 y na30. o

MM
—
A

o

I ] i I

—{4
b
p
A
1

De acuerdo con lo visto:
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My =Msyo P11 + 150 Bia + My Prs
My =Mayg hwn__ ._..ana \m.u.u. |Tu.mmun___%ww
My = Moyg Bt + 130 By +11535 P2

Donde los diagramas X1, nX2 ¥ nX3 son combinaciones lingales de los nd
10, 1620, y nd30,

Linea de influencia de una solicitacién (MIf)

Hallaremos la L. de I. del momento flector en ¢l punto A ﬁar_;. U del hiperestitico.
Sabemos del Capitulo II:

MP =M§ + XM} + X, MP +X,M$

Y por lo tanto sera:

.}_
uﬂbﬂ.ﬂ_ >+ﬂun_g_.?+ﬂkwgm}+wwunugh
My My

Donde serin:

M L.de Idel M™ en el isostitico fundamental
o

T, »7xy ¥Tlx, © L. de I de la incognitas hiperestiticas (X1, X2 y X3)

M}, M% vy M2 : Momento en seccidén A del isostitico para cargas
X, =1LX; =1;¥; =1, respectivamente.

11 5 : Linea de influencia del MfA del hiperestitico,
M
p

Andlisis similares se pueden realizar para las reacciones de apoyo, los esfuerzos N y Q o

deformaciones.

15.5 DIAGRAMAS ENVOLVENTES SOLICITACIONES MAXIMAS Y MINIMAS
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Como ya hemos visto, el diagrama de Lineas de Influencia, nos sirve para calcular una Reaccidn,
Deformacién o Solicitacion para una carga o el estado de cargas dado, pero también para aplicar la

carga en el lugar que produzea un efecto méiximo (o minimo) ¥ por lo tanto posibilita ¢l estudia de
las condiciones mis desfavorables,

La ubicacién de las cargas en determinados lugares, nos dard entonces las solicitaciones mds
desfavorables, para las cuales debemos dimensionar o verificar las secciones.
Con las solicitaciones méximas y minimas en distintas secciones eriticas (o en todas las secciones)

obtendremos "diagranias envolventes” con técnicas que dependerin del tipo de estructura v del
tipo de carga a aplicar.

Daremos una introduccién al tema con vigas sencillas y considerando cargas permanentes (g) y

cargas moviles uniformemente repartidas (p). Cargas puntuales P deben ser tratadas en forma

especial pero con téenicas similares, y su tratamiento se encuentra en la amplia bibliografia sobre
el tema.

15.5.1 ESTRUCTURA ISOSTATICA
a) Linea de Influcncia de Reacciones:

Taiuw x ¢ _(L+w) Y
= =]-= = = =
w7 i TR
Tea=1 np, =0
qm,_,.HIHMn
Para R, (1)
1({L+
R =3 2 Lt n)p= (L
1
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Paa R, (2)

%_.
e A_alt
c .J_ i B

! b o
1 u..ml.-:....-|||_m
i L B P 1%

e

(3)

b) Linea de Influencia del Esfuerzo de Corte (Q1): sea la seccién 1, para x = a, con Qz0
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i ]
1
v~ = 7ﬂ

(6)

c) Linca de Influencia del Momento Flector (Mf] ), eon MF1 = 0, fibra traccionada abajo,

x<a M, uxu.wuw....,

(L-x)
L

X>a .ﬁ&-nm...“..-m\..ﬂ“ a

Mima =05 (7)

Mf o n..%?.u b+v}-a)
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i .. , s
P NI &) @?ﬁm

Dado que a y b son funciones de a (coordenadas de 1), la funcion M1 max es cuadritica en a y
derivable con la cual podemos hallar el punto 1 que nos da ¢l mdxime Mimax.

nz“__wé, Hwﬁmm?-p;uwmré-&uwﬁruu&nmuuuw

Punto medio del tramo donde serd:
i LL pl?
M| e == P =
o =3P g

15.5.2 DIAGRAMA ENVOLVENTE
a) Esfuerzo de corte Q:

Onn = (v +(L-2)’)

a=0 @Eﬂ%ﬁr?w;.rJ A’
a=L @_Esu%cmu B'

Qunin "I%ﬁﬂn ._.____u.uu
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a=0 QE__.-_ lelwhﬁiﬁ.ﬂumu A"

a= ”_.l i I.lﬁ 2 2 Ll
D.:.:: 2L T.l +¥ u B
En los voladizos:

a=0 O.E.:.“I.“uc,_ A"
a=L D..ﬁaﬂﬂﬁu B*

& Carpa accidental p

@ u.._w.
+
|v .
__._”,.r.. )
B
Carga permanentc g
.mnwf.zrr o

o G

Diagrama de Envolvente (g + )|
-+
H“levr’ . T-u
) ==
(&

Si al diagrama de carga mévil p le agregamos el diagrama de corte Q, para la carga
permanente g, se obtiene ¢l diagrama final envolvente con los Qmax y los Qmin en
todas las secciones de la viga.

b) Momento Flector Mf
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Carga accidental p
_\\IE
Fl pvat

e 0

ah 1
) MEo

El diagrama de envolvente para una carga p es de inmediata deduccion, al igual que la
carga g permancnie.

El diagrama envolvente final para Mfmin y Mfmax serdn debido a las cargas:

Mfmin : Voladizos: g+ p

Tramo: g

Mimax: Voladizos: g

Tramo: g+ p

Diagrama envolvente (p -+ g)

A i,
Carga permancente g
- K ”
II% o
(2] 210 - i

_ =

15.6. ESTRUCTURA HIPERESTATICA
Analicemos la viga continua de la figura, y estudiemos en funcién de las lincas de
influencia los estados de carga para que se den solicitaciones maximas y minimas. En ¢l
tramo BC y en el apoyo C.
"a) Linea de Influencia Mf
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b} Linea de Influencia Q 3
|G| P
)

15.6.1 DIAGRAMA ENVOLVENTE )
Las cargas a aplicar para esfuerzos méximos o minimos en los distintos casos son los

siguicnies:
a) Momentos Flectares ; : Seccifio entranss BC
M,
. m!uu..roﬂ.;ﬂ
Mi,
_7| : T e g M
) Esfioerzos de Cone W] L
- ' Seocif es rame
[ [io .
Sensidmenapayo © (i)
e
f "
_ Sescide i apoy © (doc)
o
_ o
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En los casos vistos se deben adicionar a las cargas p las cargas _uﬂam.nnbsm g (peso propio, etc.).
Por (iltimo a modo de ejemplo intentarcmos explicitar que ocurriria con los diagramas envolventes
de los momentos flectores para la viga de cuatro tramos simétrica, haciendo la salvedad de que los

mismos son una aproximacion docente.

o B T e e T T T T TATHSTETATTIMANIA g

» A

gkﬁ.n

O : N . —

71 \\\\ﬁ?.:
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110

Envolvente'da p

s
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