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1. INTRODUCCION

En esta unidad desarrollaremos métodos para el analisis de deflexiones de
estructuras estaticamente determinadas usando algunos principios basicos
de trabajo y energia.

Los métodos energéticos (trabajo - energia) son mas generales que los
métodos geomeétricos, en el sentido de que se pueden aplicar a varios tipos de
estructuras, tales como armaduras, vigas y marcos.

Una desventaja de estos métodos es que con cada aplicaciéon solo se puede
calcular una componente de deflexion, o pendiente, en un punto de la
estructura.

Empezaremos con una revision del concepto basico de trabajo realizado por
las fuerzas y pares durante la deformaciéon de la estructura, y luego
discutiremos el principio de trabajo virtual. Este principio se usa para formular
el método del trabajo virtual para las deflexiones en armaduras, vigas y
marcos. Obtendremos las expresiones para la energia de deformacion de
armaduras, vigas y marcos, y consideraremos el primer teorema de
Castigliano para calcular las deflexiones.
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2. TRABAJO

El trabajo se define como el producto de una fuerza por el desplazamiento en la
direccién de la fuerza. En los calculos de deflexiones, se ha visto el trabajo
realizado por fuerzas y momentos.

Si una fuerza F permanece constante __ A B

. F Donde ) es la
en magnitud al moverse del punto A al -5~ componente del
B, el trabajo W puede expresarse de la W=F5 ... (1) desplazamiento en la

siguiente manera: direccion de la fuerza.

El trabajo es positivo si la fuerza y el desplazamiento se encuentran en el
mismo sentido, y negativo cuando la fuerza actia en sentido opuesto al
desplazamiento.

_>A
Cuando una fuerza F se mueve perpendicularmente a su linea F TS
de accion, el trabajo es cero: W=0 B K
Si la magnitud y la direccién de una fuerza permanecen constantes F
cuando la fuerza se mueve por un desplazamiento & que no es |
colineal con la linea de accién de la fuerza, el trabajo total se |
obtiene sumando el trabajo realizado por cada componente de la | A—»,Sx
fuerza al moverse cada una por la correspondiente componente st"*‘B

colineal del desplazamiento ox y dy:

W =F38, +F,35,
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De manera semejante, si un
momento permanece constante
al generarse un desplazamiento
angular 0, el trabajo realizado es
igual al producto del momento
por el desplazamiento angular 6:

W=M0 ... (2)

F—7r= 4

El trabajo realizado por un
par es:

W=-Fbb + F(b+a)6
= W= (Fa)6

S )
M=Fa

= W=Mo

Si una fuerza varia en magnitud durante un desplazamiento, y si la funcién que
relaciona la fuerza F con el desplazamiento colineal 6 es conocida, el trabajo se calcula

mediante integracién.

FoM
F = (8) o M = ()
W=Fd5oMd®

F ]\A

O 500

W=?Fd8 . (3)
0

W=?Md6...(4)
_ )

FoM
FoM
0 500
W—1F6 (5)
2
1
W =—M0... (6)
2

FoM
i
FoM
0 500
W =F§ (7)
W =M0O (8)



UDHCONECTA.COM

UDH)»

3.

PRINCIPIO DEL TRABAJO VIRTUAL

El principio del trabajo virtual, proporciona una herramienta de analisis poderosa
para multiples problemas de mecanica estructural. En esta seccion estudiaremos
dos de sus formulaciones, llamados principio de desplazamientos virtuales para
cuerpos rigidos y principio de fuerzas virtuales para cuerpos deformables. Esta
ultima se aplica en el siguiente apartado para desarrollar el método del trabajo
virtual, el cual se considera uno de los métodos mas generales para determinar las
deflexiones en las estructuras.

3.1 Principio de desplazamientos virtuales para cuerpos rigidos

El principio de desplazamientos virtuales para cuerpos rigidos se puede
establecer como sigue:

Si un cuerpo rigido se encuentra en equilibrio bajo un sistema de fuerzas y si
esta sujeto a un pequeino desplazamiento virtual como cuerpo rigido, el
trabajo virtual realizado por las fuerzas externas es cero.

El término virtual simplemente significa imaginario, no real.
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El desplazamiento virtual como
cuerpo rigido de la viga se puede
descomponer en translacion Aw y Avy
en direccién x y y, respectivamente,
y rotacién Ov alrededor del punto A.
Note que el subindice v sirve para
identificar los desplazamientos como
cantidades virtuales.

Posicion virtual desplazada c'

Como la viga se somete a un
desplazamiento virtual de Ia
posicion ABC a la posicién A'B'C’,
las fuerzas actuantes en ella

Posicion inicial I:,y Avy
de equilibrio
A \ By Px c l
I
Ax |
AVX
- I
Ay Cy
er = va + va + er
e o et S )
Wy =A,Ax— PAy Wiy =A/A, —PA, +CA,, W, =-P(ab,)+Cy(L8,)

realizan un trabajo denominado
trabajo virtual. El total del trabajo
virtual, W.., desarrollado por las
fuerzas externas actuantes en la
viga, puede expresarse como la
suma del trabajo virtual Wvwx y Wyy
realizado durante la translacion

en las direcciones x y v,
respectivamente, y el trabajo
virtual W.w, hecho durante Ia

rotacion; es decir:

W, = (A,-P)A, +(A,~P,+C,)A, +(-aP, +LC,)0,
AL INRED A i Wit AL At 7 A ,

Y Fx >R M,

er - (ZFX)Avx+ (sz)Avy + (ZMA)GV

Debido a que la viga se encuentra en equilibrio:

>F=0 ; F=0 ; >M,=0
Expresion matematica del principio
|> W, =0 del desplazamiento virtual para

cuerpos rigidos.
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3.2 Principio de fuerzas virtuales para cuerpos deformables

Si una estructura deformable esta en equilibrio bajo un sistema de fuerzas
virtuales (o pares de fuerzas) y si esta sujeta a una pequeina deformacién
consistente con el apoyo y condiciones de continuidad de la estructura, entonces
el trabajo virtual externo realizado por las fuerzas virtuales externas (y pares de
fuerzas) que actuan por los desplazamientos externos virtuales (y rotaciones) es
igual al trabajo virtual interno realizado por las fuerzas internas virtuales (y pares
de fuerzas) que actuan por los desplazamientos internos reales (y rotaciones).

YF, =0 = P,-F,ccos0,-Fpgccos6,=0... (1)

sz =0 = —Facsend, +Fcsend, =0 .. (2)

Posicion de
equilibrio o P, el total del trabajo virtual para la armadura (Wv)
-7 es igual a la suma algebraica del trabajo de las

fuerzas virtuales que actuan en el nodo C, es

decir:
W, = P,A —F,c(Acos®,) - Fgc(Acosb,)

W, = (P, —F,sc c0s0, —F ;. cos6,)A

“

ZFX =P, — F,acc0s0; — F,gccos6, =0
— Wv =0

En Ia. presente deflnlcmn., el.termlno V|rt.ual se Asi, la ecuacién (1) se puede expresar
asocia a las fuerzas para indicar que el sistema como:
de fuerzas es arbitrario y que no depende de la

i6n que causa la verdadera deformacion. P, =F,c €080, +Fccos, ... (3)
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W, =W, |.. (4) principio de las fuerzas virtuales
para cuerpos deformables.

P, =F,,c €080, +F,gc cos0, ... (3) |_> Expresion matematica del

Donde:

P, : representa el trabajo externo virtual (Wve) realizado por la fuerza virtual externa, Pv, que
actua por el desplazamiento real externo, A.

Acos6, y Acos6, :representa el trabajo virtual interno (Wvi) desarrollado por las fuerzas
virtuales internas que actuan por los desplazamientos reales internos.

Tenga presente que el principio de fuerzas virtuales tal como se describe aqui es
aplicable independientemente de la causa de las deformaciones verdaderas, es decir,
deformaciones causadas por las cargas, los cambios de temperatura o cualquier otro
efecto que pueda ser determinado por la aplicacién del principio. Sin embargo, las
deformaciones deben ser lo suficientemente pequenas para que las fuerzas virtuales
permanezcan constantes en magnitud y direccién mientras se desarrolla el trabajo
virtual. Ademas, y aunque la aplicacién del principio de fuerzas virtuales en este texto
se limita a estructuras elasticas, el principio es valido independientemente de si la
estructura es elastica o no.

El método del trabajo virtual se sustenta en el principio de fuerzas virtuales para
cuerpos deformables, como se acaba de demostrar, la cual puede ser reescrita como:

Trabajo virtual externo = Trabajo virtual interno

.. (5)

Z( Fuerzas externas virtuales x )

Fuerzas internas virtuales x
desplazamientos externos reales

desplazamientos internos reales
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el método del trabajo virtual emplea dos sistemas separados: el sistema de fuerzas
virtuales y el sistema de cargas reales (u otros efectos), que causan la deformacion
a determinar.

Para establecer la deflexion (o pendiente) en cualquier punto de una estructura, se
selecciona un sistema de fuerzas virtuales para que la deflexién deseada (o
rotacién) sea la unica incégnita en la ecuacién (5).

4. DEFLEXIONES EN ARMADURAS POR EL METODO DEL
TRABAJO VIRTUAL

4.1 Debido a cargas externas

El trabajo virtual realizado por la carga unitaria virtual que nos lleva a W, =1(A)
la deflexién real A es igual a:

P, El trabajo virtual interno realizado en todos los W =SE (5
elementos de la armadura se puede escribir como: w=2F(3)

Sabemos que: W, =W,

= 1(4)=XF,(3)

Elemento j

D) 1)-25 ()

| 1
Sistema virtual
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Ejemplo: Determine la componente horizontal y la vertical de
la deflexidén en el nudo B de la armadura. Considerar
EA constante, E =200 GPay A =1200mm>

Solucion.

< Calculamos las fuerzas internas

lw)

35 kN

A O

c L

i

(F) de cada elemento:

D
35 kN \
ro N 35
A \ c
= 21 B 21 @é%g
84 kN

Sistemareal - F

Z Ubicamos la carga unitaria y
calculamos las fuerzas internas

(F") de cada elemento:
D

A 1 0 ¢

e

T B 1kN

o0

Sistema virtual para determinar
(5)(F)

< Ubicamos la carga unitaria

y calculamos las fuerzas
internas (F') de cada
elemento: 5
4
A o c !
== B -
} 4m 3m |

1 kN

84 kN
~ 4m ———~—3m —~

D
0.61 1 071
A 0.43 0.43 \ c
ET= B Mﬁj";
1 kN
Sistema virtual para determinar
(25)(F)
m
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2 Calculamos la deflexion en el nudo B:

Elemento
(kN) (kN) (kN)
AB 21 1 0.43 | 4.00 |200x10° | 0.0012 0.00035 0.00015
BC 21 0 0.43 | 3.00 | 200x10°| 0.0012 0.00000 0.00011
AD -79.2| 0 |-0.61| 5.66 | 200x10°| 0.0012 0.00000 0.00114
BD 84 0 1.00 | 4.00 | 200x10°| 0.0012 0.00000 0.00140
CD -35 0 |-0.71| 5.00 | 200x10°| 0.0012 0.00000 0.00052
> 0.00035 0.00332
35kN P D
79.2 84 \35 0.61 1 0.71
A c A 0.43 043\ ¢
EnsE 21 B 21 SIS ey B e
84 kN Sistema virtual para determinar 1 kN

Sistemareal - F

(a3)(R)

= (1kN)(Aj)=0.00035kN-m

S Al =0.35mm

Sistema virtual para determinar

(a5)(F)

= (1kN)(A%)=0.00332kN-m

S Ag=3.32mm
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4.2 Debido a cambios de temperatura y errores de fabricacion

Al variar la temperatura de un elemento, su longitud también cambia. Un
incremento de temperatura causa la expansion de un elemento, en tanto que
una disminucidén térmica genera una contraccién. En cualquier caso, el cambio
de longitud 6 se expresa como:
o= a(AT)L
Donde:

a : Coeficiente de dilataciéon térmica. L : Longitud del elemento.
AT : Cambio de temperatura.

Si las barras de una armadura cambian de longitud simultaneamente debido a
carga, cambio de temperatura y errores de fabricacién, entonces Ila
deformacion del elemento (A) es igual a la suma de los diferentes efectos, es
decir:

_FL

A=——+a(AT)L+AL
EA

fabricacion

La forma general del trabajo virtual para armaduras es:

FL
$ 1(A) = ZFV [ﬁ + 0L(AT) L+ ALfabricacién:|
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Ejemplo: Determine la deflexion vertical en S
el nudo C de la armadura, causada
por la baja de temperatura de 15 °F F H
en los elementos AB y BC y por el 151t
incremento de temperatura de 60
°F en los elementos AF, FG, GHy A & S % E
EH. Considerar: = _ .- 446 (°F)_1 == B c D m@@
.. ] =—10ft == 10ft == 10ft ———— 10ft =
Solucion. G
4 Colocamos los elementos que
se encuentran sometidos a E H
cambio de temperatura: 15 ft
A e O O E
P ~ 10ft == 10ft == 10ft =~ 10ft =
) G 1 klb
A -15°F [/ -15°F |

c
Sistema real — AT

B

< Ubicamos la carga unitaria vy
calculamos las fuerzas internas

F.,) de cada elemento:
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Ly
& Calculamos la deflexion en el nudo C:

o FY(ATaL)

Elemento
(°F) (klb)  (ft) (°H1 (klb.ft)
AB -15 | 0.667 | 10.0 | 6.5x10° | -0.00065
BC -15 | 0.667 | 10.0 | 6.5x10°° | -0.00065

AF 60 |-0.833| 12.5 | 6.5x107°| -0.00406 A S -15°F 2 >
e

FG 60 [-0.833| 12.5 | 6.5x10°° | -0.00406 al ==
Sistema real — AT

GH 60 |-0.833| 12.5 | 6.5x107% | -0.00406
EH 60 |-0.833| 12.5 | 6.5x107% | -0.00406
> -0.01754

= (1klb)(A¢)=-0.01754 Klb - ft

v - 0.01754ftx 121N
1f

AL = - 0.21048in

1 klb

SO AL =0.211in (T
c ( ) Sistema virtual - (F‘)')
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Ejemplo: Determine la deflexiéon vertical en el
nudo D de la armadura, si el
elemento CF es 0.60 in mas largo y 00 ft
el elemento EF es 0.40 in mas corto.

Solucioén. A S ol
— B o C
4 Colocamos los elementos que presentan -~ 20ft == 20ft == 20ft =

errores de fabricacion:
E -040in F

-

Sistema real — 6
£
2
o
A > D
AN B c D
) o . : v 1 klb
< Ubicamos la carga unitaria y calculamos Sistema virtual - (Fv)
las fuerzas internas (F)) de cada elemento: .,
E F < Calculamos la deflexién en el nudo D:
FY FY(o
T Elemento o v V()
(in)  (klb) (kib.in)
CF 0.60 | -1.00 -0.60
EF -0.40 | 1.00 -0.40
) -1.00

= (1kIb)(A§)=-1.0klb-in .. Ay =1.0in (1)
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Ejemplo: Determine el desplazamiento horizontal en el nudo B de la
armadura, debido al incremento de temperatura de 60 °F y a los
siguientes errores de fabricacidon: el elemento BC se fabricé 0.8 in

. - . - . . 20 ft
mas corto y el elemento AB se fabricé 0.2 in mas larga. Considerar:
., -6 -1
Solucién. a=6.5x10"(°F)
<2 Colocamos los elementos que se < Ubicamos la carga unitaria mé%ﬁ
encuentran sometidos a cambio de y calculamos las fuerzas 15 ft
temperatura, errores de fabricacién. internas  (F") de cada

B B elemento:
B 1kib

60 °F 0.2in -0.8in 20 ft

Cc A C

=== = EI=1E %}
Sistema real — AT Sistema real — & : 15 fi
[ |
4 Calculamos el desplazamiento en el nudo B: Sistema virtual — (F")
\"

A L o FP  FMATaL) & FY(3)
Elemento
(°F) (in) P! (in)  (klb.in) (in) (klb.in) = (1k|b)(Ag) =F{ (aATL) +F} (3)

(1kib)(A}) = (0.07 +1.40) kib-in

So Ag=1.47in(>)
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4.3 Calculo de los desplazamientos generados por asentamientos en
los apoyos

Las estructuras cimentadas en suelos compresibles (arcillas blandas o arena
suelta, por ejemplo) frecuentemente experimentan asentamientos importantes.
Estos asentamientos generan rotacion en los elementos y desplazamiento de
los nudos.

Si una estructura es determinada, no se generan esfuerzos internos por el
movimiento de un apoyo puesto que la estructura tiene la posibilidad de
ajustarse a la nueva posicion de los apoyos. Por otro lado, los asentamientos
diferenciales de los apoyos inducen fuerzas internas grandes en estructuras
indeterminadas. La magnitud de estas fuerzas es una funcién de la rigidez del
elemento.

El trabajo virtual proporciona un método sencillo para evaluar los
desplazamientos y las rotaciones producidas por movimientos de los apoyos.
Con objeto de calcular un desplazamiento debido al movimiento en un apoyo,
se aplica una carga virtual en el punto y en la direccién del desplazamiento
deseado. La carga virtual y sus reacciones constituyen el sistema W.i. Al
someterse la estructura a los movimientos especificos del apoyo, se realiza
trabajo externo tanto para la carga virtual como por sus reacciones al
desplazarse. Puesto que un movimiento del apoyo no genera distorsion interna
de los elementos estructurales si la estructura es determinada, la energia
virtual de deformacioén es cero.

¢ inzsz(a)zo
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Comportamiento Inelastico:

FL

La expresion 2_F, (ﬁj , Se basa en la hipoétesis que todos los elementos se comportan

elasticamente, estos es, que el nivel de esfuerzo no excede el limite proporcional GrL
del material.

Para ampliar el concepto de trabajo virtual a armaduras que contengan barras
esforzadas mas alla del limite proporcional en la regién inelastica, se debe tener el
diagrama de esfuerzo — deformacion unitaria del material.

Para determinar la ... .. ;oo - F
deformacion axial de un limitede resistencia\ D P

= Punto de ruptura
elemento, se calcula el real
esfuerzo en el elemento Esfuerzo de
y con éste se halla la Fuencia |
deformacion unitaria, a /
partir de la cual se Limite de

. P i i

calcula el cambio de roporeionalaa
longitud AL utilizando la
relacion basica: 0, | - I —
Region Plasticidad Endurecimiento Estriccion

AL = ¢L Lineal Perfecta de por
Fluencia Deformacién

)
o
—m

Punto de ruptura
(aparente)

>
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Ejemplo: Si el apoyo A de la armadura se asienta 0.6 in y se mueve hacia
la izquierda 0.2 in, determinar el desplazamiento horizontal del
nudo B y la rotacion 0 de la barra BC.

Solucion.

2 Representamos la configuracion

< Calculamos el desplazamiento

horizontal en el nudo B:

A

20 ft

c !

de la deformada: 1kib B N
—-— & MB — 15ft —
O T
B’ " .
R / 20 ft Como no se generan fuerzas internas (F)
/ \\ en los elementos por efecto del
/ / 20 ft movimiento, entonces:
/ s c >F,(8)=0
A € =
/
// / \\\ T ﬁﬁ Y 4
/ " - - (1kIb)(5, ) + (— 1kIb)(0.2in) + (- —ka)(O.Gin) _o
¥ Ve N o X y 3 '
e 1kib B % R 8n G
0.6in // /‘) Fov
i /
' _ _ . h _ A
/A / 5,=0.2+0.8=1.0in 5% =1.0in («)
ST
0.2in : .
et 15— ’ & Calculamos la rotacion de la barra BC:
Configuracion de la Para calcu_lar la rotacion del_ elemento
deformada 1Tkib A c BC, se aplica un momento wrtyal de 1
ST e TR kib.ft al elemento BC en cualquier lugar
%Hb %k"o entre sus extremos y se calculan las

Sistema virtual — (F{')

reacciones en sus apoyos.
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B B
1 klb.ft 1 klb.ft
Ve
> 20 ft )
1 b
A c 11 20
M= ﬁ %——
= 15ft — 1 kib

El trabajo virtual generado por un momento unitario M, utilizado
como carga virtual es igual a Mv.0: Z[F (8) +M (9)] ~0

1KIb-ft - |(6) + (— iklb)(O.Zin) + (— iklb)(o.ﬁin) ~0 = 120, = 0.01+0.04 = 0.05
ft ) 20 N 15 -~
“ y ) eBC - SI'I;\ _—— 59
IVIv FvAh F\f‘v ... eBc = 0-00417 rad
% Otra forma de calcular la rotacion de la barra BC: .~ S
B'Q fffffff OB +
. 1ft \
1In>< - \\
S, 12in \
- eBc = an AN
20 20 ft \ o | 201
\
X
-.. eBc = 0-00417 I'ad \\\
NC L
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Ejemplo: Calcular el desplazamiento vertical 5y del nudo C
para la armadura mostrada. Las barras de la
armadura se fabrican con una aleacion de
aluminio cuyo diagrama esfuerzo — deformacién
unitaria se muestra y es valido para tensién y
compresion uniaxiales. El limite proporcional, que
se presenta para un esfuerzo de 20 ksi, sirve para
distinguir el comportamiento elastico e inelastico.
En la regidén elastica E = 10000 ksi. Considerar:

Solucion. A =1in? A =0.5in?

Z Calculamos las fuerzas internas (F)
de cada elemento:

1 klb

15 kib

\~12.5

/ \

/

1 15 ft | 15 ft 1
Sistemareal - F

Z Ubicamos la carga unitaria y calculamos las fuerzas
as (F)) de cada elemento:

Sistema virtual para determinar

(3¢)(F)

1 15 ft | 15 ft 1
Gl (klb/in?)
25— __
|
20— — ¢¥OpL }
‘ |
|
| |
10- [ | |
‘ |
|
| |
| | in/in
O 0.002 0.008 (infin)
‘1 kib
A
-0.625/ \.-0.625
) . 3
5 Kb
B/ <
I
1 1
> klb > kib




UDHCONECTA.COM

UDH)»

< Analizamos si las barras se comportan elasticamente o se 15Kk
encuentran en la regidén inelastica, calcularemos primero el esfuerzo
axial y lo compararemos con el esfuerzo del limite proporcional:
Barra AC
A,; =1in?
Ope = :AC _ 121 5_ 4o 5ka < oy, =20 krllb (Sle encuerllfri.en] [ Ae-05in? \
AC in? el rango elastico Wael A
Gl (klb/in?)
cL 12 5(25& 1";'") . |
= Spo =D AC - S. 0,c=0.3751n - |
AC T EncApc 10000 (1) AC 20— Gn, |
‘ |
+ ‘ ‘
|
Barra BC: 10 [ i
‘ |
|
Goe = Fac _ 12.5 :25% > op, =20 klt; [ Se e.n'cu.entr'a e-n j } 3 .
Agc 5 in in la region inelastica 0 0.002 o008 infin)
Entonces para calcular dsc, debemos obtener € para un esfuerzo de 25 ksi, b
siendo igual a € = 0.008 ‘
i _ el
2 Calculamos el desplazamiento vertical en el nudo C: (1kib)(8%) = XF)(3) g625 \.-0.625
= (1k|b)(5;) = (- 0.625kIb)(0.375in) + (- 0.625kIb)(- 2.4in) =1.27 in
F;A,C Bac Féc Sec /A B
S PN

88 =24in (V) :
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5. DEFLEXIONES DE VIGAS Y MARCOS POR EL METODO

DEL TRABAJO VIRTUAL P
Para desarrollar la expresion del trabajo /1 1 I [ 1 l T
virtual para determinar las deflexiones en Akﬂ% ,,,,,, BY TV1 { —D
las vigas y marcos, vamos a considerar \ A ///‘
una viga sujeta a una carga arbitraria, tal T |- -=7  HI=l=
como se muestra en el sistema real. ~— x — ]
[ |
a. Determinaciéon de la deflexiéon vertical Sistema real
A, en el nudo B. 1
Para ello vamos a seleccionar un
sistema virtual que consista de una i ***** A IEE— A
carga unitaria que actie en el puntoy 1" [ dx s
en la direccion de la deflexion h X L ;
deseada. Sistema virtual para determinar A

Ahora, si sujetamos la viga con la carga virtual unitaria que actua en
ella a las deformaciones debidas a las cargas reales, el trabajo virtual W, =1(A)
realizado por la carga virtual unitaria nos lleva a la deflexiéon A que es:

Para obtener el trabajo virtual interno, enfocaremos nuestra atencién en un
elemento diferencial dx de la viga, localizado a una distancia x a lado derecho del

apoyo A.
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P
Dado que la viga con la carga virtual esta w T T
sujeta a la deformacién con la carga real, el = 1’T l l T\
momento interno flexionante virtual My, que A % 1% B ; N D
, . . A ——— ¥ ——— — - g —
actaa en el elemento dx realiza un trabajo ANN | 7\
. . . ST A -7 __T0
interno virtual que nos lleva a la rotacion S~ |
real d 4, como se muestra a continuacion: I
| L 1
i .. ) A d0=Mg4 Sistema real
Asi, el trabajo interno virtual =P X
realizado en el elemento dx, / 1
. M( [ 1 M
esta dado por: 11
dx A—— I 7 e —— s 1D
dW,, = M, (d0) - VAN B A
dx ESE
— dW, =M, [ M x = W —vade - L |
Vi TVE vi— 5 El Sistema virtual para determinar A

—
dé

Sabemos que: w,=W, |> 1(A) = 'I MM dx Expresion para el método del trabajo virtual
o El para deflexiones en vigas y marcos

Si se tiene en cuenta los efectos de la flexion, de la fuerza cortante, de la fuerza
normal y de la torsidn, la deflexién vertical seria:

L L L L
1(A)=jMVde+IkVVde+jF"Fdx+J'T"T dx
) EI VA T EAT T Gy
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Donde: L L L L
1(8)=| M,M dx + [k V.V dx+fF"Fdx+IT"T dx
k: Factor de forma de la seccion transversal o El o GA o EA o GJ
10
k=1.2 Secciones rectangulares k= 9 Secciones circulares k=1 Vigas |

b. Determinacion de la pendiente 0, en el nudo C.

Para ello vamos a seleccionar un sistema P
virtual que consista en un par unitario w o — T [
actuante en el punto, tal como se muestra a ~ /{1 T l l [ T\—
continuacion. sl c 1

Cuando la viga con el par unitario virtual
esta sujeta a la deformacidén causada por las
cargas reales, el trabajo externo virtual
realizado por el par unitario virtual se Sistema real
somete a una rotacion real 9, es: w,, =1(6)

La expresion para el trabajo interno virtual 1=~

. LM M /N
permanece igual a W, =£ £ dx , excepto que
Mv ahora indica el momento de flexion debido

al par unitario virtual. Sistema virtual para determinar 6

Estableciendo que: w, =W, |> ? MM dx Expresion para el método del trabajo
0

El virtual para la pendiente en vigas y
marcos
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5.1 Integrales de Mohr: sila estructura consiste en segmentos con El constante.

K /20 k
[ i et ] v SRV

S S S S S e

) ) 1 1 . 2 1 . .
i i sik —sik —si(k, +k —sik —sik —sik
> Si > (ky+ky) 3 S

. 1 1 1 1 . 1 .
i —sik —sik —si(k,; + 2k —sik —sik —(s+L,)ik
> Si 3 S 6SI( 1+ 2k,) 3 (s+Ly)

s
]
immsﬂm %sik %sik %si(2k1+k2) %sik %sik %(s+L2)ik
il

R 1 . oon 1 (2krik, Y1 A Ay 1] (8Ll
; i Es(l1+|2)k ES(I1+2I2)k Es(+i2k1+2i2kzj §S(I1+I2)k 12s(|1+3|2)k 6| +(s+ L), k
i 2
2 sik 1 sik 1si(k1 +k,) 3 sik 1 sik 1(s +ﬁjik
s 3 3 3 15 5 3 s
i s+L,)k
m 1Sik 1(S+L1)ik 1( * 2) T 1(s+£)ik i[s+L1+L—21Jik 1sik
L L 2 6 6| +(s+Ly)k, | 3 s 12 s 3
1 . 1 . 1 _. 1 L3 ).
—si(k, +3k,) ESIk ESIk E[S+L1 +;1]|k

1 1 . . 1 ).
ESI(3k1+k2) ESlk —sik E[S+L2+?]Ik




UDHCONECTA.COM

UDH)»

5.2 Meétodo de Vereschaguin:

Para el caso de vigas y marcos, la integral de Mohr se puede calcular en forma
aproximada por el método de Verescheguin.

Para multiplicar dos diagramas Mi y Mk, siendo Mi un diagrama no lineal o lineal y
Mk lineal, se utilizara la siguiente férmula:

; C.G.(M; ; C.G.
Areay, :areadel diagramaMi. | A = dex = Aredy, - Yu, ) = Areay, -Yu, "
M, i. = = =
o El El El

Donde:

Areay, :area del diagrama Mk.

Yﬁ;G'(Mi) : ordenada en el diagrama Mk, debajo del centro de gravedad del diagrama Mi..
Yncn;G'(M") : ordenada en el diagrama Mi, debajo del centro de gravedad del diagrama Mk.

Cuando se tiene varios tramos, se aplicara la sumatoria de cada uno de ellos.
Para aplicar el método de Vereschaguin se debera tener en cuenta que:

a. Los diagramas de momento flector deben ser divididos en tramos, de tal
manera que por lo menos un diagrama sea lineal y la rigidez constante.

b. La multiplicaciéon de los diagramas sera negativo, si ambos diagramas tienen
signos opuestos o se encuentren en diferentes lados, respecto al eje de
calculo.
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5.3 Meétodo de Simpson - Kornoujov:

Para el caso de vigas y marcos, la integral de Mohr se puede calcular en forma
aproximada por el método de Simpson . Kornoujov.

Se aplica para multiplicar dos diagramas Mi y My,
siendo ambos curvos o uno curvo y el otro lineal
variable, tal como se muestra.

De esta manera, la ecuacion para determinar la
deflexion o pendiente en un punto determinado, se
calculara por medio de la férmula:

LMM L
A=|—"Fdx=—(ik,+4i_k_+ik

Donde:
i, y k; :ordenadas en el lado izquierdo de los diagramas Mi y Mk. K,

i, ¥ k,,: ordenadas en el centro de los diagramas Mi y M«.

i, Y k, :ordenadas en el lado derecho de los diagramas Mi y Mk. I I ———

En la multiplicaciéon de diagramas, se consideran los signos en las ordenadas de ambos
diagramas, siendo positivo si estan al mismo lado y negativo si estan en sentidos
opuestos, respecto al eje de la barra.

En caso se tengan varios tramos, se aplicara la sumatoria de dichos tramos, teniendo en
cuenta que método sera mas sencillo y rapido de aplicacion.
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Ejemplo: Determine la deflexion en el punto C.

Considerar El constante.

E =29000ksi

Solucion.

2 Realizamos el DCL de la viga,
calculamos las reacciones en Ay B:

| 15 ft |

B
A Cc
= o
30 ft mgﬁ10ft —
Ay B,
GMB —0 = —12(10)+60(15) = (30)A,
;. A =26k .. B, =46k

< Analizamos la viga real por tramos:

| 30 ft ~— 10 ft —
2 kift <M, 12 k
) 5 -
A / { C
AN I g
ENE = R
X | =~ x—-

_ 6500k -ft*

2 k/ft 12k
B
A c
4 A
1=2000in" FIE0E B
| 30 ft ~— 10 ft —
< Analizamos | 30 ft = 10ft —
la viga con M "
. vi v2
carga virtual ™~ B
por tramos: A — N
s Sl o0
1 X | EJ:;&LUS = x =
31 3

& Calculamos los momentos en cada tramo, en la
viga real y en la viga con la carga virtual:

Tramo AB: 0 < x < 30ft

M, = 26x — X2 My, = -3
Tramo CB: 0 < x <10ft
M, =-12x M, =-Xx

u Calculamos la deflexion en C:
1 30 X 10
1(8c)= ol | (26x—x2)(_§)dx + [ (“12x)(-x)dx ]
0 0

6500(123) =—0.194in

__ . Ac =0.194 in (T)
El 29000(2000)
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Ejemplo: Determine la deflexion en el punto C.

Considerar El constante.
» E = 29000ksi
Solucion.

< Realizamos el DCL de la viga
calculamos las reacciones en Ay B:

} 15 ft }
B
A C
e i e
30 ft Eﬂ%“mgmft —
Ay B,
GMB —0 = —12(10)+60(15) = (30)A,
. A, =26k .. B, =46k

< Realizamos el DMF de la viga con cargas

reales:

x=l: 26:13m

26 k w2
12 k 12 k
Al C

2 k/ft 12k
A B c
VAN A
1=2000in = B
: 30 ft ~— 10ft —=

B M, _13p = 26(13) - (2x13)[%) =169
o M,_3q = 169k - ft

G Mg =—12(10) = — 120

. Mg = — 120k -t
X
#) M, = 26(x) - (20 5 )0
.. x1=0 -. X2=26ft
120 k.ft
} 26 ft |
A .
B
00
A g0 —

169 k.ft
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| 120 k.ft
2 Analizamos la viga con carga virtual
unitaria y realizamos el DMF: 56 k.ft
. o 26t ————]
| 30 ft - 10ft - ATt c
B B
Al c FTENE ETE
EIIE = ﬁ@g (+ SRSELLE
b
y \\\ ///
CM -0 = -1(10)+a,(30)=0 | 169 kft
& Calculamos la deflexion en C:

1 . 4
'ay=§ .o by=§

Integrales de Mohr

. . i 2°
Graficamos el DMF: mm /mmmmmk [MM,ds - %sik
S S

+ Mg =-1(10) o Mg =-10
1 26 114244
: - —|-—(26)(1 _—
+) Mg =—%(30) o Mg =-10 = O EI{ (26)( 69)(3)} 9EI
10 Simpson — Kornoujov
L
ks A=jmdx L —(ikq + 4k, +isK,)
: EI 6EI
-

3

[(o)(zsj 4(56)(238) . (120)(10)} -
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120 k.ft
Método de Vereschaguin
L MM Areay, -y ™ 1.1 (2)
A=[—"Fdx= ' K = 8, =—|—=(10)(10) | = |(120
T El = ml(10)010) 5 )(120)]
1 v
Areay, =§bh §=§h

Finalmente, tenemos:
114244 N 19744 N 4000 6500

9EI 9EI El El
6500(12°)
Ap = — = —0.194in J.Ac=0.194in (T
= 2¢= 7 29000(2000) ¢ (")
\150 kN
. . < B D
Ejemplo: Determine la deflexion en el punto D. H_F E
Considerar E = 200 GPa. el c %
Solucioén. ~—3m == 3m == 3m == 3m
. . I = 300x106 mrp4 | = 600x106 mm4 | = 300x1086 mn‘14
2 Realizamos el DCL de la viga calculamos | - = |
las reacciones en Ay E: < Realizamos el DMF de la viga con cargas
150 kN reales:
D

450 kN.m
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2 Analizamos la viga con carga virtual
unitaria y realizamos el DMF:

1 kN
D
E
3m ——
3
4
3m —
E

& Calculamos la deflexion en D:
A{e3ma§e3ma}«3m»}e3m%{E

225 kN.m™_ 225 kN.m

N .~
337.5 kN.m™~_| _~337.5 kN.m
450 kN.m

v

150 kN
B D

A Ay

== i

=— 3m | 3m | 3m | 3m —
| f 300x106 mrr‘14 | =600x106 mm4 | ‘: 300x106 mrp4
[ [ [ |
| 21 |

A, = %[%(3)(%J [%)(225)] " % %(3)(%)(

-2 R
y=§h AreaMi =Ebh

(e (o (S

V"

Areay, =%bh

*s (:EI) [ (%j(45o) + 4(%)(337.5) + (%)(450)]

675 2025 2362.5 37125 2193.75
Ap = + + + =

4EI 4El 4EI 4EI| El
2193.75
= AD = W =0.0366 m

. Ap =36.6 mm (i)
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6. CONSERVACION DE LA ENERGIA Y ENERGIA DE
DEFORMACION

La energia de una estructura se puede definir como su capacidad de realizar
trabajo. El término energia de deformacion se atribuye a la energia que una
estructura tiene debido a su deformacion.

La relacién entre el trabajo y la energia de deformacién de una estructura se basa
en el principio de conservacion de la energia, el cual se puede establecer como
sigue:

El trabajo realizado en una estructura elastica en equilibrio por un sistema de
fuerzas externas aplicado es igual al trabajo realizado por las fuerzas
internas, o energia de deformacién almacenada en una estructura.

Este principio se expresa matematicamente
como: W,=W, | g | W =U

Donde:
W, y W. :representan el trabajo realizado por las fuerzas externas e internas,
respectivamente.

U : representan la energia de deformacion de la estructura.

La expresién explicita para la energia de deformacién de una estructura
depende del tipo de fuerzas internas que pueden desarrollar los elementos
g lina estructura.
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6.1

Energia de deformacion de las armaduras

Consideremos una armadura que esta sujeta a la carga P, la cual incrementa
gradualmente de cero hasta su valor final, causando deformacién en la estructura
como se ve en la figura.

Elemento j

Puesto que consideramos estructuras
linealmente elasticas, la deflexion de la armadura
A en el punto de la aplicacion de P incrementa
linealmente con la carga; por lo tanto, como
hemos visto en los temas anteriores, el trabajo
externo realizado por P durante la deformacion
se puede expresar como:

W, = 1pa
2
Por lo tanto, el trabajo interno o energia de deformacién U -1gs = F°L
almacenada en el elemento j, Uj, esta dada por: 12 2EA

La energia de deformacion de la armadura completa es igual a la suma de las
energias de deformacién de todos sus elementos y puede escribirse como:

< FL
- “~2EA
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6.2 Energia de deformacioén en vigas

Consideremos una viga cualquiera, como se muestra en la figura, asi como la
carga P que actua en la viga incrementando gradualmente de cero a su valor
final.

P i
L) d@“ M dX
B [\
AFE————— B ——— e ——— 1C o
S, s w(| | om
| X }dx} F%

El momento flexionante M actuante en un elemento diferencial dx de la viga
también incrementa gradualmente de cero a su valor final, mientras la seccion
transversal del elemento dx rota en un angulo d @ con respecto al otro.

El trabajo interno o energia de deformacién almacenada en el elemento dx esta
dado por: 1

1. (M M2
dU=_"m(de) = m( Mg _ M
o M(d0) Z(Elx] = dU=__ dx

dé

La expresion para la energia de deformacidén de toda la viga ahora se puede
conseguir mediante la integracién a lo largo de la longitud L de la viga:

U= J.de
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6.3 Energia de deformacion en marcos

Las partes de marcos pueden estar sujetas a fuerzas axiales ademas de momentos
flexionantes, asi que el total de la energia de deformacién (U) de los marcos se
expresa como la suma de la energia de deformaciéon causada por las fuerzas axiales
Ua) y la energia de flexion (Ub); es decir:

Si un marco se divide en segmentos para que la cantidad F/AE sea )
constante en toda la longitud L de cada segmento, entonces, la j_ FL
energia de deformacién almacenada en cada segmento debida a la 2EA
carga axial F es igual a:

. g : F2L
Por lo tanto, la energia de deformacién causada por la carga axial U, = Z
para el marco completo se puede expresar como: 2EA

De manera similar, si el marco esta dividido en segmentos para que la cantidad M/EI
sea continua en toda la longitud de cada elemento, entonces la energia de
deformacién almacenada en cada parte debida a la flexién se puede obtener al integrar
la cantidad M/EI en toda la longitud del segmento.

La energia de deformacién provocada por la flexiéon en el marco
completo es igual a la suma de energias de deformacion de flexién —dx
de todos los segmentos del marco y se puede escribir como: 2E|

Finalmente, obtenemos la siguiente expresion para
la energia de deformacion de marcos debida tanto a U= I—dx
las fuerzas axiales como a la flexién: 2EA 2E|
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7.

TEOREMA DE CASTIGLIANO

En 1876, Alberto Castigliano enuncié un teorema que permite encontrar cualquier
componente de deflexidon de una estructura a partir de la energia de deformacién de
la misma. Al aplicarlo a las reacciones redundantes de una estructura
indeterminada, se obtiene un corolario que se conoce como Segundo Teorema de
Castigliano.

Primer Teorema:

La componente de deflexion del punto de aplicacion de una acciéon sobre

una estructura, en la direccion de dicha acciéon, se puede obtener A =5U
evaluando la primera derivada parcial de la energia interna de deformacién P P

de la estructura con respecto a la accién aplicada.

Si el signo de la respuesta da negativo, quiere decir que la deflexién es opuesta al
sentido de la acciéon con respecto a la cual se tomé la derivada. Si se quiere
averiguar la deflexién en un punto donde no hay aplicada ninguna accién, o en una
direccion distinta de la acciéon aplicada, sencillamente se aplica una accién
imaginaria en el sitio y direccion deseados hasta encontrar la derivada parcial de la
energia de deformacion; luego la accién imaginaria se iguala a cero.

Deflexién lineal en una armadura: Deflexién lineal por flexién en vigas y poérticos:

2
p - 2w PL_opf0F) L np = O [MPax _ (oM dx
oP 2EA EA oP° 2EI oP | E
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Deflexiéon cuando sélo se considera Deflexiéon cuando sélo se considera
el efecto de corte: el efecto de torsidn:
o . ¢ Vidx oV ) dx o T?dx oT ) dx
Ap = kj =kIV—— Ap =— =J'T__
oP ° 2GA oP |GA oP° 2GJ oP |GJ
Segundo Teorema: 70
La derivada parcial de la energia interna de deformacién de una 6—x=0
estructura cargada, con respecto a un componente de reaccion, es 1
igual a cero. ou _ 0
En cualquier estructura indeterminada sometida a carga, los valores O X,
de las redundantes deben ser tales que hagan minima la energia total
interna de deformacion elastica que resulta de la aplicacion del .
sistema de cargas dado. ou ~0
Si x4, Xz, ... , Xn son las incognitas redundantes, la condicién de J X,
minimo, hace que:
JJLL.LAJJ &
Ejemplo: Determinar la energia potencial de deformacién para la
estructura mostrada en la figura, si es de seccién
constante. Considerar inicamente el efecto de momento >m
flector.
Ceqe——5—51B

2KkN/m

3m
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Solucion. AT

% Realizamos el D.M.F. :

4 para la estructura @ o

) 5n

% Calculamos la energia potencial L M2 (.m)

. .| U=|—dx
de deformacién para la estructura: s 2EI
C » 'y -~ IB
L MM 1.3
U= [-Z"dx =—{>[0 + 4(2.25)(2.5) + (9)(9)]+ 5(9)(9)}  2N/m 2,29
o 2EI 2El"6 - 9
© Uw 227.81 kJ
El
20 k' \40 k
Ejemplo: Determinar la deflexiéon en los puntos By C A D
de la viga. Considerar: E =29000ksi 1=1750in* A B Cc @
% Determinamos la rigidez de la viga: P 40k
EI=(29000><103)><1750=50750x106Ib-in2 A ' ‘ D
\ |
"+ El=352.43x10°klb - ft? S 8 ¢ e
20' T 10’ T 10" —

a. Calculamos la deflexiéon en B: 0.5F + 10 0.5P + 30
Colocamos una carga P en el punto B, Ahora realizamos el método de los cortes o
luego calculamos las reacciones en secciones para calcular las ecuaciones de

siQn de P: momentos con sus respectivas derivadas

parciales.
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P 40 k
Tramo AB: 0<x<20°' ® ‘ n ‘ A
| |
M, = (0.5P +10)(x) %:o.sx A ' D
s ( B (3) C %
ME=20 —[0.5(20)+10](x) = 20x o , @
0.5P +10 20 T M 0sp + 30

Tramo BC: 20'< x < 30' TramoDC: 0<x <10’

M, = (0.5P +10)(x) - P(x - 20) M, = (0.5P + 30)(x)

oM, oM,

= —(x- =20-0.5 =0.
P 0.5x — (x - 20) X P 0.5x

M5=2 =[0.5(20)+10](x)—(20)(x —20) =400 M5=%° =[0.5(20)+ 30 (x) = 40x
Calculamos la deflexién en B:

5 M oM dx 1 [20 30 10 ]

8 =] =p BB {(20x)(0.5x)dx + 2jo(4oo)(20—o.5x)<:|x + {(40x)(0.5x)dx

5, = 190000 190000 _, 4797 ¢t - 2.161in

3EI 3(352.43x10%) 20 k P
b. Calculamos la deflexién en C: A ‘ ‘ D

Colocamos una carga P en el punto C, luego ‘ B C ‘
calculamos las reacciones en funcién de P: SIE = S

0.25P + 10 ~—— 20" ———f=— 10" == 10" —

0.75P + 10
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Tramo AB: 0<x<20°' 20 k P
M, = (0.25P +10)(x) A | ‘ | ‘ (-
oM, _ 0.25x | B L C ‘
oP IS (1) ©) Qe
P=40 _ = - 20' ——=—=10' == 10" =
M [0.25(40)+10](x) = 20x 0.25P + 10 0.75P + 10
Tramo BC: 20'<x <30’ Tramo DC: 0<x <10"
M, =(0.25P +10)(x)-20(x —20) M, =(0.75P +10)(x)
oM, _ 0.25x OM; _ ¢.75x
oP oP
ME=% =[0.25(40)+10](x)— 20(x — 20) = 400 M;~* =[0.75(40) +10 ](x) = 40x

Calculamos la deflexion en B:

8 =] M(g—m%= %[10(20x)(0.25x)dx + :j:(4oo)(o.25x)dx + 1]:(40x)(0.75x)dx ]

_ 145000 145000

= 0.1371ft =1.65 in
3El 3(352.43x1o3)

Og
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T0kN.m

Ejemplo: Determinar la energia potencial de ;A% (/? é

deformacion para el pértico mostrado en la

figura, si es de rigidez constante. 4m
Solucioén. o
< Realizamos el DCL de la estructura y calculamos las reacciones: -

2.F,=0 = H,=9kN @M;’\:o: V:(8)-10-H,(6)+9(4)=0 D@
) 5m R 3m

.". Vg = 3.5kN

2F,=0 = V,-V.=0 .. v, =35kN , . .
‘4 Calculamos la energia potencial de deformacion

para la estructura:

" 10kN.m C
= I U=+ { 1(5)(17.5)(%17.5) + 1(3)(10.5)(3><1o.5j
2El" 2 3 2 3
l T 4m 1 2
3,5kN 3,5kN +4(18)(18) + 5(2)(18)(?‘13)}
9kN I 175
- o°m U= 1066.33 kJ
D‘)—%"— L EI 10'5‘__...-—-"" i
: 5m . 3m .
- " ) 1 18
© Realizamos el D.M.F. para la estructura: @
(kN.m)
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Ejemplo:

Solucion.

2 Realizamos el DCL de la estructura y calculamos las
reacciones:

Determinar la energia potencial de deformacién
para el pértico mostrado en la figura con apoyo
elastico en D. Expresar su respuesta en funcién de
la rigidez del pértico El y la rigidez del resorte K.

EZM; =0 = -V, (6)-12(3)+8(6)=0

. V, =2kN ¥ Realizamos el D.M.F. para la

estructura:
2F=0 = v,-V,=12
" V,=14kN
‘4 Calculamos la energia
F =0 H, = 8kN =
2Fs — Ha potencial de deformacion
- - + 5 para la estructura:
R2
12kN am U= ZIde"‘z

ad

3m

+ %(3)(36)(§x36) }+ (- i)z

48

4m

2m

2l

U=

\36

/36

(kN.m)

7416

El

3 | uay %(6)(48)(%x48)+g[48(48)+4(6)(6)+36(36):|+4(36)(36)

2EI

2
+_
k
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Ejemplo: Resolver

la siguiente viga vy
graficar sus diagramas de fuerza
cortante, momento flector,
considerando El constante para
toda la viga.

Solucion.

< Determinamos el grado

< Isostatizamos
liberamos el apoyo B y calculamos sus

‘2 Realizamos el método de los cortes y

de indeterminacion:

la estructura, para

reacciones:

, 60k,

|

”i' 1.2 k/ft
]
B |
I

Al

RIIE
~— 10" —~—10'

VB
1 40'

calculamos las ecuaciones de momentos:

Corte1-1: 0<x<10"'

ya\
/\

/ \
/\
/ \

GI=R-3=4-3-1

ello

c

60 k

1.2 k/ft

P

~— 10" —

B
10" — 40'

Corte2-2: 10'<x<20'

2V,

M2=(66—T)(x)—60(x—10) oV, =-3%

Corte3-3: 0<x<40'

|

2 Aplicamos la condicion:

110
V,

Vg 2 oM;  x
42—?)(x)—0.6x oV, 3
=0

B

( 2

| 66—§VB)(X)(—§xjdx +

42- % Ely

(66—%VBJ(X)—GO(X—W)}(—%xjdx +

. Vg =71.625k (1)
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% Calculamos las reacciones y L 1.2 k/ft

graficamos los DFC y DMF: B
A; !E Cc
- 10" —— 10' 40'
_Y _29875 ., 006ft 1825k 71.625 k 18.25 k
w 1.2
29.875 k
18.25 k

V=0
/ M es max
(+)
DFC ¢
\
\
\

18.25 k

|

\

|

|

|

|

41.75 k }
235 k.ft |
|

|

|

|

|

|

|

\

\

|

136.884 K ft

182.5 k.ft
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Ejemplo: Resolver la armadura mostrada en la figura,
considerando que la rigidez EA es constante
en toda la estructura.

Solucion.

<& Determinamos el grado de indeterminacién:
GI=B—2N=9—2(4) =1

Donde: B: Numero de barras incluido los apoyos. Eéﬂ -
N: Numero de nudos.

“ Reemplazamos la fuerza interna AC
por P y determinamos las otras fuerzas
internas en funcion de P, asi como las

reacciones en los apoyos:

0,6P

30k—
(40-0,8P)}
30—5

0,8P

30k >
B C
20pie
é S = B,
A D
" 15pie
BARRA L EA Fe) ) F@ L
P dP EA
AB 20 EA 40 -0,8P -038 —-640+12.8P
EA
AC 25 EA P l 25P
EA
AD 15 EA 30-0,6P -0.,6 —270+54P
EA
BC 15 EA —0,6P -0.6 5.4P
EA
BD 25 EA —(50-P) I —1250 +25P
EA
cD 20 EA —-0.8P -0.8 12.8P
EA
y - -2160 + 86.4P

EA
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30k——a 15 2
ﬂ Aplicamos la condicion: Z—g =0 & )
— 2160 + 86.4P _0 20 20
EA
P=25k 30+—2 s X D

¥ Finalmente, las reacciones y fuerzas internas finales son:

hD Cable
Ejemplo: Una viga esta soportada por un apoyo T ”j Ac = 0.8 in?
empotrado en A y un cable BD. Determine la ’ Viga
tensién en el cable. Considerar E constante. 6 A = 12in?
m lv = 400 in*
Solucioén. i c
. . . . . TlA B
‘s Determinamos el grado de indeterminacion: i g -4 —
115k

GI=R-3=4-3=1
‘A Realizamos el método de los cortes y calculamos

4 Isostatizamos  la  estructura, las ecuaciones de momentos:
con5|der?ndo la tension T en el Corte1-1: 0<x<4' Corte2-2:4'<x<12"
cable BD: . 0.6T
| M, = - 15(x) %“_"F =0 M, =—15(x)+0.6T(x—4)
! 0.8T&‘
! c oF, oM~ 0.6(x-4)
A —=+=0 oT
oT OF
=— —2=-0.8
F,=—0.8T -
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Cable BD: T Py . .
4 Aplicamos la condicién:
M, =0 oM, _ 0 D
AT ou 0 dx
oT —=YF 0
. B oT z[a] +Z[M [ ]EI
F,=T _61? =1 .
— (0) + L (-0.8T)( ]
EA EA, El,
- ~ J \ 7
Corte1 1: F1 Corte 2-2: F, Cable: F3 Corte 1-1: M4
12
e[ -0
EIv 4
\ v v
Corte 2-2: M, Cable: M,
(-0.8T)(-0. 8)(8) 10T 1 1z _
+ —-15x+0.6T(x-4)(/0.6(x—-4)|dx =0
= 12x1272 T 0.8x127 " 200x12° £ (x-4)J[0-6(x~4)]
4t 20 K S.T=27.612k
Ejemplo: Resolver el siguiente portico & c

y graficar los diagramas de
fuerza axial, fuerza cortante y
momento flector, si El es
constante para todo el
portico.

A
s \
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Solucion.

<4

Determinamos el grado de indeterminacién:
GI=3C—A=3(1)—2 =1

Donde: C: Numero de contornos cerrados.

N: Numero de articulaciones o rotulas incluidos

los apoyos. _
A=1 _ iA _

s

gty et

A

Isostatizamos la estructura, para ello liberamos la
componente horizontal en A y calculamos sus
reacciones:

Realizamos el método de los cortes y calculamos las
ecuaciones de momentos:

Corte1-1: 0<x<20' Corte2-2: 0<x <30

M, = —H, (x) M, =(66.67+|1—A)(x)—20HA—2x2
oM, 6M2=§_20
OH, oH, 3
Corte3-3: 0<x<10'
oM,

M, = — (H, —20)(x) o

4 kift

A
30’

4 kI/ft

20 k
B
@ C
@€ |
<_/\D 1
HA'20 / \
______ O SE =
H 10
A
H, 53.33 -
. ”
30 ‘
5667+ T |
A A ... . U
‘2 Aplicamos la condicidn: H =0
A
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%10(—HAX)(—x)dx + éﬂ(es.m + H?Aj(x) ~20H, —ZXZ}(g—ZOde + %f[—(HA ~20)(x)(-x)]dx =0

% Calculamos las reacciones y graficamos los DFA, DFC y DMF:
72.722 k [\

18.167 k

—

20 k

111111111141k'1“11111c

47.278 k
A

30

72.722 k

ey ]

18.167 k

47.278 k

(N)

72.722 k

10

\ | 1833k
HJE

way

10
L ox=

Y _T72722 _ 0 18054t
A"/
363.34 k.ft
363.34 k.ft B

. H, =18.167 k (—)

V=0
/Mes max
B 1.833kc

47.278 k

1.833 k/\P

(V)

A

18.167 k

= X -

18.33 k.ft ¢

18.33 k.ft

llh» !1

‘ /\P

297.72 k.ft =S

(M)



