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Resistencia de Materiales
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3QUIE HAGCE UN INCENIERO?

Todo estudiante de Ingenieria se pregunta cuando inicia sus estudios universitarios; ¢a

qué se dedica un ingeniero?, pregunta interesante, ya que de la respuesta; el joven sabra
lo que hara el resto de su vida.

Los libros de ingenieria dicen que todo ingeniero disefia, construye maquinas y
edificios; y por este punto iniciaremos nuestra exposicion, para entender el campo de la
Mecanica y Resistencia de Materiales.

La primera pregunta que surge es ¢que es disefiar?

Disefiar es dimensionar, dar forma y determinar el tipo de material, y los tipos de
apoyos de lo que queremos construir posteriormente.

La otra pregunta inmediata que surge es ¢{Qué es una maquina? y ¢Qué es un edificio?,
al respecto diremos, que toda méaquina o edificio es una combinacion de elementos
unidos entre si, para:

|.- SOPORTAR CARGAS

2.-TENER CAPACIDAD DE DEFORMARSE Y RECUPERAR SU FORMA.
3.-MANTENER SU POSICION ORIGINAL.

Es decir toda maquina y edificio debe tener RESISTENCIA, es decir capacidad de
soportar cargas, ademas debe tener RIGIDEZ, capacidad de deformarse y recuperar su
forma, y finalmente ESTABILIDAD, es decir capacidad de mantener su posicion
original.

Finalmente podemos concluir que toda maquina y edificio deben cumplir tres principios
fundamentales de la Mecanica de Materiales, que son: RESISTENCIA, RIGIDEZ Y
ESTABILIDAD.

Todo el disefio de maquinas y edificios se basa en la Mecénica y Resistencia de
Materiales.

Otra pregunta que se hara el estudiante es ¢cuél es la diferencia entre la Mecéanica y
Resistencia de Materiales?

Al respecto diremos que la Mecanica, analiza las fuerzas exteriores que acttan sobre
una estructura; y la considera a ésta como un cuerpo rigido; capaz de soportar todas

estas cargas, sin deformarse.
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En cambio a la Resistencia de Materiales le interesa saber si la estructura tendra la
capacidad para soportar dichas cargas; teniendo que analizarse en este caso las fuerzas
internas del cuerpo y su relacion con las fuerzas exteriores que acttan en él.

La Resistencia de Materiales estudia y establece las relaciones entre las cargas
exteriores aplicadas y sus efectos en el interior de los s6lidos. No supone que los solidos
son rigidos, como en la Mecanica; sino que las deformaciones por pequefias que sean
tienen gran interés en nuestro analisis.

Otra pregunta que surge de la exposicion es si una maquina o estructura soportan
cargas, ¢qué es una carga y de que tipo son?

A lo largo de la exposicion iremos analizando los diferentes tipos de cargas que existen
y sus efectos que ocasionan en las maquinas y edificios, pero a manera de
introduccion diremos que las cargas son fuerzas que actlan en un cuerpo y que
cuando se les multiplica por su brazo de palanca se generan momentos.

Toda méaquina o edificio estard sometida a fuerzas y momentos, y de acuerdo a como
actuen en los elementos de las maquinas o estructuras generaran los siguientes efectos:
AXIALES, CORTANTES, FLEXIONANTES y DE TORSION.

Los efectos axiales y de corte son generados por fuerzas, los flexionantes y de torsion
son generados por pares.

A continuacion pasaremos a analizar los cuatro efectos que todo edifico o maquina
tendran, al ser sometidos a cargas o pares, segun sea el caso.

EFECTOS AXIALES

Los efectos axiales aparecen cuando las fuerzas acttan en el centro de gravedad de la
seccidn recta del elemento estructural y se desplazan a lo largo de su eje de simetria.

Los efectos axiales pueden ser de traccién o de compresion. Los primeros generan
alargamiento y los segundos acortamiento en los elementos.

EFECTOS DE CORTE

Los efectos de corte aparecen cuando las fuerzas actdan en la direccion de la seccién
recta del elemento. Son los componentes de la resistencia total al deslizamiento de la
porcion del elemento a un lado de la seccion de exploracidn respecto de la otra porcion.
EFECTOS DE FLEXION

Los efectos flexionantes aparecen cuando se aplican pares en el plano donde se
encuentra el eje de simetria del elemento estructural. Dichos pares tratardn de curvar o

flexar el elemento en el plano donde estan actuando los pares.
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Este efecto genera tensiones normales de traccion y de compresion en las fibras que se
encuentran a un lado y otro del eje neutro del elemento, asimismo también se generan

tensiones de corte debido a la flexion.

EFECTOS DE TORSION

Este efecto surge cuando acttan, dos pares iguales en magnitud, en la misma direccion
pero en sentido contrario, perpendicularmente al eje del elemento estructural en analisis.
Mas adelante veremos que estos efectos se pueden combinar entre si generando efectos

combinados.
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ANALISIS DE FUERZAS INTERNAS

En mecénica se determina la resultante de fuerzas para averiguar si el solido se
encuentra 0 no en equilibrio. Si la resultante es nula, existe equilibrio estatico, que en
general existe en una estructura. Si la resultante no es nula, y si introducimos en el
sistema exterior de fuerzas, las fuerzas de inercia correspondiente, obtenemos el

equilibrio dindmico.
n _ n n _ N
> F+> F =0; Donde) F =-m.a
i=1 i=1 i=1

Por el momento consideramos el equilibrio estatico.

La resistencia de materiales estudia la distribucién interna de esfuerzos que produce un
sistema de fuerzas exteriores aplicadas.

Para nuestro andlisis haremos un corte ideal en el solido mostrando en la figura en la
que tendremos una seccién de exploracion, buscando que fuerzas deben actuar en esta
seccion para mantener el equilibrio del sélido aislado de cada una de las dos partes en
que ha quedado dividida el total.

En general, el sistema de fuerzas internas equivale a una fuerza y un par resultante que,
por conveniencia, se decomponen segun la normal y tangente a las seccion como se

muestra en la figura.

Pij
i La cara
j: El eje donde actia

Pxx : Fuerza Axial
Pxvy, Pxz : Fuerza Cortante
Mxy, Mxz : Momento Flector.
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Considerando un sélido cualesquiera sobre el que actdan una serie de fuerzas, como se

muestra en la figura.

El origen del sistema de ejes coordenados se considera siempre en el centro de
gravedad, que es el punto de referencia de la seccion.

Si el eje X es normal a la seccion, estd se denomina superficie o cara X. La orientacién
de los ejes Z e Y en el plano de las seccion se suele elegir de manera que coincidan con

los ejes principales de inercia de la misma.

La notacién empleada en la figura identificada tanto la seccion de exploracion como la
direccién de las componentes de la fuerza y del momento. El primer subindice indica la
cara sobre la que actuan las componentes, y el segundo la direccion de cada una de
ellas. Por lo tanto, Pyy es a fuerza que actla sobre la cara X en la direccion Y.

Cada componente representa un efecto distinto de las fuerzas aplicadas sobre el sélido,

en esta seccion, y recibe un nombre especial, que se nombra a continuacion.

Pxx  Fuerza Axial Esta componente mide una accion de tirar sobre la
seccion. Tirar representa una fuerza de extension o
traccion que tiende a alargar el solido, mientras que
empujar representa una fuerza de compresion que tiende
a acortarlo.
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Pxy: Px.  Fuerza Cortante

Son componentes de la resistencia total al deslizamiento
de la porcion de solido a un lado de la seccion de
exploracién respecto de la otra porcién. La fuerza
cortante total se suele representar por V y sus

componentes, Vy y V; identifican sus direcciones.

Myx  Momento Torsor o par

Esta componente mide la resistencia a la torsion del

solido considerando, y se suele representar por Mt

M,y,M,, Momentos Flectores

Esta componente miden la resistencia del cuerpo a
curvarse o flexar respecto de los ejes Y 0 Z y se suelen

expresar por Myy M, respectivamente.

De lo expuesto el efecto interno de un sistema de fuerzas exterior dado depende de la

eleccion y orientacion de las seccidn de exploracion.

En particular, si las cargas actian en un plano, que se suele considerar xy. La fuerza

axial Pxy 0 P; la fuerza cortante Py, 0 V y el momento flector My, o M.

Si reducimos nuestro analisis al plano, vemos que las componentes equivalen a una

fuerza resultante R. Como se muestra en la figura.

Componente

Componente
Cortante

Si la seccion de analisis hubiera sido el eje b — b, perpendicular a R el efecto de la

cortadura en la seccion se pudo.
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ESFUERZO

Concepto Fundamental

Sabemos que la mecanica estudia las fuerzas sin considerar los efectos que generan en
el elemento en el que acttan.

Si queremos saber la magnitud de una fuerza, tendremos que tener en consideracion el
area en la que actua.

Es decir, si tenemos una fuerza de 1000 kgs. y act(ia sobre un area de 100 cm? diremos
que la fuerza de 1000 kg tiene una intensidad de 10 kg/cm?; si el area hubiera sido de 10
cm? la magnitud de la fuerza sera de 100 kg/cm?.

Como podemos observar la magnitud de la fuerza esta en funcion del area en que actda.
Al hecho de medir la intensidad de una fuerza se denomina Esfuerzo que es la

intensidad de una fuerza por unidad de area en la que actla.

Tipos de Esfuerzos

Los esfuerzos pueden ser normales o cortantes dependiendo de como actuan dichas
fuerzas y los esfuerzos generard una deformacion en el elemento que analizamos.
Si la fuerza actta perpendicular a la seccion recta generard alargamiento o acortamiento.

Si son cortantes no generan desplazamiento sino giro.

Introduccion al Concepto de Esfuerzos

Sea la estructura mostrada en la figura en la
que deseamos conocer las tensiones en cada
barra. De nuestros conocimientos de
Estatica.

Podemos concluir del diagrama de cuerpo

libre mostrado.

Tec

Tas




Resistencia de Materiales
Ing. Genaro Delgado Contreras

Que la barra BC soporta una tension de P/Sen6 y la barra AB de Pcotg6, ejerciendo la
primera un efecto de traccion en BC y la segunda un efecto de compresiéon en AB, como

se muestra en los diagramas de cuerpo libre de cada barra.

Como tenemos que mantener el equilibrio en ambas barras, concluimos que se producen
fuerzas internas de P/Sen6 y PCotg6 por el principio de accion y reaccion.
Un analisis mas detallado del equilibrio de las fuerzas internas y externas lo podemos

ver a continuacién

Los resultados obtenidos representan un paso inicial necesario en el analisis de
estructuras, pero no nos dicen si las cargas que actuan en cada barra puedan ser

soportadas por cada una sin peligro.

10
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Para el caso de la varilla BC, la posibilidad de que se rompa 0 no; no depende solo de la
fuerza interna de traccion P/Sen6 que también depende del tipo de material de que esta
hecha, y de la seccion de la varilla.
La fuerza interna Tgc = P/Senb representa realmente la resultante de fuerzas elementales
distribuidas en el area A de la seccion y la intensidad de tales fuerzas es igual a la fuerza
por unidad de &rea Tgc/A, en la seccion.
Como conclusion podemos decir que bajo la accion de la fuerza dada la varilla se rompa
0 no, depende de la capacidad del material para soportar el valor de Tgc/A de la
intensidad de las fuerzas internas distribuidas.
Es decir la resistencia del elemento dependera de la tensién Tgc, del area de la seccion
A,y del material de la barra.
La fuerza por unidad de area, o intensidad de las fuerzas distribuidas sobre la seccion, se
conoce como esfuerzo en dicha seccion y se representa por la letra griega o (sigma).
El esfuerzo en un elemento de seccion transversal de area A sometido a una carga axial
P se obtiene dividiendo la magnitud de P de la carga por el &rea A.

6=P/A Unidades:  F/L?
Un signo positivo significa esfuerzo en traccidn y genera un alargamiento del elemento,
y negativo representa un esfuerzo de compresion generando un acortamiento del
elemento.
Considerando una seccion A para la barra BC tendremos que ¢ = P/A.
Pero, para determinar si podemos usar la varilla BC sin peligro, tenemos que comparar
con el maximo que puedes soportar. Si el obtenido es menor que el maximo, entonces
podemos concluir que la barra BC puede tomar la carga hallada sin ningun peligro.
Analogo analisis tenemos que hacer en la barra AB, asi como en los pasadores y
soportes.
Finalmente, tenemos que analizar si las deformaciones producidas son aceptables.
Pero; el Ingeniero disefia estructuras y maquinas, es decir crea nuevas posibilidades, en
este sentido podemos plantearnos el problema de la siguiente manera:
Cuél seré el didmetro de las barras si el material a utilizares de aluminio.
En este caso tendremos como dato el 6 max del aluminio y de la formula o = P/A.
Tendremos A = P/ o que sera la seccion de la barra.

Si la barra es circular tendremos = r* = A.; donde el radio a usar sera:
/K
r= . |—
\ 7

11
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HIPOTESIS BASICAS DE LA RESISTENCIA DE MATERIALES

1.  Se hace una idealizacion o modelo del problema, se haran suposiciones sobre los
elementos, las cargas aplicadas y los apoyos

2. Se supone que los materiales son linealmente elasticos. Relacion esfuerzo
deformacion, linealidad de los materiales.

3. Se supone que el material no contiene vacios interiores, es decir es continuo. Sus
propiedades son iguales en cualquier punto, son homogéneos, y sus propiedades
son iguales en cualquier direccion, es decir son materiales isotropicos.

4.  Linealidad Geométrica. Los desplazamientos son pequefios en comparacion a las
dimensiones de la estructura. Se cumple la teoria de los desplazamientos
pequefios. Las ecuaciones de equilibrio se pueden establecer en funcion de la
geometria original de la estructura

5. Se cumple el principio de SAINT VENANT. Los esfuerzos que actian en una
seccion distante al punto de aplicacion de la carga tienen una distribucion
uniforme.

6.  Hipotesis de NAVIER.

Las secciones planas permanecen planas después de la deformacion.

CONCEPTOS Y DEFINICIONES

1. Masa. — Es la resistencia que ofrecen los cuerpos a la traslacion.

2. Momento de inercia. — Es la resistencia que ofrece los cuerpos a la rotacion.

3. Tensién Cortante. — Se produce por fuerzas que acttan paralelamente al plano

que los soporta.

4. Traccion y Compresion. — Son fuerzas que actuan perpendicularmente o

normales al plano sobre el que actdan.

Por esta razdn a las tensiones de traccion y compresion se llaman también
tensiones normales, mientras que a la tensién cortante se denomina tension
tangencial.

5. Deformacion Tangencial. — Es generada por las fuerzas cortantes. La fuerza

cortante no varia la longitud de sus lados, manifestdndose s6lo un cambio de

forma; de rectdngulo a paralelogramo por ejemplo.

12
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6. Materiales Ductiles. — Pueden desarrollar grandes deformaciones sin llegar a la

rotura. Presentan fendmeno de estriccion y escalén de fluencia.
Ejemplo: Acero con bajo contenido de carbono, cobre, aluminio, latén, etc.

7. Materiales Fragiles. — Llegan a la rotura de forma abrupta, no aceptan grandes

deformaciones.

Ejemplos: Piedra, Concreto, Vidrio, ladrillo, etc.

8. Homogeneidad, Continuidad, Isotropia. — Continuidad supone que el material

no contiene vacios interiores, Homogeneidad supone que sus propiedades son
iguales en cualquier punto. Isotropia, sus propiedades son iguales en cualquier
direccion.

Ejemplo: Acero es isotropico, Madera es anisotropico.

13
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DEFORMACION AXIAL Y DE CORTE

Si tenemos una barra de seccion recta rectangular “A”, de longitud | y jalada por una
fuerza P actuando en el centro de gravedad de la seccion recta A y tiene un modulo de
elasticidad E, sabemos por Mecanica que dicha fuerza P generara un alargamiento “5”.
La carga P externa se equilibrard con una fuerza interna que la denominaremos Ga;
donde, “c” es el esfuerzo expresado en unidades de fuerza por unidades al cuadrado de
longitud (F/L?).

Si hacemos un corte perpendicular a la seccion recta; corte A-A.

El sistema para que esté en equilibrio tendra que:

oa=P > GZK

Al cual se le denomina Esfuerzo Normal y se expresa en F/L?; es decir, Kg/cm? o sus
equivalentes.
Pero si hacemos un corte inclinado con un angulo 6, tendremos una seccidn recta

inclinada donde aparecen esfuerzos de corte (1) y esfuerzos normales (o).

15
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Si trazamos un sistema de referencia o, T.

La seccién A’.

Sera Cos0 = ﬁ A’
A

1 m— A= A
Cosé A

11— A =A’.CosH

Al analizar el equilibrio tendremos:
YF.=0

T( A jZP.Sene
Cosé

T= E.Sen 6.Cosd
A

T= E.E.Senze
2 A

YFo=0

G( A jZP.COSG P
Cosé

o= E.Cosze
A

Podemos observar que existen esfuerzos Normales y Esfuerzos de Corte.
Hooke hizo experimentos con diferentes tipos de materiales sometiéndolos a efectos
axiales llegando a la siguiente conclusion.
5= P

EA
Observo que el alargamiento de una barra era directamente proporcional a la fuerza que
actuaba y su longitud I, inversamente proporcional a la seccion y de la caracteristica del
material que la denominaremos Mddulo de Elasticidad “E”.

Deformacion Unitaria Longitudinal (g)

Se define como:
o ) .
£= T; es adimensional

Al graficarse € y o, se llega a analizar el comportamiento de los materiales llegandose a:

16
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CURVA ESFUERZO DEFORMACION UNITARIA

Punto de
c=P/A “Rotura Real

Tension
Tensién
de Rotura
Punto de

Limite Elastico PF Rotura Aparente

o .
L Punto de Fluencia

Limite de
Proporcionalidad

e=0o/L

Deformacion

1. Limite de Proporcionalidad (L.P.)

Hasta este punto los esfuerzos son proporcionales a las deformaciones
2. Limite Eléstico (L.E)

Alcanzado este punto de esfuerzo, el material no va a recuperar su forma y

dimensiones primitivas
3. Punto de Fluencia (Yieldpoint) (P.F.)

Llegado a este punto denominado punto de fluencia, significa que habra

deformaciones que se irdn incrementando aun sin incremento de cargas
4. Resistencia Ultima (R.U.)

Es el punto donde esta el maximo esfuerzo que puede alcanzar el material antes que
se produzca la falla, colapso o claudicacion.

Relacion de Poisson ()

W= — ieinnens Modulo de Poisson

Donde:

o, : Deformacion Unitaria Transversal.
9, : Deformacion Unitaria Longitudinal

Segun Poisson:
O<p<l

17
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Ejemplo:
=1/4......... ¢y qué significa?

Significa que las deformaciones transversales son el 25% de las longitudinales.

Sea la barra mostrada sometida a la carga “P” como se muestra.

e=long. ¢,

g'=Transversd =¢, =¢,

Relacién de Poisson

€ €
p=——Y=-72
SX 8)(
_ DeformacionTransversal
DeformacionAxial
G= £
2(1+p)

18
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TRACCION Y COMPRESION

EFECTOS INTERNOS DE LAS FUERZAS

MATERIALES DUCTILES Y FRAGILES. Los materiales metalicos usados en la
ingenieria se clasifican generalmente en dctiles y fragiles. Un material dictil es el que tiene
un alargamiento a traccion relativamente grande hasta llegar al punto de rotura (por
ejemplo, el acero estructural o el aluminio), mientras que un material fragil tiene una
deformacidn relativamente pequefia hasta el mismo punto. Frecuentemente se toma como
linea divisoria entre las dos clases de materiales un alargamiento arbitrario de 0,05

cm/cm. La fundicion y el hormigon son ejemplos de materiales fragiles.

LEY DE HOOKE. Para un material cuya curva tension-deformacion es similar al de
la figura 1, resulta evidente que la relacion entre tension y deformacion es lineal para los
valores relativamente bajos de la deformacidn. Esta relacion lineal entre el alargamiento
y la fuerza axial que lo produce (pues cada una de estas cantidades difiere solo en una
constante de la deformacion y la tension, respectivamente) fue observada por primera
vez por sir Robert Hooke en 1678 y lleva el nombre de ley de Hooke. Por tanto, para

describir esta zona inicial del comportamiento del material, podemos escribir:
o=E¢
Donde:

E representa la pendiente de la parte recta (OP) de la curva tension-deformacion de

la Figura 1.

Barra de Compresion

Barra de Traccion

Figura N°01

20
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MODULO DE ELASTICIDAD. La cantidad E, es decir, la relacion de la tension
unitaria a la deformacion unitaria se suele llamar modulo de elasticidad del material en
traccion o, a veces, mddulo de Young. En los manuales aparecen tabulados los valores de
E para diversos materiales usados en la ingenieria. Como la deformacion unitaria & es
un namero abstracto (relacion entre dos longitudes) es evidente que E tiene las mismas
unidades que la tensién, por ejemplo, kg/cm?. Para muchos de los materiales usados en la
ingenieria el modulo de elasticidad en compresion es casi igual al encontrado en traccion.
Hay que tener muy en cuenta que el comportamiento de los materiales bajo una carga, se

limita (si no se dice lo contrario) a esa region lineal de la curva tension-deformacion.

PROPIEDADES MECANICAS DE LOS MATERIALES

La curva tension-deformacién de la Fig. 1, se puede usar para determinar varias

caracteristicas de resistencia del material. Estas son:

LIMITE DE PROPORCIONALIDAD. A la ordenada del punto P se le conoce por
limite de proporcionalidad; esto es, la maxima tension que se puede producir durante un
ensayo de traccion simple de modo que la tensién sea funcion lineal de la deformacion.
Para un material que tenga la curva tension-deformacién como la representada en la Fig.

2, no existe limite de proporcionalidad.

—a
P B P
—a
Figura N°2a
Pa | =P
Figura N°2b

LIMITE ELASTICO. La ordenada de un punto que casi coincide con P se conoce por
limite elastico, esto es, la tensiébn maxima que puede producirse durante un ensayo de
traccion simple de modo que no haya deformacidén permanente o residual cuando se
suprime totalmente la carga. Para muchos materiales son casi idénticos los valores

numéricos del limite elastico y del limite de proporcionalidad, por lo que a veces se
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consideran sindnimos. En los casos en que es notoria la diferencia, el limite elastico es

casi siempre mayor que el de proporcionalidad.

ZONA ELASTICA. La region de la curva tension-deformacion que va desde el origen

hasta el limite de proporcionalidad.

ZONA PLASTICA. La region de la curva tension-deformacion que va desde el limite

de proporcionalidad hasta el punto de rotura.

LIMITE ELASTICO APARENTE O DE FLUENCIA. A la ordenada del punto Y
en el que se produce un aumento de deformacion sin aumento de tension se le conoce por
limite elastico aparente o limite de fluencia del material. Cuando la carga ha aumentado
hasta el punto Y, se dice que se produce fluencia. Algunos materiales presentan en la
curva tensién-deformacion dos puntos en los que hay aumento de deformacion sin que

aumente la tension. Se les conoce por limites de fluencia superior e inferior.

RESISTENCIA A TRACCION. La ordenada del punto U, méaxima de la curva, se

Ilama resistencia a traccién o, a veces, resistencia ultima del material.

RESISTENCIA DE ROTURA. La ordenada del punto B se llama resistencia de

rotura del material.

MODULO DE RESILIENCIA. El trabajo realizado en un volumen unidad de
material, cuando se aumenta una fuerza de traccion simple gradualmente desde cero
hasta un valor tal que se alcance el limite de proporcionalidad del material, se define
como modulo de resiliencia. Puede calcularse por el area bajo la curva tension-
deformacion desde el origen hasta el limite de proporcionalidad y se representa por la
superficie rayada en la Fig. 2. Las unidades en que se mide son kg/cm®. Asi, pues, la

resiliencia de un material es su capacidad de absorber energia en la zona elastica.
MODULO DE TENACIDAD. El trabajo realizado en un volumen unidad de material,

cuando se aumenta una fuerza de traccion simple gradualmente desde cero hasta el valor

gue produce la rotura, se define como médulo de tenacidad. Puede calcularse por el area
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total bajo la curva tensién-deformacion desde el origen hasta la rotura. La tenacidad de

un material es su capacidad de absorber energia en la zona plastica del material.

ESTRICCION. La relacion entre la disminucion del area de la seccion transversal
respecto a la primitiva en la fractura, dividida por el area, primitiva y multiplicada por 100,
se llama estriccion. Hay que observar que cuando actuan fuerzas de traccion en una barra
disminuye el &rea de la seccion transversal, pero generalmente se hacen los célculos de las
tensiones en funcion del area primitiva, como en el caso de la Fig. 2. Cuando las
deformaciones se hacen cada vez mayores, se mas interesante considerar los valores
instantaneos del area de la seccion transversal (que son decrecientes), con lo cual se
obtiene la curva tension-deformacion verdadera, que tiene el aspecto de la linea de trazos

de la Figura 2.

ALARGAMIENTO DE ROTURA. La relacion entre el aumento de longitud (de la
longitud patron) después de la fractura y la longitud inicial, multiplicada por 100, es el
alargamiento de rotura. Se considera que tanto la estriccion como el alargamiento de

rotura son medidas de la ductilidad del material.

TENSION DE TRABAJO. Se pueden usar las caracteristicas de resistencia que se
acaban de mencionar para elegir la llamada tension de trabajo. Todas las tensiones de
trabajo estaran dentro de la zona elastica del material. Frecuentemente, esta tensién se
determina simplemente dividiendo la tensién en la fluencia o rotura por un nimero
llamado coeficiente de seguridad. La eleccién del coeficiente de seguridad se basa en el
buen juicio y la experiencia del proyectista. A veces se especifican en los reglamentos de

la construccion valores de determinados coeficientes de seguridad.

La curva tension-deformacion no lineal de un material fragil, representada en la Fig. 2,
caracteriza otras varias medidas de la resistencia que no se pueden definir si la

mencionada curva tiene una zona lineal. Estas son:

LIMITE ELASTICO CONVENCIONAL. La ordenada de la curva tension-
deformacion para la cual el material tiene una deformacion permanente predeterminada
cuando se suprime la carga se llama limite elastico convencional del material. Se suele

tomar como deformacién permanente 0,002 6 0,0035 cm por cm; pero estos valores son
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totalmente arbitrarios. En la Fig. 2 se ha representado una deformacion permanente &, en

el eje de deformaciones y se ha trazado la recta O' Y paralela a la tangente inicial a la curva.
La ordenada de Y representa el limite elastico convencional del material, llamado, a

veces tension de prueba.

MODULO TANGENTE. A la pendiente de la tangente a la curva tension-deformacion

en el origen se la conoce por modulo tangente del material.

Hay otras caracteristicas de un material que son Utiles para los proyectos, que son las

siguientes:

COEFICIENTE DE DILATACION LINEAL. Se define como la variacion por
unidad de longitud de una barra recta sometida a un cambio de temperatura de un grado. El
valor de este coeficiente es independiente de la unidad de longitud, pero depende de la escala
de temperatura empleada. Consideraremos la escala centigrada, para la cual el coeficiente
que Se representa por ¢ es para el acero, por ejemplo, 11x10™® por °C. Las variaciones de
temperatura en una estructura dan origen a tensiones internas del mismo modo que las

cargas aplicadas.

RELACION DE POISSON. Cuando una barra est4 sometida a una carga de traccion
simple se produce en ella un aumento de longitud en la direccién de la carga, asi como una
disminucion de las dimensiones laterales perpendiculares a ésta. La relacion entre la
deformacion en la direccion lateral y la de la direccion axial se define como relacion de

Poisson. La representaremos por la letra griega p. Para la mayoria de los metales esta

entre 0,25y 0,35.

FORMA GENERAL DE LA LEY DE HOOKE. Se ha dado la forma simple de la
ley de Hooke para traccion axial cuando la carga esta totalmente segin una recta; esto
es, es uniaxial. Se considerd solamente la deformacion en la direccion de la carga y se
dijo que era:

o
£=—
E
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En el caso més general, un elemento de material estd sometido a tres tensiones normales
perpendiculares entre si, o,,0,,0,, acompafiadas de tres deformaciones -
respectivamente. Superponiendo las componentes de la deformacion originada por la

contraccion lateral debida al efecto de Poisson a las deformaciones directas, obtenemos

el enunciado general de la ley de Hooke:

CLASIFICACION DE LOS MATERIALES
Toda la discusién se ha basado en la suposicion de que prevalecen en el material dos

caracteristicas, esto es, gue tenemos un

MATERIAL HOMOGENEO.- Que tiene las mismas propiedades elasticas (E, £2) en

todos los puntos del cuerpo.

MATERIAL ISOTROPO.- Que tiene las mismas propiedades elasticas en todas las
direcciones en cada punto del cuerpo. No todos los materiales son isétropos. Si un
material no tiene ninguna clase de simetria elastica se llama anisotropo o, a veces,
aeolotropico. En lugar de tener dos constantes elasticas independientes (E, £) como un
material is6tropo, esta sustancia tiene 21 constantes elasticas. Si el material tiene tres
planos de simetria elastica perpendiculares entre si dos a dos se dice que es ortotrdpico,

en cuyo caso el nimero de constantes independientes es 9.
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TENSION CORTANTE

RESUMEN
Definicidn:
Es cuando la fuerza actua en la direccion de la seccion recta de una barra, genera una

tension cortante. a

T

T = Tension cortante

T= A = Seccion Recta

F = Fuerza actuando en la direccidn de la seccion recta.

En el plano la tension cortante sera:

T T
- * — —
Y Y
q—
Figura (a) Figura (b)

Se supone que las caras del elemento paralelas al plano del papel estdn exentas de
cargas.

Como no actuan tensiones normales en el elemento, las longitudes de los lados del
rectangulo elemental original no variaran cuando las tensiones cortantes adopten el
valor 1.

Sin embargo habra una distorsion de los angulos del elemento primitivamente rectos,
después de cuya distorsion, debida a las tensiones cortantes, el elemento adopta la

configuracion representada por las lineas de trazos en la figura (b) anteriores.
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DEFINICION DE ESFUERZO CORTANTE. Si se hace pasar un plano a través de
un cuerpo, una fuerza que actta a lo largo del plano se llama esfuerzo cortante. Se

representara por T.

DEFINICION DE TENSION CORTANTE. EIl esfuerzo cortante, dividido por la
superficie sobre la que actla, se Ilama tensidn cortante. La representaremos por 7. Por

tanto,

COMPARACION DE LAS TENSIONES CORTANTE Y NORMAL.
Consideremos una barra cortada por un plano a-a perpendicular a su eje, como se ve en

la figura adjunta. Una tensién normal o es perpendicular a este plano.

a

T

A

Una tension cortante es la que actda a lo largo del plano, como la t indicada. Por tanto,

la diferencia entre las tensiones normales y cortantes es la direccion.

HIPOTESIS. Es necesario hacer alguna hipdtesis referente al modo en que se
distribuyen las tensiones cortantes y, a falta de un conocimiento mas preciso, en todos
los problemas de este capitulo se tomaran como uniformes. Por ello, la expresion 7 =
T/A indica una tensién cortante media en la superficie.

APLICACIONES. Ejemplos comunes de sistemas que contienen tensiones cortantes
son las uniones roblonadas, las probetas de ensayo de madera y las chavetas usadas para

bloquear las poleas a los ejes.
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DEFORMACIONES DEBIDAS A TENSIONES CORTANTES. Consideremos la
deformacion de un elemento plano rectangular cortado de un sélido, en el que se sabe
que las fuerzas que actuan son tensiones cortantes 7, en la direccion representada en la

Figura ().

e
—lp

— A

o, (@ Fig. (b)

Se supone que las caras del elemento paralelas al plano del papel estan exentas de carga.
Como no actuan tensiones normales en el elemento, las longitudes de los lados del
rectdngulo elemental original no variaran cuando las tensiones cortantes adopten el
valor 7. Sin embargo, habra una distorsion de los angulos del elemento primitivamente
rectos, después de cuya distorsion, debida a las tensiones cortantes, el elemento adopta

la configuracidn representada por lineas de trazos en la Fig. (b) anterior.

DEFORMACION POR CORTANTE. La variacion del angulo A del elemento se

define como deformacion por cortante. Se mide en radianes y se suele representar por

y.
MODULO DE ELASTICIDAD EN CORTANTE. La relacién de la tensién cortante

7 a la deformacion y se llama modulo de elasticidad en cortante y se suele representar

por G. Asi, pues,

A G se le conoce también por moédulo de rigidez y por coeficiente de elasticidad

transversal.
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Las unidades de G son las mismas que las de la tension cortante, esto es, kg/cm?, pues la
deformacion por cortante no tiene dimension. La determinacion experimental de G y la

region de comportamiento lineal de 7 y y. Los diagramas tension-deformacion para

cargas normales, se pueden trazar esos diagramas para esfuerzos cortantes y diversos

materiales.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Considerar la unién atornillada de la Fig. (a) que sigue. La fuerza es de 3.000 kg y el
didmetro del perno de 1,2 cm. Determinar el valor medio de las tensiones cortantes
que existen en cada uno de los planos a-a 6 b-b.

Solucién:
Como no tenemos mas datos, podemos suponer que la fuerza P esta repartida por

igual entre las secciones a-a y b-b, por lo que actua una fuerza de 3.000/2 = 1.500 kg,

segun cada uno de estos planos, sobre una seccion de E;z(l,z)2 =1,13 cm?.
4

Por tanto, la tension cortante media en cada uno de los planos es

rzp—lzzl'Sﬂzl.?,SOkg/cmz-

A 113

it O §e s e

—
Fig. (b)

Fig. (a)

2. Con referencia a la Fig. (b), la fuerza P tiende a cortar el tope a lo largo del plano a-a.
Si P =4.000 kg, determinar la tension cortante media en el plano a-a. .

Solucién:
Para producir esta tension cortante solo interviene la componente horizontal de P,

que esta dada por 4.000 cos 45° = 2.825 kg.

30



Resistencia de Materiales
Ing. Genaro Delgado Contreras

Por tanto, la tensibn cortante media en el plano a-a es

s Pcos45°  2.825

= =4,7kg/cm?
A 30(20) grem

3. El acero de estructuras, de bajo contenido en carbono, tiene una tension de rotura a
cortante de 3.100 kg/cm?. Determinar la fuerza P necesaria para punzonar un
agujero de 2,5 cm de didmetro en una chapa de 1 cm de espesor de ese acero. Si el
médulo de elasticidad en cortante para este material es 8,4 x 10°kg/cm?, hallar la

deformacion por cortante en el borde del agujero cuando la tension cortante es de
1.500 kg/cm 2

Solucién:

Supondremos una distribucién uniforme de cortantes en
una superficie cilindrica de 2,5 cm de didmetro y 1 cm de
espesor, como se ve en el esquema adjunto. Para que haya

equilibrio es necesario que la fuerza P valga

P = A= 7(2,5)(1)(3.100) = 24.300kg
Para determinar la deformacion por cortante » , cuando la tension cortante 7es de
1.500 kg/cm?, emplearemos la definicién G = 7/ y obteniendo

r _ 1500 —0,00178 radianes

”= G~ 840.000

31



Resistencia de Materiales
Ing. Genaro Delgado Contreras

4. Considerar la probeta rectangular de la figura, de seccién 2,5 x 5 cm, que se usa a
veces para determinar la resistencia a traccion de la madera. Para el roble albar, que
tiene una carga de rotura a cortante paralela a la fibra de 65 kg/cm?, determinar la
minima longitud de probeta que debe haber en la mordaza a para que no se produzca
un fallo por cortante en ella antes de la rotura a traccion de la probeta. La fractura a

traccion tiene lugar para una carga P de 3.300 kg

Solucion:
Las tensiones cortantes actuan como se ve en la figura, sobre la superficie del
extremo derecho, asi como otra del extremo izquierdo de la probeta.

Suponiendo una distribucion uniforme de las tensiones cortantes, tenemos

_3.300

- 2(5)a)

=P 65
A

y a=>5,08 cm
Naturalmente, la longitud de las mordazas sera mayor que 5,08 cm para estar seguro

de que se produce primero la rotura a traccion.

5. En la industria de la madera se usan a veces tacos inclinados de madera para
determinar la resistencia a cortante-compresion de las uniones encoladas. Considerar
el par de tacos encolados A y B que tienen un espesor de 4 cm en la direccién
perpendicular al plano del papel. Determinar la carga de rotura a cortante del
encolado si se necesita una fuerza vertical de 4.000 kg para producir la rotura del
ensamble. Es de observar que una buena union encolada hace que una gran

proporcién de las roturas se produzcan en la madera.
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Solucion:
Consideremos el equilibrio del taco inferior A. La reaccion del taco superior B sobre
el inferior consiste en fuerzas normales y de corte que aparecen como en la

perspectiva y la vista ortogonal representadas.

4.000 kg

4.000 kg

Con referencia al croquis de la derecha, vemos que para que haya equilibrio en la

direccién horizontal
> F, =7(5)4)cos75° - 5(5)(4)c0s15° =0 6 o©=02687
Para que exista equilibrio en la direccién vertical, tenemos

> F, =4.000 - z(5)4)sen75° — o(5)4)sen15° = 0

Sustituyendo o = 0,269z y despejando, halamos 7 =193kg/cm?®.

6. La tension cortante es de 1.050 kg/cm? en una pieza de acero de estructuras. Si el

médulo de rigidez G es 840.000 kg/cm?, hallar la deformacién por cortante V.
Solucién:

Por definicion, G = 2 , por loque ¥ = ﬂ =0,00125 radianes.
y 840.000
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7. Para unir dos placas se utiliza un solo roblén, como se ve en la figura. Si el didmetro
del roblon es de 2 cm y la carga P de 3.000 kg, ¢Cual es la tension de cortante media
producida en el roblon?

Solucién:
Aqui, la tension cortante media en el roblon es P/A, donde A es la seccion de éste.

Por consiguiente, la tension media esta dada por

Pt

3.000
T =

" (o)

=955kg/cm?

8. Habitualmente, se unen entre si los arboles y las poleas por medio de una chaveta,

como se ve en la Fig. (a).

Fig. (a) Fig. (b)

Solucién:

Considerar una polea sometida a un momento de giro T de 11.000 cm-kg enclavada
con una chaveta de 1,2 x 1,2 x 7,5 cm a un arbol. Determinar la tension cortante en
un plano horizontal a través de la chaveta.

Trazando un esquema de cuerpo en libertad de la polea sola, como el que aparece en
la Fig. (b), vemos que el, momento de giro de 11.000 cm-kg aplicado ha de ser
resistido por una fuerza tangente horizontal F que la chaveta ejerce sobre la polea.

Para que exista equilibrio de momentos respecto al centro de la polea, tenemos

>M, =11.000-F(2,5)=0 6 F = 4.400 kg
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Hay que observar que el arbol ejerce fuerzas adicionales sobre la polea, que no se
han representado, que acttan en el centro O y no entran en la ecuacion de momentos
anterior. En la Fig. (c) aparecen las fuerzas resultantes que actlan en la chaveta. En
realidad, la fuerza F de la derecha es la resultante de fuerzas repartidas sobre la mitad
inferior de la cara de la izquierda, y, del mismo modo, las otras fuerzas F que se
representan son las resultantes de sistemas de fuerzas repartidas. No se conoce la

verdadera naturaleza de la distribucién de fuerzas.

F i
IR—\——\_— B T\\\
| ~ | ~
- | Wi |a \\
a| S —_ &
~ ~
“F[ \w \\\
g ~ T ~
~ ~
PO, N e
a4 ~4~rmrinedr@ 12 mm T \',
F T R |
| ' '
F ey ’ a v
' : 6 mm
F i
Fe—12 mm— L————IZ mm I
Fig. (c) Fig. (d)

En la Fig. (d) se muestra el diagrama de cuerpo en libertad de la parte de chaveta bajo
un plano horizontal a-a trazado por su seccién media. Para que exista equilibrio en la

direccioén horizontal, tenemos

> F, =4.400-(1,2)7,5)
7 =490kg/cm’

0

o

Esta es la tension cortante horizontal en la chaveta.
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DEFORMACION TANGENCIAL

Las fuerzas cortantes producen una deformacion tangencial o distorsion, de la misma
manera que las fuerzas axiales originan deformaciones longitudinales, pero con una
gran diferencia, ya que un elemento sometido a efectos axiales experimenta un
alargamiento o un acortamiento ya sea efecto axial de compresion o de traccion
respectivamente.

En cambio el elemento sometido a una fuerza cortante no varia la longitud de sus lados,

manifestandose un cambio de forma, de rectangulo a paralelogramo como se muestra en

la figura.
La deformacidn tangencial sera:
. L
77 Como y es muy pequefio siempre, entonces
/ / podemos concluir que:
/ / L

/ v/ tay ~y =
/ s I
4]—

P

Es decir “y” es la variacion experimentada por el angulo entre dos caras perpendiculares
de un elemento diferencial.
Suponiendo que la Ley de Hooke también es valida para la cortadura entonces existe
una relacion lineal entre la distorsion y la tension cortante dada por:

=Gy
Donde:

G : Modulo de elasticidad transversal llamado Modulo de Rigidez Transversal

La relacién entre la deformacidn tangencial total y las fuerzas cortantes aplicadas es:

VI

5= "
G.A

Donde:

V : Fuerza cortante que actla sobre la seccion de area A.
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La féormula obtenida tiene una relacion con la férmula de deformacion axial:

P
EA

d
Teniendo en consideracion que al existir efectos axiales se genera una deformacion
transversal; relacion que viene dad por la Relacidbn de Poisson, tenemos una
importantisima relacion:

_E
C2(1+p)

Los valores mas comunes de la relacion de Poisson son 0.25 a 0.30 para el acero; 0.33

aproximadamente para otros muchos metales y 0.20 para el hormigén.
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EFECTOS DE TORSION

La Torsion es generada cuando actdan

T
I
dos pares de igual magnitud, en la
A
misma  direccion, en  sentidos //ﬂ\

seccion recta del elemento analizado.

B
contrarios 'y perpendiculares a la \ \ /A/
T

Como podemos ver en la figura n°01 figura 1

y Cuya seccion recta es:

AB 6

t ~Y = = _
gr=vy | |

Si consideramos un arbol circular de radio

({41

r” el par estara conformado por las

fuerzas F actuando en el sentido mostrado

(sentido horario).

Mostrando dicho efecto en el espacio tendremos:

Ya que la torsion se genera por pares perpendiculares al eje (6 fuerzas actuando en la
direccion de la seccion recta); es decir, si la fuerza P actua en la direccion del eje z en
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sentido positivo generard un momento M=(li xP k)=—Pl j, es decir el momento

actua en sentido horario en el punto “B” autogenerandose el otro momento del par en el
empotramiento por la tercera ley de Newton: Principio de Accidn y Reaccion.

Si sus pares que actlan en la direccion de la seccion (perpendiculares al eje del
elemento analizado) entonces dichas fuerzas estan generando corte, por el concepto de
fuerza cortante.

Es decir, si tomamos dos secciones infinitamente proximas; al generarse la rotacion
debido a los pares, entraran en contacto una con otra generando una seccion de corte
respecto a la otra.

Por el principio de Accidn y Reaccion; el elemento equilibrara por sus fuerzas internas a

dicho par externo actuante, generandose en la seccién recta un Momento Torsor (My).

= M, = jde ........... (A)
Al existir fuerza cortante entonces se generara
p un esfuerzo de corte t=Guy.......... (B)
Donde: yzAle8 .............. ()

I
Pero: AB=38=p@.......... D)

dF Reemplazando (1) en (I):

Y reemplazando (111) en (B):

Reemplazando (V) en (A):
M, = IptdA
Y Sustituyendo (V) en (A):

M, = [p.CP® A - @ijdA ......... (C)
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Donde:

Ipsz =1 (\WVI), que es el Momento Polar de Inercia

Reemplazando (V1) en (C):

Tendremos:
Lo que nos da: |\/|t_|
® G.Ip
Si analizamos: §,,,, = LI
EA
8corte = Vil 8torsién = Mtl
GA G. p

Vemos una analogia en dichos términos.

El angulo de giro ¢ serd directamente proporcional al momento torsor y la longitud del

elemento y inversamente proporcional al modulo de elasticidad al corte y el momento

polar de la seccion que juntos G.Ip forman la rigidez torsional, es decir la resistencia

que ofrece el elemento a la torsion.
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Férmulas Aplicadas

pp=38=DE

M, = [pdp = [ p(xdA)
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APLICACIONES

El 4rbol compuesto representado es de acero G=8.4x10° kg/cm?. Determinar la tension

cortante maxima en cada parte del arbol y los angulos de torsion en B y en C.

Solucién: A

10 cm

Par en BC: 50,000
AB: 50,000-80,000 = -30,000 kg-cm

ey

T = 20000 _ 1554 qem?
s 4
2 10)
32
Tge = 50’:00)6'475 =600 kg/cm ? N 7)
—(7.5
. N,
50,000 kg-cm

Luego; el angulo de torsion en B:
0. = 30,000x90
L=
8.4x10°x - (10)'
32

=0.00327rad  (I)Mirandohacia abajo

Asimismo; el angulo de giro en C:
0. — 50,000x60
, =
8.4x10°x - (7.5)"
32

=0.01150rad (T) Mirando hacia arriba

0, =0.01150—0.00327 = 0.00823rad (1)Mirando hacia arriba

90 cm

80,000 kg-cm

60 cm
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. Determinar el alargamiento total de una barra recta inicialmente de longitud L, area
de la seccion transversal A y modulo de elasticidad E, si actia en sus extremos una

carga de traccion P.

Pe+— — P

Solucién:

La tension unitaria en la direccién de la fuerza P no es mas que la carga dividida por
la seccion, esto es, o =P/A. De igual modo, la deformacion unitaria & viene
dada por el cociente del alargamiento total A dividido por la longitud inicial, esto
es, - Por definicion, el modulo de elasticidad es la relacion entre oy .

es decir,
6 A_PL
AE

Obsérvese que A tiene unidades de longitud, seguramente centimetros o

N

metros.

2. Una cinta de agrimensor, de acero, de 25 m de longitud tiene una seccion de 6 mm
por 0,8 mm. Determinar el alargamiento cuando se estira toda la cinta y se mantiene
tirante bajo una fuerza de 6 kg. EI médulo de elasticidad es i 202 Kglcm?!
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3. Una barra de acero de 5 cm? de seccién esta sometida a las fuerzas representadas en
la Fig. (a). Determinar el alargamiento total de la barra. Para el acero E = 2,4’X 10°

kg/cm?.
A D (6 D
5.000 kg 1.000 kg ‘ i 4 500 k
1.500 kg '—Vg 4 B
e
|—‘50 cm—l-q——75 cm——l<—100 cm"l 5.000 kg 5.000 kg
Fiaura N° (a) Fiaura N° (b)
Solucion:

Toda la barra esta en equilibrio, por lo que cada una de sus partes lo esta también. El
trozo de barra entre A y B tiene una fuerza resultante de 5.000 kg que actla sobre
cada seccion transversal, por lo que un diagrama de cuerpo en libertad de esos 50 cm
es como aparece en la Fig. (b). Para conservar el equilibrio con la fuerza aplicada al

extremo izquierdo, la del extremo derecho ha de ser de 5.000 kg. El alargamiento de
este trozo viene dado por

La fuerza que actda en el trozo entre B y C se halla considerando la suma algebraica
de las fuerzas situadas a la izquierda de una seccion situada entre esos puntos, lo que
indica que actla una fuerza resultante de 3.500 kg hacia la izquierda, por lo que la
seccion esta sometida a traccion. Indudablemente, podriamos haber llegado al mismo
resultado considerando las fuerzas situadas a la derecha de esa seccion. Como

consecuencia, se obtiene el diagrama de cuerpo en libertad dado en la Figura (c).

El alargamiento de este trozo viene dado por _
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Del mismo modo, la fuerza que actda sobre cualquier seccion entre C y D ha de ser
de 4.500 kg para mantener el equilibrio con la carga aplicada en D. En la Fig. (d)

aparece el diagrama de cuerpo en libertad del segmento CD.

B C
5 D
3.500 kge—y — 3.500 kg 4.500 kg =l = 4.500 kg
Fig. () Fig. (d)
El alargamiento de esta parte viene dado por A, = (4'500)(100 =0,043cm.
(5)2,1x10°

Por consiguiente, el alargamiento total es:
A =0,024 + 0,025 + 0,043 = 0,092cm.

4. La armadura Howe de la Fig. (a) soporta la carga Unica de 60.000 kg. Si se toma
como carga de trabajo a traccion del material 1.200 kg/cm?, determinar la seccién
necesaria de las barras DE y A C. Hallar el alargamiento de la barra DE en toda su
longitud de 6 m. Se supondra que el Unico factor a considerar para determinar el area
buscada es el valor limite de la tension de trabajo a traccién. Tomar como mdédulo de

elasticidad de la barra 2,1x10° kg/cm?.

B D F

45m 45m |F 45m 45m H

o . y 7
/: ( G (
T 77

/

60.000 kg

Fig. (@)

30.000 kg 30.000

Fig. (b) Fig. (c)
Solucion:

Esta armadura es estaticamente determinada exterior e interiormente, esto es, se
pueden determinar las reacciones en los apoyos por medio de las ecuaciones del

equilibrio estatico, y se puede hallar la fuerza axial en cada barra por un estudio

estatico simple.
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Primeramente es necesario determinar las reacciones verticales en A y H. Por
simetria, son de 30.000 kg cada una. En la Fig. (b) aparece un diagrama del nudo A
como cuerpo en libertad. En ella Se han expresado las fuerzas desconocidas en las
barras por la misma designacion de dichas barras, AB y AC, y se ha supuesto que se
trata de tracciones, por lo que si se halla para ellas valores positivos seran realmente
fuerzas de traccion, mientras que si son negativas se tratara de compresiones, estando
asi los signos de acuerdo con el criterio habitual de suponer positivas las tracciones y
negativas las compresiones. Aplicando la ecuacién del equilibrio estatico al diagrama

de cuerpo en libertad anterior, tenemos:

> F, =30.000 + g(AB)= 0 0 AB =-37.500 kg

YF = :(— 37.500)+ AC =0 0 AC = 22.500 kg

De igual modo, en la Fig. (c) aparece un diagrama de cuerpo en libertad del punto E.

De la estatica, tenemos

> F =ED-60.000=0 0 ED =60.000 kg
La consideracion simple de las armaduras utilizada aqui supone que todas las barras

son elementos de los que podrian llamarse de dos fuerzas, esto es, sometidos a

traccion o compresion axiales, sin ninguna otra carga.

Para la carga axial, la tension viene dada por o= P/ A, donde P es la fuerza axial
y A la seccién de la barra. En nuestro caso, la tension es de 1.200 kg/cm? en cada

barra, por lo que las secciones seran

22.500
p 280000 o y _

- o = =18,75cm?
1.200 1.200

El alargamiento de la barra bajo la traccién axial viene dado por A — PL Pparala
AE

barra DE tenemos: A= (60.000)(600) =0,34cm

(50)(21x10°)
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5. En un dispositivo de cierre para asegurar la tapa de un -

9 cm

depdsito cilindrico que contiene fluido a presion se ha usa- [

do una serie de barras prismaticas de seccion rectangular de

5 x 9 cm. La pared exterior del depdsito de presion tiene

BARRA

unas aletas salientes soldadas a ella, encajando las barras
prisméticas (en sentido lateral) entre dos aletas contiguas.

Para asegurar el efecto de fijacion, la barra esta mecanizada E..
. A
de modo que es demasiado corta en sus cabezas (A) para 4 ]

encajar sobre la tapa del depoésito, que apoya en la parte superior de las aletas. A la

temperatura ambiente le faltan 25 mm. Se calienta la barra (pero no las aletas) de
forma que pueda deslizar sobre la parte superior del depoésito, y después de enfriarse
ejerce una fuerza normal a dicha parte superior.

Solucion:

Si la superficie total de apoyo en cada extremo de la barra (superficie en contacto
con la parte superior del depésito) es de 45 cm?, hallar la presién unitaria que ejerce
cada barra sobre el depoésito, asi como la temperatura a que habria que calentarlas

para que entrasen justo en la tapa. Las barras son de acero, para el cual
a=11x10"°/C

025 =(TRI0NGONAT), dedonde  AT=252
La fuerza axial necesaria para alargar la barra esta misma cantidad es P, siendo

P(90)

y  P=262.500kg
(45)(2,1x10°)

0,25=

Se supone que la presion esta uniformemente repartida sobre la superficie de apoyo

entre la cabeza y la parte superior del deposito, por lo que dicha presion es

=5.800kg/cm?

262.500
45
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6. Determinar el aumento total de longitud de una barra de seccion constante, colgada
verticalmente y sometida como Unica carga a su propio peso. La barra es recta
inicialmente.

Solucion:
La tension normal (traccidn) en una seccion horizontal est4 producida por el peso de

material situado debajo de esa seccion. El alargamiento del elemento dy de la figura

es:
LLLLLLLLL
an — (Ayy)dy
AE L
/ﬁ ﬁ ﬁ f dy
Donde: A representa la seccion de la barra 'y y su peso especifico f L
(peso/volumen unidad). Integrando, el alargamiento total de la barra v I
es l

Gy i 8 S B ——

AE ~— AE 2 24E 24E

A'_f’-Ayydy Ay L* (AyL)L WL
o

Donde: W indica el peso total de la barra. Hay que observar que el alargamiento total
producido por el peso es igual al producido por una carga mitad de dicho peso,

aplicada en el extremo.

7. En la construccidon de un edificio se usa un cable de acero de 6 mm de didmetro para
la elevacion de materiales. Si cuelgan verticalmente 150 m del cable para elevar en

su extremo inferior una carga de 200 Kg, determinar el alargamiento total del cable.
El peso especifico del acero es de 0.0078 Kg/cm®y E = 21x10°kg/cm?.

Solucién:
El alargamiento total es debido en parte a la fuerza aplicada de 200 kg y en parte al

peso del cable. El debido a la carga es

_PL _ (200)15.000)

A =
| AE 7 (06) 21x10°)

=5cm
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Por el Problema 6, el alargamiento debido al peso del cable es:

Por consiguiente, el alargamiento total es A =5+ 0,4 =5,4cm

8. Un cable recto de aluminio de 30 m de largo esta sometido a una tensién de traccion

de 700 kg/cm’. Determinar el alargamiento total del cable. ;Qué variacién de

temperatura produciria este mismo alargamiento? Tomar g-7x10°kg/cm* Y &
(coeficiente de dilatacion lineal) =21,6x10°/°C

Solucion:

El alargamiento total estd dado por: _

Un aumento de temperatura de AT produciria la misma dilatacion. Por tanto,

3=(21,6x10°)3.000f\AT) y AT =46C

9. Dos barras prismaticas estan unidas rigidamente y soportan una carga de 5.000 kg,

como se ve en la figura. La barra superior es de acero con una densidad de 0,0078
kg/cm®, una longitud de 10 m y una seccién de 60 ¢m’. La inferior es de bronce
con densidad 0,008 kg/cm?®, una longitud de 6 m y una seccién de 50 ¢m”’. Para el
acero E = 2,1 x 10°kg/cm?, y para el bronce E = 9 x 10°kg/cm?. Determinar las

tensiones maximas en cada material.

Solucién:
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La tension maxima en el bronce tiene lugar inmediatamente bajo la union en B-B.
Alli, la tension normal vertical es debida al efecto combinado de la carga de 5.000 kg

Y del peso de toda la barra de bronce situada bajo B-B.

El peso de la barra de bronce es “~ J/ /// %

W, =(600)50)0,008)= 240kg

La tension en esta seccion es 5 — P _5.000+240 =105kg/cm? ¢ l ¢
5 5.000 kg

La tensidbn maxima en la barra de acero se produce en la seccion A-A de suspension
porque en ella producen tension normal todo el peso de las barras de acero y de
bronce, mientras que en cualquier seccion situada mas abajo solo actuaria una parte
del peso de la barra de acero.

El peso de la barra de acero es
W, =(1.000)(60)0,0087 ) = 468kg

P _5.000 + 240 + 468
60

La tension en la seccion A-Aes o = =95kg/cm?®

10. Una barra troncocdnica maciza de seccion circular varia uniformemente entre un
diametro menor d y uno mayor D, con longitud L. Determinar el alargamiento
debido a una fuerza axial P aplicada en cada extremo. VVéase la Figura (a).

La coordenada x indica la distancia de un elemento en forma de disco de espesor dx
al extremo menor. Por tridngulos semejantes se halla facilmente para radio de este

elemento

d X(D—dj
r=—+-| — =
2 L 2

El alargamiento del elemento discoidal se puede hallar aplicando la formula para la
carga axial, A= PL/AE.

Solucién:
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Para el elemento, esta expresion se convierte en

El alargamiento de toda la barra se obtiene sumando los de todos los elementos a lo
largo de la misma, lo que se consigue integrando. Si expresamos por A el
alargamiento de toda la barra,

—— 2 —— e

— 70 ‘I.
P ‘4-—- -— - // I - A +—> P
IN / D
T .l\ 1 2 ‘ a
' —f LTI T L L EEr e L LT
Fig. (a) Prob. 10 Fig. (b) Prob. 11
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SISTEMAS DE FUERZAS ESTATICAMENTE INDETERMINADOS

PROBLEMAS RESUELTOS

1. La barra, representada en la Fig. (a) es de seccidn constante y esta sujeta rigidamente
entre los muros. Si se aplica una carga P a la distancia L, del extremo izquierdo,

determinar las reacciones de los muros sobre la barra.

P <=
R =—p P €= — R

1
> |_14—’—> |_2 +—

Fig. (@) Fig. (b)
Solucion:
Dibujaremos primero el diagrama de cuerpo en libertad de la barra, mostrando la

fuerza aplicada P juntamente con las tracciones de los muros, que representaremos
por R, y R, como se ve en la Figura (b).

Hay solo una ecuacion de equilibrio estatico, que es

>F =R -P+R,=0
Como esta ecuacion contiene dos incognitas (R, y R, ) el problema es estaticamente

indeterminado, por lo que hay que suplementar la ecuacion con otra basada en las

deformaciones de la barra.

El acortamiento de la parte de barra de longitud L, debe ser igual al alargamiento del

trozo de longitud L, lo que proporciona la base para obtener la ecuacién referente a

las deformaciones. La fuerza axial que actla en la parte lzquierda de la barra

es R, (kg) y en laderecha R, (kg). La ecuacion que relaciona las deformaciones es

RL R,L

272

AE AE
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Donde: A representa el area de la seccion de la barra y E el mddulo de elasticidad. De

esta ecuacion tenemos que R L, =R,L, y resolviéndola, juntamente con la de la

estatica, hallamos

PL, y R,— 'L

R —_ —= -
Ll T LL,

Conociendo esas reacciones, es evidente que el alargamiento de la parte derecha

(L, ) de la barra es

Y el acortamiento de la izquierda (Ll)

Por lo que: -

2. Considerar un tubo de acero que rodea a un cilindro macizo de aluminio,
comprimido todo el conjunto entre placas infinitamente rigidas, por fuerzas aplicadas
centralmente, como se ve en la Fig. (a). El cilindro de aluminio tiene 7,5 cm de

diametro y el diametro exterior del tubo de acero es de 9 cm. Si P = 24.000 kg, hallar
las tensiones en el acero y en el aluminio. Para el acero, E = 2,1 x10° kg/cm’ y para

el aluminio E = 2,8 x 10°kg/cm?.

P
1 Tar Gac

—

~

L

IR

[

MU

«— ™~ —>
N
AN &

S—

Fig. (a) Fig. (b)
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Solucion:

Tracemos un plano horizontal a traves del conjunto a una altura cualquiera, excepto
en la inmediacion de las placas, y separemos una parte de la otra, por ejemplo, la
superior. La parte que hemos quitado debe ser sustituida por el efecto que ejerce
sobre el resto, efecto que consiste en esfuerzos verticales normales, distribuidos en

los dos materiales. En la Fig. (b) se representa el diagrama de cuerpo en libertad de la
parte del conjunto situada bajo el plano de corte, siendo o, y o, las tensiones
normales que existen en el acero y el aluminio, respectivamente.

Si representamos la fuerza total soportada por el acero por P, (kg) Y la del

aluminio por P

al’
Pac = Aac X O-ac y Pal = A%I X O-al

Donde: AaC y Aa| representan las secciones del tubo de acero y el cilindro de

aluminio, respectivamente. Solo disponemos de una ecuacion de equilibrio

estatico para este sistema de fuerzas, y toma la forma
YF =P-P_-P =0

Asi, pues, tenemos una ecuacion con dos incognitas B y Pal por lo que el problema

es estaticamente indeterminado. En este caso tenemos que suplementar la ecuacion
de la estatica por otra deducida de las deformaciones de la estructura. Esta ecuacion
se obtiene facilmente porque las placas infinitamente rigidas obligan a ser iguales a
las deformaciones axiales de los dos metales.

La deformacion debida a la carga axial esta dada por A =PL/ AE .Igualando

las deformaciones axiales del acero y el aluminio, tenemos

P.xL  P,xL
Aachac AaIanI
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0 , de donde

Resolviendo esta ecuacién conjuntamente con la de la estatica _
Para una carga de 24.000 kg, se obtiene _ _ y

dividiendo las fuerzas resultantes .en cada material por su seccion, se obtienen las

tensiones buscadas:

3. Labarra AB es absolutamente rigida y esta soportada por tres varillas, como se ve en
la Fig. (a). Las dos varillas extremas son de acero y tienen una seccién de 3 cm?. La
central es de cobre y de seccién 9 cm?. Para el acero, E = 2,1 x 10° kg/cm?, y para el
cobre, E = 1,2 x 10° kg/cm?. Todas las varillas tienen 2,10 m y estan igualmente
separadas entre si, estando aplicadas las cargas de 6.000 kg en el punto medio entre
ellas. Despreciando el peso de la barra AB, determinar la fuerza en cada una de las

barras verticales. AB permanece horizontal después de aplicar las cargas.

. Pac PCU Pac
LI T I T
|
A R
| | |
1 1 6.000 kg 6.000 kg
6.000 kg 6.000 kg
Fig. (b)

Fig. (@)

Solucion:

Primero dibujaremos un diagrama de cuerpo en libertad de la barra AB en que
aparezcan todas las fuerzas que acttan en ella, incluyendo las dos cargas aplicadas y
las reacciones de las varillas verticales. Si se representa la fuerza en cada una de las
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varillas de acero por P (kg) y la de la de cobre por P, (kg), el diagrama aparece
como en la Figura (b).
Ya se ha hecho uso de la condicion de simetria al decir que las fuerzas son iguales en

las dos varillas de acero, por lo que solo queda una ecuacién de equilibrio estatico,

que es

Tenemos, pues, una ecuacion con dos incognitas y el problema es estaticamente
indeterminado, por lo que hay que suplementarla con otra que provenga de las

deformaciones de la estructura.

Se determina facilmente esta ecuacién porque el alargamiento de las varillas de acero

y de cobre es el mismo.

Aplicando la expresion del alargamiento debido a una carga axial A=PL/AE a

las varillas, tenemos

Resolviendo esta ecuacion juntamente con la de la estética, se tiene

208838,)+ P, ~12000=0
Y cesejanco FEEEEHING v NEEER0

4. Considerar un pilar cuadrado de hormigén armado de 30 x 30 cm de seccion y 2,40
m de altura. EI hormigon esta armado con ocho barras verticales de acero, cuadradas,
de 2 cm de lado, colocadas simétricamente respecto al eje vertical del pilar. Se ha
aplicado una fuerza de compresién axial de 45.000 kg, a través de una placa abso-

lutamente rigida en la parte superior del hormigén. Considerar, para el acero E = 2,1

x 10° kglem?y para el hormigén E = 1,75 x 10° kg/cm?. Determinar la tensién en el
hormigén y en el acero.
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Solucion:

Cortemos el pilar por un plano horizontal y quitemos la parte

de encima de este plano. La parte suprimida debera sustituirse ‘Pa
por cualquier efecto que ejerciera sobre la parte inferior, V"

efecto que consiste en fuerzas verticales distribuidas sobre el P 1r>——">"T7]

hormigodn y sobre el acero. El diagrama de cuerpo en libertad

de la parte inferior tiene el aspecto representado en el

BRI
o i owess: i

diagrama adjunto, donde P, y P, representan las fuerzas

7777777777777 I'// 77777
resultantes que se ejercen sobre el acero y sobre el hormigon, 45.000 kg

respectivamente, por la parte superior que se ha suprimido. La

fuerza R, , por ejemplo, es en realidad la resultante de las tensiones normales que se
supone uniformemente repartidas sobre toda la seccion transversal del hormigén.

Como la carga es axial, es razonable suponer una distribucion uniforme de la tensién

normal, por lo que la resultante R, esta en el eje geométrico del pilar.
Solo hay disponible una ecuacion de equilibrio estético para este sistema, que es

> F,=45000—-P, —P, =0

Esta ecuacién contiene dos incAgnitas, por lo que el problema es estaticamente
indeterminado y es necesario tratarla juntamente con otra ecuacion basada en la
deformacion de la estructura. Esta ecuacion se obtiene facilmente, pues el
acortamiento del hormigon y del acero son iguales a causa de la placa rigida. La
deformacion bajo la carga axial es A=PL/AE, y aplicando esta expresion a los

dos materiales, tenemos

P xL P, xL

8(2)°(21x10°)  [000 - 8(2) J1,75x10°)

Donde: L representa la altura del pilar. Despejando, P, =0,442P, y

45.000— P, —0,442P, =0 |, P =31.200kg, y P =13.800kg
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La tension en el acero se halla dividiendo la fuerza resultante en las ocho barras, por

su seccion. Del mismo modo, se obtiene la tension en el hormigon dividiendo la

fuerza resultante P, por la seccion del hormigén. Asi,

o = 13.800
a 8(2)2

31.200
- =36kg/cm?

=430kg/cm? = =
: %~ 900- 8(2)

5. Un tubo de acero, vertical, de diametro exterior 90 cm e interior 88 cm, esta lleno de
hormigén. Si el limite estatico aparente del acero es de 3,1 x 10° kg/cm?, se admite
un coeficiente de seguridad 2,25 y la resistencia a rotura del hormigon es de 175
kg/cm? y su coeficiente de seguridad 2,5, ;qué carga axial total de compresion puede
soportar? Suponer que los dos extremos del tubo estdn cubiertos por placas
infinitamente rigidas, y despreciar los efectos de la expansion lateral de los dos

materiales. Tomar para el acero E=21x10°kg/cm?® y para el hormigon
E =1,75x10°kg/cm? (La relacién del médulo de Young para el acero y para el

hormigon se suele designar por n, esto es, n=E_ /E, . Aqui, n = 12.

Solucién:
La seccion del hormigén es de 6.082 cm?, y la del acero 280 cm?. Como la variacién
total de altura del acero debe ser igual a la del hormigon, tenemos

P, xL 3 P, xL
(6.082)1,75x10°)  (280)2,1x10°)

0 P, =181P,

Siendo P, y P, las fuerzas resultantes en el hormigén y en el acero,

respectivamente. Por la estatica solo tenemos la ecuacion P =P, + P, siendo P la

carga axial total soportada.
Es improbable que se alcance la tension de trabajo admisible para los dos materiales

simultaneamente. Probablemente, el procedimiento mas sencillo es calcular dos
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valores de la carga total axial, uno basado en la hipdtesis de que el hormigdn esta
sometido a su carga de trabajo de 70 kg/cm? y el otro suponiendo que el acero
alcanza la suya de 1.380 kg/cm? siendo el menor de estos dos valores el
determinante. Asi, si el hormigon estd sometido a su tension de trabajo maxima,

tenemos

P =70(6.082)[L+1/181] = 661.000kg

Por otro lado, si el acero esta sometido a 1.380 kg/cm?, tenemos

P =1.380(280)[1 +1,81]=1.086.000kg

Por consiguiente, la carga axial admisible es P = 661.000 kg

6. La barra AD, inicialmente recta, tiene una seccion uniforme y estd amordazada en
los apoyos extremos, como se ve en la figura, sin que exista ninguna tension inicial.
Se aplican las cargas simétricamente colocadas de la Fig. (a) a las ménsulas (cuyo
efecto se desprecia) y se desea hallar la fuerza de traccion o compresién resultante

sobre cada seccion transversal en cada una de las zonas AB, BC y CD.

N 1.000 kg —q N\ e F— 3.000kg ,~
S Z
N L~
J 4 B c D 2
N 25
N =
N
§ 1.000 kg _.{/ \}-‘— 3.000 kg 2
e
Eq—— 75 cm —-—D-l<— 50 cm —»I-<— 75 cm—’%
Fig.
1.000 kg > A B
F = TRACCION [y F,
Fl — B (DY P a— |:2
A =—p| COMPRESION |
1000 KY sy Fz Fz
B D
Fig. (b) Fig. (c)
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Consideremos primero solamente la carga total de 2.000 kg aplicada en B y
comprobemos que la barra AD esta en equilibrio. Habra dos reacciones F y F, en
los extremos de la barra para equilibrar la fuerza de 2(1.000) = 2.000 kg. Entre Ay B

Fl

habra una traccion de "t , y entre B y D una compresion, como se ve en la Fig. (b),

lo que puede representarse también como en la Fig. (c). Asi, F, alarga AB y B se
mueve la distancia A1:F1(75)/ AE hacia la derecha. Del mismo modo, F,
comprime BD y B se mueve A, =F,(125)/ AE.

Evidentemente, A; = A, y podemos escribir @: F,(125)

4 5
O FE=|2|F
AE AE 1(3)2

De la estatica tenemos solamente la ecuacion Y F =-F —F,+2.000=0

Sustituyendo,

(5/3)F, +F,=2.000 , F,=750kg (BD estd en compresion) y F, =1.250kg (AB

esta en traccion)

La distribucion de las fuerzas axiales internas es ya evidente. Debido a la carga de
2(3.000) = 6.000 kg , tenemos

(5/8)(6.000) =3.750 kg  (CD esta en traccion)
(3/8)(6.000) = 2.250 kg (AD esta en compresion)

Sumando algebraicamente los resultados anteriores, se pueden hallar ya las fuerzas

axiales resultantes en las distintas partes de AD. Los valores finales son

AB =1.250 - 2.250 = - 1.000 kg, BC =- 750 -2.250 = - 3.000 kg
CD =-750 + 3.750 = 3.000 kg

Donde el signo positivo indica fuerza de traccion y el negativo de compresion.
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. Considerar la barra AB de la Fig. (a) absolutamente rigida y horizontal antes de
aplicar la carga de 20.000 kg, articulada en A y soportada por la varilla de acero EB
y la de cobre CD. La longitud de CD es de 90 cm y la de EB de 150 cm. Si la
seccién de CD es de 5 cm? y la de EB de 3 cm?, determinar la tensién en cada
varilla vertical y el alargamiento de la de acero.

Despreciar el peso de AB. Para el cobre, E = 1,2 x 10° kg/cm® y para el acero
E=2,1x10°kg/cm?

PCU Pa
) T 4
C
A
A D ; Ac——ppf R T T ~B
@@_ —— —— : t 120 cms 60 cms |60 cms
~ 120 cms 60 cms |60 cms A A
£ £ + 1‘
A
Y \/
\
20,000 kgs. 20,000 kgs.
Figura () Figuza (b)
A D+ By
- D _ 3 A cu A a
D%ﬁ\ __— \
120 cms 120 cms B' T
L | 2
71 1 A
Figura (c)

El primer paso para resolver el problema es trazar el diagrama de cuerpo en libertad
de la barra AB, con todas las fuerzas que actlan sobre ella. Es lo que se ha hecho en

la Figura (b).

De la estatica, tenemos (1) LF, =A =0
2) XM, =120P, +240P, —20.000(180)=0
3) XF,=A +P, +P, -20.000=0

Como las dos ultimas ecuaciones tienen tres incognitas, el problema es
estaticamente indeterminado, por lo que hay que buscar otra, basada en las
deformaciones del sistema. Como la barra AB es rigida, el Unico movimiento que

puede producirse es un giro del cuerpo rigido alrededor de A como centro. La linea
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de trazos de la Fig. (c) indica la posicion final de AB después de aplicar la carga de

20.000 kg. Inicialmente, esa barra era horizontal, como muestra la linea llena.

Los extremos inferiores de las varillas estaban al principio en D y B y se trasladan a
D' y B' después de aplicar la carga. Como la barra AB es rigida, los triangulos

semejantes ADD' y ABB' nos proporcionan una relacion sencilla entre las

deformaciones de las dos barras verticales: A /120 =A_ /240 expresando por

Acu y A, los alargamientos de las varillas de cobre y acero, respectivamente. Por

tanto, la ecuacion suplementaria basada en las deformaciones es

A, =2A,
Pero el alargamiento bajo carga axial viene dado por A = PL/ AE. Utilizando esta

expresion en la relacion anterior entre deformaciones, tenemos

P.(150)  2P,(90)
(3)21x10°)  (5)1,2x10°)

6 P, =126P,

Resolviendo el sistema formado por esta ecuacion y la (2) de la estatica, tenemos

120P, +240(1,26P,)=360.000 [P, =8.500kg y |P,=10.700kg
Las tensiones se obtienen por la relacion o =P/A

En la varilla de cobre, o, =8.500/5=1.700kg/cm®
En la varilla de acero, o, =10.700/3=3.600kg/cm?

8. Una barra de cobre tiene seccion uniforme y esta unida rigidamente a los muros,
como se ve en la figura. La longitud es de 150 cm vy la seccién de 15 cm?. A la
temperatura de 25° C la varilla no tiene tensiones. Determinar las que existen en ella

cuando descienda la temperatura a 10°, suponiendo que los apoyos no ceden. Para el

cobre, E = 1,1 x 10° kg/cm?y « =16 x 10™° por °C.
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Solucién:

Un modo de resolver este problema es suponer que se

corta la barra y se la separa del muro en el extremo

derecho. En tal caso, es libre de contraerse cuando la

jg——— 150 cm —————=

T

LUl

temperatura desciende, contrayéndose la longitud
A=(16x10°)150)15)=0,036cm

Ahora, es necesario hallar la fuerza axial P que hay que aplicar a la barra para
alargarla 0,036 cm, esto es, para volver a llevar el extremo derecho a su posicion
verdadera, porque sabemos que en la realidad el extremo no se desplaza en absoluto

al bajar la temperatura. Para determinar esta fuerza P, utilizamos la ecuacion

P(150)

AE ueda 0,036= 6 P =3.960 k
AE T (15)11x10°) R

La tensién axial que produce esta fuerzaes o = P/ A=3.960/15 = 264kg/cm?

9. La barra compuesta de la figura esta rigidamente sujeta a los dos apoyos. La parte de
la izquierda es de cobre, con seccion uniforme 70 cm? y longitud 150 cm, mientras
que la derecha es de aluminio, con seccién uniforme de 18 cm? y longitud 100 cm. A
la temperatura de 25 °C, el conjunto esta sin tensiones. La temperatura de la estruc-
tura desciende, y durante este proceso el soporte derecho cede 0,05 cm en el sentido
de la contraccion del metal. Determinar la, temperatura minima a que puede

someterse el conjunto para que la tensién en el aluminio no exceda de 1.700 kg/cm?.
Para el cobre, E = 1,1 x 10° kg/cm?, & =17 x 107°/°C , y para el aluminio, E = 7 x
10° kglem®y o =22,2x 107°/°C .

Solucién:

Nuevamente, como en el ejemplo anterior, es quiza mas

sencillo considerar que la barra se corta inmediatamente

Y//11171//4

AN

- ¢— 150 cm —————>=

6

»
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a la izquierda del muro que la soporta por el lado derecho, quedando libre para
contraerse por la baja de temperatura AT. El acortamiento total de la barra

compuesta esta dado por:

(17 x10° 150 AT )+ (22,2x10°° 100)(AT)

LU

v
/
7
Z
/
7z
/
/
/
/

lat——— 150 cm ——p—1-@— 100 cm —f

Es de observar que la forma de la seccion no tiene influencia en el cambio de

longitud de la barra por variacion de la temperatura.

Aln cuando la barra se haya contraido esta cantidad,
{7 }=»p sigue estando libre de tensiones, pero no hemos

terminado el estudio, porque se ha suprimido la

reaccion del muro de la derecha cortando alli la barra. Por tanto, debemos representar
la accién del muro por una fuerza axial P, aplicada a la barra, como se ve en el
adjunto diagrama. Para que exista equilibrio, la fuerza resultante sobre cada seccién

transversal del cobre o del aluminio debe ser igual a P. La aplicacion de la fuerza P

alarga la barra compuesta en una longitud _

Si no cediera el apoyo derecho, igualariamos la ultima expresién a la que da el
acortamiento total debido al descenso de temperatura, pero como dicho apoyo cede

0,05 cm, podemos escribir

P(150) .\ P(100)

_ -6 6 B
70{L1x10°) 18(0’7X106)—(17><10 JS0)(AT )+(22,2x10° \100) AT )-0,05

La tension en el aluminio no debe exceder de 1.700 kg/cm? y como viene dada por la

férmula o = P/A, la fuerza méxima es

P = Ax o =18(1.700) = 30.600kg
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Sustituyendo este valor de P en la ecuacion anterior entre deformaciones, hallamos
AT =74°C , por lo que la temperatura puede descender 74° desde la original de
25°, siendo la final de — 49° C.

10. Considerar la barra conica de acero de la figura, que tiene los dos extremos sujetos
en apoyos indeformables y esta inicialmente libre de tensiones. Si la temperatura

desciende 22 °C, determinar la tensién méaxima en la barra. Tomar E = 2,1 x 10°

kglem’y @ =11 x 10°/°C

Solucién:
Quizéa el modo mas sencillo de resolver este problema es imaginar que un extremo de
la barra, por ejemplo, el derecho, esta temporalmente suelto de su apoyo. En este

caso, la barra contrae una longitud:

(22)(90)(11><1O’6 ) =0,0218cm; debido al descenso de temperatura.

20cm

10em| y =4——————#
r j%cm

10cm

Hallemos, ahora, la fuerza axial que hay que aplicar al extremo derecho «libre», para
que la barra se alargue 0,0218 cm, esto es, para que se satisfaga en ese extremo la
condicion de limite verdadera, de fijeza completa. Adoptando el sistema de

coordenadas de la figura, tenemos

r=5+5x/90=5+x/18
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11.

Como el angulo con que varia la seccion es relativamente pequefio, se puede suponer

que la fuerza de traccion esta uniformemente distribuida en cada seccién transversal.
Como tampoco hay cambios bruscos de seccion, podemos determinar el
alargamiento del elemento discoidal de espesor dx aplicando A = PL/AE, donde L =

dx, al disco e integrando luego a lo largo de toda la barra:

0,0218:If,° Pdx :J»go 324Pdx _ 324P
7(5+x/18fE *° zE(90+x)* 180Ex

y despejando, P = 80.000 kg, siendo P la fuerza resultante axial que actua sobre cada
seccion, esto es, la fuerza necesaria para volver a llevar la barra a su longitud
original.

Debe observarse que la fuerza resultante en cada seccion vertical es P (kg) para que
exista equilibrio en cualquier parte de la barra. Sin embargo, como el area de la
seccion varia de un extremo de la barra al otro, la tension varia desde un valor
maximo en el extremo izquierdo en que la seccién es minima, hasta un minimo en el
extremo derecho en que es maxima la seccion.

La tensibon maxima en el extremo izquierdo estd dada por

_ 80000 =1.020kg/cm?®

O e T (5)2 -

Un cilindro hueco de acero rodea a otro macizo de cobre y el conjunto esta sometido
a una carga axial de 25.000 kg, como se muestra en la Fig, (a). La seccion del acero
es de 18 cm? mientras que la del cobre es de 60 cm? Ambos cilindros tienen la
misma longitud antes de aplicar la carga. Determinar el aumento de temperatura del
sistema necesario para colocar toda la carga en el cilindro de cobre. La placa de

cubierta de la parte superior del conjunto es rigida, y para el cobre E = 1,1 x 10°
kglem?, o =17 x 10°°/°C , mientras que para el acero E = 2,1 x 10° kglem?, o = 11
x 10°/°C.

Solucioén:

Un procedimiento para resolver este problema es suponer que se suprimen la carga y

la placa superior de tapa, permitiendo al sistema dilatarse libremente en sentido
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vertical por un aumento de temperatura AT . En estas condiciones, los extremos
superiores de los cilindros adoptan las posiciones representadas en la Fig. (b) por

lineas de trazos.

25.000 kg

K

N

T

L L /7 VA //
Fig. (b)

N
N

Fig. (a)
Naturalmente, el cilindro de cobre se dilata hacia arriba méas que el de acero, porque

el coeficiente de dilatacion lineal del cobre es mayor que el del acero. La dilatacién

del acero es

(11x107° Y600)AT)
Mientras que la del cobre es (17 x107 XGOO)(AT)

No cabe duda de que ésta no es la situacion real, porque todavia no se ha considerado
la carga de 25.000 kg. Si toda esta carga axial ha de ser soportada por el cobre, solo

sera comprimido él, y la compresién viene dada por

PL  25.000(600)
A = =
“ " AE  (60)11x10°)

El enunciado del problema dice que el aumento de temperatura AT es el preciso

para que el cobre soporte toda la carga. Por tanto, la longitud del cobre aumentada,
representada por las lineas de trazos en el esquema anterior, disminuira por efecto de
la fuerza, y la dilatacién total sera la causada por el aumento de temperatura menos la
compresion debida a la carga. La variacion de longitud del acero es debida solo al

cambio de temperatura. En consecuencia, podemos escribir :
25.000(600)

(17 x10°° Y600) AT ) - E0)La’)

= (11x10°)600)AT) 6 AT =63°C
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12.

La barra rigida AD esta articulada en A, y unida a las BC y ED, como se ve en la

Fig. (a). Todo el sistema esta al principio sin tensiones y son despreciables los pesos
de las barras. La temperatura de la barra BC desciende 30° C y la de la barra ED
aumenta los mismos 30° C. Despreciando toda posibilidad de pandeo lateral, hallar
las tensiones normales en las barras BC y ED. Para BC, que es de bronce, suponer E

=9,8x10° kglem?, o =17,7x107°/°C , y para ED, que es de acero, tomar E = 2,1

x 10® kglem® y o = 11 x 10°/°C . La seccién de BC es de 6 cm®y la de ED de 3

cm?.

Solucion:

Expresemos las fuerzas aplicadas sobre AD por Pac y Pbr y supongamos que

acttan en las direcciones representadas en el diagrama de cuerpo en libertad de la

Fig. (b). Como AD gira rigidamente alrededor de A (c

de trazos), tenemos A, [26=A_/65 donde AA [ e ==t —]

Pac

4

4
acortamiento y el alargamiento axiales de BC y DE, re 1

A B,

Y/

D

Pac

!

Fig. (b)
Acero 25¢m
A B
e e e e Aol B
26cm [ [ 39cm _ 26em 39 cm |
C Ay Y
Bronce . v P

Figura (a) Figura (a)

La variacion total de longitud de BC estd compuesta por un acortamiento debido al

descenso de temperatura y el debido a la fuerza axial [, . La variacion total de

longitud de DE esta compuesta por un alargamiento debido al aumento de

temperatura y otro producido por la fuerza F’aC Por tanto, tenemos

2

Pac (25)
(3)2,1x10°

P.(30)

11x10°(25)30
(110" (25)30)-+ (6)0,8x10°

= —(17,7x10°Y30)30)+
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6 5102P, ~1587P, =19.230
de la estatica XM, =26R, -65P, =0

y resolviendo el sistema formado por estas dos ecuaciones, P, =1.720kg,
P,, = 4.300kg

Utilizando la expresion o = P/A para cada barra, obtenemos o, = 573 kg/lcm® y

o, =716 kg/cm®,
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METODO DE LA CARGA UNITARIA PARA EFECTOS AXIALES

El Método consiste en aplicar una carga unitaria en el punto que deseamos conocer
su desplazamiento.

Si nos piden el desplazamiento vertical u horizontal; tendremos que aplicar una
carga unitaria vertical u horizontal respectivamente, en el punto a analizar.

Si nos piden el giro; tendremos que aplicar un giro unitario.

Para resolver casos por este método, se analiza el sistema con sus cargas reales y
luego solo con la carga unitaria.

Al sistema real lo denominaremos N y al de la carga unitaria n.

Este método energético nos evita determinar la deformacion por métodos
geométricos.

El desplazamiento 9, viene dado por:
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PROBLEMA DE APLICACION

Calcular las tensiones en cada barra:

Solucién:
Tenemos los sgtes. Esquemas:
TAB = TAC

Tag Tac T,g.C0s0+T,..c0s0=T
P

Taa = Tac = 2.c0s0

TAB = TAC

T,5.C050 + T,..c0s0 = 1

Tac

1
Toe = AC 7 2 cos0

Asimismo:
Barra N N E L A Lm
EA
AB | P/2cos® | 1/2cosd E [ A PI/4EAC0s°0
AC | P/2cos® | 1/2cosb E [ A PI/4EAc0s°0
PI/2EAc0s°0
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Por Métodos Geométricos:

B D Isene C
—
|
| |
Icose
|
0|0
6 8AB
AB\ |q CoS o
A
Luego:

) ? 2
12.sen?0 +| l.cosO+ 28 | =(1+&
(1o0s0+ 222 | (145,0)

€0s0.5
\\z.sen 20 +\2 .C0s%0+2I. ——A8 =\2 +21.8 55 +8% a8
N\ R cosa

Despreciamos el elemento de orden superior:

€0S0.0 55
" cosal

2l =21.8

cosO =cosa

__ P
2.cos0 EA

Entonces:

_ Pl
2c0s%0.EA

6AB

\
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PROBLEMAS DE APLICACION

1. Para la estructura mostrada. Calcular el desplazamiento vertical y horizontal del

punto B.

A
)
OnB e PC
3 OBC |
A |
\\9 | a
R \
\"\
\ SVB
\
\
\\ b
\\e
o
\
-o-
Luego:

I
OHg =9 ,5.Cos0 =P.Ctg0.——
B~ Ong g EA

|
SH. =P.Ctg0.—
B g EA

Tea

O Tac

A

v
P

Del gréfico, se tiene:
(*)TABCOSG = TBC
(*)TABSenO =P

P
T s T
e Sené M
Tegc= P.Ctgo............ ©
Tenemos que:
dvg =a+b
senod = O a= Onp
a send
tgo = Sﬁ = = Sﬁ
b tgo
_ P 5 — P.Ctgo.1
"% send EA AB EA
5V, P.l P.Ctgo.I

= +
sen’0.EA EA.Tgo

Svg = ;(mcze+Ctgze)
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Por Carga Unitaria:

0
S S T e
P 1
De los gréficos; se tiene:
P 1
Tpe=—— Tae=__
A% senod A% send
T =P.Ctgo Tz =Ctgo
Hallando 6v; :
Barra N n; E A N.n.I
EA
AB P/Senf 1/Senf E A P.
EA.Sen?0
BC P.Ctgb Ctgbo E A P.I.Ctg%0
EA
P.l
— " |Csc?0+Ctg?0
= g%0)
Entonces:
3vg :%(Csc29+0tgze)
HallandodH; :
Barra N n, E A N.n.I
EA
AB P/Sen0 0 E A 0
BC P.Ctgb 1 E A P Ctap |
.Ctg EA
P.Ctge.l—
EA
Entonces:
oH, =P.Ctgo !
®  T7EA
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2. Calcular el desplazamiento del punto A para el sistema que se muestra. (E,A=Ctte).

32

F'y
®

01 1 l.senB-b:

'S

l.senf

Tenemos que:

5, 5,
cosB=-—+= = y=
P y y cosp

tgh=> = x=5,tgp
5,

Se tiene que:
d

AV =2 43, .t9B

cosP

Luego:
(1+8,)? = (AVg+tl.cosB)? + (Lsenp — 81)?

W4 218+ 3= MXs + 2 AVe. Leosp+2.ga€p+
Iz.s;eféBleenB. 61+;3?{

=/2./ AV)QA.COSB =ﬂ/lsenB. Sy‘{l o2

0
AV, =—2 + §..t
5~ cosp ! ap

AVg

1.Cosp
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3. Para la barra mostrada. Calcular el 3VpYy 6Vg

Considerar:
3m | E = 2.1x10° Kg/cm?
| A=4cm’
| Barra AD tiene EA=oo

Solucion:

) Pl PI ) ) .,
Si EA=o0, entonces O = a: ——=0; es decir, la barra no tiene deformacion
o0

axial. En otras palabras, la barra AB gira de la siguiente manera:
C

| Se tiene:
(I.cosot+dyg)” + (I.sena)® = (1+a)?
o

a
6B Cosy= —
VB

BI
oV a
a Y B SVB =

cos y

(1.cosot( —2))2 + (Lsena)? = (I+a)?
CoS ¥

(o]
COSox
/cosza +2al. + -I)}./senza = )342al+a2
cos y

Agrupando y despreciando infinitésimo de orden superior:

cosa
" cosy

2al = 2al

Cosa = Cosy

a=y
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Aplicando la teoria expuesta; al Problema Enunciado:

4.00m

Luego:

> M, =0

T...5en37°x4 =10,000%5

3

TBC'gX4 =10,000x5

T, =20,833.33 K.

De otro lado:

_20,833.33x500

BC —

Ogc O

vy =

cos53° 3
5

2.1x10°x4
“BC _"x1.24 cm

dvg =2.06 cm.

Tenemos que:

€0s53° = a
Vg
vy = a
cos 53°

6VD
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4. Calcular los componentes del desplazamiento de la articulacion en B.

E = 2x10° Kg./cm?

A = 4 cm? cada uno

W=6000 Kgs.

Tec

30° | « /3
450 60°

300 45°

Tas

600 Kg

Tenemos que:
Tec.C0s45° = Tpg.C0s30°
Tec.Send5° + Tag.Sen30° = 6 000

2 /3 /3
TBC'\7=TAB'\7 —> TBC :TAB-:Ti

T \E\@ 1

%a _ Cos60°
BJ

BJ =25,
Cos45° = 8%
BP

BP =802

BP = 2.5, + X+ X3

12000
5 a TAB.E:GOOO ——> T,u/3+T,z =12000 —> T, =

Tas =4 392.30 Kgs Tec =5 379.45 Kgs

1+ x/g
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De donde:

_ 5379.45x300

BC —

AB —

Luego:

BP = v, = 2.8, + X3

BP = 2.5, + X4 X/3=0.2017./2

2x0.1098 +x(1++/3)=0.2017../2
X =0.02402 cm.

Asimismo:

dvy = 2x0.1098 + 0.02402x- /3 + x

2x10°6 x4

~ 4392.30x200
2x10°6 x4

dvy=0.2612cm

AH; =x=0.02402 cm

Por Carga Unitaria:

N

6000

=0.2017 cm.

=0.1098 cm.

1

2
Tag =4 392.30 Kgs. Tag = =0.7320 Kags.
AB g AB 1en E g
Tec =5 379.45 Kgs. Tec = 0.8965 Kgs.
Barra N n, E A L N.n.l
(Kgs) (Kg.) (Kgxem?) | (cm?) (cm) EA
AB 4 392.30 0.7320 2.1x10° 4 200 0.0803 cm
BC 5 379.45 0.8965 2.1x10° 4 300 0.1808 cm
0.2612 cm
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De forma general; podemos expresar los desplazamientos de la siguiente

manera:

AD=25,

Sv=AC=AD+DF+FC

-

Tg60° = [2(F — DF=./3x

8,X/2 = AC= 25, +/3x + X
5,x:/2 - 25, =(\/3+1x

8,~/2-26,
x/§+l

8,~/2-29,
\/é‘i‘l

_25,/3+8,2
x/§+1

OVpc = 20,+

OVac
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5. Dos barras de acero AB y BC soportan una carga P=6000 Kgf. La seccién de

AB es 4 cm? y la de BC 6 cm? Si E=2x10° Kg/cm® Determinar el

desplazamiento vertical y horizontal del punto B.

5m } 3m SAB SRC +

P=6000 Kgs. B"

Tenemos que: B
Tag.Sen37° = 6000 IW——> T = 6000x(5/3) mw——>> T = 10,000 Kg.
Tec = Tas.C0s37° m——> Tpc = 10,000x(4/5) m——> Tgc = 8000 Kg.

Luego:
10,000(500) .
Opg=————=—=0.625m........... Alargamie nto
" 4ex10°® #
Bczm =0.267Tm........... Acortamiento
6x2x10
0.267m J
Q
&> y,=0315 (%) Cos37" X, _4
0.625 5
y X1 =0.50m
(*) Coss3e, Y13
| y 0.625 5
| 2 y1 =0.375m
|
|
05002670767
1g37° = 0.767
Y,
4
y2 =0.767. 3 y, =1.0226m
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De donde:
ov =1.397cm

Asimismo:
oH =X

0.767
X

Sen37° =

X = 0.767.§
3

x=1.278 cm
De otro lado:

x 1277

IAB

y _1.397

Ogc
BC

Meétodo de la Carga Unitaria:

B 37°

6000 Kgs.

Tag = 10 000 Kgs ....(T)

Tec= 8000 Kegs .....(C)

=0.00349rad =0.2°
400

37°

B <370

Tag =

TBC:1

85



Resistencia de Materiales
Ing. Genaro Delgado Contreras

Hallando 6v:
Barra Q q I A E Qql
EA
AB 10 000 5/3 500 4 2x10° 1.041666
BC 8 000 4/3 400 6 2x10° 0.355
1.396 cm
Hallando on.
Barra Q q | A E Q.ql
EA
AB 10 000 0 500 4 2x10° | -
BC 8 000 1 400 6 2x10° 0.267 cm
0.267cm
0.267m
—
Q
02530
Q©
e y =(5/3)x0.625
1
Oy = Vit Yo = 1.397 m
379
1.02086 m
37 = (4/3)x0.267
y Vo~ G43)
0
- 53

0.499 m 0.267 m

0.766 m
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TENSIONES EN VIGAS

Las tensiones normales producidas por el momento flector, se llaman Tensiones de
Flexion y las relaciones entre estas tensiones y el momento se expresan mediante la

férmula de la flexién.

La figura mostrada presenta dos secciones adyacentes ab y cd separadas una distancia
dx. Debido a la flexion producida por la carga “P”, las secciones ab y cd giran una
respecto de la otra un pequeno angulo “d6”, como se ve en la figura, pero permanecen

planos y sin distorsion de acuerdo con la hipdtesis una.

La fibra ac de la parte superior se acorta y la fibra bd se alarga. En algln punto entre

ellos existe una fibra, tal como ef , cuya longitud no varia. Trazando la linea ¢’d’ por f,

paralela a ab, se observa que la fibra ac se ha acortado una longitud cc' y esta

comprimida; mientras que la fibra bd se ha alargado la longitud dd' y esta sometida a

traccion.

El plano que contiene todas las fibras tales como ef se llaman, superficie neutra; ya que
tales fibras no varian de longitud “y”, por tanto, no soportan tensién alguna. La
superficie neutra pasa por los centros de gravedad de las secciones transversales de la

viga.

superficie

neutra

FIGURA N°O1
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Existe una relacion entre el momento flector y las tensiones normales de flexion que se

producen; asi, como la fuerza cortante vertical y las tensiones cortantes.

Para obtener estas relaciones se hacen las hipétesis siguientes:

1) Las secciones planas de la viga, inicialmente planas, permanecen planas.

2) El material es homogéneo y obedece a la ley de Hooke.

3) El modulo elastico es igual a traccion que a compresion.

4) Laviga es inicialmente recta y de seccion constante.

5) El plano en el que acttan las fuerzas contiene a uno de los ejes principales de la
seccion recta de la viga y las cargas acttan perpendicularmente al eje longitudinal
de aquella.

Plano longitudinal de
las cargas aplicadas.

Yi

g (kg/m)

I

\ Gdi
TxydA

FIGURA N°02

Consideremos ahora la deformacion de una fibra cualquiera gh situada a una distancia

“y” de la superficie neutra.

Su alargamiento hk es el arco de circunferencia de radio “y” y angulo “d6”, viene dado
por:

d=hk=ydo
La deformacion unitaria se obtiene dividiendo el alargamiento por la longitud inicial
ef de la fibra:

g0 _YP
L ef
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Llamando p al radio de curvatura de la superficie neutra, la longitud ef es igual a p do,

por lo que la deformacidn unitaria, varia.

pdo p
Suponiendo que el material es homogéneo y obedece a la ley de Hooke; hipdtesis 2, la

tension en la fibora  gh, viene dado por:

Esta expresion indica que la tension en cualquier fibra es directamente proporcional a su
distancia “y” a la superficie neutra, ya que se ha supuesto que el mddulo elastico es
igual a traccion que a compresion, hipotesis 3; y el radio de curvatura “p” de la

superficie neutra es independiente de la ordenada “y” de la fibra.

Ahora bien, las tensiones no deben sobrepasar el limite de proporcionalidad, pues en
caso contrario dejaria de cumplirse la ley de Hooke, en la que se ha basado la
determinacion de la forma de distribucion de las tensiones.
Aplicando las condiciones de equilibrio; las fuerzas exteriores que actian aun lado de la
seccion en estudio quedan equilibradas por la fuerza cortante y el momento flector
resistente.
Para que se produzca este equilibrio, un elemento diferencial cualquiera de la seccion de
exploracién esta sometido a las fuerzas que se muestra en la grafica 02.
A la interseccion de la superficie neutra con la seccién se le llama “linea neutra”
Para satisfacer la condicion de que las fuerzas exteriores no tienen componente segun el
eje X; hipotesis 5, tenemos:

>x=0 [oxdA=0

(1P

En donde; oy, equivale a o de la ecuacion “a

. E
Sustituyendo oy por su valor —y ; tenemos:
p

E
pj ydA=0

Los términos E y p son constantes, por tal razon estan fuera de la integral.
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Como ydA es el momento estatico del area diferencial dA respecto de la linea neutra, la
integral [ ydA es el momento estéatico total del &rea. Por lo tanto:

E_

7y:O

p

Sin embargo, como solamente yen esta expresion puede ser nulo, se deduce que la

distancia a la linea neutra, eje de referencia, del centro de gravedad de la seccion recta
debe ser cero, es decir, que la linea neutra pasa por el centro de gravedad del area de la

seccion recta.

La condicion Zy:O que da V=Vr, conduce a la formula de la tension cortante. Vr, es
la suma de todas las fuerzas cortantes t ., dA, es decir, Vr = J-r xy Ola

La condicion Y Z=0, conduce a que J"E «dA=0.

Puesto que las fuerzas exteriores no tienen componente segun el eje Z, el sistema de
fuerzas cortante t,,dA esta en equilibrio.

En estos casos, las cargas producen un momento respecto del eje x que es equilibrado
por:

I Y (tdA) — I z(t,dA), para satisfacer la ecuacion Y. My=0.

Esta condicion se verifica automaticamente para secciones simétricas respecto del eje
Y, ya que cualquier elemento tiene otro simétrico y, por lo tanto las integrales se anulan
COmMo consecuencia, para secciones simétricas respecto del eje Y, el plano de fuerzas
exteriores debe coincidir con el plano XY, y si no ocurre asi, la viga estara sometida a
torsion.

Considerando ) M,=0. Las fuerzas exteriores no producen momento respecto del eje Y,

ni tampoco las fuerzas cortantes interiores. Por lo tanto:

Y'M,=0 [Z(cdA)=0

. E
Sustituyendo ox por su valor —y
p

E —
N [zyda=0
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La integral IZydA, es el producto de inercia Py, que es nulo solamente si Y y Z son

ejes de simetria O ejes principales de la seccidn. Esto constituye la justificacion de la
hipdtesis 5.

La ultima condicion de equilibrio Y Mz = 0, requiere que el momento flector sea
equilibrado por el momento resistente, es decir; M=M,. El momento resistente respecto

de la linea neutra de un elemento cualquiera es y(oxda) y; por lo tanto:

M= [y(c.dA)
. E
Sustituyendo ox por —Y, resulta:
p
mM=E j y2dA
p

Como IyZdA, es el momento de inercia | del &rea respecto al eje de referencia, que en

este caso es la linea neutra, que pasa por el centro de gravedad, se obtiene, finalmente:

M=t
p
o)
iM
p EI
E 1 M
Igualando o=l —|y con ==
p p El
E o M
py |
My

Llegamos a G:T

Esta expresion indica que la tension debida a la flexion en cualquier seccion es
directamente proporcional a la distancia del punto considerado a la linea neutra.
Otra forma de expresarla es sustituir y por c; siendo c, la distancia del elemento mas

alejado de la linea neutra, con esto se obtiene la tension maxima:

()
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El cociente (] se denomina modulo resistente de la seccion vy, y se suele designar por
c

Z, por lo que la formula de la flexion tiene la forma:

Esta férmula nos nuestra que la tension maxima se produce en la seccion de momento

flector méximo.

MODULO DE ROTURA

Puede usarse la ecuacion: cmax:?, para determinar la tension de flexion en una viga

cargada hasta su rotura en una maquina de ensayos. Puesto que en este caso se excede el
limite de proporcionalidad, la tension determinada de esta forma no es la verdadera
tension en el material cuando se produce la rotura de la viga; sin embargo, la tensién
ficticia asi obtenida se llama “modulo de rotura del material” y se utiliza para comparar

las resistencias de rotura de vigas de distintos tamafios y materiales.

Area
Comprimida

Area
Traccionada

El momento resistente equivale al par formado por las resultantes de las fuerzas de

compresion y de traccion.
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APLICACIONES DE TENSIONES EN VIGAS

1. Calcular los maximos esfuerzos de corte y flexion en el tramo BC.

1000 Kg. 1000 Kg.

L

\ \
B C 30¢
A Qiiw

40.50m ,;  050m y 0.50m y jurrsn

Solucion:

Tenemos los Diagramas de Fuera Cortante y Momento Flector:

1000
0 kg
-1000
500 ———
kg.m

Luego; hallaremos el centro de gravedad (Y cg):

N N

13.57 cm 10 cm
1 T | v _ (10X30x15) + (40x10x35)
ce 40x10 +10x30
26.43 cm 18500
i ¢ 700
) . . Y. = 26.43cm

1 |

L
15cm iO cﬁw 15cm

Asimismo; hallaremos el Momento de Inercia respecto al eje x.

| _10x30° 40x10°

XX

+30x10x15° + +40x10x 35
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l,, =583,333.33cm*

| +(700x26.43°)

Pero; |

XX

Entonces:

l.c =94351.90cm*

Finalmente, sabemos que;

_ My
I
Tenemos asi:
- = 500x100x26 .43
! 94351.90

o, =14 kglcm?

i

., _500x100:d3 57
T 94351.90

o, = 7.19kglcm?®

95



Resistencia de Materiales
Ing. Genaro Delgado Contreras

2. Para la viga mostrada. Calcular las tensiones normales méaximas y el esfuerzo cortante
maximo en el tramo BC.

6000 Kg. 6000 Kg.
| i i | m
A B C O 4u‘icm ‘VSOcm 4VS(:m }‘/
1,0.60m |, 0.90m |, 0.60m |,
l l l Ul

Solucion:

Tenemos los Diagramas de Fuera Cortante y Momento Flector:

6000
0 kg
-6000
3600 — —
kg.m

Luego; hallaremos el centro de gravedad (Ycg):

2(5X§Ox ?) +(30x30x15) - n(15%)15
YCG =
2% 5)(230 +30x30 — r(157)
4397.12 - ~ E.N=12.81cm
¢~ 343.14 «
cm 30cm cm
Y., =12.81cm Rem joem |

Asimismo; hallaremos el Momento de Inercia respecto al eje x.
AR3 A~ ~AR2 4
| = 2{5);3;0 + 5X230 (10)2} n 30:20 +30x30x15° — {“(145) + m(15) x152}

1, =93,696.09 cm’
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Pero;

leg +Ad

Ixx =

Reemplazando:

93696.09 = lcc +343.14x(12.81)

|||CG =37388.15 cm“lI

Finalmente, sabemos que;

=My
|
Tenemos asi:
o = 3600x100x1 2.81
‘ 37388.15

o, =123,343kglcm?

. _ 3600x100x1.7.19
i 37388.15

|csC =165.517 kg/ cm2|
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Para la viga mostrada. Calcular las tensiones normales méximas y el esfuerzo cortante

maximo.
1000 Kg 10 cm
A l B 30 cm
4 200
L L L Ly v
/‘ 3m ‘ 3m " 20cm 10cm 20cm”
Solucién:

Tenemos los Diagramas de Fuera Cortante y Momento Flector:

500
D.F.
% kg
-500
D.M.F 0 kg_m
1500

Luego; hallaremos el centro de gravedad (Y cg):

_ (10x30x15) + (50x10x35) 125¢m | 10em
ce (10x30) + (10x50) I 7 e ____EN
_ 22000 27.5cm 30cm
“¢ 800 ! 7 1
YCG = 27.5cm L L v

L
! 20cm 1lOcrﬂn 20cmq

Asimismo; hallaremos el Momento de Inercia respecto al eje x.

~10x30° 50x10°

+10x30x15° + +50x10x35°

XX

I, = 22500+ 67500 + 4166.66 + 612500
1, = 706666.66cm*
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Pero;
I, = loe +Ad?
Reemplazando:

706,666.66 = Icc +800x(27.5)

lce =101,666.66 cm’

Finalmente, sabemos que;

Tenemos asi:

Tenemos asi:

.- 150,000x 100x27.5
! 101,666.66

o, = 4,057.38 kglcm?

- — 150,000x 100x12.5
¢ 101,666.66

‘lcc —1,844.26 kg/ m? |
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DEDUCCION DE LA FORMULA DE LA TENSION CORTANTE
HORIZONTAL

Consideremos dos secciones adyacentes (1) y (2) de una viga, separadas una distancia
dx, como se indica en la figura (a), y aislemos la parte rayada del elemento comprendido
entre ellas. La figura (b) representa, en perspectiva, esta parte aislada.

Supongamos que el momento flector en la seccidn (2) es mayor que en la seccion (1),
por lo que las tensiones normales también seran distintas, 6, mayor que o1, y la
resultante horizontal de las fuerzas de compresion en la seccion (2) sera mayor que la de
la seccion (1), H,>H;. Esta diferencia entre H, y H; solo puede equilibrarse por la
fuerza cortante resistente dF que actle en la cara inferior del elemento aislado, ya que

en las restantes caras de éste no actla fuerza exterior alguna.

Seccion (1) w L Seccion (2)

- v
& H2

Y

Fuerza Cortante |
Resistiva

dF=tbdx

rffdx—>

Figura a

Seccidn (1)

Figura b
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Como Hj-Hj es la suma de las diferencias de las compresiones 6,dA y 6:dA que actdan
en cada elemento diferencial contenido en el elemento aislado, como se observa en la

Fig (b), aplicando la condicion de la estatica XH=0 resulta,

> H=0] dF=H, -H,

dF = Jecsz- jcldA

Y1 Y1

Sustituyendo ¢ por su valor My/I,

MM,

M, ¢ M, ¢
dF =2 [ydA- =t [ydA=
I I
Y1 Y1 Y1
De la figura (a), dF=Vds., siendo t la tension cortante media en el area diferencial de
ancho b y longitud dx. Ahora bien, M,-M; representa el incremento diferencial de
momento flector en la longitud dx, por lo que la relacion anterior se puede escribir en la

forma,

T= am ydA
Ibdx
Y1
Y como, dM/dx=V, fuerza cortante vertical, la tensidén cortante horizontal viene dada
por:
V § V V
= |ydA= —Ay=—M ........
t |bIy THRATRE (o)

Y1
c
Se ha sustituido la integral I ydA, que representa la suma de los momentos respecto de
Y1
la L.N. de las areas diferenciales dA, por su equivalente 4’y o sea, el momento

estatico, respecto de la linea neutra, del area parcial 4’ situada entre la paralela a la L.N.
a la altura y; donde se va a calcular la tension cortante y el borde superior de la seccion.

La distancia desde ésta al centro de gravedad de 4’ es y. También se puede representar

este momento estatico por M.
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Flujo Cortante

Multiplicando la tension cortante z por el ancho b de la seccion se obtiene una cantidad
g denominada flujo cortante, que representa la fuerza longitudinal por unidad de
longitud transmitida a través de la seccidn de ordenada y;. Es un concepto anélogo al
flujo cortante examinado en la torsion de tubos de paredes delgadas. Aplicando a la

formula (o), obtenemos el siguiente valor:

q:tb:\I/M

e

Relacion entre la tension cortante horizontal y vertical

Habré quien se sorprenda al ver que el término fuerza cortante vertical (V) aparece en
la formula de la tension cortante horizontal t, . Sin embargo, como ahora veremos, una
tension cortante horizontal va siempre acompafiada de otra vertical del mismo valor. Es

precisamente esta Ultima, representada en la figura (c), la que da lugar a la fuerza

cortante resistente V, = jrvdA que equilibra a la fuerza cortante vertical V. Puesto que

no es facil calcular directamente t,, el problema se resuelve calculando el valor

\YRl

numéricamente igual de T, .

Figura (c): Tension Cortante Horizontal y Vertical
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Para demostrara la equivalencia de 1,y t, consideremos sus efectos sobre un elemento
diferencial cualquiera, que separaremos del resto de la viga de la figura (d-1). En la
figura (d) se representa una perspectiva de este elemento, y en la figura (d-2) un alzado
lateral. Para el equilibrio horizontal del elemento, la tension cortante t, en la cara
inferior requiere otra igual en la cara superior, y las fuerzas a que dan lugar estas
tensiones, Figura (d-3), forman un par antihorario que requiere otro igual, pero horario
para conseguir el equilibrio de momentos. Las fuerzas de este par horario inducen la

tension cortante t, en las caras verticales del elemento, como se observa en la figura.

«—Th « Thdxdz
ax |, A d
T dy l T dy lfcvdzdy

Th— Th—>

Figura (d-1) Figura (d-2) Figura (d-3)
Figura (d): Tensiones Cortantes que actian sobre un elemento

Tomando momentos respecto de un eje que pase por A se obtiene:
[Z M, =0]  (r,dxdz)dy—(r,dydz)dx =0
Dividiendo por dxdydz resulta,
T, =T,
Se deduce; pues, que una tension cortante que actia en la cara de un elemento va

acompafiada siempre de otra numéricamente igual que actia en una cara

perpendicular a la primera.

Aplicacién a la seccién rectanqular:

La distribucion de la tension cortante en una seccion rectangular se puede obtener

aplicando la ecuacion (a) a la figura (e). En un plano a distancia “y” de la linea neutra,

SRR YO MY
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Simplificando,
T= X E_yz
21 4

Lo que demuestra que la tension cortante se distribuye conforme a una ley parabolica en
la altura de la seccion.

La tension cortante maxima tiene lugar en la L.N. y su valor se obtiene aplicando (o)

SCRHH
Ib bh? 2 \4

directamente,

Figura (d): Distribucién

Parabdlica de la tension

cortante en una seccion
rectangular.

Simplificando;

Naturalmente que se obtiene el mismo valor haciendo y=0 en la expresion (j3).
La formula (0) indica que la tension cortante maxima en una seccion rectangular es un

50% mayor que el valor medio V/A en la seccion total.
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TEORIA DE PEQUENAS DEFORMACIONES

Primer Caso:

0; 0,

Si una viga estd articulada en ambos

extremos y es sometida a un momento M Ma C
Yezd

en ambos puntos de los extremos en el

sentido mostrado, la viga girard del

modo mostrado.

Vemos que la viga al ser flexible gira un angulo 6; y 6;, respectivamente; haciendo lo

propio los nudos Ay B.

La demostracion es la siguiente:

El angulo 6; y o forman 90° ya que los
nudos al girar mantienen su rigidez. El D
angulo EAC a girado 90° llegando a la
posicion DAB siendo el angulo DAB

también 90°, entonces o+B=90°, y el o

angulo DAB=90°, lo cual implica:
a+0, =90°

0i

De las ecuaciones: o+ =90°
a+0, =90°

Vemos que B =0,

Por lo tanto El angulo EAD es igual al &ngulo CAB; que es lo queriamos demostrar.

Si el momento M es aplicado en sentido antihorario tendremos:

0i ej
0i 0; Bi

(A .

M M A

0;
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Si el momento M en A se aplica en sentido horario y en B en sentido horario,

tendremos:

0i

|v|< A 0;
7 O WQJM

Segundo Caso: Viga Empotrada en sus dos extremos

El giro en Ay B es cero y la tangente

trazada en A y B son horizontales. A B

Tercer Caso: Viga Empotrada en un extremo y libre en el otro

Cuando una viga estd empotrada en un
extremo, el giro es cero y la tangente

trazada en el punto de empotramiento

es horizontal.

El Empotramiento se esquematiza de

la forma mostrada.

Cuarto Caso: Viga Articulada en un extremo y libre en el otro.

El giro es diferente de cero y la

tangente trazada no es horizontal.

Una viga articulada se esquematiza en

este caso de la forma mostrada.
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Quinto Caso: Viga Empotrada en un extremo y articulado en el otro.

En este caso el giro en A es cero, pero AA B

en B es diferente de cero. / 0;
La tangente en A es horizontal mas no
asi en B.

GIRO EN LOS NUDOS

Si al nudo O, le aplicamos un
momento M en sentido horario, vemos
que la estructura mostrada sufre giros 0i

como se muestra en la figura. 0i

Si las barras AB y CD son
perpendiculares, las tangentes trazadas
L; y L, también lo serén, de modo que
las barras OA, OD, OB y OC giraran 1

el mismo angulo 6. c

Casos Particulares: ‘ 0

Al aplicar un momento M al pértico (773 §C
mostrado, en B, vemos que si las o §
barras son mutuamente

perpendiculares, las tangentes también O

lo seran.

W /e
Al aplicar un momento en B, las barras A

giran de la forma mostrada, siendo los
giros BAy BC : 6;. 0 M
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RIGIDEZ Y ELASTICIDAD DE ELEMENTOS ESTRUCTURALES

Si tenemos un elemento vertical columna, por

— <<

ejemplo, sometido a una carga P horizontal, el P_—»

comportamiento estructural seré:
fig. (@)

a) Si EA=o0, significa que no hay deformacion axial, es decir, no hay incremento o
decremento en su longitud en la direccion Y.
La deformada serd la que se muestra en la figura “b” si estd empotrado
perfectamente en la base.

[IPN4)

La deformada que se muestra en la figura “c” es si s6lo esta articulada en la base.

fig. (b) fig. (c)

articulacién

b) Si El=w, significa que tiene gran resistencia a la deformacion, ante la carga externa
P.

La deformada es la que se muestra en la figura “d”.

P —r

fig. (d)
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Si tenemos un elemento horizontal, por ejemplo una viga como se muestra a

continuacion.

-

a) Si EA=w, la viga se desplaza en forma constante, es decir todos los puntos sufren el
mismo desplazamiento.
Los desplazamientos seran los que se muestran en las figuras siguientes. Observar

que depende de como actla la carga.

A
A A
P 17 |
P

b) Si El=o0, la viga se desplaza rigidamente, como se muestra a continuacion.

Como ilustracién, hallaremos la deformada del portico mostrado, si todos los

elementos son como EA=co.

La viga BC solo se desplaza, debido a p > 5 A o A
que P es axial.
AB y CD, se flexionan como se
muestra en la figura.
A D
Y/za /e
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Si la estructura tiene elementos
inclinados y todas las barras tienen
EA=o00, como se muestra en la figura;
podemos observar que la barra BC se
desplaza porque P es axial.

AB se deforma como se muestra.

CD al no tener deformacion axial se
desplaza perpendicularmente Ax; pero,
la barra BC se desplaza debido a la
carga axial, produciéndose en el punto

C una relacion como la que se muestra.

La deformada seré:

P—p C

P—>p

A
Ve

Los valores de Ax y Ay, los hallamos

por semejanza de triangulos.
. CEF~ >>. CGD

Ay_3 Ax_>5
A 4 A 4

3 5
Ay=—  AX=-—
y 4 4

§>

1.25A

0.75A
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CONVENCION DE SIGNOS

Para Resistencia de Materiales

Para una viga supuesta horizontal y sometida a cargas dirigidas hacia abajo, un
momento flector es positivo si produce esfuerzos de traccion en la parte inferior de la
viga, Yy negativo, si produce esfuerzos de traccion en la parte superior. Este es el
convenio clasico utilizado en Resistencia de Materiales.

Asi por ejemplo, para la viga empotrada en ambos extremos.

2
MA:_Y;, ] W (Kg/m) ;
I 2 Q\ Yy Y Y YY YYY Y VY VY Y ) B
= c D c
12
C
T

C: Zona Comprimida
T: Zona Traccionada

Asi por ejemplo, los momentos generados debido a P generan traccion en la zona de la

viga AB en los puntos Ay B.

P
T T
_ Pl _ Pl Q j J E}B
Ma=—g Me=g 1 :
1 1
2 2
v v g
1 71 1
Para pendiente y deflexion, Cross y Kani. figura (a)

Se considera positivo el sentido horario y negativo el antihorario. Asi por ejemplo, la
viga de la figura (a) tiene momentos de empotramiento.

Pl
MA:MB:_g

Segun la convencién para Resistencia de Materiales ambos son negativos. Segun la

convencion para pendiente y deflexion
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METODO DE LA DOBLE INTEGRACION

La perspectiva lateral de la superficie neutra de una viga flexada se Illama CURVA
ELASTICA, o simplemente ELASTICA DE LA VIGA. Es la curva que forma el eje

longitudinal, inicialmente recto.

A
I
\/ \/de
/ \
/ \

> X

4L 4L Elemento diferencial
de viga

En la figura presentada se muestra este eje sumamente ampliado.

En esta parte vamos a deducir la ecuacién de dicha curva, y veremos como calcular el
desplazamiento vertical o flecha y de cualquier punto en funcion de su abscisa x.
Tomando el extremo izquierdo como origen del eje x, dirigido segun la direccion inicial
de la viga sin flexar, y el eje Y positivo hacia arriba.

Se supone en todo momento que las deformaciones son tan pequefias que no hay
diferencia apreciable entre la longitud inicial de la viga y la proyeccion de su longitud
deformada.

La curva elastica es muy tensa y su pendiente en cualquier punto es también muy
pequefia. El valor de esta pendiente, tg0 igual d dy/dx, puede hacerse sin error
apreciable, igual a 0.

Por lo tanto:
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Considerando la variacion de 6 en una longitud diferencial de producida por la flexion

de la viga, es evidente que:

Siendo el radio de curvatura en la longitud del arco ds.
Como la curva elastica es muy tensa, ds es practicamente igual a dx.

De las ecuaciones (b) y (c) se obtiene:

2
14040 LAY (d)
p ds dx p dx

Por otro lado sabemos por la teoria de flexion que:

1 M
E B TR BRI (e)
Por lo tanto igualando (d) y (e) obtenemos:
2
e1.9Y _m
dx

A esta ecuacion se le denomina la ecuacion diferencial de la elastica de una viga.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Determinar la flecha en cada punto de la viga en voladizo, sometida a la carga

aislada P, mostrada en la figura.

y

7 | i

ol ! N
s)

Solucioén:
M=-Pl+Px
La ecuacion diferencial de la viga deformada sera:

2
El.jxi/ =M E: Mdédulo de elasticidad del material

I: Momento de inercia de la seccion respecto del eje neutro.
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Reemplazando el omento M en la ecuacidn diferencial.

2
EI.SXBZI:-PHPX ............................... (1)
2
Integrando una vez El.d—y =—PIx+ F)L+ Gl ()
dx 2 !

Esta ecuacion nos representa la ecuacion de la pendiente en la que C; es una
constante, que puede calcularse utilizando la condicion de ser nula la pendiente de la
viga en el muro, pues esta perfectamente empotrada en él.

Sustituyendo en dos las condiciones para x=0, dy/dx=0.

0=0+0+C; C:=0
Integrando la ecuacion (2) obtenemos:
PIx* Px®
Ely=——4+—+C, . 3
y > T TC ©)

Donde C, es una constante de integracion que podemos determinarla por la
condicion del muro en el empotramiento. Alli para x=0 la flecha “y” es cero debido
a que la barra estd empotrada rigidamente sustituyendo y=0 en la ecuacion tres

obtenemos C,=0.

La flecha méxima sera en x=1, por la ecuacién tres obtenemos:

PI®
El'yméx:_? El signo menos significa que este punto esta
debajo del eje x.

2. Una carga concentrada de 30 Kg actla sobre la viga como se muestra en la figura.
Determinar las ecuaciones de la eléstica entre cada dos puntos de discontinuidad de

carga y la maxima flecha.

30kgs
y
N 2.00m By 1.00m
‘ >
y
R1=10 kgs X R2=20 kgs
S+
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Solucion:
2
El.d—gzl\/l:10x—30(x—2) ............................ 1)
dx
El.d—y:SX2 —15(X —2)2 +C, o 2)
dx
El.yZZXS—S(X—2)2+ClX+C2 ........................ (3)

Para determinar las dos constantes de integracion que son fisicamente iguales a la

pendiente y ordenada en el origen, se aplican las condiciones de contorno siguientes.

1. En A x=0, la ordenada y=0. Sustituyendo estos valores en la ecuacion (3) se
obtiene C,=0. Recordemos que (x-2)° no existe para valores de x menores que 2,
que haran negativo al paréntesis.

2. En el otro apoyo, para x=3, la ordenada también es nula. Conocido C,=0 y

sustituyendo en la ecuacion tres, se obtiene:
0= :(3)3 ~5(3-2)%+3C,

_40
3

Determinadas las constantes de integracién y sustituidos sus valores en 2 'y 3 se

Donde: C =

puede escribir las expresiones de la pendiente y de las ordenadas de la elastica en su

forma convencional.

Tramo AB (0<x<6) Tramo BC (6<x<9)
El.d—y=5x2—@ El.d—y=5x2—15(x—2)2—@
dx 3 dx 3

5 5 40 5, , 40
Ely=_x"-—— Ely=_-x"-5(x-2)"——~X

y=3 3 y=3 (x-2) 3

Célculo de la Flecha Maxima:

Supondremos que se encuentra en el tramo AB.

La calcularemos derivando la ecuacion tres respecto a x e igualando a cero esta
derivada o bien igualando a cero la expresion 4 de la pendiente, es decir hallando el
punto de pendiente nula. Por lo tanto.

240 _

Bx 0 60 x=1.63m
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Elymax Se encuentra reemplazando el 1.63m en la ecuacion 3 dandonos:
Ely,, =-14.5m’kg

El valor obtenido indica que la ordenada y esté& por debajo del eje x.
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METODO DEL AREA DE MOMENTOS

Este método sirve para calcular los giros y desplazamientos en cualquier punto de una
viga en base al diagrama de momentos trazado. Este método es la base del método de

viga conjugada asi como el de tres momentos.

En esta parte de nuestro estudio analizaremos los principios de este método asi como los

teoremas fundamentales.

La figura mostrada representa una viga una viga simplemente apoyada con una carga
cualquiera. La elastica como interseccion del plano neutro con el plano vertical que pasa
por los centros de gravedad de las secciones se representa en la figura b aunque bastante

exagerada. El diagrama de momentos se supone que es el representado en la figura c.

Carga
Cualquiera

Fig. (a)

Curva Elastica
Detalle del elemento CD

Al igual que en la deduccion de la formula de la flexion dos secciones planas

adyacentes, distantes una longitud dx sobre una viga inicialmente recta, giran un angulo
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d0 una respecto a la otra. Se puede ver con més detalle en la parte CD ampliada en la
figura b. El arco ds medido a lo largo de la elastica entre entre las dos secciones es igual
d6 siendo el radio de curvatura de la elastica en ese punto.

De la ecuacion:
M

El

O |-

Y como ds=db

o

My ge-Mas
El ds El

|k

En la préctica, la elastica es tan tensa que no se comete error apreciable suponiendo que

ds es igual a su proyeccion dx.

En estas condiciones, se tiene:

do = M.dx
El

Si trazamos dos tangentes a la elastica en C y D como en la figura b, forman el mismo
angulo d0 que el que forman las secciones OC y OD, por lo que la variacion e
incremento de la pendiente entre las tangentes a la elastica en dos puntos cualesquiera
Ay B, es igual a la suma de estos pequefios angulos:

1
El %4

De la figura B se puede ver que la distancia desde el punto B de la elastica, medida

0
8 = [ d0=

perpendicularmente a la posicion inicial de la viga, hasta la tangente trazada a la curva
por otro punto cualquiera A, es la suma de los segmentos dt interceptados por las
tangentes sucesivas trazadas a la eléstica en puntos sucesivos. Cada uno de estos

segmentos dt puede considerarse como un arco de radio x y angulo do.

dt=xdo
De donde:

tos = [dt=[>d0
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Sustituyendo d6 por su valor en la ecuacion d6 = M.dx

Se obtiene:

1 XB
tB,A:ELAx(de) ....... )

La longitud tg,, se llama desviacion de B respecto de una tangente trazada por A o bien

desviacion tangencial de B respecto de A.

El subindice indica que se mide desde B hasta la tangente trazada en A. La figura

adjunta aclara la diferencia que existe entre la desviacion tangencial tg, de B respecto
de Ay la desviacion t,,de A respecto de B. Por lo general ambas desviaciones son

distintas.

e/

] Tangente de referencia en A
Tangente de referencia en B

El significado geométrico de las ecuaciones (1) y (2) conduce a los dos teoremas

fundamentales del método de area de momentos.

En el diagrama de momentos flectores de la figura c, se observa que Mdx es el area del
elemento diferencial rayado situado a distancia x de la ordenada que pasa por B. como

la integral de Mdx es la suma de tales elementos la ecuacion 1 se puede escribir:
0,5 = 1 (Area)
AB EI AB

La expresion anterior es la expresion algebraica del teorema numero uno cuyo

enunciado es:
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TEOREMA N°01

La variacién o incremento de las pendientes entre las tangentes trazadas a la
elastica en dos puntos cualesquiera A y B es igual al producto de 1/EI por el area

del diagrama de momentos flectores entre estos dos puntos.

La figura ¢ muestra como la expresion x(Mdx) que aparece dentro de la integral en la
ecuacion 2 es el momento de area del elemento rayado respecto de la ordenada en B.
Por lo tanto el significado geométrico de la integral x(Mdx) es el momento respecto de
la ordenada en B del area de la porcion del diagrama de momentos flectores

comprendida entre A y B. Con lo expuesto la expresion algebraica del teorema dos es:

1 _
lgia = EI(Area)AB XB

TEOREMA N°02

La desviacion de un punto cualquiera B respecto de la tangente trazada a la
elastica en otro punto cualquiera a, en direccién perpendicular a la inicial de la
viga, es igual al producto de 1/El por el momento respecto de B del area de la

porcién del diagrama de momentos entre los puntos Ay B.

Al producto EI se le denomina rigidez de la flexién. Obsérvese que se ha supuesto
tacitamente que E e | son constantes en toda la longitud de la viga, que es un caso muy
frecuente.

Cuando la rigidez es variable, no puede sacarse EIl fuera de signo integral, y hay que
conocer su ley en funcion de x.

En los dos teoremas (Area) ag representa el area del diagrama de momentos entre las
ordenadas correspondientes a los puntos Ay By xs es el brazo de momento de esta

area respectos de B.

Nota Importante:
El momento del area toma siempre respecto de la ordenada del punto cuya desviacion

se quiere obtener.
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CONVENCION DE SIGNOS

La desviacion tangencial de un punto cualquiera es positiva si el punto queda por
encima de la tangente respecto de la cual se toma esa desviacion y negativa si queda por
debajo de dicha tangente.

El signo de pendientes sera:

Un valor positivo de la variacion de la pendiente Oap indica que la tangente en el punto
situado a la derecha, B, se obtiene girando en sentido antihorario la tangente trazada en

el punto mas a la izquierda, A. es decir, que para pasar de la tangente en A a la tangente

en B se gira en sentido antihorario, y viceversa para valores negativos de 0.

ECUACION DE BRESSE

0 =6 +6,

Por convencién los giros

horarios son positivos.

0, =+6,+(-0,)
‘91 =0, _gij
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Pasos a Sequir para Resolver Problemas por Area de Momentos:

1. Se trazan los diagramas de momentos para cada tramo de la estructura, para poder
bosquejar la concavidad o convexidad de la deformada.

Se bosqueja el desplazamiento de cada tramo.

Se traza la deformada en cada tramo.

Se trazan las tangentes en los extremos de cada barra.

Se procede al analisis geométrico.

o ok~ w N

Se calculan los desplazamientos y/o giros.

CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD.

Un arco de curva y = f(x) es céncavo, si en cada uno de sus puntos esta situado por
encima de la tangente.

Al aumentar x, la derivada de Xx(f"(x)) o aumenta sin cambiar de signo o cambia de
signo pasando de negativa a positiva.

En cualquier caso, la pendiente f'(x) aumentay f'(x) > 0.

Un arco de curva y = f(x), es convexo, si en cada uno de sus puntos el arco esta situado
por debajo de la tangente. Al aumentar x, f'(X) o disminuye sin cambiar de signo o
cambia de signo pasando de positiva a negativa.

En cualquier caso, la pendiente f(x) disminuye y f"(x) < 0.

a<x<b ArcoConcavo

b<x<c Arco Convexo
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CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD DE DEFORMADAS Y SU RELACION CON
EL DIAGRAMA DE MOMENTOS.

1. Si el diagrama de momentos es positivo en el tramo analizado, entonces la

deformada es concava.

2. Si el diagrama de momentos es negativo en el tramo analizado, entonces la

deformada es convexa.

Ejemplo: Analizar la concavidad y convexidad de la siguiente viga.

2a a
[006)
P sp A
-2Pa
-Pa
Q) (-
2a ] a

Como podemos observar, el diagrama
de momentos es negativo en los dos
tramos por lo tanto la deformada seré
convexa en ambos tramos como se ve

en el grafico correspondiente.

En todo momento la deformada esta

debajo de la tangente trazada.
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2P

2a Lz 3 4

\ .
() Como podemos observar el diagrama de
} momentos es positivo en los tramos 1-2 y

Pa _ _ _ 2-3. En los tramos 3-4 no hay flexion.

Por lo tanto la deformada serd céncava en

los tramos 1-2, 2-3 y en el tramo 3-4 no hay

2a a flexion.
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. Calcular la flecha en el punto B de la viga mostrada.

Solucién:
Ra =20 Kgs. Rc =40 Kgs.
B
\ )
N
tC/A
+60
20
-60

60 3 60x1 1
toa=—XIX————X=
3 3 2 3

80
tC/A:E
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Del Diagrama de Momentos:

|

=" BD ="t
tC/A 3 3 C/A
Por lo tanto: BD = 80
3.El
Pero:
BD =G4ty s coreeeoreneenn, (1)

Por otro lado:

to)n= Ell-(AreaAB )TB

. _20d 1 _ 10
BIAT 2 T3 3El

Reemplazando el valor de BD Yy de tg/a en (1):
80 s 10

- = + —
3.El 3.El

Finalmente obtenemos que:

30 Kg/m

Trrvvevevey
|

B
|
\

4 m.

Solucién:

»
»
»
»
»
»
»
»
»
L |
» o
4
<]
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Diagrama de Momentos:

Luego:
1 /. o
thc = EI(AreaAC)XA

thc = —@x8x§x8+240x4xE 4+§x4
3 4 3 4

13120
Ly =———

El

/.
30x16 =240
A
3xg2 =960
/
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3. Para la viga mostrada, hallar:
a) Las reacciones y los momentos de empotramientos

b) Hallar la flecha en x=3a

Solucioén:

a) Calculo de las reacciones y el momento de empotramiento.

|\/|A<>T i i i i i Y X X
Ra
~ | |ga?
+ 4aRna
+ Ma
RS
De donde: 1
EI.GABZO
4 ga’ a 9ga’ 3a
4a. Ma + (4a. Ra)(—a) + —. —- =0 1
At ( A)(Z) >3 2 '3 (1)

1 . -
tga=0= E(AreaAB)'XB

9ga’ 3a
2 3

(da. Ma)(2a) + (da)( RA)(‘lza).‘;aﬂ q‘;g Z -

)(ja) = 0
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Operando las ecuaciones (1 y (2), obtenemos:

2
AMa+8a R,ﬁﬁ—gqa2 =0 e (3)
6 2
32 q , 27 _,
BMat —aR,+—a"-—qa" =0 .........oiiii 4
A 3 AT o 3 q 4)

Resolviendo el sistema de ecuaciones, obtenemos:

Ra=0a 11_

b) Calculo de la flecha en x=3a.

P
-
P
-
P
-
P
-
P
-
P
-
Py
I\J‘r—\
o)
QD
N

qa?
% ¥
/ - 1@
a
Luego:
aa 11 a
Elteg=0a%. 2.5~ ~"ga%a.>
oB=dd. 53T WA
q
teg=-—- a
YN =]

Observacion:
Los valores de las reacciones en B son iguales a los de A; por la simetria de la

estructura y carga.
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4. Para el marco mostrado. Calcular el desplazamiento A para el punto n°02.

Solucion:

Por la teoria de pequefas deformaciones la deformada viene dada por la figura a.

AH AH

N

¥
2

Fig. a

Calculo de las reacciones:

> M, =0, Ral=Pl  Rg=P
17 > F,=0, Ru=P
7 e |10
AH P 2 3
P
Fig. a

P<%:L

L

P
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El diagrama de momentos es el mostrado en la fig. c.

% PI %
El desplazamiento: ‘42 7
Ay =112+ 1.0, (+) Hou
Variacion del punto 1, respecto al punto 2. =
El.tl/z = (Area 1-2). Xil .
(+) Fig. c
PLI 2, ol
2 '3 3
1
=] E VYooaed
tip =
2T 3E

Célculo del giro del punto 2. (6)

PlI 2,
Elo,= 92 2 3
1 1
_PI®
27 3El
Finalmente:
PI* PI®
_2 PP
" 3Rl
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5. Para el portico mostrado, hallar el desplazamiento horizontal del punto dos y cuatro.

Solucion:

Diagrama de Momentos:

PI
4 I
‘42 /1 3
(+)
o
1 4
T 000
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Caélculo del punto cuatro:

PI?l 1 PIP

El.tys = — 5

PI®
6.El

tz =

De la geometria del problema vemos que el angulo 63, €s:

83 = tzi = PI3
1 6.El
P2
0, =
*7 BEI

Célculo del desplazamiento horizontal A del punto 2.

2 PI®
A=typ+10,= —.——
12 2= 3 g
El desplazamiento A del punto 2 es el mismo que el del punto tres. Pero ademas

de este desplazamiento la barra 34 se desplaza como se muestra en el grafico, de

modo que el desplazamiento del punto cuatro viene dado por:

A'=A+1.6,

2 PI® PI®
=——+—
3 ElI 6El

_5.PI°
6El
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6. Para la estructura mostrada, calcular el desplazamiento vertical del punto 3.

Deformada

Solucion:

De la geometria de la deformada:

1 PI11 PP

lofe=— — . o= ——— it 1
BC Bl 272'3 12.El S
L d, LR
P2 El El'2°2'3
i
2 2.El
Por Semejanza de triangulos:
= | |
AC_1 4 DE .
DE 21 2 PI/2
Pero;
DE—t PI® Diagrama de
D25 E Momentos
Por lo tanto
. PP
AC=— 2
4.El @

Por otro lado: AC=AB+BC
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Del gréfico de la deformada:

Reemplazando los valores de (1), (2) en la ecuacion (3).

3 3
PE_ L PP
4.El 12EI
De donde:

B PI3
6El

7. Para la estructura mostrada. Calcular el desplazamiento vertical del punto D vy el

desplazamiento horizontal del punto C.

Solucién:

Trazando el diagrama de momentos por partes para cada tramo.

Tramo DC:
P _ Pa
l X M=-Px D a C
D C
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Tramo BC:
B

C
4 M=Pa

|

Tramo AB:

Al 3a

7

M=Pa-Px

2Pa

lB>pa

P

-2Pa

Pa B
1 2a
C
A B
+

Pa

Diagrama de Momentos

Pa

El tramo AB tiene momento negativo
hasta el punto E, lo cual significa que
la deformada sera convexa hasta el
punto E. A partir de ese punto hasta B
el diagrama es positivo por lo cual la
deformada sera concava.

El grafico adjunto ilustra la forma de la
deformada de la estructura en los
tramos AB,BC,DC los diagramas de
momentos  son  positivos  para

BCyCD por lo tanto las deformadas

seran concavas en todos sus puntos tal

como se ilustra en la figura adjunta.
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Trazo de la Deformada

A 3a E B Debido a la carga vertical el punto B se

AVg desplaza un AVg que por el criterio de

desplazamiento sera el mismo que el

desplazamiento del punto C.

Ademas el punto C tendrd un
desplazmiento horizontal.

El punto D se desplaza hasta D’.

El desplazamiento vertical del punto D
(AVp):

Sera:

AVp=AVg+abc + tpc
El desplazamiento horizontal del punto
C (AHg).

AHc = 2abg — tcs

Calculo de AVg:

2Pa

2a + Célculo de la variacion del punto B

respecto a la tangente trazada por A.
2,2 a,, a
Eltg = —(2Pa)(§a)(§x2a +a)+ (Pa)(i)(?

9 Pa’

tB/A:VB :_2- El

140



Resistencia de Materiales
Ing. Genaro Delgado Contreras

Célculo del giro en B:
OAB=9A_OB (I)

9 Pa’
o —ten_2 El
® 3a 3a
2
o, -3 P
2" El

Otra forma de calcularlo sera:

EL0,, = —(2Pa)(2a) + (Pa)(a) = —E.Pa2

3 Pa’
e |
o= g n
(1 en ():
6 _3 Pa’
27 El
Célculo del giro en C:
B
O
2a
BC
C
tem VAHC
\
2a93

0ac =05 —0c, ELO,. = (Pa)(2a) = 2Pa’

2Pa’
9 =
BC EI
3 Pa? _Pa’ Pa?
O =0 0= 5 "2 |1 T 2m
__Pa?
¢ 2El
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Célculo del giro en D:

D a C OD ZOC —BDC ............ (|)
alc 0 Pa’
0. =(Pa)a) = —
oc = (Pa)(a) 2E]
P 2Bl 2EI
|| 2
D 0, = _Pa®
El

Célculo de la variacion del punto C respecto a la
El.t. s = (Pa)(2a)a

2Pa®
teg=——

El
Calculo de la variacion del punto D respecto a la

a, 2a
Elt,. =—(Pa)(~) —
e = —( )(2) 3

Pa’

3El

Célculo del desplazamiento vertical del punto D.
AVp = AV |+[a0c |+ tpc|

pic =

_9Pa’ aPa® P&’

AVp =—. +—. +
2 EI 2 EI 3El
3
v, 16 P
3 El

tangente de B.

tangente en C.

Célculo del desplazamiento horizontal del punto C.

3 Pa® 2pPa’
AHC =2398—tC/B =2a.5.ﬁ_ EI
Pa’
AH, =&
El
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8. Para la estructura mostrada, hallar el giro y desplazamiento vertical del punto C.

-2Pa
m -2Pa
C B
P
D A E
-
2Pa
Solucién: Diagrama de Momentos
La deformada es la que se muestra a continuacion:
eAB
74 74
(3
2aOB B
S
74
tC/B
74 74
E
D fa A 0 P
‘ ‘ tA/D tE/D
foin b
S
Q

En el tramo AB y CB el diagrama de momentos flectores es negativo por lo tanto la
deformada sera convexa.

En el tramo DA el diagrama de momentos flectores es positivo por consiguiente la
deformada es concava.

En el tramo AE no hay flexion.

Por lo antes expuesto la deformada es la que se muestra en la figura anterior.
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Calculo de las Desviaciones de los puntos de la Estructura respecto a las
Tangentes.

tog = Ell(Arech)Xc

tep = ! —1x2ax2Pax g.Za
EI\ 2 3
_ 8 pa’
C/B 3 El

tep = Ell(AreaED )YE

1(1 1
o, = —| —x2ax2Pax( —x2a +a
ED EI(Z (3 )j

tap = Ell(AreaAD ))?A

1/1 1
., =—| —xXPax2Pax( —x2a
ED EI(Z (3 )j
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Céalculo de la Flecha fa:

En el Triangulo PDQ:

fa_tom

a 3a

Luego:

f 1, _1(8Pa’)_8Pa
A3TPA 313 EI) 9 EI

Del triangulo RDS:

tFJD — fA +tAID

3a 2a
2ty =3f, +3t,p

¢ 2tep —3tp
A 3

Reemplazando valores obtenemos:

8 Pa®
f,=o "
A9 EIl

Del Triangulo PDQ:

8 .3
0 _tD/A _§'Pa 8 Pa’
N = = -

3a 3a 9 El

1 /; 1
0,0 = a.(AreaAB)z E(— ax2Pa ) = —2E

eAB :eA _OB eB =9A _(_eAB)

8 Pa’® 26 Pa’
Y =0n 0o :(9”]5:95

145



Resistencia de Materiales
Ing. Genaro Delgado Contreras

De la figura de la deformada hallamos:

52 Pa® 8 Pa’
S=2a0, +t.\p=——4+—.—
B 9 Bl 3 El

B 76 Pa?

9 EI
De donde:

8 76)\Pa’
f.=f,+S=
c A (9 9j El
28 P’
CT 3" [ Hacia Abajo
Luego:

1 /; 1 1 Pa?
0..=—I\Area,.)]=—| —=xXax2Pa |=-2—
Be EI( BC) EI( 2 ) El
eBC:eB_eC

26 Pa’ 44 Pa?
0.=0,—(0g.)=| —+2| —=———
c B ( BC) (9 jEl 9 EI

2
G = ﬂpi Sentido Antihorario
9 EIl

9. Para la estructura mostrada: 2
a) El desplazamiento vertical del punto 4. a i a b5
b) El desplazamiento horizontal del punto 5. \
articulacion

El=Cte
Nudo 2 es indeformable
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Diagrama de Momentos

Solucion:
-Pa/2
-Pa/2 -
2 3
A 4
o Pa/2
1
2 On=-tup 3

3 4 5
+
Pa/2
Pa/2
Deformada
v ¥
f3 f3
2365
I
ta5
Y

f4

»/t4’5 )

Calculo de las desviaciones de los puntos respecto a las tangentes.

t,,= Ell(Area)21.X2

(o 1(Pa’a
MOEIL 2 72

C - Pa’
o 4E)

0s 200
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Del gréfico de deformada podemos observar que el desplazamiento horizontal del
punto 5 es debido al corriente del punto2, por lo tanto:

1 pa’

8H5 ==l = 4 El

; Pa’ Pa’
0,=0,=_|Area),=—| - ==
2 12 ( 2 I ( 2 j 2E|
__Pa
‘o 2El

Calculo de la desviacion fs:
1:3 = ‘aez""‘ta/z‘

Pa® . Pa® 2 Pa®
2EI 6ElI 3 El

3

3
2P
3 El
De donde:

tys = Ell(Area)Bs.x:;

3
i E'Zalllpa_a :Epi
2 2 El

3/5:EI 2
_1Pa
3/5 2" El

Del grafico de deformada, vemos que:
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3 3 3
o 1yt 2P 1P T P

7 Pal
=a0.=—. —
Q * 12" El
t (Area),, x L P
= 4 —
4/5 45 2 EI
fA_Q_t4/5
3
fAZE_Pi
2 El

10. Para la estructura mostrada; se pide, calcular:
a) Elgiroen A
b) LaflechaenC
c) Desplazamiento horizontal en D

4Tn
2Tn/m

Inneinm
21 B | C

/ l/ l/
7200m”" 200m | 2.00m"”

El = Ctte
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Solucién:

2Tn/m

4Tn

DIAGRAMA DE MOMENTOS REDUCIDOS

-2/El

-8/El
B C )
-4/El
4/2E1=2/EI
DEFORMADA
S
A B eB tC/B
-
N O c | fc
tas 0g \ teia
- [ S
D
Luego: oo Suim
) , | J
toa = (Area)AB.xB D N
1 24 1_21
t, o =-4.°"_=2° =
AT 2"TEI'3 37EI2
(16 2 14
BAT3El 3EI 3El
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De donde:

0 ztB,A=3EI= 7

Ay 4  6EI
;

0, =—

A BEI

Entonces:

tos = (Area),s.Xa

1 28 1.2 3
=245 °_-"2°(+2
ABT 2 TEI'3 3 EI(2 )
32 14 18 6
tA/B= — = =
3El 3EI 3El EI
6
0 _tae _EI
B4 4
3
eB:EEI
3, =40,
6
5, = —
Ho o El
De donde:

tog = I(Area)CB.ic

to=tof 84,1, 43
2\ B3 3 BlJ2

32 4 44

"3 B B

De la deformada, por semejanza de triangulos:
§ — tA/B S — i

2 4 El

La flecha f. vale:
fe = tes-S

fo4_3_35
"T3El El 3El

(5
3El
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METODO DE LA VIGA CONJUGADA

Este método a igual que el de eje elastico y area de momentos nos permite calcular los
giros y flechas de los elementos horizontales denominados vigas o de los verticales
[lamados columnas.

En este capitulo estudiaremos este importante méetodo aplicandolo tanto a vigas como

marcos.

Fundamentos Teoricos

Derivando cuatro veces la ecuacion de la elastica se obtiene.

El y = Deformacion (Ordenada de la elastica)
El dy _ pendiente
dx

2

El d—y = Momento=M

dx?
3
E1 %Y. = Fuerza cortante = v = MM
dx dx
4 2
Eld—): = Carga = d—vzdil\z/l
dx dx dx

Las relaciones entre ordenadas, pendientes y momento son las mismas que la que
existen entre momento, fuerza cortante y carga. Esto sugiere que puede aplicarse el
método de area de momentos para determinar el momento flector. Partiendo del
diagrama de cargas, de la misma manera que se ha empleado para determinar las
ordenadas a partir del diagrama de momentos.

La analogia entre las relaciones entre carga — fuerza cortante — momento flector y entre
momento — pendiente - ordenadas sugiere que estas Ultimas se puedan establecer con
los métodos de diagramas de fuerza cortante y el momento flector a partir de las cargas.
Para ello hay que suponer que la viga esta cargada, no con las cargas reales, sino con el
diagrama de M/EI correspondiente a dichas cargas.

Considerando entonces este diagrama de M/EIl como una carga ficticia, se calcula la

fuerza cortante y momento flector ficticios, en un punto cualquiera, que se corresponden
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con la pendiente y las ordenadas de la elastica en los mismos puntos de la viga inicial.
A este método se le denomina METODO DE LA VIGA CONJUGADA.
Aplicando a una viga cargada con el diagrama de M/EI los principios estudiados para

hallar la fuerza cortante y momento flector se tiene:

b)

d)

PENDIENTE REAL = FUERZA CORTANTE FICTICIA.
ORDENADA REAL = MOMENTO FLECTOR FICTICIO.

Un apoyo extremo en la viga principal (ordenada, o sea segunda integracion, nula)
ha de transformarse en un apoyo (M ficticio, o sea segunda integracién, nula) en la
viga conjugada.

Un apoyo intermedio en la viga principal ) ordenada, o sea segunda integracion,
nula y pendiente o primera integracion, cualquiera pero igual a ambos lados) ha de
transformarse en una articulacion de la viga conjugada (M ficticio, segunda
integracion nula, V ficticio o sea primera integracion, cualquiera pero igual a
ambos).

Un extremo empotrado en la viga principal (pendiente y ordenada o sea primera y
segunda integracién nulas) ha de transformarse en un extremo libre en la viga
conjugada (V ficticia y M ficticio, o sea primera y segunda integracion, nulas).

Un extremo libre en la vida principal (pendiente y ordenada o sea primera y segunda
integracién, lo que corresponda por las restantes condiciones se sujecion y
momentos flectores) ha de transformarse en un extremo empotrado en la viga
conjugada (V ficticia y M ficticio, o sea primera y segunda integracion, lo que
corresponda por loas restantes condiciones de sujecion y cargas ficticias).

Una articulacion en la vida principal (pendiente o primera integracion distinta a cada
lado, y ordenada o segunda integracion igual a ambos lados, dependiendo sus
valores de las demas condiciones de sujecién y momentos flectores) ha de
transformarse en un apoyo intermedio de la viga conjugada (V ficticia, o sea primera
integracion distinta a cada lado, y M ficticio o segunda integracion, igual a ambos
lados, dependiendo sus valores de las restantes condiciones de sujecion y cargas

ficticias.)
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Viga

Real 0 | f 7@7@79;? eNeXe =

Viga g
Conjugada | V | W W%;U& £ : 7797%

Definicion de Viga Conjugada:

Es una viga ficticia de longitud igual a la de la viga real y cuya carga es el diagrama de

momento flector reducido aplicado del lado de la comprensién.

La viga conjugada es siempre una viga estaticamente determinada.

Conclusion:

El cortante en cualquier seccion de la viga conjugada es el giro en la viga real en dicha

seccion.

El momento flector en una seccion de la viga conjugada es la flecha en la viga real en

dicha seccion.

Relacion entre la Viga Real vy la Viga Conjugada:

d*y
El — =Car
dx* @

3
EISX:V
X
2
Elj YoM
X

2
El d—g = Momento
dx

El jy = @ (Primera integracion)
X

El jy =Y (Segunda integracio n)
X
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Demostracion analitica de la relacion entre fuerza cortante ficticia y pendiente real y

Momento flector ficticio y ordenada real.

VIGA REAL

(= i(gdxj(x)

En la viga conjugada

calculamos el valor de r’a:

1
Viga Cargada con el Momento Reducido I'A-.| = J.(dxj(x)
Viga Conjugada 0

De () y (2):
Concluimos que:

El giro en el apoyo es igual a la fuerza cortante en el apoyo correspondiente de la viga
conjugada:

Segun la ecuacion de Breese: Oc = 0a-0ac

0=, -I(dej(x) .......... ®)
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Calculando en la viga conjugada la fuerza cortante en C:

De (3) y (4) concluimos que:
0. =V.

Por lo tanto podemos concluir:

EL GIRO EN UNA SECCION CUALESQUIERA DE LA VIGA REAL ES IGUAL A
LA FUERZA CORTANTE EN LA SECCION CORRESPONDIENTE DE LA VIGA
CONJUGADA:

En la viga Real vemos que la flecha del punto C es:

f.=a0; —tgn

fo=ar, —i(g:dxjx ......... 5)

0

En la Viga Conjugada:

Donde:

M;_ : Es el momento flector de C” en la viga conjugada.

De las ecuaciones (5) y (6) concluimos que:

S =

Es decir:

LA FLECHA O DEFLEXION VERTICAL EN UNA SECCION CUALESQUIERA
DE LA VIGA REAL ES IGUAL AL MOMENTO FLECTOR EN LA SECCION
CORRESPONDIENTE DE LA VIGA CONJUGADA.

Convencién de Signos:

Si la FUERZA CORTANTE sale con signo POSITIVO el GIRO es HORARIO

Si el MOMENTO FLECTOR sale con signo NEGATIVO la FLECHA es HACIA
ABAJO.
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. Calcular el desplazamiento vertical del punto B en la viga mostrada.

A ' C

,1.00m |, 1.00m |, 1.00m |,
71 71 7 71

Solucion:

Viga Conjugada con los momentos reducidos:

60/El

T 60/El

80/3

Célculo de la reaccion:

3R = 6OX3X§_6OX1XE
2 3 2 3
r=2%0
3
Luego:
MX:1= @X_EXS
3
70
M =f =
x=1 x=1 3E|
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2. Para la viga mostrada se pide calcular el momento de empotramiento en A, asi como

la flecha en x=3a

Solucion:

Y YYVYYYYYYY

!

ga

7

Viga Conjugada /( qa?/2El

T T ] 4qa/El

| o

Ma

7

9ga%/2El

7

Por la simetria de la estructura y de la carga deducimos que las reacciones

verticales valen ga.

Calculo del Momento de Empotramiento:

Hallandolo por Area de momentos, tenemos:

a_9q’ 3a
'3 2 3

4 ga’
4M , + (40a°%)| — .
A +(40a )[za}t >

1,
M, =-_"_qa
A="1,0
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Célculo de la Flecha en x=3a.
Hallandola por viga conjugada, tenemos:
Tomando momentos de izquierda a derecha en la viga conjugada.

B 11 ga® (3 j (3 j3qa2 3a 4a® 2a 2a
=3a -—.— | —al|+|-a —
12 El \2 2 El )3 2EI 3 4
_7 e
24" El

Para el problema anterior, calcular el giro en x=3a.

M, =f . =

x=3a x=3a

Calculando el cortante en x=3a en la viga conjugada.

VX:Ba = (3

2 El 2 El 3 12 EI

2 2 2
aj(f’vqa ]_4 a'g 2a_11 ga° g

Solucién:

CYYYYYYYYTYYOYYY
frerett

Diagrama de Momentos
s

$x16 =240
A B + c

30xg2 =960
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Viga Conjugada cargada con los momentos reducidos:

A
13120

El 240
<V§ El

T VYV YV VY VY Y V.

ﬁi W“H!‘xlwtunxag,g
960
& Bl
Calculo del Momento de Empotramiento en la viga conjugada:
+

M = 960 X8X 3x8—240x4x(4+jx4j

3Bl 4 3EI
13120

M sentido horario

Célculo de la reaccion en la viga conjugada:

n_960 o 240 , 2240
3ElI"  3El

Célculo de la flecha en el punto A.

hacia abajo

13120
<

Célculo de la flecha en el punto B.
13120 N 2240 . 30 16 4 4

fo=M,_,=—""— X — XX —X—
El El 2 EIl 3 4

4480

® El

4. Para la viga mostrada, calcular el momento en el punto B, asi como el giro

producido en el punto A.
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Solucion:
On
Viga Real
i LI T T | Ve
‘ A |
| Me
El
[ Viga Conjugada
Wl
\
A B
\
R\’* | Momentos debido
a carga distribuida
| |
‘ W|2 ‘
| 8l \
W2
| |
Al B Momento debido a
carga concentrada
\ 4
WS
W4
Pab 6x2x4 8
1El 6.El EI

Calculo de los w:

2\ El
o(a)8

MO ;(2)[;] B :|

()5

Equilibrio en la viga conjugada:

Tomando momentos respecto al punto A’ de la viga conjugada:
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W2X3+W3X2X2+W4(2+ ;x4j = W1X§X6

4 10
3w, + §W3 + ?W‘l =4w,

Reemplazando los valores de w en la ecuacion anterior, se obtiene:
108 32 160 12M,
+—+ =

El EI ElI El

De donde; obtenemos el valor de Mg:
Siendo Mg=14.33 Tn-m
Al salir el valor del momento en B (Positivo), significa que la suposicién fue la

correcta:

Célculo del giro en A.
El giro del punto A de la viga es igual a la fuerza cortante en la viga conjugada; es
decir, el valor de la fuerza cortante en A’ de la viga conjugada:
05=V’a
La sumatoria de fuerzas verticales en el eje Y nos da:

Ry +W, =W, +W,;+W,

, 1433) 36 8 16

R',+3 =—+_—+—
El El ElI El
.17

eAzRAza

5. Para la estructura mostrada, calcular el momento en el punto numero dos.

W
HHIHHHLILHH%;

i %

g 7
7 | 7
1 2 3
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»

A

Viga Conjugada cargada con los momentos reducidos

Célculo de w:
wlzwzzl.l. M, 1_ M, 1
2 | 2.El
2 [ wl? wl?
Wy =w, =_.l. =
3 | 8El 12.El

Trabajando con la viga conjugada y tomando momentos respecto aal punto 2’

que es una rotula, y tomando el tramo izquierdo tenemos:

R +Wlé—W3.;:0

CoowlE o ML

1" 24ElI 6EIl

Tomando el equilibrio en el eje Y y considerando:

W=W,, W, =W, R, =R}

Por la simetria de la estructura tenemos:

2R 2w, =2.w, R +wW =w,
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Remplazando valores tenemos:

C_wl M,
R1_12.EI R 2
(2) en (2):

wl® M, Ml wl®
12.El 2.El 6.El 24.El

2wI% —12M, +4M, —wl® =0

8M, =wl®
wl?
M:="g

Al salirnos el valor del momento positivo significa que los hemos asumido
correctamente.

Para el problema anterior, calcular el valor de las reacciones.

2
0 w.l 0
Y YYYYYVYVYYVYYYVYYYYY 8 NYVYYYVYVYYVVYVYVYVYVYYYY
A A T

" . V;:*?)gl

Tomando momentos respecto al punto | en la viga real isostatizada y trabajando s6lo
con el tramo izquierdo obtenemos:

Wl{lj-l-l.le =V,
2) 8

V', = g.wl
8

Para el otro tramo el cortante también tiene el mismo valor, siendo el valor de R»:

R, =2.W|+Z.W| :§.W|
5
R, =—wl
4
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6. Para la estructura mostrada; se pide calcular el desplazamiento horizontal del punto

ndmero dos.
Solucion:
\%u 2W|2 2
wl? \Ww El T
_ 2
2F| Ry 2wl?
A R i 22 EI M
yv?y
vy o
swi2 | Y Y 7 > W,
2EI
v
—»
—
—»
1 >
Luego:
wiz2 1 wbP
W=2_.-=_-
El 2 El

_SwE 15w

2 2°El "2 4 El
_wWE 1w

* ElI '3 6EI

En la barra 2°3’, tomando momentos respecto a 3’:

5 wl® 2I wi® 3

10,- > 2. W 2o
4 El '3 6El 4
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3
De donde obtenemos 6, = Eﬂ
24 El

En la barra 1°2’°, tomando momentos respecto a 1°.

3
WIZ 2y 6,1 =aH,
El '3

7. Para la estructura mostrada, se desea saber cuanto vale el desplazamiento horizontal

del punto B.
Solucion:
Portico Real con 3Pa/2E] Portico Cargado con los
Sus reacciones. Diagramas de Momentos
5 Reduidos.
r\
A
3P N
p_,B l C B ??\ C
R ZPW
Y
5P ot
5Pa/2El |2
A A
/77T27P oo
P/2
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W2
3pa/2El
3Pa
2Pa El
El
g v 5 B’ C
B
/‘ec
W1
5Pa/2ElI v
T W3
98 2
W, = 2Pa
A El
_3Pa’
2 4EI
2
W, = 5Pa
2El

Analizando la viga B’C’.
Tomando momentos respecto a B’.

a 2
0.(20)+W,.—=W,.—a
o(28) + Wy =W,

2 2
20, + 1 Pa°_5 Pa’
4" El 3 El
17 Pa’
O =" ——
24" El

Analizando la sumatoria de fuerzasen el eje Y.
0 +0. +W, =W,
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17 Pa®> 3 Pa? 5 Pa’®
0 +—. +—. =_.
24"El 4 EI 2 El

B 24" EI

Analizando la columna A’B’.
El equilibrio de las fuerzas horizontales es:

eA :95+VV1

_25Pa® 2Pa® 73 Pa’
AT24"El EI 24 EI

Tomando momentos respecto a B’.

0,(2a) = AH, +W1.2?‘:"

3P _ . 4Pa
12" El ® 3" El

8. Para la estructura mostrada; calcular el giro, desplazamiento horizontal y vertical del

punto D.

T

El=Citte.
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Solucién:

A Continuacion presentamos la estructura con los momentos reducidos para cada

elemento:
w
A YYyvvvvvyvyvvy yB Ra fa
A
Ws
Wa2 A
2EI
< W2
Wa Ra/El
Ra/El ¢
&, D
¢W3 c E—
| <&
Ra/El ! R
%
%
Ra/El
v
W1
1 (Ra) Ra’ e
W="al —|=--
2 \El 2El
_Ra’ _Ra’
2 El 0 E
2 2 3
2El 3 2El 6EI
De donde:
W La Sumatoria de fuerzas verticales
D para el tramo mostrado es;
A F YYYVYYYYYYVY VB
W 0 +W, +W, =W,
A
Ra’ Ra® wa’
0g + + =
El 2El 6El
~wa’ 3Ra’
Wa ®  GEI 2El
i ¢ Tomando momentos respecto a B’:
W53
i > W5.§a:AVC+W4.ga+W3.£a
4 3 2
v
S
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Reemplazando valores tenemos:

1 Wa“_AV 1 Ra’ 1 Ra’

. =AV+-.— + .
8 El 3 EIl 2 EI
av,_Lwa' 5 Re’
8 El 6 EI
Tomando momentos en D’ para el tramo
i l mostrado:
ec(a)+AVC=W1.3a
. “ 3
c Reemplazando valores tenemos:
1 wa® 5 Ra® 1 Ra®
a.0c+-. ——. =_.
8 EIl 6 EI 3 EI
7 Ra®> 1 wa®
=6 B 8 E
Por otro lado:
S
0 =W, +0,
wa’ 3 Ra’ _Ra’ 7 Ra®> 1 wa’
6EI 2 EI El 6 EI 8 EIl
De donde:
Oc— Rzlwa

- :
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METODO DE LOS TRES MOMENTOS

Ecuacién Generalizada:

Sea una viga sometida a una carga cualesquiera y soportada de forma arbitraria.

‘Carga |
‘Cualquierq
\

Figura n°01

A esta viga le hemos cortado por tres puntos cualesquiera (1), (2) y (3). Ademas
hemos reemplazado los efectos de cargas y fuerzas a la derecha o izquierda de cada
seccion de corte por la fuerza cortante y momento flector como se muestra a

continuacion:

Cargaen el
tramo 1.

Cargaen el
tramo 2.

M2 M2

P

2 V2

Figura n°02

)

Las longitudes de los tramos sera Ly y L,; y los momentos flectores seran My, M, y M3

1

gue como estan presentadas seran positivos.

Los cortantes seran Vi, V'3, V2> v Va. V2 y V5"’ no necesariamente son iguales
dependiendo de lo que haya en el punto (2).

De acuerdo a la convencion Vi V3’ son positivos y V2 ¥ V3 son negativos.

De esta manera hemos transformado cada uno de los tramos en una viga simplemente
apoyada con dos estados de carga.

Por un lado la carga real del tramo y por otro lado los pares aplicados en sus extremos,

como se muestra a continuacion.
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g ® CQ2
Figura 3c LArea Az

Figura 3

Para la demostracion de la férmula de tres momentos lo haremos en base al método de
area de momentos.

En nuestro analisis hemos considerado que los momentos My, M, y M3 son positivos.
En el esquema anterior se presentan en forma genérica los diagramas de momentos
debido a cargas (ver figura c) y los diagramas debido a los momentos en los nudos
(figura d).

A continuacion mostraremos la elastica de la viga analizada. La tangente trazada a la
elastica en el punto (2) determina las desviaciones tangenciales ty, y ts2 de los puntos
(1) y (3) respectivamente y la recta trazada por dos paralelas a la posicion inicial de la
viga que por comodidad supondremos horizontal determinan la altura de los puntos (1)

y (3) respecto del dos, alturas que son h; y hs,
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curva elastica

Paralelo a la viga
descargada

Tangente a la
curva elastica

L2

|
|
|
|
|
.

4

Del grafico tenemos que:

hl L _ Ly — hs

L, L,

De donde:
Ly +t3i=h71+h73 ....... (a)
|—1 L2 Ll I_2

Los valores de las desviaciones tangenciales vienen dadas por:

t,, = Ell(Area),z.xl

t,, = Ell(Area)Q)(3

Donde (Area),z.g es el momento del area del diagrama de momentos flectores entre los

puntos 1y 2 respecto del punto 1.
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Como se puede ver en la figura 3 de este capitulo el diagrama de momentos flectores se
ha descompuesto en el &rea A; (fig. 3c) y las dos éareas triangulares en que se
descompone el area trapezoidal producida por los dos pares extremos (fig 3d). Lo

mismo sucede con el area del tramo 32.

De esta manera y con la ayuda de la figura tres podemos concluir que:
La desviacion del punto (1) respecto de la tangente en (2), viene dada por:

1 — 1 1 1 2
tl/2 = EI(Al.al + E.Ml.Ll.ng + 2'M2'Ll'3LlJ .......... (1)
Y la desviacion tangencial de 3 respecto de la misma tangente en dos:
1 — 1 2 1 1
t3/2 :EI[AZb2+2M2L23L2+2M3L23L2J ....... (2)

Sustituyendo las ecuaciones 1y 2 en a 'y simplificando:

M,.L, +2M, (L, + L, )+ ML, + 6Aa, | 6AD; gyl My P
Ll L2 1 L2

Ecuacion general de tres momentos
CASOS PARTICULARES

La ecuacion deducida expresa una relacion general entre los momentos flectores en tres
puntos cualesquiera de la viga. Si los puntos 1, 2 y 3 estan al mismo nivel de la viga
flexada, las alturas h y h se anulan y lo mismo ocurre con el segundo de la ecuacién

general.
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PROBLEMAS DE APLICACION

1. Para la estructura mostrada, se pide calcular los momentos en los puntos A,B y C.

Solucion:

i b
{A
Tramo OAB:

2M , (3)+ MB(B):GEI(—éj

Tramo ABC:

M, (3)+2M,(6)+ M. (3)= 6E|@j
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Tramo BCD:

Mg(3)+ 2MC(5):6EI[§)

Ma Mg
.G 3)-
| |
VA VB
@ | 0
Vc VD

Z F, =0 en toda la estructura.

V, +V, =5000

Las ecuaciones a resolver son:
6M, +3Mg =-2ElLA

3M, +12M, +3M, =2ELA
3M, +10M,, =3El.A

;(MB—MA)JF;MC =5000

> M =0
3V, +M, =M,
1
VA :g'(MB_MA)

VA(2)=MC

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos para:

M, =-6555.22kg-m
M, = 3239.10kg-m
M. = 3470.44kg-m
El = 14807.19
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2. Para la estructura mostrada se desea saber el valor de:
a) Momentoenly 2.
b) EL desplazamiento vertical.

El=Ctte.

Solucion:

Tramo 1-2

014MHHHMHHMHH? 15, 15,

7 7 7
A

h©

3 2

Area = 2(3)@) _9

Tramo 0-1-2:

@m0 5| 56815

Tramo 1-2-3:

M, (3)+ 2M, (3+5)+ (~5)5)+ g(zj(sj - 6EI(— 2)

2

Aplicando la ecuacion general de Tres Momentos:
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De la Estéatica nos apoyamos para analizar la viga 1-2:

2 Tn/m

M
H><1k“““““‘ Y Y
6Tn

Luego:

> M, =0

M, +6(3) = M, +2(3)(L.5)

M.

o

>l

M,—M, =-9
Las ecuaciones a resolver son:

12M,+6M, +27 =-4EIA
6M,+32M,—-23 = 4EIA
M,— M, =-9

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos:
M, =-6.178 T—-m
M, =2.8214T-m

75536
El

A
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METODO DE LAS DEFORMACIONES ANGULARES
(SLOPE DEFLECTION)

Este método se utiliza para casos hiperestaticos.
Su aplicacion es en estructuras aporticadas y vigas continuas.
Los desplazamientos en un mismo nivel son iguales y no se consideran esfuerzos

normales.

Az AZ AZ

Capacidad de
tomar momentos
(giran y se desplazan)

2° Piso

Elementos Horizontale<

Aq Ay Ay (Vigas) » Ay

1° Piso

Elementos Verticales
(Columnas)

Crujia

Considerando un elemento 1’j” de una estructura aporticada.

Las cargas que actian en el elemento i’j° pasa a la posicion ij generandose
desplazamientos y giros asi como los momentos M; y M;. Se supone que los
desplazamientos ui=u; son iguales, despreciandose la variacion del elemento debido a la
fuerza axial o fuerza normal. La longitud del elemento no varia.

La figura “b” por superposicion puede descomponerse en la suma de los casos de las

ﬁguras “C”, ‘6d9” “e’9 y ‘Lf’.
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& &

iJG _ Figurad
O‘i,- e'ji J

\e"ij 9"
. 0"j 0" N?/) Figura e

‘ Ai Figura f
- )MI:- -
| !

<+
I A
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Luego; se tiene que los momentos:

My =M%+ MM, ()
My =M%+ MM B)

Considerando como positivo el sentido horario para:
Mij’ Mji’ei’ej’\l’ij

Tendremos de las figuras c, d, e y f.
ei = e'ij_e“ij

.................................... )
0,=0,-0",

Sabemos de las figuras d y e:

0% =M L/BED Lo (1)

0= MULL/BEL Lo (2)
0" = ML /BED o (3)
0" = MULL/BED (4)

Reemplazando (1), (2), (3), (4) en (1) y despejando obtenemos:

|\/|;J.=2|E'(2ei TS 5)
M'ji=2|E'(2ej+ei) .......................... (6)

De la figura “f” encontramos:

M";=-M"; =—6EIA /1%

ij

toy; =y = Aij/I ij

6El
T\Vij

U]

M",=-M"; = -
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Finalmente: (5), (6) y (7) en (o) y (B):

.  2El
M, = M, Jrl_.(zei T O ®)
]
. | 2El
M, = M%; +T(2ej TR Y ©)
ij

A las expresiones (8) y (9) se les denomina Ecuaciones de SLOPE DEFLECTION o de
PENDIENTE Y DEFLEXION.

Llamando a K=I/1  rigidez

M, =M% +2EK (26, +6, -3y, )

M, =M% +2EK(20, +6, -3y,

M, = M% + K, (2(2E,) + (2E0 )(6Ey;,))

M, = M +K, (2(2E6,) + (2E6,)(6Ev;,))

Llamando:
2E0, =0",
2E0; = 0';

GE\Vij = Oy

Tendremos:

M, = M%) + K (20% 40"~y )-oovrrerenn (10)
M, = M2 + K, (20',40!, ¢, )ovovervrrnne (11)

En las ecuaciones (10) y (11) los giros y desplazamientos son incognitas.
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Hipotesis en el Analisis de Estructuras:

Barras despues de
la deformacion.

Barras antes de
la deformacion.

Los nudos son indeformables.

0i
0; Las barras que concurren en el
' nudo tienen el mismo giro.

0i
0;

Hipergeometria.- Es el numero total de giros y desplazamientos que tiene la estructura.
Son las incognitas del problema.

Ecuaciones de Equilibrio:

2 [T

(6]
S
B
l©

4
2M;=0  M;+M;,+M;+M, =0
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Hipergeometria giros 107
Desplazamientos 102
Incognitas : 09

Momentos exteriores m
Pendiente y Deflexion \_/‘

Trabajando con los momentos exteriores se tiene:

Mij, M;i
Mij M i
i i . :
Momentos Hiperestaticos:
! . Mij+Mji+Vij-|ij:0
JI
* ¢ I
Vi = _r(Mij + Mji)
1
Corte lsostético:
J |
VT = VO isostatico r(M ij + I\/Iji)
ij
vV Los diagramas de momento flector se

dibujan del lado de la traccion.

DFC
m ]
X
DMF
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6 2 7
V’_"_V”_"_V” — 0
V=- :(M1 +M,)
-V .V -
M; M,
Se aplicaa V', V’, V*”’
T v
& I 'y
¢ ¢
2 I
6 7 V=- i(|v|1 +M,)
, I
Vlz_r(M51+ MlS)
15
Igualmente se hara para:
1 I 3 8 Vl” Vl’,’ Vl’,’, Vl’)’)
Luego:
V1,+ Vl,’+ Vl’,’+ Vl,”,zo
S| A 10] 9
— A — Vi — A — A

Tipos de momentos para trabajar con el Método de Pendiente y Deflexidn

Mijl
C

MijZQ\

-

Mij3
C

Momentos
Exteriores

Momentos
Interiores

Momentos
Flectores

Accion de los nudos
a los elementos.

Accién de los elemen-
tos a los nudos.

Los momentos que se
encuentran a la izquier-
da de la seccion.
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Convencion para trazar los Diagramas de Momentos y Fuerza Cortante.

arriba izq. der.

abajo

derecha

= = =

izquierda

Para trazar los diagramas correspondientes nos ubicamos en la parte interior de la
estructura analizada y desde esa posicion trazamos los diagramas respectivos.
Para el tramo derecho de una estructura nos ubicamos en la parte de afuera de dicha

estructura y de alli seguimos la convencion correspondiente.

APLICACIONES

1. Para la estructura mostrada. Calcular los giros en A, By C.

|

W
HHIHiHHIHHi
r

1

N AT§>
w ‘\‘T§>

Solucién:

Hipergeometria:
Por los apoyos que tiene la estructura, solo hay giros. No hay desplazamiento

horizontal ni vertical.

Momentos de Empotramiento Perfecto:
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wi?

MAB =_MBA =_§

wl?
Mgc =-Mg :_E

Ecuaciones en la Barras:

o=+ %20, 10,)
=+ 2 20, 40,)
o=+ 2 20, 40,)
o=+ 2 20, 10,)

Equilibrio de Nudos:
Mgs + Mg =0

M,; =0

M =0

Reemplazando los valores de los momentos, tenemos:

2
4Bl 2Bl oW
| | 12

2E|'9A +8E|'eB +2E|'eC =0

2
0+25 +aEly W
| | 12

Resolviendo el sistema de ecuaciones, tenemos:

wi® wl®

ATA8EIT BT CT 48

cada nudo.

Para la estructura mostrada. Hallar los giros en B y C, asi como los momentos en
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W=6 Ton/m
B,umugluum‘g
‘:':rg- I=1| | 4m.
A D}
e 5m AT
\ |=2 |

Solucién:
Como la estructura es simétrica solo hay giro en By C ya que por la simetria no

hay empotramiento.

Momentos de Empotramiento:

Mgc :—%:—12.5Tn-m
12

6x25

Mqg = =+125Tn-m
CB 12
Aplicando las ecuaciones de pendiente y deflexion para cada nudo:
2El
My =0+ T(es)

MBA20+24E'(295)

Mge =125+ 45EI(ZGB +0,)

Mg = +12.5+ 45'5'(29C +0;)

Meo :0+24E'(2ec)

2El
MDC = 0+T(ec)

Equilibrio de Nudos:
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Mgs+ Mg =0

My +M =0

Sustituyendo los valores de los momentos en las ecuaciones de equilibrio y
reduciendo términos, se obtiene respectivamente:

BEI.BB + ﬂEI.GC =125
5 5

iEI.OB + gEI.GC =-125
5 5

Resolviendo el sistema de ecuaciones, obtenemos:
EI[13 4]6.] [ 125
5|04 13]6.| |-125

[0,] [ 69447 1
0. | |-6.944El

Reemplazando estos valores se obtienen los momentos:

My =+3472Tn-m Mg, =+6.944Tn-m Mg =-6.944Tn-m
Mg =4+6.944Tn-m M,,=-6.944Tn-m M. =-3.472Tn-m

Finalmente los momentos con sus respectivos signos seran:

M =+3472Tn-m My, =-6.944Tn-m M, =-6.944Tn-m

M =-6.944Tn-m M ,,=-6.944Tn-m My, =+3.472Tn-m

3. Para la estructura mostrada. Calcular los giros en los puntos 2 y 3, asi como los

momentos en cada nudo.
300 kg/m

TN el
21 2

3m. 41

s
7 TIIIIZ

——

2 m. 4 m. |
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Solucion:

Hipergeometria:

Debido a los empotramientos no hay desplazamiento, habiendo so6lo giro en los
puntos 2 y 3. En los nudos 1 y 4 los giros son nulos por ser empotramientos
perfectos. En el nudo hay tres giros debido a la rétula.

T 4
2 Z

Deformada
debido a cargas

3/
Momentos de Empotramiento Perfecto:

2
M = —300102(2) =-1000kg-m, M%;=+1000kg-m

Ecuaciones de Barras:
M,, =—1000+ 42'5'(92)

M, =1000+42E'(292)

M,, = 83'5'(292+93)
M., = @(293%)2)
M,, = 64E|(262)
M, =20 (0,)

Equilibrio de Nudos:
M,,+M,.+M,, =0
M,,=0
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Sustituyendo los valores de los momentos en la ecuacion de equilibrio y reduciendo

términos se obtiene:
337EI.62 +§EI.63 =-1000
lsEI.93+2EI.92 =0

Resolviendo el sistema de ecuaciones, se obtiene:

EI[37 8]0, | —1000

38 16]6,] | ©

6,] [-90.78

0, |+45.30

Reemplazando los valores en las ecuaciones de momentos obtenemos:
M,, =-1181.82kg-m

M,, =—636.35kg-m
M,, =—272.74kg-m
M,, =+136.37 kg-m

Y los momentos con sus respectivos signos: M,, =+363.65kg-m  M,, =0

4. Para la estructura mostrada. Calcular los momentos en cada nudo.

LB C
40Tn 2|
B C
| | 4m

A D

L L
’ 12m 7 A D

figura n°01 figura n°02
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Solucion:
Hipergeometria:
Por la carga externa actuante, la estructura tendrd giro en B y C, asi como un

desplazamiento horizontal. La deformada se muestra en la figura nimero dos.

Ecuaciones en las barras:
2 3A
MAB = 4EI(OB _4)
2 3A
M., =—EIll 20, ——
BA 4 ( B 4 j

4
MBC:EEI(ZOBH%C)

4
MCB=EE|(2ec+eB)
2 3A

M. =ZEll20. -°=
CD 4 [ C 4j

2 3A
M. =“Ello->2
o= 2602

Equilibrio de Nudos:

M
Mg+ Mg =0 K\‘BA /%DC
Mcg+Mcp =0 40Tn
H,+H, =40
H; H,
« «—
M A Mcp

Reemplazando los valores de los momentos en las ecuaciones de equilibrio
tenemos:

SE1-3E10, - 3E16, =40
8 8 8

_3E1+2E10, + 2E10, =0
8 3 3

_SE1+LE6,+2E10, =0
8 3 3
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48

Resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos:

_170.68
El

A

32 o _ 32

0. =% _>c
5 El C El

Reemplazando los valores hallados en las ecuaciones de momentos obtenemos:

Momento Pendiente y Deflexion Resistencia de Materiales
(Tn-m) (Tn-m)
Mag - 48 - 48
Msga -32 32
Mac 32 32
Mcs 32 -32
Mco - 32 -32
Mpc - 48 48
B~ ~ 6C
L v
N 4
( ™ ( ™
Ay o
< D)
32
32 -
+ 32\ -
32
) L — + 48 Yo aa Yo aa

Diagrama de Momentos

Bosquejo de la Deformada
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5. Para la estructura mostrada. Calcular los giros en B y C asi como el desplazamiento

de la estructura. Calcular también los momentos en cada nudo.

W= 3Tn/m

Ptetrerrne®y

LI

Wi

D,
5m. 7‘7

Solucion:

Hipergeometria:
Por las fuerzas externas que actian en la estructura, ésta tendra un desplazamiento

horizontal y giro en los nudos By C.

A D

Deformada de la estructura

Momento de Empotramiento Perfecto:

MAB=-|\/|BA=4’1‘126=5.33Tn-m

MBC=-MCB=3’1¢;5=6.25Tn-m

Ecuaciones de las Barras:

2El 3
Muy=-533+—|0;——A
AB 4 ( B 4 )
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2El 3
Mg, =+533+—| 20, ——A
BA 4 ( B 4 )

Mg, =—6.25+ 25EI(295 +0.)

Mg = +6.25+ 25'5'(29C +0,)

2El 3
M =0+""120.->A
CD 4 [ C 4 j

2El 3
Mpc=0+——|0—-—A
=0+ 2202

Equilibrio de Nudos:

1
Hl = _Z(MAB + MBA)

1
Hz =_Z(MCD +MDC)

Luego:

H,+H,=8

Mg + Mgy +Mp + My =8
Mg +Mge =0

My +M =0

Sustituyendo los valores de los momentos en las ecuaciones de equilibrio y

reduciendo términos, se obtiene:

3 3 3 Mga Mcp
gEI.A—gEI.GB—gEI.OC:B i N
—§EI.A+9EI.GB+EEI.9C=O.92 —]
8 5 5 —
—§EI.A+2EI.BB+9EI.6C:—6.25 —]
8 5 5 —
K L
IVIAB IVIDC
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Resolviendo el sistema de ecuaciones:

3 3 .3
8 8 8(A 8
-3 9 2 0, |=| 0.92
8 5 5
3 2 9 |6] |[-625
| 8 5 5 |
‘A [4046 0.689 0.689] 8
0, |=|0.689 0.702 0.012| 0.92
0.| |0.689 -0.012 0.702 | -6.25
(AT [28.69
0, |=| 6.23 b
El
0] | 111

Reemplazando los valores hallados en las ecuaciones de momentos obtenemos:

Momento Por Pendiente y Deflexion Por Resistencia de

(Tn-m) Materiales (Tn-m)
Mag -12.97 -12.97
Msga +0.90 -0.80
Mgc -0.82 -0.82
Mcs +9.63 -9.63
Mcp -9.65 -9.65
Mpc -10.20 -10.20
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6. Para la estructura mostrada. Calcular los giros en B y C asi como el desplazamiento
vertical.

2P %\\ Deformada

I P

% 2 2 % %
7O T/ TV TV

Solucion:

Hipergeometria:
Por las fuerzas externas que acttan sobre la estructura podemos observar que habra

un desplazamiento vertical y giro en los puntos b y c.

Momentos de Empotramiento Perfecto:

_2p_ P
8 4

Pl
Mo =-MS =—""
cd dc 8

0o _ o _
Mab __Mba_

Ecuaciones de Equilibrio:

M., =—IZ|+2|EI(26a +0, —BIAJ

M., =F;I+2|EI(29b +0, —3|Aj

M. =—F;I+2|EI(29C +0, +3IAJ

M. :FE;I+2|EI(26d +0, +3|Aj
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_ 28l
O

Mcb = ZIEI(zec +eb)

Mbc (zeb +6c)

Equilibrio de los Nudos:

M,, +M,, =0
Mg, + Mg =0
H, +H, =3P

Determinacién de los cortantes:

C Vab \T/ba
M, +M
V., =— ab ba
Moo + v b s
P P
VCd VdC Vdc - _ Mcd _;_Mdc
| 1 ;>M
d M, +M,,
T
T T Hd:E+Mcd+Mdc
P/2 P/2 2 |

Reemplazando los valores de los momentos en las ecuaciones de equilibrio,

obtenemos:

?f'EI.A—ﬁEI.Gb +|§EI.6C = gp

—25A+§EM%+§HQ=—E!
I I | 4

6 2 8 PI

S ELA+SELD, +-ELO, = —
| | | 8
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Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos:

_ 9PP

® 160EI
_1pp
° 160El
3

e 77PI
1284El

7. Para la estructura mostrada. Calcular los giros en 1, 2 y 3; asi como el
desplazamiento horizontal. Todas las barras tiene EA=o0

W=1iTn/m
2ol n
2T —» El
-
L
E—D‘
= >
lg,:El 2El 3m.
2
!
L
jl Rétula s
7”{/ 4m. L 2m A
\

Solucién:

1.2A V4A

Rétula

Deformada
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Hipergeometria:
Debido a las fuerzas externas actuantes la estructura tendré giro en los nudos 1,2 y 3

y desplazamiento horizontal.

Momentos de Empotramiento Perfecto:
M,=-M,, =-15Tn-m, M,;=-M,,=-1.33Tn—-m
M34 = M43 =0

Ecuaciones en las Barras:
M,, =-15+ zEI(ZGl +0, - 3:?]

2 3A
M,, =15+ 3EI(262 +0, - 3]

M,, = _1.33+421E|(2e2 +0,+ 3X(i/3) Aj

M., =1.33+ 21 20, +0, + >X3) A)
4 4
4 3x1.20
M,, =0+ —EIl 20,+0, ————A
* 13 P13 j
4 3x1.20
M,,=0+—EI|l 26,+0, - A
* 13 SN j
Equilibrio de Nudos:
Ma Ms H,+H, =8
“+ =
5 AQ f\WA 1T H;
] M,,+M,, =0
. Mz, +M,;, =0
34 M, =0
A Ho
o o
My, Mys
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Las ecuaciones para cada equilibrio sera:
1.266E1.A-0.4170, —0.6676, —0.8570, = 3.67
-0.417El.A +2.3330, +0.6676, +-0.5000, =-0.17
-0.666El.A +0.66660, +1.3330, =1.50

-0.857E1.A +0.5000, +0+3.2180, =—1.33

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos:

1.266 —-0.417-0.667—-0.857 | A | 3.67
—-0.417 2.333 0.666 0.500 |6, ||—0.17
—-0.666 0.666 1.333 O 0, | 1.50
—0.857 0.500 0.000 3.128 |0, | —1.33

0522

4.291
.0, =
El El El

, 6,

1.216
El
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MRS HERIENS
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METODOS ENERGETICOS

Todos los métodos estudiados para la solucion de giros y flechas por la mecéanica de
materiales es haciendo uso de la geometria; pero existen métodos que s6lo se analiza la

parte energética, sin importar la deformacion.

En este capitulo haremos una presentacion de dichos métodos para la solucion de
problemas de estructuras; haciendo énfasis en el método de la Carga Unitaria, base para

los métodos avanzados de energia.

Con este capitulo haremos un enlace entre la Mecanica de Materiales y el Analisis de
Estructuras, que llevaron a estudios del método de las Fuerzas que son la base de todo el
Anédlisis Matricial de Estructuras.

Iniciaremos nuestro Estudio.

METODO DE LA CARGA UNITARIA PARA FLEXION

En el capitulo de efectos axiales utilizaremos un método energético para el célculo de

desplazamientos. En este capitulo haremos extension dicho método para casos de
flexion.

La formula a utilizar, sera:

o= LJ. M madx
El
Donde:
M : Es el momento flector de cada elemento analizando la estructura con sus cargas
reales.
M : Es el momento flector de cada elemento considerando una carga unitaria en el

punto que queremos analizar.
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Asi por ejemplo, si nos piden el 6yg de la barra mostrada.

P 1
M=-Px M=-x
1! 1 px?|
Ovg = — | =PX)=xHdx=—.—
= gy Px= L2
_PPF
Ve 3El

Es bueno aclarar que si nos piden el desplazamiento vertical se colocaré en el punto a

analizar una carga unitaria vertical.

Si nos piden el desplazamiento horizontal se colocara en dicho punto una carga unitaria

horizontal.

Si nos piden el giro en dicho punto se aplicara un giro unitario.
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1.  Parala estructura mostrada. Calcular el desplazamiento horizontal del punto 2.

El es constante.

Problemas de Aplicacion

3

e

HHE%J

Solucion:
P4>2
P |1 Te
P 1
Luego:
Tramo Longitud M m
Del tramo
1-2 O<x<lI Px X
2-3 O<x<I Pl - Px l-x
De donde:

1 | |
AH, = Elu Px?dx + ! P(1-x)° de
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2.  Para la estructura mostrada. Calcular el desplazamiento vertical del punto D.

Solucion:
Pa a
A/ @ A/ g
y / N
YP vl
1
Pa a
C C
° >
p 1
Luego:
Tramo Longitud M m
Del tramo
DC O<x<a - Px - X
BC 0<x<2a Pa a
AB 0<x<3a Pa - Px a-Xx
Asimismo:

3a 2a a
EIAV, = IP(a—x)de+ IPade+IPx2dx
0 0 0
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3. Calcular el desplazamiento vertical del punto C de la estructura mostrada.

Solucion:

P P 1
mZPa
i 2a L 2a
C B C B
a
D 2a ¢ |A a E D 2a A a
¥ Vs ¥
P 1
Luego:
Tramo Longitud M m
Del tramo
AB O<x<a -2Pa -2a
BC 0<x<?2a - Px - X
AD 0<x<?2a Px X
AE O<x<a 0 0
De donde:

Elu —2Pa)(—2a)dx + zf(— Px)(— x)dx + 2fpx.xdx J

3
AV, _28 Pa’
3 El
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4.  Parala estructura mostrada. Calcular el desplazamiento vertical del punto nimero

tres.

Solucion:

P 1
2 l 4 2 i
3 3
I | | |
1 l %; 1 I I 5
P/2 P/2 1/2 1/
Luego:
Tramo Longitud M m
Del tramo
1-2 O<xx<l1 0 0
2-3 O<xx<l1 P/2x X/2
3-4 O<xx<l1 P/2x X/2
4-5 O<xx<l1 0 0
De donde:
|
AV, = 2 Ex.idx
El52 2
Pl
AV3 =
6El
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5. Para la estructura mostrada. Calcular el desplazamiento horizontal del punto dos.
ElI=Citte.

y 73

e

W

HIHTH

Sw

Luego:
M, =2wlx, 0<x<I

M,, =2wl? —gwlx—vzvxz, 0<x<lI

m, =X, 0<x<I

m,, =1 0<x<I
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De donde:

Azfl\gndx

| 2
A= ijZWI.xzdx + ij owl? = Swix - WX (1—x)dx
el el 2 2
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METODO DE LA ENERGIA DE DEFORMACION

Consideraciones:

& Sea un cuerpo constituido por un material en

R comportamiento elastico.

P, & Las fuerzas P;, Py Ps......... P, son
inicialmente nulas y se van incrementando
gradualmente de modo de no producir

P aceleraciones sensibles.

# En el proceso de la deformacién, las fuerzas
aplicadas realizan un cierto trabajo que
denominaremos TRABAJO DE
DEFORMACION.

&5 Las reacciones no realizan trabajo.

« EIl trabajo realizado por las fuerzas exteriores se utiliza para VENCER LA
RESISTENCIA DE LAS FUERZAS MOLECUALRES, que intentan que no
cambien las distancias relativas que hay entre las moléculas del estado no
deformado.

Trabajo realizado por las fuerzas exteriores = -T (de las fuerzas moleculares)

Queda almacenado en el cuerpo a manera de Energia Potencial, que es la que
utilizaria para recuperar su forma y dimensiones cuando cesan las fuerzas, la que se
denominaria ENERGIA DE DEFORMACION ELASTICA.

Sea una barra elastica cargada axialmente por una carga gradual.

P
LEA T 1
=P s
,,,,, 5
Sea dU el trabajo elemental de la carga P; dU=Pdx |
dx
X1

U= dex = area bajo el diagrama P vs x
0

214



Resistencia de Materiales
Ing. Genaro Delgado Contreras

En el comportamiento lineal y elastico del material:

P U:.[de:'kadx:lkx2
2
y = mx
P = kx Uzl(Pj 2
2\ X
U=EPX
X 2

U = Trabajo Total realizado 6 Energia de

Deformacion Elastica Almacenada.

******** U= ;Px (Ecuacion de Clapeyrén)

A // El area A; es la energia de deformacion
|

almacenada.
A, se denomina energia complementaria de

deformacion.

Analogia con un Resorte

ILE,A
P P
S
Uzlkx2 UZEPX ;X:il_)P:@
2 2 EA I

U= A L u=t[FA e
21 21

.. Larigidez axial de la barra sera:

_EA
N

k
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Densidad de Energia de Deformacién o Energia Especifica de Deformacion ()

La energia de deformacion U = .[ Pdx involucra las caracteristicas geométricas de la

barra.

Si queremos dirigir nuestra atencion a las propiedades del material, debemos

considerar la energia de deformacion por unidad de volumen, la que denominaremos

densidad de energia de deformacion.

/ c
P
ﬂ o o
GX
U J.P.dx
= Vol T Al de, €
u= ;Ollx = u= :fcsx.dsX = Area bajo el diagrama o vse

Para el caso de materiales fragiles: (como el concreto)

NN

£,=0.003

Sea “¢,” la deformacion de rotura.

La energia de deformacion por

unidad de volumen que se almacena

cuando se alcanza el valor de ¢,, se

denomina

MODULO DE

TENACIDAD del material.

Para el caso de materiales ductiles: (caso del acero)

)

Oy €, = Deformacién en

la fluencia.
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La densidad de energia de deformacion (p,) que se almacena cuanc gyl material

alcanza la fluencia se denomina MODULO DE RESILENCIA.

1
1( o,
o 2( Ej
_ o’y
My = o

Nota: La Capacidad de una estructura para soportar cargas de impacto sin que se
produzcan deformaciones permanentes depende de la Resilencia del Material
utilizado.

Energia de Deformacion Elastica para esfuerzos Normales

En general:

u =ch.dsx =IE.8X.d8X = ;.E.Szx

162
ey =
“2(Ej

sz dU
=—_ :donde p=——-
W 2E K dv

dU o o%x
- = - =
dv 2E 2E

Para el caso de estructuras constituidas por elementos biarticulados:

N | 5, = 0 ;dV=A,d,

/v\ g} N A, =[N g

j 3 A22E 2EA,
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NI,

U. = 5 i (Energia de deformacidn eléstica parala barra ij)

U]

U]

Para toda la estructura:

NZi.l.
U= J
Z 2EA

Energia de Deformacion Elastica en la Flexion

Cees De5

2 MZ MZ
0= G av=[[] gy j[ZEfzz.jyz.dA}dx

MZ
j .CZ

1,.0dx
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Energia de Deformacion Elastica para Esfuerzos Cortantes

sz ) B E
U:ﬂyi§w ! T 2(1+p)

Energia de Deformacion Eléstica en Torsidn

0= [ a1 s oA

— Mt2
U—Izﬁ?MX

M,
2GJ

Energia de Deformacion Elastica en Corte por Flexion

YO U Y v f[ L [

Sea: k= J'Q “AdA = factor de forma
2
U= jV Kdx
2GA
En secciones rectangulares: k=1.2
U :.[ kv dx En secciones circulares: k=10/9
2GA
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Trabajo y Energia bajo varias cargas

Objetivo.- Mostrar como la energia de deformacion de una estructura sometida a

varias cargas se puede expresar en funcion de las cargas y de las deflexiones
resultantes.

3
& =f(P); R = coeficient edeinfluencia
3El

En general:
Xi; = Deflexion en i debido a una carga actuando en j.

X;;=0;.P;  Donde a;=coeficiente de influencia

{xl =X, + Xy, =, P +a,P,

X, =X+ X = 0,.P +0,,.P,
Célculo del Trabajo hecho por Py y Ps.
a) Primera Alternativa: Suponiendo que primero se aplica lentamente P; y luego

se aplica Py,

b) Segunda Alternativa: Suponiendo que primero se aplica lentamente P, y luego
se aplica P.
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Primera Alternativa:

P P, Al aplicar Py se producen: Xy; y Xo1.
T o
A B Trabajode P, =—-P.X,,==P.0,,.P,
S | X Xa| -#op 2 2
X2 - - - - - - - %3

Trabajo de P, = ;.au.le

Cuando se aplica P,:

Trabajo de P, para producir X,, = ;PZX22 = ;Pzazsz

= —0y,P,

Cuando actlia P, ya esta aplicada P;:

Trabajo realizado por P, para producir X,, =P,X,, =Pa,,P,

=a,PP,

Por lo tanto:
U= l.all.le + l.azz.Pzz +0,,.P,P,

2 2

1 2 2
U= E(all.P 14205, PP, + yp P2 ). 0)
Segunda Alternativa:

=) = Al aplicar P, se producen: Xz, y Xio.

1 2

. 1 1
Trabajo de P, = EP2.X22 = EPz.oczz.P2

Trabajo de P, = ;oczz.Pz2

Cuando se aplica P1: Trabajo de P, = E'Pl'xll = ;Pl-%-Pl

2

B 2
=—.0,,.P1

N
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Trabajo realizado por P, para producir: X,, =P,.X,;

=P,.a,,.P, =a,,.P.P,

Por lo tanto:
U= ;.azz.Pj + ;.an.le +at,,.P.P,
Lot )

U= > o,.P +2.0,,. PP 0, P2 ) 1)
(D en (1D):

0, en o,

o, X (P, =1) = o, X (B =1)
\ﬁr_/ \ﬁr_/
Deflexion en 1 producida. Deflexion en 2 producida.
por una carga unitaria por una carga unitaria
actuante en 2. actuante en 1.

e

TEOREMA RECIPROCO DE MAXWELL

Primer Teorema de Alberto Castigliano:

De la ecuacion U = ;.(all.Pf +2.0,,,.P.P, + azz.Pzz)

oU

—=a,,.P+0,P,=X;

oP,

oU

———=0,,.P,+a,P,=0a,.P,+0a,.P,=X;

oP,
Generalizando: Si una estructura elastica es sometida a “n” cargas Py, Po,....... , Pn,

la deflexion “X;” del punto de aplicacion de P; puede expresarse como la derivada
parcial de la energia de deformacion de la estructura con respecto a P;.

x =Y
I op,
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En la practica el calculo de deflexiones mediante este teorema se simplifica si la
derivada con respecto a P; se efectla antes de la integracion o la suma.

< [ Nédx M?dx M*dx kv?
U_Zj 2EA +ZI 2EI +ZI 2GJ +z]2cTAdX

2N 8—Nd 2M ZMdX

_oJ _ P P,
Xj_aIDj_ZI SEA +Zj oEi o

oV dx
"oP, GA

oM dx
aP EI -[

X, = ZjNaNdX ALY

oM, dx
aP 'GJ ZI

La deflexion “X;” se obtiene directamente cuando la carga “P;” estd aplicada en el
punto donde se va a obtener X;. Si no fuese asi porque la carga P no actia en j,

aplicamos una carga ficticia o simulada “Q;” en el punto *j” y aplicamos X; = 5(\3/
i

para luego hacer Q;=0

Teorema de Betti:

Sea un cuerpo sometido a dos sistemas de cargas diferentes.

P

1

Sistema A, cuyas fuerzas “P;” se
han aplicado gradualmente en

forma simultanea.

Sistema B, cuyas fuerzas “F;” se

han aplicado gradualmente en

forma simultanea.
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a)

b)

Si se aplica el sistema A y después el Sistema B sobre el cuerpo:
T=U= EP.S. + EF.6. +P.A;.  (Notacion Indicial)
2 i 2 g i—ij

Donde: PA;= Trabajo del primer sistema de fuerzas debido a los

desplazamientos que en sus puntos de aplicacion le produce el segundo sistema

de fuerzas.

Si se aplica el sistema B y después el A:
T=U =;Fj8j +;Pi6i +FA;

Donde: FA;= Trabajo del segundo sistema de fuerzas debido a los

desplazamientos que en sus puntos de aplicacion le produce el primer sistema de
cargas.

;Pié‘)i +;Fj6]. +PA; = ;FJBJ. +;P.8. +FA;

PA; =FA,

Nn

“El Trabajo de las fuerzas de un sistema debido a los desplazamientos que en sus
puntos de aplicacion le produce otro sistema de cargas es igual al trabajo de las
fuerzas del segundo sistema debido a la aplicacion de las cargas del primer

sistema”.

224



Resistencia de Materiales
Ing. Genaro Delgado Contreras

EJEMPLO DE APLICACION

DEMOSTRACION DE LA FORMULA DE RIGIDEZ DE UN MURO

A A=A fiexion t A corte
P I———dx+ k——dx
0

G=_E k=12, n=025

2(1+p)
Luego: G=0.40E

A |
El , GA

h 2 1.2
Ac J- Px Pdx
0
Px? 1o Ph
3El, ~04Elt)

" "

A=

Ph® Ph

tP? l'204Elt
3E.— e
12
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MISCELANEA DE PROBLEMAS

1. Calcular el giroen 1.

Solucion:
El Método de Solucion que se utilizard para este problema; es el de la Carga
Unitaria y Area de Momentos, respectivamente.

P

1 L 2 : | |
} . G Cl> T

1/ 1/
P X
M="x 0(x(I2 —> m=1- 0(x(l2  —>
M="x  0(x(I2 m=" o(x(l2 —>
2 — |

Luego:
112 112
P X P X
EIO, =] —x (1--)dXx + | =X.—dx
' I2 a-7) !2

0 I
2
91=_|' Px-Py dx+IPidx
2 2 2l

112 112 112

Px* " Px’| +Px3\
41, 6l 6l
2 2 2
ero, PV PP PP
16 48 48

_ PP

' 16 El

~ PP

' 16El
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1 I 2 L
O
0 Tge, =0, = 21
ty
De donde:
El.ty1 = (Area de Momentos). ;2
e P LI PLL
27723 2°22'6
PI/2 s o3 5
+ PI® _PI" _PI"
12 48 16
— | i . _PP
Y2 16EI
Entonces:
B P|?
' 16 El
B PI*
' 16 El
1 2 Pl1121 PP
Elt,=A=—._.=.5. ="
A 4°'2'2'3°2 48
_ PP
V4 48E
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2. Calcular la flecha en D.

Solucién:

El Método de Solucion que se utilizara para este problema, es el de Area de
Momentos.

D/C
y
80 2 550
yzi 6=*.7
El 5 El
5= 220 i @
El El
5140
+ El
+390
Luego:
60x2
Elt.,.=——x—x2=-80
D/IC 2 3
80
t. =——
D/C EI
De otro lado:
ElLt,. = 7390)(5 xgxs - 4503 (2+gx3)
2 3 2 3
550
=)
y
5m. 2m
2 550 80
=—._—="49
5 ElI EI
550/El
5140
El
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3. Calcular éy en “d”.

Solucién:

El Método de Solucién que se utilizara para

Momentos y Carga Unitaria, respectivamente.

P
1 P L 2
|
dv P 7 b
7

’ a g7 I

4

t bla

td/a+
~ |Pa _
a I
De donde:
_Pal
3EI
_ Pal _Pal®
"3EI  3EI
Luego:
Pa’l Pa’
O=y+ty,=——+-—
Yl =35 T 3E
Pa?
o0=—(l+a
3EI( )

I 2

El.ty, =Pa._ .|

_ Pal?
3El

b/a —

Pal?
3ElI

Luego:

a2

Elt,, =Pa-.“a

_Pa’
3El

dla =

Pa’
3El

este problema; es el Area de
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P 1
dL a b dl a b
? * v
Pa/l all
M =-Px M=-Xx
=-Pa.x Mz-ix
I I
Luego:

_ 1 PXT Patx
El' 3|, 3°
1 Pa® Pa’l

=—.—
El 3 3l

1 _.,
o, =—.Pa“.(a+l
v =g Pat @)
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4. Calcular 0g

W (Kg/m)

YYvvvrvvvvvevy

7

Solucién:

7

7

El Método de Solucion que se utilizara para este problema, es el Area de

Momentos.

W (Kg/m)

(It it bbb eIty

R d .
Ra.l +
Ma —
wF2 _
Elt,,=0
I 1 I wiz | |
R l=— —-M,l—-— .~ =0
AT 23 A2 2 '3'4
K 12 wl*
R,,—-M,—-— =0
A A2 24
4R, 1-12M, =wl? ............. 1)
Luego:
> M =0
wl®  wil?
M, -R,l+— " —
ALTA 2 32

Re.l/4 = 43/256WI*

Rl = 185/256 WI*
Ma= 7/64WI°

25/32WI°
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-R

15

De donde:

4R, 1-12M,, =wI?

J+M, =-"w
A A 32

—4R,1+4M, :—185\/\/|2

7
-8M, =——w
A8

-
M, =—wl?
A 64

|2
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ESFUERZOS COMBINADOS

Los cuatro efectos que sufre una estructura que son axiales, corte, flexion y torsion se
combinan en la realidad, siendo uno de ellos la union del efecto axial mas la flexion

generando la flexo compresion que viene dada por:

M
o, — g Ney My y M y
AT
Nz M, y
O axial = X Oflexion — I X Ofexion — | y
y X

Flexo-Compresion Bi-Axial. Par Elementos Cortos:

Cuando el elemento es corto no se considera la interaccion entre la carga axial y los
efectos de flexién de modo que resulta valido el principio de superposicién de efectos.
Podran seguirse cuando las ecuaciones de la flexién oblicua, bastaria con afiadir el

término correspondiente a la carga axial. (NZ/A).

Ejemplo:
Determinar los maximos efectos de traccion y compresion en la base de la columna

corta.

1°: Propiedades de la seccion.

A = 60x40 cm?
~~3
| =40X60"_ 250000 cm?*
A3
1, =949 _ 320000 cm
Ixy = O
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2°: Trasladamos las cargas excéntricas al centro de gravedad de la seccién
empotramiento.

de

Luego
2 M, =0
(=121 +18 | )X(~20K) + (201 -20 ] )X(-6K)

240 ]-3601+120] +1201

SM_ =120 — 2401

De otro lado; en la seccion de empotramiento, tenemos:

G = 26 000 + 120x1000 X + 240x1000
’ 2400 320,000 720,000

5, =-10.8+7.5+10

Luego; en las esquinas:
X =20 cm.

y =30 cm.

Asimismo:

6,, =-10.8-7.5+10=-8.3Kglcm?
6, =-10.8-7.5-10=-28.3 Kglem?
o, =-10.8+7.5-10=-13.3Kglcm®

6, =-10.8+7.5+10=+6.7 Kgicm 2
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Finalmente;
G mx. de traccion =+6.70 kg/cm2
G max. de compresion =-28.30 kg/cm2
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