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3.2 TORSION DE BARRAS DE SECCION CIRCULAR
PROBLEMA 3.4 Determinar los valores de los momentos torsores T, y T,, si ¢ =1°, ¢. =2°,

G =8.10'MPa

T,

T2
A d,=80mm
7 d,=60mm
4 l
2 !
Z
Z
A 7 B C
Z
Z |
5 0,8m 1m
/ »F A



Solucion:

Graficamos el diagrama de momento torsor, el cual se muestra en la figura

j Ly

T,

Por dato del problema:

T
- 10 ey
bs 180
T
— 20 — g,
be 90
Luego:

(T, -£T,).08 -
(bB p— —

81010~ go* 1072 180

-

O,



T, +T, = 701838

(T, +T,).08 { T
be = m B T " 90
8.10%.10°.—.80*.10"* 8.10*.10°.—.60*.107"
30 32
Reemplazamos (a) en (b) y obtenemos:
T T:.1 n
+ = =
180 90

3.10*10°. = 60*.107'2

T, =1776,53N.m

Reemplazamos este valor en la ecuacion (a) y obtenemos:
T, =5241.85N.m



3.3 ESTRUCTURAS ESTATICAMENTE INDETERMINADAS
PROBLEMA 3.5 Determinar la energia potencial de deformacion de la barra escalonada doblemente

empotrada, mostrada en la figura
T

/
<
N\

N




Solucion:
Eliminamos el empotramiento en B y lo reemplazamos por su momento torsor I, tal como se

muestra en la figura

Tg

- -

>
MARRAARRRRNS

G/




Como en el empotramiento, el angulo de giro en torsion es cero, se tendra:

¢g =0
T, e _ T@) _Te _,
GL,y Gl Gl GLg
4 1 o i I

+ A
0,116d*) 01d* 01(16d*) 01d*
T, =0.944T

En consecuencia, el diagrama de momento torsor sera el mostrado en la figura

0,944T

0,056T

De esta manera, calculamos la energia potencial de deformacion:

3 .2 . 5 2 v T 2
U - Z T L, g (0.056T)"a . (0.056T)"a " (0.944T)"a — 0.295 T a
~ G 1

4
17p(1) 2GIp(d) ZGIp(gd) 2GI Gd

“=="p(2d)




PROBLEMA 3.6 Determinar el momento torsor permisible que actua en la seccion B de la barra, si

[1’] = 900kef /cm”.

-
Z fa
A
""""" /E S
A B = I \ o
T Tl %
Z o | =
. - -~ v
; v
2 AN
400mm 400mm 800mm
> i >
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Solucion:

Una vez més eliminamos el empotramiento en D y lo reemplazamos por T, tal como se muestra en

la figura
T To

/ [
1 _____ A

AZ B |8 D
; ___________ _'/
2 K/
7

., 400mm 400mm 800mm
/ # 7 A

Como el angulo de giro en torsion en dicho punto es cero, se tendra:

bp =0
T,80) T,80)  T(0) _,
Glus Ol Gl
oL g i

+ e
01(5* 01(7)*(1-0,714*) 01(7)*(1-0,714%)
T, =013T



Luego, graficamos el diagrama de momento torsor, tal como se muestra en la figura

0,13T

@

0,87T
Ahora, determinamos los esfuerzos tangenciales para cada tramo y a partir de la condicion de

resistencia, calculamos el momento torsor.
0.87T

; . — <900 = T <52522kef .cm
20272 1-0.714Y ¢
0.13T
B = — — <900 =25 T <351494kgt .cm
0,2(7)’(1-0,714")
3 1
Ty = ) <900 = T <173077kgf .cm

0.2(5)



Como el momento torsor es unico, analizamos el rango que cumpla con los tres casos, tal como se
muestra en la figura

A/

VI IT VT IHL

/SN SIS I

52522 173077 351494

De esta manera, se tiene que el momento torsor permisible es:

T =52522kef cm

nax




PROBLEMA 3.7 Determinar los valores de los momentos torsores T, y T; para la barra ahusada

de seccion circular, cuyo didametro varia desde d, =d hasta d; = 2d y estd sometida a la accién

del momento torsor distribuido linealmente variable desde t__, =t hasta t__, =3t

t ., =3t




Solucion:
Analizamos como varia el diametro en toda la longitud de la barra.

g b)
2d d/2
m
B & ¥ X ¥
I L %
A y
m d/2 B dx
— = =5 m=—
X L 2

De la figura a, se tiene:

d :d+2111:d+2( dx):d+%:d(l+ij



Ahora, analizamos como varia el momento torsor:

a) Ty b)
3t
X K
4 L I/ ’
A 7




Eliminamos el empotramiento en A y lo reemplazamos por T, en sentido antihorario.
TB
TA tx=L— 3t

Y A

.

IJiTAdx ©TAREA . dx
GI GI

0 pX 0 pPX

Donde:

AREA - area del trapecio achurado, mostrado en la figura

trapecio



" o
t(1+—)+t} .
_(tx+t)x_{ L \( x]

AREA trapecio - 4
2 2 . L

De esta manera, se tendra:

32 AT dx - J~t\(1+\/L)d\
G 5d (1+\:“L) nGY d* (1+x;'L)
L
TA 7
Como salié positivo, implica que su orientacién es la misma que la mostrada en la figura anterior
Luego:
3tL. (t+3t)L
Y T.=0 = B i +T =0
7 2
11tL
T3 =——
7

La orientacién es la misma que la mostrada en la figura anterior



3.4 TORSION DE BARRAS DE SECCION NO CIRCULAR
PROBLEMA 3.8 El extremo libre de una barra tiene seccion transversal cuadrada. ;En qué

porcentaje la resistencia de esta parte de la barra es menor que la izquierda, la cual es de seccion

transversal circular?

ALLLLRARRRNANRNN




Solucion:

En este caso se necesita comparar resistencias, es decir, debemos de comparar Wp para la

seccion circular y W, para la seccién cuadrada, cuyo lado es b = \/(O,Sd)2 +(0,5d)* =0,707d

3
w =™ _ 0196343
16

P

W, =0,208.(0,707d)’ = 0,0735d°
Luego, aplicamos la regla de tres simple y obtenemos que W, = O.3744W'p, lo que en porcentaje

es 37,44%.
Esto quiere decir, que la seccion cuadrada es (100 —37.34)% = 62.56% menos resistente que la

seccion circular, cuando la barra esta sometida al momento torsor T.



PROBLEMA 3.9 A partir de las condiciones de resistencia y de rigidez, determinar la dimensién del

lado de la seccion transversal cuadrada de una barra sometida a torsion, si T =120kgf . m,

[‘c] = 600kef /em” [¢0] =1.0grado /m, G =8.10"kef /cm”.



Solucion:

Aplicamos la condicion de resistencia, es decir:

]

el
W

t

<[t
120
——— <600.10°
0,208b
b>4,58.10"m

b > 45 8mm

Ahora, aplicamos la condicion de rigidez de la secciodn:
max
o™ <[bo]

T

G_Itg [¢o]

120 T
8.10°.0.141b* 180

b>497.107m

b > 49.7mm



Como la dimension de la seccion transversal es unica, analizamos el rango que cumpla con los dos,

tal como se muestra en la figura

I
45,8 49,7

De esta manera, se tiene que la dimension minima dellado es b_, =49, 7mm

Como su unidad de medida esta en milimetros, asumimos b = 50mm



PROBLEMA 3.10 Determinar el esfuerzo tangencial maximo y su angulo de giro en torsién por

unidad de longitud de una barra sometida a torsion, si sus dimensiones de seccion transversal son

las mostradas en la figura y estan dadas en milimetros. Considerar T =1lkgf.m ,
G=2710"kef /em* y n=1.

100

< I P
¥ W | NT _.'ZK
LA S
\ 4
o
N
LA
@l
\ 4
! 160
< B




Solucion:

Dividimos la seccion en rectangulos pequeios, tal como se muestra en la figura y calculamos

I. y W, , aplicando las formulas

100

= o
|
=
<
|

120
J
N

f 160




1 _
f, = 1.;.[40.23 +942° 1120.4° +152.6° + 60.4° | =15141,33mm*

g 11272
w, = 212033 5553 55mm?
1.6
Luego, se tendra:
11.100 -
Tk — - =435.9ket /cm”

= 252355107

11.100

— —— —=2.69.10"rad/cm
2,7.10°.15141,33.10°

Py



PROBLEMA 3.11 Una barra doblemente empotrada tiene la mitad de su longitud de seccion

cuadrada y la otra mitad circular. Determinar la distancia x,, a partir de la condicion, que los

momentos torsores en los empotramientos debe ser igual.

A-A
A .
” S
Z : !
2 : { |
B 4 : :
< : :
Z \ |
Xo '

o
=




Solucion:

Eliminamos el empotramiento en C y lo reemplazamos por su momento torsor, el cual debe ser igual
a T/2 y orientado en el sentido opuesto, tal como se muestra en la figura, graficando su
diagrama de momento torsor.

Se sabe que, el angulo de giro en torsion en el empotramiento C sera cero, por ello se tendra:

¢ =0
_@/2)@)  (T/2)a-x,) (T/2)(x,) _,
GI, GI, GI,
a a— Xo X0

— + =)
0,098d* 0.141(0,707d)*  0.141(0,707d)*

De donde:
X, = 0,68a






PROBLEMA 3.12 Graficar el diagrama de momento torsor y determinar el angulo de giro en torsion
enC,si G=8.10'MPa
40N.m/m 60N.m/m
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Solucioén:
Eliminamos el empotramiento en A y lo reemplazamos por su momento torsor T, , eligiendo su

orientacion como positivo y la del momento torsor T, como negativo, lo cual es arbitrario, debido a

gue no existe una convencion internacional de signos y se puede cambiar la convencion personal de
un problema a otro, lo importante es conservar dicha convencion desde el inicio del problema hasta
el final.

T
[Q 40N.m/m 60N.m/m

NN T T RS- U 2V aV 2 Ao o
A B G
\; I

2m 1m Tm 2,9m

¥ ————

Te

[\

E

\

L Qe

O




¢A =0
i3 i, T, 2.5
2 T 1> + 12 1 i
G.(1/32).80°10™  G.0.141.60" .10~ G.(n/32).90".10"2]1—(70/90)*]

G.(n/32).80°.10™ G.0141.60*.10™> G.(n/32).90*10"2[1-(70/90)*]

N f 40xdx 80.2 80.2.5
0

90.1 90.2.5 %2 60xdx
- 4 1n-12 / 2 1n=12f R .[ : 4 1012 / 4>:O
G.0.141.60* 107  G.(1/32).90*1072[1-(70/90)*|  G.(n/32).90*10™2[1-(70/90)* |

De donde:
T, =97,486N.m

El sentido del momento torsor T, , es el mismo que el mostrado en la figura
ZTeje =0 = 97,486 -80-90+60.25-T; =0
T =77,486N.m

El sentido del momento torsor T, es el mismo que el mostrado en la figura

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de momento torsor, el cual se muestra en la
figura
Luego, determinamos el angulo de giro en torsion en el punto C de la barra.

(17.486 +97.486).2 17.486.1

= - o p——— ——5 =4.77.10"rad = 0,027°
2.8.10*.10°(n/32).80*.10™  8.10*.10°.0.141.60*.107"

Oc



97,4126 77,486
17,486
D
A B C = @
(N.m)
72,514
2m 1m Tm 1,208m 1,292m
l |74 |V |V |/

A A 7 7 7 7



3.5 RESORTES HELICOIDALES DE PASO PEQUENO
PROBLEMA 3.13 Dos resortes cilindricos, tienen igual diametro medio D Yy se diferencian el uno del

otro, en que el primero esta fabricado de espiras de seccion circular y el segundo de seccion
cuadrada. Los esfuerzos tangenciales maximos que surgen en ambos resortes son iguales.
Comparar los pesos de ambos resortes y sus alargamientos, considerando que el coeficiente k es el
mismo para ambos casos.



Solucion:

El peso de ambos resortes sera proporcional a sus areas de seccion transversal de las espiras.

Por condicion del problema, los esfuerzos tangenciales seran los mismos, razon por la cual

igualamos las ecuaciones 3.22 y 3.24

g 8PI3) g I |
xd®  2.0.208b
3
7 5 0.208b’
b =0.981d

Ahora, analizamos la relacion de las areas de seccién transversal.

Acircular . Tt-dz /4 . T[.dz /4

A b2 (0.981d)°

cuadrada

816

Esto quiere decir, que el resorte con seccion transversal circular es menos pesado que el de seccion

transversal cuadrada en 18,4%

Ahora, comparamos los alargamientos de ambos resortes, utilizando para ello las formulas 3.23 y

=1,33

3.25
SPD’n
b G ©32.0.141b*  32.0141.(0.981d)*
A PD’mn nd® nd’

cuadrada

4G(0.141)b*



PROBLEMA 3.14 Una viga solida AD se sostiene por tres resortes de igual numero de espiras y se

carga por una fuerza P =400kgt . Determinar el diametro de la seccion transversal de
cada espira, de tal manera que el esfuerzo tangencial de cada resorte sea el mismo e igual a

[r]:SOOOkgf /em® . Los diametros medios de los resortes son D, =6cm , D, =8cm y

D, =10cm. Considerar k =1 para todos los resortes.




Solucioén:

El problema es dos veces estaticamente indeterminado, porque en el apoyo A solamente habra una
reaccion vertical y en la viga existen tres fuerzas de reaccion por parte de los resortes, esto es, el
numero de incognitas es cuatro y para el sistema plano de fuerzas paralelas por la estatica
solamente se tienen dos ecuaciones.

Utilizamos una sola ecuacion, ya que no es necesario determinar la reaccion en el apoyo A, por ello
se tendra:

>M,=0 = P.a+P,2a+P,3a=P3a

P, +2P, +3P;, =1200 (a)
Las ecuaciones de desplazamiento la escribimos en la forma mas adecuada para el calculo, es decir:
A:Ay,:A;=a:2a:3a=1:2:3
También se puede expresar de la siguiente forma:

8P,D;n 8P,Din 8P,Din

7 T Z == =3
Gd1 Gd2 Gd3
De donde:
279, 64P, 125P,
X o AAE 4 (b)
d1 2d2 3d3

Ahora, aplicamos la condicion que los esfuerzos son iguales en todos los resortes, es decir:
mAx _ _mAX _ _max _[ ]
T, =T, =1T; =|T

Como k =1 para todos los resortes, tendremos:



8P,D, 8P,D, SP,D,

nd; nd; n.d;
De donde:

3P 4P, 3P,
3 3- = 3 (C)
5 G ARG
Resolvemos las ecuaciones (a), (b) y (c), obteniendo:

P, =19P, =2,IP,

P, =344,71kgf
P, =181.43kef
P, = 164.15kef

Entonces, los diametros seran:

8P,D 344.71.
d, =3|—— = 3\/8 i Ll 1.02em
1] 7.5000

d, = gdl =0.907cm

25
d; =—d, =0.944cm
27



PROBLEMA 3.15 Un resorte cilindrico esta empotrado en ambos extremos , siendo su

diametro medio D =200mm vy las espiras son de seccion transversal circular de diametro
d =20mm . El resorte estd sometido a la accion de una carga P = 400kgf , actuante en el punto

C. Determinar el esfuerzo tangencial maximo en el resorte y el desplazamiento del punto C, si

G =8.10"kef /em”.

>

P i
L 8 espiras

12 espiras

n2=




Solucion:

Para resolver el problema, sera necesario determinar las fuerzas de reaccion que surgen en los
empotramientos Ay B.

Por la estatica, solo podemos plantear una ecuacion de equilibrio:

B, +B,=P
De esta manera, el problema es una vez estaticamente indeterminado.

Para plantear la segunda ecuacion, analizamos la condicion de deformacion del sistema. Para ello,

eliminamos un empotramiento, por ejemplo en el extremo inferior y lo reemplazamos por la fuerza

R, tal como se muestra en la figura

El extremo inferior del resorte por acciéon de la fuerza P debe de desplazarse hacia abajo en una

magnitud A, y por medio de la accién de la reaccion R, se desplazara hacia arriba en una
magnitud }‘RB' En la realidad, por ser B un empotramiento, no debe de desplazarse hacia ningun

lado, por ello se deduce que la ecuacion de desplazamientos sera:

Donde:
oo 8PD’n,
° Gd
f o 8R,D’(n, +n,)
“Rg Gd4




Reemplazamos estos valores en la ecuacion de desplazamientos y obtenemos:

8PD’n, 8RzD’(n, +n,)

Gd* Gd*
De donde:
R,=—™ p—_%  400=160kef
I, +n, 8+12
Luego:

R, =P—-R; =400-160 = 240kgt
De esta manera, el resorte en el tramo CA es traccionado por la fuerza R, = 240kgf vy en el tramo

CB es comprimido por la fuerza R ; =160kgf .

En consecuencia, el esfuerzo maximo se encontrara en las secciones transversales del resorte en el
tramo CA, siendo su valor:

SR, D 2402
T = kA :1.,14.L03O

mt.d 762

B
d

=1741,79kef / cm®

Siendo k =1,14 (tabla 3.2), debido a que c_ = =10

20
2



El desplazamiento A . del punto C del resorte, sera hacia abajo e igual al alargamiento de la parte

superior CA del resorte:

3 Y; 9, 3
- 8RAD4 n, _ 8._40.:04.8 -
Gd 8.10°.2

Es obvio que, dicho resultado también se puede obtener, si consideramos que el desplazamiento A .

es igual al acortamiento de la parte inferior CB del resorte.



J'|““ ’

L
| ‘3,1 >

‘.‘ .
RN
D

y - 1 .' { -
i lﬂ.‘ ' !
. | IA > v ! ~

Ao

B
iqag
LN
!
18

-

-

-1

o

-

- F—
'v:"—:

[——

——— -
-

1 5

BUNOOIL IS P e © MR L 0 0 O FTEN M A U e

-:-c..Lo.- RN S T L ]
TRV LE L - " e

S < uMhs OTo. TR \

MUCHAS GRACIAS!
genner_vc@hotmail.com




