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Este manual de problemas que la editorial MIR ofrece
a sus lectores se debe a la pluma de un grupo de profesores
de la Catedra de resistencia de materiales del Instituto
meednico de Leningrado.

2] propésito fundamental del libro es facilitar el estu-
dio de una asignatura tan compleja e importante para el
ingeniero, como lo es la resistencia de materiales,

El libro estd escrito de acuerdo con el programa de
resistencia de materiales para las facultades de ingenieria
mecdnica de la URSS, que cubre tres semestlres.

El circulo de cuestiones que se analizan en el libro es
muy amplio y abarca todos los temas que caracterizan
esta asignatura. Incluye los eapitulos siguientes: traccién
y compresion, estados tensionales e hipétesis de resisten-
cia, recipientes de paredes delgadas, deslizamiento, cilcu-
lo de juntas, caracteristicas geométricas de las secciones,
torsion, flexion, resistencia compuesta, estabilidad de
barras rectas, barras curvas planas, métodos energéticos
de calculo de sistemas elisticos, tubos de paredes gruesas,
accidbn dindmica de las fuerzas y tensiones alternadas.

Para simplificar la labor del estudiante y con la finali-
dad de que asimile mejor la materia, en cada capitulo se
exponen las bases tedricas del tema correspondiente y se
analiza escrupulosamente toda una serie de ejemplos,
numéricos unos y planteados en forma general otros, que,
sin duda, facilitan la posterior solucién de los problemas
que se proponen.

El manual consta de 1028 problemas. Algunos de ellos
se resuelven con relativa facilidad, otros requieren ciertos
habitos, pero todos contribuiran a que el estudiante apren-



da a aplicar los conocimientos tedricos adquiridos, a la
resolucién de los problemas que plantea la prictica del
ingeniero y que no siempre son de solucién dnica
y lacil.

Il ingeniero encontrard también en este libro muchas
cosas ttiles que le ayudarin en su trabajo.

La versién espaiiola de este manual serd de un interés
parlicular para el estudiante, el ingeniero y el profesor
de habla castellana, ya que, de hecho, en este idioma no
existen libros sobre problemas de resistencia de materiales
que abarquen esta asignatura de una manera tan plena
y profunda.

Pedro Gutiérrez



INTRODUCCION

Las mayores dificultades que los estudiantes encuentran en
el estndio de la resistencia de materiales surgen al resolver los
problemas, Este libro de problemas tiene, como propésito, ayndar
a los estudiosos de esta asignatura y, lo que es de suma importancia,
ayudarles a asimilar los métodos de resoluciéon de los pro-
blemas y a adquirir los habitos necesarios en la solucion de
éslos.

El libro abarca los temas siguientes: traccién, compresion,
deslizamiento, caracteristicas geométricas de las figuras planas,
torsion, flexion transversal plana, resistencia compuesta de barras
rectas, flexién longitudinal, método energético de cédlculo de siste-
mas eldsticos, barras curvas, tubos de paredes gruesas y accién
dindmica de las fuerzas.

El contexto incluye los fundamentos de la teoria, las indicaciones
metodoldgicas necesarias, ejemplos de resolucién de problemas
tipicos, problemas a resolver, las soluciones de estos problemas
y un apéndice con el material de consulta necesario. Para mayor
comodidad y para la mejor asimilacién del material indicado, éste
se distribuye de manera concéntrica en cada seccion pequena, pero
independiente, del curso; las soluciones de los problemas y el material
de consulta se dan al final del libro. Se considera que el estudiante,
ante Lodo, debe familiarizarse con las bases tedricas, las indicaciones
metodologicas y las resoluciones de los ejemplos tipicos del capi-
tulo correspondiente. Esto le permitird memorizar y asimilar mejor
las bases tedricas necesarias de la teoria, comprender el método
de resolucién de los problemas del tipo dado y adquirir conocimientos
snficientes para resolver consciente e independientemente los pro-
blemas que se proponen.

Las condiciones de log problemas que se proponen a resolver
estin representadas por esquemas acompanados de los valores de las
magnitudes necesarias. Puesto que cada esquema puede caracterizar
el trabajo andlogo de varias construcciones y no sélo de una, a veces
de diferente destino, en la inmensa mayoria de los problemas no
se dan condiciones verbales que limiten el empleo de tal o cual
esquema para un caso concreto y que repitan el nombre de las mismas
magnitudes dadas o por calcular.



En cada grupo de problemas que se refieren a un mismo lema
y tienen igual proposito, se da una breve explicacion del objetivo que
se persigue al resorver el problema. Tal planteamiento do los proble-
mas, sin afectar a la claridad del contenido, obliga al estudiante
a plantear por su cuenta la condicion del problema y, por lo tanto,
contribuye a comprender mejor el sentido de las cuestiones que
se resuclven y los datos originales. Al mismo tiempo, la ausencia
del texta en las condiciones de las problemas permite aumenlar
considerablemente el ndamero de esquemas de caleulo y analizar un
nimero suficiente de cuestiones diversas sin incrementar el volumen
del libro.

La explicacion del sentido fisico, mecinico o geométricn de las
magnitudes que se anotan por los diversos simbolos se da en I
tabla de las notaciones convencionales v en aquellas partes de cada
paragrafo donde figuran las bases tedricas y las indicaciones metodo-
logicas.

La segunda edicion rusa del libro de problemas de resisiencia
de materiales incluye también la flexion longitudinal y transversal
combinadas. El libro fue elaborado de acuerdo con las Normas
Estatales Soviéticas (GOST) para el material laminado.

fin la segunda edicidn se refleja el Sistema Internacional de
Unidades (S1). En una serie de problemas se explican las peeuliari-
dades de la resolucién de los mismos en esle sistema de unidades.
Se dan también algunos problemas para resolver en esle sistema,
Para mayor comodidad, ha sido mantenida la misma numeracion
de la mayoria de los problemas que en la primera edicion rusa.

Fn la comprobacién de las soluciones y de las construcciones
geométricas de los problemas, en esta segunda edicion, tomaron
parte los profesores de la cdatedra de resistencia de materinles del
Instituto mecinico de Leningrado, M. Vodopidnov, Yu. Poliakoy
y L. Ramsina.

Los autores estin especialmente agradecidos al profesor N. Bestijov
por la minuciosa labor realizada al resenar este libro, asi como por
sus vilidas sugerencias sobre la primera edicion. También se sienten
complacidos de todos aquellos que enviaron sus observaciones,

Al mismo tiempo agradecen sinceramente al docenle G. Itskovich
por el gran trabajo realizado al revisar la segunda edieion y por toda
una serie de observaciones y consejos.

Los autores agradecerdn todas las observaciones criticas que
contribuyan a la mejora del presente libro.



NOTACIONES FUNDAMENTALES

A,

a,

F, Fa,
Fch.‘ Fﬂ])l‘

v fxy

G,
£

kd,
ks

reaccién de apoyo; amplitud de las oscilaciones forzadas
longitud del tramo de la barra; dimensién de la seccifin
transversal; aceleracién del centro de gravedad de la masa
reaccién de apoyo; anchura de la seccién transversal; longi-
tud de la riostra en columnas compuestas

longitud del tramo de la barra; anchura de la seccién

, rigidez de la barra (sistema)

grados centigrados

, didmetro
, médulo de elasticidad longitudinal del material
, distancia que determina la posicién del centro de flexién;

desplazamiento de la linea neutra respecto al centro de
gravedad en la flexién de la barra curva

irea de la seccién transversal de la barra

ireas de cizallamiento y aplastamiento

flecha de la barra

modulo de deslizamiento del material

aceleraci6n de Ja fuerza de gravedad

altura de la seccién rectangular, altura de caida del peso
radios de giro respecto a los ejes z, y, u, v

radio de giro minimo de la secci6n transversal

, momentos axiales de inercia del drea de una figura respecto

a los ejes z, y, u, v
momento polar de inercia del drea de una figura
momentos principales de inercia del drea de una figura

caracteristica geométrica de la rigidez a la torsién de la
seceibn

, momento de inercia de una masa respecto al eje de rotacién
, producto de inercia del drea de una figura respecto a los

ejes z, ¥

coeficiente que considera la influencia de la configuracién
de la seccién transversal sobre el valor de la energia poten-
cial debida a la fuerza cortante; coeficiente que considera
el grado de curvatura de la espira de un resorte helicoidal
y la influencia de la fuerza cortante

coeficiente dindmico

coeficiente de reduccién de la masa



1, longitud de la barra o de su tramo
log, longitud efectiva de nna barra comprimida
Al, variacién absoluta de la longitud de la barra
1y, longitud (Iibre) de Ia rama de una columna entre riostras
M, momento de un par exterior concentrado
M, momento torsor
fd, M,, momento flector
Mypax. momento flector miximo en valor absoluto
My, momento flector en la viga conjugada
M, M, momentos flectores respecto a los ejes centrales principales
de inercia z y y de la seccién
Myt Mo Moty Mery, Mgy, momentos flectores equivalentes
segin las hipétesis de resistencia
M, (M) momento flector (torsor) originado por una fuerza genera-
lizada unitaria
M, momento convencional en vigas de seccién variable;
My, momento dindmico
m, momento unitario de los pares de fuerzas exteriores, distri-
buidos uniformemente sobre la longitud; masa del peso,
de la barra
my, masa reducida
N, Ny, esfuerzo axial; potencia en caballos de vapor, vatios, kilo-
vatios; frecuencia de las oscilaciones (1/s); mimero de
ciclos .
esfuerzo originado por la fuerza unitaria generalizada;
Ng. esfuerzo axial dindmico
n, nimero de revoluciones por minuto; coeficiente de seguridad
ng, ng, coeficientes de seguridad referidos al limite de fluencia
v al de resistencia
[n], cocficiente de seguridad admisible
ne, coeficiente de seguridad por estabilidad (pandeo)
P, fuerza concentrada
Peorpe fuerza critica
P, fuerzas generalizadas
Py, fuerza generalizada ficticia
Py, fuerza dinémica
Py, fuerza perturbadora
Py, amplitud de la fuerza perturbadora
p, intensidad de la carga distribuida sobre un drea; presin,
tensién completa (resultante);
Po. tensién resultante octaédrica; presién de contacto entre
los tubos cilindricos compuestos;

=

Pmaxs Pmins P tensién del ciclo mixima, minima y media;
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Py, amplitud del cielo:
Pinaxs P Ph tensién maxima, media y amplitud del ciclo durante el
trabajo en el limite de resistencia a la fatiga;
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P -1y
Ipel.
[p -l
01 Q.\"

Q.

Uy Uz
Q,

Qs

T flxs

U, Up, Hygls

V, p,

av, AV
W,

l""’lnr'

W (W, W,

- T, S
I, ¥, 3.
o,

Vv Vv Vas
Yo
A,

limite de resistencia a la fatiga;

limite de resistencia a la fatiga en el ciclo simétrico
tensién admisible en el ciclo de coeficiente de asimetria r
tensién admisible en el ciclo simétrico

peso de la barra, de la carga; esfuerzo tangencial; fuerza
cortante en la seecidn

fuerza cortante en la viga conjugada

fuerzas cortantes orientadas segin los ejes y, =

fuerza cortante originada por la fuerza generalizada unitaria
peso del cuerpo que golpea

intensidad de la carga distribuida sobre la longitud
coeficiente de sensibilidad del material a la concentracién
de las tensiones

radio; radio de curvatlura de la capa neutra de la barra curva;
coeficiente de asimetria del ciclo

momentos estiticos del drea de la figura respecto a los
ejes z, ¥ (neulros)

dimension a lo Jargo del arco, longitud del arco

elemento de longitud del eje geométrico del tramo
periodo de las oseilaciones; energia cinética

. temperatura del sistema, barra, en grados centigrados

liempo

energia potencial de las deformaciones elisticas

energia potencial unitaria de la deformacién elistica;
sus partes debidas a la variacion de la forma y del volumen
volumen original, anotacién del eje

variacion absoluta del volumen; variaeién unitaria
modulo polar de la seccibén circular o anular

modulo de la seccién en la torsion

médulo de la seceién transversal de la viga respecto a la
linea nentra (mdadulos axiales de la seceién para la fibra
traccionada, comprimida)

incognitas superfluas

ejes; coordenadas

angulo; coeliciente de dilatacion lineal del material; coeli-
ciente de distribucién de las tensiones en la flexion de la
barra eurva; coeficienle de concentracion de tensiones
coeficienle efectivo de concentracion

, dngulo; coeficiente de erecimiento de las oscilaciones
. peso por unidad de volumen del material; distorsién uni-

taria (deformacion angular)

deformaciones angulares prineipales

distorzsibn octaédrica

magnilud lineal que earacteriza el error cometido al elabo-
rar ¢l elemento elistico del sistema; apretura de los tubos
compuestos

11
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3

bz, 8y, 8y, Opy

[8],
Bips Bigs Bins

B4,
do,

desplazamiento eldstico generalizado; desplazamiento esté-
tico

proyecciones del desplazamiento sobre los ejes z, y, sobre
la vertical y sobre la horizontal

desplazamiento admisible del punto

desplazamientos generalizados; coeficientes de las ecua-
ciones del método de las fuerzas

desplazamiento dindmico

desplazamiento generalizado del punto de suspensién del
peso cuando la fuerza perturbadora actiia estiticamente

g, deformacién lineal (deformacién unitaria)
&y, B2, B3, deformaciones lineales principales
&', deformaci6n unitaria transversal
£, factor de escala
eg, coeficiente de sensibilidad superficial
0, 0., dngulo de giro de la seccién de la viga
04, dngulo dinamico de giro
K, médulo de elasticidad estérea del walerial
%, coeficiente de compresibilidad del material
%, esbeltez de la barra
he. Ay, esbeltez de la columna, rama
i, coeficiente de Poisson del material; coeficiente de la Tongitud
de la barra comprimida en la flexién longitudinal (pandeo)
p, distancia del centro; radio de curvatura del eje geomélrico
de la barra curva
Pty O Tadios de curvatura de la seccién circunferencial (anular)
v meridional de la pared del recipiente
a, 0y, O, tensiones normales
7y, Os, 03, lensiones principales en el punto dado
oy, limite de proporcionalidad
op, limite de fluencia
op, limite de resistencia
[o], tensiones admisibles a traceidn y compresién
Gy, tensién normal octaédrica
[04racl: 10com]s [og), [oap], tensiones normales admisibles a trac-
cién, compresién, flexién y aplastamiento
Oars Oerls « - -+ Opy, lensiones equivalentes (efectivas) segin
las hip6tesis de resistencia: primera, segunda, ... quinta
(hip6tesis de Mohr)
Ogrit, tensidn critica
[oel, tensién admisible en el pandeo (estabilidad)
gy, 0, tensiones normales radial y tangencial en los tubos de
paredes gruesas
Oy, Oy, tensiones circunferencial y meridional en los recipientes
de paredes delgadas
oy, limite de resistencia a la fatiga

Omax: Tm: Ta»

tensién normal méxima, media y amplitud del ciclo



o_y, limite de resistencia a la fatiga en la flexién simétrica
O_yy, limite de resistencia a la fatiga en la traccién-compresién
axial simétrica
[o,], tensién normal admisible en el ciclo de coeficiente de asi-
metria r
[o_,], tensién normal admisible en el ciclo simétrico
a4, tensién normal dindmica
T, Ty, tensibn tangencial; Ty, lensién tangencial méxima
1y, Tz, Ty, tensiones tangenciales extremas
1o, tensién tangencial octaédrica
[7], tensién tangencial admisible
T4, tensién tangencial dindmica
T,, limite de resistencia a la fatiga en la torsi6n
Tyuxs Tmo Tqe tensién tangencial méxima, media y amplitud del ciclo
t_,, limite de resistencia a la fatiga en la torsion simétrica
[t,], tensién admisible en la torsién en el caso del ciclo de coefi-
ciente de asimetria r
[t_¢], tensidn admisible en el ciclo simétrico
¢, dngulo de torsion; coeficiente de disminucién de la tensién
admisible en la flexién longitudinal
[g], dngule de torsibn admisible
@, drea de los diagramas del momento flector; velocidad angu-
lar; frecuencia angular de las oscilaciones
wp, frecuencia angular de la variacién de la fuerza perturbador

UNIDADES DE MEDICION

Sistema internacional de unidades (S1)

m, kg s metro, kilogramo, segundo; unidades de longitud, de masa
y del tiempo (unidades bisicas);
em, mm unidades fraccionarias de longitud (centimetro, milimetro);
N, newton, unidad de fuerza (1N = 1/9,81 kgf = 0,102 kgf);
kN, MN, dN, unidades multiples de fuerza kilonewton, meganewton,
decanewton (1 kN = 108 N; 1 MN = 10 N; 1 AN =
= 10N = 1,02 kgl
N/m?*, unidad de tensién y presién (1 N/m®* =~ 1,02.107° kgi/em?);
MN/m?, wunidad maltiple de tensién y presién (1 MN/m® =
= 10* N/m? = 10 dN/em?® = 10,2 kgf/cm?);
dN/em?, dN/mm?2, unidades de tensién y presién no previstas por el sistema
de unidades (1 dN/em? = 10° N/m? = 1 bar =~ 1,02 kgifcm?;
1 dN/mm? = 107 N/m?® = 102 kgf/em? = 1,02 kgf/mm?);
joule, unidad de trabajo (1J = 1/9.81 kgi-m =~
= 0,102 kglf-m);
W, kW, vatio, kilovalio; unidades de potencia (1 kW =
~ 102 kgl.m/s = 1,36 CV).

—
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Sistema \écnico de unidades (MKGFS)

m, kgf, s, metro, kilogramo fuerza, segundo (1 kgi ~ 9,81 N =
= 0,981 dN);
tf, tonelada fuerza (1 tf = 10® kgf =~ 9.81.10° N = 9,81 kN};
kgf/cm?®, unidad de tensién y presion (1 kgf/cm?® ~ 9,81 -10* Nfm® =
=~ 0,0981 MN/m? ~ 0,981 dN/cm®);
bar, unidad no prevista por el sistema de unidades (1 bar =
= 10°* N/m?® = 1 dN/em?® =~ 1,02 kgf/em?);
kgf-m, unidad de trabajo (1 kgf-m = 9,81 I);
CV, unidad de potencia no prevista por el sistema de unidades,
caballo de wvapor (H.P. caballo de fuerza) (1 CV =
= 75 kegf-m/s = 0,736 kW).

Observaciones generales sobre las condiciones de los problemas

1. Todas las magnitudes que se indican en los dibujos de los problemas se
consideran dadas. Las magnitudes que se buscan van acompafiadas del signo
de interrogacién (alli donde es necesario).

2. Los problemas cuyas condiciones se dan en el sistema internacional de
unidades (SI) deben resolverse en este mismo sistema.

3. Si las dimensiones geométricas de los dibujos no se indican, se conside-
ran dadas en milimetros.

4. Los elementos que se indican en los dibujos por dos lineas con rayado
se consideran absolutamente rigidos.

5. Considérese garantizada la estabilidad de todos los elementos comprimi-
dos de las construcciones (excluyendo los casos donde esto se indica especial-
mente).



I. TRACCION
Y COMPRESION

§ 1. Esfuerzo axial

La resultante de las fuerzas normales de elasticidad en la seccién
se denomina esfuerzo azial. El esfuerzo axial se determina por el
método de las secciones. La magnitud del esfuerzo axial N, en una
seccién transversal cualquiera de la barra es igual a la suma alge-
braica de todas las fuerzas axiales exteriores (concentradas P y dis-
tribuidas, seglin ley arbitraria, de intensidad g¢.) que actian sobre
la barra a uno u otro lado de la seccién en cuestién. El esfuerzo de
traccion se considera positivo y el de compresién, negativo.

La férmula general, por la que se puede obtener la magnitud
del esfuerzo axial en una seccién transversal arbitraria de la barra,
es la siguiente:

NI=ZP+Zqud.r. (1)

La integracién se lleva a cabo sobre los tramos solicitados por
carga distribuida y la suma abarca todos los tramos situados a uno
de los dos lados de la seccién en cuestién.

Si dirigimos el vector del esfuerzo axial N. hacia afuera de la
seccitn, entonces las condiciones de equilibrio de la parte separada
de la barra, es decir, la formula (1) nos dardn la magnitud y el signo
correspondiente del esfuerzo.

Ejemplo 1. Construir el diagrama de N si P, = P, P, = 3P,
Pg = 2P y la carga distribuida g, varia linealmente de ¢ = 0
a ¢ = Pla (fig. 1).

Resolueidn. Trazando una seccién transversal arbitraria en cada
tramo de la barra, se obtienen, por la férmula (1), los siguientes
valores de los esfuerzos axiales:

Ny=—Py=—P; Ny=—Py+ P, = —P + 3P = 2P;

x g Ix
Ny——P P—J.Pid<c=—P 3p_pf‘._=19(2_-—_);
s #4E5 J 2a* + 4a* 4a*
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N’M=2‘P; Nsx—u=zp; N'.=_PI+P2"
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El diagrama de N estd representado en la figura 1.

Diagrama de N
l-"p A H LF’F P I P
M O M E
S|
T B R B B
=10 _.FZ. -_g_:ﬂ | q:ﬂ q:ﬂ _‘
T =
iR 2 B 1 de
t [ i QEPZQ?J ! i i gAY
; : o N 7 ) g
1 ' : s mJ al-: iji H. Lo
L: Pﬁ PP WP Y | t =
Bl v .o o { .
Sfey| | ! ‘?"p Ng ég—
<P~
Fig. 1

Problemas 1-8. Construir los diagramas del esfuerzo axial N.
En los problemas 6, 7, 8 se debe considerar que la intensidad
du la carga distribuida ¢, varia linealmente.
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§ 2. Tensiones normales, alargamiento absoluto
y energia potencial

Se admite que en todas las sccciones transversales de las barras
traccionadas o comprimidas (de una manera aproximada también
en el caso de barras de seccion variable) las tensiones normales o,
se distrubuyen uniformemente. Por consiguiente, la magnitud de la
tensién normal en una seccion transversal cualquiera de la barra
se determinara por la razdn entre el esfuerzo axial N, en dicha seccién
y su drea F,, es decir,

@

Suponiendo que los materiales de las barras se atienen a la ley
de Hooke, la magnitud del alargamiento absoluto de la barra se
podra obtener por la férmula general siguiente:

ai=3 Ml @
EF,

siendo £ el mdédulo de elasticidad longitudinal del material de la

barra.

2—815 17



La integracién se lleva a cabo sobre cada tramo y la suma abarca
todos los tramos de la barra.
Si en toda la longitud ! de la barra N y F son constantes, entonces
Ni
T EFC
La formula general para determinar la energia potencial de la
deformacion elistica 7, acumulada en la barra durante la traccion
y compresién, es la siguiente:

2
U== JM %
LT,

Al

La integracion y suma se efectiian aqui de la misma forma que
al hallar el alargamiento de la barra.

Puesto que dentro de los limites del dominio elistico puede
considerarse que la energia potencial es igual al trabajo de las fuerzas

Diagrama de G

Fig. 2

exteriores, en el caso de barras traccionadas o comprimidas por
fuerzas P aplicadas a los extremos, tendremos
1
U=-§- PAL (5)
Ej"emplo 2. Construir el diagrama de o, calcular Al y U, si
P=10kN; =03 m; d=0,01 m; d. = (0,01 + 2*) m; £ =
= 2.10° MN/m*® (fig. 2).
Resolucién. El esfuerzo axial en cualquier seccién transversal
es8 N. = P = 10 kN. Las dreas de las secciones transversales son:

18



en la parte cilindrica,
=¥_o 257107 m?,

en las partes de seccién variable,

F:=ndi_“ ; 2P m
4 4

Las tensiones normales serin:
en la parte cilindrica,

‘ L
Ne . 10 6 opa1,273-10° N/m?= 1273 MN/m,

Oy =—

F o 0,25m-107%’

en las partes de seccion variable,

N 4P 440 . 1273 Im
TUF,  n(0,01 427 n(0,01 4 2% ~ (14 1002%?
127,3

Opmo=127,3 MN/m?% o -~
w0 x=-t (14 100.0,059?
~ 81,6 MN/m*% ¢ = 31,8 MN/m%
P
6
El diagrama de o, esti representado en la figura 2.
El alargamiento absoluto de la barra se obtiene por la férmu-
la (3),

i3

Ne.dz Pl 2p-4j' dz

ORERE EF,  3EF J (0,01 F A
e TR
[N}
+3 .;,13 arclg E?T T 32 .113‘;{-3?2.2;3-10—* ®
+ nszii};”(fz(o 01 .ﬁé 19021 2.0, 1’”“"1)‘

Al = 1,46 -107* m = 0,0146 cm.
La energia potencial de la deformacién eldstica acumulada en la
barra se halla por la férmula (5),

P 41,4610~
Ui onl 1O AABA0T 098 507,45 Kigh-om.

2 2
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Problemas 9-16. Construir los diagramas de las tensiones norma-
les o, calcular las variaciones absolutas de las longitudes de las
barras Al y las energias potenciales de las deformaciones elisticas U
acumuladas en las barras, si £ = 2-.10° MN/m®. En los problemas 11-
14 se debe admitir £ = 2.10% kgl/cm?®.

kA n ' ¥ 2
pame a) b 10KN
§ caoew MTTTY VATT) g b
3_4’" L] -F I' i *I'r'?l.fnfz‘
s [ 1LdF2m LY o] _
=1 b ' (E * ' ‘:_-;
w 4 } "
JOKN {4 | [dgerokmn
5 # gt b ' +? .i :
| ¢ 4__}_ t '
Z0hN 10kN
JOKN
B # i 5 10
*zsr g ’_a’m
L1
| | FZem? 5_
E E yem

dém
Géem

G&m  Qam B4m Q4m

|
A

“

(=1

J4m  04m

T

§ 3. Deformacion transversal vy variacion del volumen

La deformacién unitaria longitudinal & en el caso de traccién
o compresién es, segin la ley de Hooke,

s=%. (6)



y la deformacién unitaria transversal,

B’=—u8=—u%- (7

siendo p el coeficienle de Poisson del material.
La variacién unitaria del drea de la secei6n transversal de la
barra puede calcularse por la formula,

e e D = Y,
7 pe n (©))

Para hallar la variacion absoluta del volumen de la barra se
emplea la expresion
szut‘lxj N.dz. ©)

E

La integracién se realiza sobre cada tramo,
la suma abarca todos los tramos.

Si la barra se tracciona o se comprime por las
fuerzas P, aplicadas a los exlremos, entonces

Av=it=28p, (10)
E

Fig. 3

Ejemplo 3. Dados P, ¢, I, F,, E y p, (fig. 3), calcilese e,
AF,
ok AV,

x
Resolucién. El esfuerzo axial y la tension normal en una seccién
transversal arbitraria son, segin las férmulas (1) y (2),

N, P4qgx

F, Fy

Ne=P gz o0,=

Puesto que, segiin la ley de Hooke, el alargamiento unitario vale

0 Pigz
by A )
transversal sera, segn la formula (8),

, la variaciéon unitaria del drea de la seccién

AF a P+ gz
—E=—2pE=-2 :
7. 0 K EF,



Por la férmula (9) hallamos la variacion absoluta del volumen
de la barra

L i
(1 —2p) f (=2 5‘
AV="———| N dg =——"= 3 -
v Z ) . = n[l - gx) dx

~ashi(e ),

Problemas 17-24. Calcular las magnitudes indicadas en las
condiciones de los problemas.

1 % s )
r' ¢ ‘P=3I?.‘rf.f 1_p
| i T
‘I E=2-10° MKni? [
"_'f‘ -
AF=1
{ 2a-2 l
Y
£ |
] P
.aa{? £34D; =2 b7
2 2
V
K
L Giee

L-I-l--q—f—-—}-—l—-

AVegrigaa=Glem?

En el problema 24 se debe considerar que para el acero £ =
= 2.10° kgf/cm® y p = 0,3.



§ 4. Desplazamientos de los puntos de sisiemas
de barras articuladas

El ecileulo de los desplazamientos eldsticos de los puntos de
sistemas de barras articuladas se realiza segin el esquema general
siguienle.

De las ecuaciones de la estitica se calculan los esfuerzos axiales
en todos los elementos eldsticos del sistema. Por la ley de Hooke
se hallan las magnitudes de los alargamientos absolutos de los
elementos,

a)

-
|
i
1

=S

Fig. 4

Considerando que los elementos del sistema al deformarse no
se separan, por el mélodo de intersecciones, se plantean las condi-
ciones de compatibilidad de los desplazamientos, es decir, las rela-
ciones geométricas entre los desplazamientos de los elementos que
constituyen el sistema. De las relaciones obtenidas se obtiene la
magnitud del desplazamiento que se busca.

Al emplear el método de intersecciones debe tenerse en cuenta
que eada elemento del sistema, aparte de sufrir la deformacion axial,
puede también girar respecto a la articulacién correspondiente.
Por esta razon, cada punto del elemento puede desplazarse a lo
largo del eje del elemento y por el arco de la circunlerencia de radio
correspondiente. [Bstos arcos (intersecciones) pueden sustituirse por
rectas perpendiculares a los radios de rotacién, puesto que los alarga-
mientos elisticos de los elementos son pequeiios en comparacion con
las longitudes de éstos.

Ejemplo 4. Dados P, a, Ey, Fy, E; y F3 (fig. 4, a), hallar las
proyecciones verlical 8, horizontal 8, del desplazamiento & del
punto de aplicacién de la [Tuerza P.
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Resolucidon. Descomponemos el sistema mediante las secciones [
y II de los tirantes en dos sistemas (fig. 4, b).
De las ecuaciones de la estitica £ M, = 0y £ My = 0 deter-

minamos los esfuerzos en los tirantes N, = % y N "__E'P' Por
P 2Pa
1 - - .
la ley de Hooke Al 3E,F, y Al SELF,

Por el método de intersecciones (fig. 4, b) hallamos el desplaza-
miento horizontal del punto € igual a Al, y el desplazamiento del
punto € perpendicular a la linea BC: 8¢ = Al /2.

El punto D solamente puede desplazarse por la horizontal. Este

desplazamiento es: 6, = 8¢ 2;__ = 2Al,.
a

v

El desplazamiento horizontal del punto de aplicacién de la
fuerza P se compone del desplazamiento horizontal del punto D
y del alargamiento del 1° tirante, es decir,

4Pa 1 Pa Pa( 4 1 )
B S Al e o o £ G .
b+ AL 35, T3 EF, 3 \E,F, ' EF,

El desplazamiento vertical del punto de aplicacién de la fuerza P

serd,
Paf 4 1
6 zﬁxt Cf-=6x—a—=-—(— __._).
" ¢ 32— 9 \&r, TEF,

Problemas 25-40. Determinar los desplazamientos 6 de los
puntos de aplicaciéon de las fuerzas exteriores P (o de otros puntos
que estén indicados en las condiciones de los problemas) y las ten-
siones normales en las secciones transversales de las barras elasticas.
En los problemas con datos literales, donde no figuran los valores
de E y F, éstos deben considerarse como dados e iguales para todos
los elementos eldsticos del sistema. IEn los problemas 37-40 debe
admitirse para todas las barras £ = 2.105 MN/m? En los proble-
mas 35 y 36, E = 2.10° kgf/em?®.

£y 26,2405 Kyt fom?

P=3tf




bl

37 L
I | fi~feZem?
g |/
3
e ' - §
E = P<ERN
s
pel




[N PR P |

Fy= 28y =4F, 1em?

fi=f=5em?

F 2R lem?, Lyl

§ 5. Resistencia y rigidez

La determinacién del valor necesario del drea F de la seccion
transversal de una barra traccionada o comprimida de seccién
constante se realiza por la férmula,

F o lell‘l!
]

donde Npax es el esfuerzo axial maximo, en valor absoluto, en la
barra que se calcula y [o], la tensién admisible a traceién o compre-
sién para el material de la barra. También se designa la tensién
admisible a traccién por loy], y a compresion, por |o.l.

En el caso de materiales de igual resistencia a traccion que
a compresion (caso de materiales plisticos)

(1)

[o0] =[oc] =[0] = "—r (12)

siendo o el limite de fluencia del material a la traccién (compre-
sion) y
n (f) el coeficiente de seguridad referido al limite de fluencia.
Si ademds se plantea la condicién de que el desplazamiento
elastico & de cierto punto del sistema no supere el valor admisible
dado 8], entonces se realiza también la comprobacién de la rigidez,
por la designaldad

8 < 18] (13)

Ejemplo 5. Dado: P =1 tf; a=1 m; a=30% loJ; =
= 1000 kgi/em?; E; = 2.10° kgf/em?; [a.]l;r = 100 kgf/em® y E, =
= 0,1:10° kgf/em?®; que las proyecciones horizontal [8.] y vertical
[8,) admisibles del desplazamiento del punto de aplicacién de la
fuerza P son: [8,]1= [6,] = 1,3 mm (fig. 5); calcular Fy y Fy.

Resolucion. De las ecuaciones de la estdtica (fig. 5, a) X =0
¥ ZY = O resulta; Ny =N, =N y N =P =1 tf. Por la formu-

g,"



la (11) hallamos
N 10

F,:——=—3=1 sz; Fz=—-——'=—s:10 GII]:‘
[o]r 10 loc]r 10
y por la ley de Hooke,
3,402
Bl 208 e 200 ity A tS e
EJF, 240°4 Eqf,
10°.10*

NN . U Iy
0,1-10°-10 o

De la construccién geométrica obtenida por el método de inter-
secciones (fig. 5, b) se deduce que Aly es ignal a la suma de las

Fig. 5 Fig. 6

proyecciones de 8, y 8, sobre la direccidn de la havea [y Al, es igual
a la suma de las proyecciones de 6, y 8, sobre la direccion de la
barra I, es decir,

Al = 8, sen & — 8, cos at; Aly = 8§, sen & -| 8, cos a.
y por lo tanlo,
5 — Al 4 Al _

i 1,5 mm; ﬁxz,‘&__m‘

= 0,289 mm.
2senao 2cosa
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Puesto que §, >[§,], resulta necesario aumentar las dreas de las
secciones de las Darras.
Manteniendo invariable el drea de la barra I, Fy=1 cm?, halle-
mos el drea necesaria F, de la barra I1.
De la condicion de rigidez resulta

1
8, =—= (AL 4+ ALY <[b
£ 23'3"300( 1 Jm[ 1-']
0 sea

0,05 + Al, < 0.3 cm,
de donde se obtiene,

Na
AL =22 <0,08 cm
k EyF, 0
B )
0,08E,

La tension en la barra I'l, correspondiente al drea obtenida, sera

c,,=£-=80 kgf/em®

Fy
y los desplazamientos horizontal y vertical del punto de aplicacién
de la fuerza P,

§,=1,3 mm; 6x=0—'{£‘/30—'05

Ejemplo 6. Un anillo circular de radio interior r = 100 mm,
radio exterior # = 101 mm y de longitud [ se somete a una presion
interior uniforme radial p = 20 bar (fig. 6, a).

Hallar el ineremento del radio del anillo Ar y el coeficiente de
seguridad n; con que trabaja el anillo si el material de su pared
tiene un moédulo de elasticidad longitudinal E = 2.10° MN/m?*
y un limite de fluencia op = 300 MN/m?.

Resolucién. Para determinar los esfuerzos axiales de traccién N,
que se desarrollan en la pared del anillo, lo seccionamos por su
didmetro (fig. 6, b). Planteamos la condicién de equilibrio de la
mitad del anillo como la suma de las proyecciones de las fuerzas
y los esfuerzos, que serén fuerzas exteriores para la mitad del anillo
sobre el eje y. Entonces obtendremos,

nf2

N= § plrsen o dow = pril.

~ 0,0173 cm = 0,173 mm.

La tensiéon normal en la pared del anillo seri,
prt 20 A0°.10.1072

LI - 20 —2.10° N/m* =200 MN/m?,
FT@R=—nI 0110
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y el coeficiente de seguridad n; (referido al limite de fluencia del
material),

El incremento absoluto del radio interior del anillo Ar se obtiene
de la ley de Hooke. Puesto que,

N 2nr
2n AF) — 257 o — —
{?'I-l- ) — 2ar E(R—1)1
resulta 2
B- - _-‘
Arm— PP _ 040400107 00 0000 ems

E(R-—r) 2-10".0,1-107*

Problemas 41-48. Calcular las dimensiones de las dreas F de
las secciones transversales de los elementos eldsticos de los sistemas.

En los problemas con datos literales debe considerarse que la
tension admisible [o] para el traccién es igual que para la compresién
en todos los elementos eldsticos del sistema. Si en las condiciones
del problema no figura el valor del médulo de elasticidad E, debe
considerirsele dado e igual para todas las barras. En los proble-
mas 45-46 admitase, para el acero, E = 2.10° kgf/cm?®,

uz

5 w5

nval ] = 1800 kgf/em®
Acera (84 = 1.5 mm
(8] =2mm ¢

(6] = 1600 kgffom?® o
| -Acerg, 2¢f

geAT thfn




7 P=16kN
[6]=foameé|m?
L=tm, [0ed =2 5mm
E=210° MN|m2

Problemas 49-53. Calcular la fuerza admisible P o las magnitu-
des indicadas en las condiciones de los problemas.

5

4 Fz=2cm?
[5]= 160 mufm*

[6] = 1500 kgt fem®
[8= 45 mm

E = 2- 105 gtfem?® Nidinero ds pernos me8
[6)=200 hgffem?; e ?

§ 6. Consideracion del peso propio

En el caso de una barra prismitica sometida a la accion de su
propio peso y de una fuerza concentrada P aplicada sobre su extremo
Te,
ol esfuerzo axial en la seceién transversal situada a una distan-
cia z del extremo libre, se calecula por la férmula,

N. = P + yFz, (14)



la tensiébn normal en la misma seccién, por la [6rmula

P =
Oy =— Z,
7 +7 (15)
el drea necesaria de la seccién transversal, por la férmuls
P .
- 16)
[o] — 1
y el alargamiento absoluto, por la férmula,
1 Q .
M..-:——(P —), .
EF * 2 an

siendo v el peso por unidad de volumen del material de la barra,

[ la longitud de la barra y @ = 4F1 el peso de la barra.

En el caso de una barra de igual resistencia, es decir, cuando en

todas las secciones transversales de la barra las tensiones normales

son iguales, el cdlculo del drea de la seccién transversal se realiza
por la Iérmula,

(18)

siendo e la base de los logaritmos naturales.
Il alargamiento absoluto de la barra de igual resistencia se
determina por la expresion siguiente:

AI=E§. (19)

En el caso de una barra escalonada, el drea del escalon «i» serd
Po]!

Foe= 20
= El— T = (o= Gl =i
y el alargamiento absoluto,
_ld] _ v

siendo 1y, Is, lg, . .. las longitudes de los correspondientes escalones
de la Dbarra.

Ejemploe 7. Dado: P = 16 tf; y = 8 gf/fem?; [o] = 1 600 kgf/cm?;
E = 210" kgffem® 1 =40 m (fig. 7).

Determinar: el drea F,, el peso @, y el alargamiento absoluto Al
de la barra prismatica: el irea mixima F,, ¢l peso Q, y el alarga-
miento absoluto Al; de la barra escalonada de 4 escalones de idéntica
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longitud; el drea maxima F,, el peso Q; y el alargamiento absoluto
Al, de la barra de igual resistencia,

Resolucidn. En el caso de la barra prismdtica (fig. 7, a) el drea
se calcula por la férmula (16),

i 16-10°
P7T16.10* —8-107*.4-10°
el peso propio es
Qp = yFpl = 8-107-10,204-4.10° ~ 326,53 kel

~ 10,204 em?,

v el alargamiento ahsoluto, por la [érmula (17), serd

4.10° ( \ 327)
=410 (46.10° 1 227) & 3,168 em.
"= 510°-10,204 +3 Gd

En el caso de la barra escalonada (fig. 7, b):
el drea mdxima, por la féormula (20), resulta

PO () F —

(-5w) w(t-7i)

O] —— i

(el = 2[0]

A0
- 158“:0_3 g 10208 o’
15.102(1 i —“T)
41610

@l peso,

Q. = lol F, — P = 16-10°.10,203 — 16-10° ~ 324,8 kgf
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y el alargamiento absoluto por la férmula (21)
Al =ﬁ(1__3"_)=
T E 2.4 [o]
_16-10‘-4-10’( _ 8.107°.4.10°
T 2.0° 2.4-16.10°

En el caso de la barra de igual resistencia (fig. 7, ¢): el drea
méixima, por la férmula (18), sera

)zﬁ 3,192 cm,

¥ s g3 810-%-4-307
Ft=[£}ei°]=:g :gze WU 10" 10,202 cm?,
o .
el peso

Q= lol F — P = 16.10°-10,202 — 16 -10° ~ 323,3 kg,
y el alargamiento absoluto, por la férmula (19),

. o]t ____16-10‘-4-10’

E 2.10°
De los resultados obtenidos se desprende que en el caso de una
barra de acero de 40 m de longitud, la diferencia entre la barra
prismitica, la escalonada y la de igual resistencia es insignificante.

De la férmula (16) se deduce que la tensién originada por el peso-
propio en la barra prismética constituye el 5% de [o], cuando la

i 3,2 cm.

Jongitud de la barra I > ——=- . Si se tratase de una barra de

acero, para [6] = 1600 kgf/cm® y y = 8 gf/em?®,

0,05 16 -10°
8.107%

Problemas 54-57. Determinar las magnitudes indicadas en las
condiciones de los problemas.

15 —10* em =100 m.

4 55
P-200tr
A i
- o
d [6]-d0kgtfem?
- o | k£7 = re2pgfiem’
_{lele £ o
r i
! [6]=10Kgt/om? Barra de igual
. ‘ p E=28-10"kgtlem®  resistencia
d=7;da=? da=? b

F*Pi F=?: 417
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§ 7. Sistemas estaticamente indeterminados
(hiperestaticos)

Se denominan sistemas estdlicamente indeterminados (hiperestdti-
cos) aquellos sistemas en los que no se pueden determinar los esfuerzos
en todos los elementos, aplicando solamente las ecuaciones de la
estialica. Para el cdlculo de los sistemas hiperestiticos se emplean
las ecuaciones de la estitica y las condiciones de compatibilidad
de los desplazamientos. EI cdlculo se Ileva a cabo en el orden
signiente. Se comienza por plantear las ecuaciones de la estitica
y se determina el grado de hiperestaticidad del sistema dado; después
se plantean las condiciones de compatibilidad de los desplazamientos,
es decir, las relaciones geométricas entre los alargamientos de los
diversos elementos del sistema.

Loz alargamientos de los elementos del sistema se expresan
a través de los esfuerzos mediante la ley de Hooke y se inlroducen
en las condiciones de compatibilidad de los desplazamientos.

Resolviendo las ecuaciones de la estatica planteadas y las ecua-
ciones de compatibilidad de los desplazamientos, se oblienen los
esfuerzos axiales en todos los elementos del sistema.

Al caleular las tensiones térmicas se mantiene el mismo esquema
de célenlo. En este caso las ecuaciones de la estitica se plantean
solamente para los esfuerzos; las variaciones de las longitudes de las
barras calentadas o enfriadas se determinan sumando algebraica-
mente los incrementos de las longitudes originados por los esfuerzos
y por la variacién de la temperatura. El alargamiento absoluto
debido a la variacién de la temperatura se calcula por la férmula,

AL = [oAt, (22)

siendo ! la longitud de la barra,
e el valor medio del coeficiente de dilatacion lineal del
malerial de la barra,
At la variacion de la temperatura.

El caleculo de las tensiones de montaje se realiza también basin-
dose en las ecuaciones de la estitica y en las condiciones de compati-
bilidad de los desplazamientos. En este caso, al plantear las condi-
ciones de compatibilidad de los desplazamientos se tiene en cuenta
la existencia de errores dadog en las longitudes de los elementos
del sistema. Puesto que las longitudes reales de los elementos, que
resultan durante la elaboracién de éstos, se diferencian muy poco
de las previstas en el proyecto, al caleular los alargamientos absolutos
de los elementos por la ley de Hooke, se consideran las longitudes
previstas en el proyecto y no las reales.

Al determinar la fuerza mixima de seguridad partiendo del
cdleulo por tensiones admisibles, se supone que en la barra mas
cargada la tensién es igual a la admisible. Partiendo del esfuerzo
asi obtenide, se establece la fuerza mdaxima de seguridad.
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El cilculo de sistemas hiperestiticos por su capacidad resistente
se lleva a cabo en virtud, solamente, de las ecuaciones de la estdtica.
En estas condiciones los esfuerzos axiales se consideran iguales a los
productos de las tensiones admisibles por las dreas de las secciones
transversales en todos aquellos elementos, en los que, al alcanzar
las tensiones el limite de fluencia del material, el sistema se trans-
forma en cinemdticamente variable. Este método de cileulo se basa
sobre la sustitucién del diagrama real de traccién del material
por el diagrama idealizado de Prandtl, en el cual el escalén de
f[luencia se considera ilimitado.

Ejemplo 8. Dado:

ay I, = E, = Ey = E = 2.10° kgf/em?®; [o] = 1 600 kgf/em?;
a=04m;b=12m; ¢c= 0,4 m; P, = 45% P = 60% Py = 30%
Fy=12 em?; Fo = 14 em?® F, = 16 em® (fig. 8);

a N N, 5)
I ;EJ\ I P
&
TR 4

Fig. 8

b) oy = ap = oy = a = 12,5 10°% Al = 407

c) Ay = 1,2 mm, magnitnd que indica en cninto las barras IT
resultaron ger mis cortas de lo debido.

Determinar: aY Py Puac D) o0 © o7, 000114

ftesolucidn. a) Caleulo por tensiones admisibles. De la ecuacién
de la estitica (suma de las proyecciones, sobre el eje vertical, de las
fuerzas y esfuerzos que actnan sobre los nudos indicados en la Tigu-
ra 8, a) so obtiene:

2Ny sen By = 2N, sen fiy; 2NV, sen By - 2N, sen By — P,

}'Je la condicién de compatibilidad de los desplazamientos, es
decir, de la igualdad de los desplazamientos del punto de aplicacién
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de la fuerza P, originados por la traccion de las barras I 'y I1 y por
la compresion de las barras 71T (fig. 8, b), obtendremos,

6 + 8. = 8.
Seghan la ley de Hooke,
AL N s By Ay _ Noby
senfy, Ly F, sen B, senfly L Fy sen By

8y =

s Al _ Ny
! sonfly  #50y sen Py

De las propiedades geométricas del sistema, se oblicne
a b ¢

i b= v L= .

sen fy sen fia son fiy

-

Una vez introduocidas las magnitudes obtenidas, la condicion
de compatibilidad de los desplazamienlos se escribird asi,
Na Naob Nye

EFysen, | Egbysenp,  EFysen®p,

Para los valores numéricos dados tendremos,

% V3

scnﬂ,=-2—-; sen|32=—2—: scnﬁ;,:.lE;

a a0.4 20
= =— 1/em
Fysen®fy 122 3

b 12044 80 ¢ 40 -4

— ——— = =10 1/cm.
Fysen B, 14-3 7 Fasen™fy 161

Introduciondo estos valores en las ceuaciones de la estitica
y en las ecuaciones de compaltibilidad de los desplazamientos, oblen-
dremos el sistema de tres ecuaciones siguientes:

V2N =V3N,,
V3Ny+ Ny =P,
14N, 1 24N, = 21N,
cuya solucion es,
Ny = opF, = 0,332P; N. = o'y = 0,277,
Ny = ogFy =~ 0,530,



resultando

e 0,13232 P as 0.0276P; o= %3 P~ 0,0193P;

s 01'_23 P~ 0,0331P.

Puesto que la tensién maxima oy, no debe superar [o], la carga
admisible sera,

[o] _ 1600
0,0331  0,0331 _
y, por lo tanlo, las lensiones en las barras del sistema resultardn

o; = 48 300.0,0276 ~ 1 334 kgf/em?;
48 300.0,0193 ~ 932 kgf/em?;
1 600 kgl/em?®,

P a2 48 340 kef ~ 48,3 f

O

I

Orr

b) Cilculo por capacidad resistente. El sistema se convierte
en cinemiaticamente variable, al [luir las barras primeras y lerceras.
La ecuacion de la estatica que une a los esfuerzos en estas barras
es la siguiente:

2N sen B+ 2N, sen By = P.

Suponiendo N, = lol ¥, v N, = lol Fy e inlroduciendo estas
expresiones en la ecuacion de la estilica, obtendremos la fuerza
maxima Pyax,

Pray =2[0](F sen B, 4 Fysen fi;) =

/3
=2-1600 ('[2 -2—’ -+ 16 -12—) a2 52750 kgf =52,75 1f.

Asi, pues, la capacidad de carga del sistema, al ser calculada
por capacidad resistente, resulté mayor que la capacidad de carga
oblenida por tensiones admisibles (considerando que los coeficientes
de seguridad son iguales),

P

max — P 400 52,75 — 483

48,3

¢) Cileulo de las tensiones térmicas. De las ecuaciones de la
estitica (fig. 9, @) se obtiene,

2Ny sen By = 2N sen Bo; 2N, sen fi; = 2N, sen fy,

100 ~ 9,1%.
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y de la condicién de compatibilidad de los desplazamientos (con-
dicion de invariabilidad de la altura del sistema) (fig. 9, b),

61"‘62'}‘63:0-

Al Al
Puesto que 8; = Al y By= 2 fy=—,
sen p, sen By sen Py
’ N :
Al = At __f':;l“ Aly = lLosAt — {z{z i A!3=l,a3At——_N3£:‘ .
EyF ol by

la condicion de compatibilidad de los desplazamientos serd la
siguiente:

] a'\'r| ) b ( IVZ )
— | aAl — — 3 alAl — — 11
sen® ( EF, * sen” o EF,

¢ N
+ sen® Py (a EF,

Teniendo en cuenta que Ny = oy, Ny = o, Fa, Ny — o, F,
y considerando los valores numéricos dados, las ecuaciones de la
a)
NI/ \HI

Fig. 9

estitica y la condicion de compatibilidad de los desplazamientos
adquirirdn la forma siguiente:

G-V/EU! =17 -\/EO'”'
7V 30y = 8oy,
a; 4 20'“ + 20'.-” = 5000



Resolviendo este sistema, obtendremos,
o; &~ 1105 kgf/em®, oy &~ 774 kgf/em?,
orp =~ 1172 kgf/em?®,

d) Cdleulo de las tensiones de montaje (fig. 10, ¢). De las ecua-

. r:
r A I ) n A

My / \H‘.
My f \Nf
LN

/\/7\,‘\#_,

Ny

Fig. 10

ciones de la estitica se obtiene (fig. 10, b),
2N sen By = 2N, sen Bo; 2N, sen Ba = 2N, sen Py
De la condicion de compatibilidad de los desplazamientos,
Al Al, Al A,

senfy  senP,  senP; senp,

ora 0y b Trpr€ &;
sen®f,  sen®P, sen®P, sen®P,

Para los valores numéricos dados, las ecuaciones de la estatica
y la condicion de compatibilidad de los desplazamientos serin,

61/720'; =17 ﬁﬂ'”
TV 30y =80y, }
a; - 204y + 204; = 4000

Resolviendo este sistema obtendremos, oy ~ 886 kgflem?, op; ~
~ 620 kgi/em?, o;,7 ~ 939 kgl/em®.
Ejemplo 9. Sohre el tubo cilindrico de acero I, de radio interior

ry = 40 mm y de radio exterior R, = 42 mm, estd colocado el tubo
cilindrico de acero 71 previamente calentado de radio interior r, =
= 41,96 mm y de radio exterior Ry = 43 mm (fig. 11).
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Calcular la tensién en la pared del tubo I (o;) y en la pared del
tubo IT (op;) que surge al enfriar el tubo exterior,

El médulo de elasticidad longitudinal del material del tubo
es E = 2.10° kgf/em?.

Resolucién. Analizamos, en lugar de los tubos, los correspon-
dientes anillos de longitud unitaria (véase el ejemplo 6). El anillo /1,

G0

Fig A1

al enfriarse, ocasionara una presion radial exterior uniforme P
sobre el anillo 7, mientras que éste, al ofrecer resistencia a la defor-
maci6én, presionard igualmente pero desde dentro sobre el anillo 7.
La magnitud de la presién p se determina de la condicion de que
la suma del incremento del radio exterior del anillo 7 (AR,) y del
incremento del radio interior del anillo IT (Ar,) deberd ser igual
a la diferencia inicial R, — r,.
Puesto que (véase el ejemplo 6)

2 2
6H1=£' RI y Afz=£—l 2 '
E R, —n F Rz — Iz
la condicion de compatibilidad de los desplazamientos seri la
siguiente:
2 2
£ ( —Hl— 2 ) =Ry —r,
E Rl — T Hg —Ta
de donde resulta,
E - 2.108. 4
i T, SAGO00R ot
R; s 4,28 4,196
H] —ry Rz — T3 0,2 0,104

Las tensiones normales oy y o;; se calculan por las formulas
(véase el ejemplo 6),

oy =—1 % __ 651 kgilem®:
! R|—r| 0;2 g

B OV onn Kttt
Hg — T2 0|10"’l




Problemas 58-70. Calcular las tensiones normales en los ele-
mentos eldsticos de los sistemas sometidos a la accién de fuerzas.

Si en las condiciones del problema no estd dado el médulo de
elasticidad E, se le debe considerar igual para todos los elementos
elisticos del sistema.

8 9 ] 8
E__RI, i ks 3
2 2F
= | EE\ I |
E ]
S slu| frer i
N-ursr 1 Yaer
. s\ \ i s | o
S =t 10tF
= | Fapem® &
ti mt“"' s | ~bF

At



|

I h=02emt

i nat

a- L 'Y
&=205, ¥ pttdigr

[ p-10tf

Problemas 71-73. Calcular las dimensiones de las secciones
transversales de los elementos del sistema.

= o
- o [Sirag-20Kgt [em?
[G] = 1000 kgt fem*® [Geon]40 gffem® 6] M= (M) mac
d-? d-? p=7; Fe?

Problemas 74-79. Calcular las tensiones de montaje. A es la
magnitud lineal del error cometido al elaborar el elemento elistico
del sistema. Para las barras debe considerarse que £ = 2-10° kgf/cm?,
En los problemas 78 y 79, £ = 2.10° MN/m?




Problemas 80-87. Determinar las tensiones térmicas. Notacio-
ies: At, variacion de la temperatura de todo el sistema en grados
entigrados; At; variacién de la temperatura del elemento «i» del
istema; aec, acero; ¢, cobre.

Considerar: para el acero E = 2.10° kgf/em?®, a = 125-1077;

para el cobre E = 1.10° kgf/cm®, o = 165.10-7.

En los problemas 84, 86, 87 admitase para el acero E =

= 2.10° MN/m®.

)

Wa--)--—--li T

Acerg =g° i
At=36" at= Acero, At=40"

]

Acero, 4ty Acerg, F, aty=70°
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Acera,  Fe=f2em*  At=§0*

Las paredes se consideran clasticas: la
Acerd, £, aty»113° fuersa W0LF urgina un desplazamienty
de cadu pared e G25mm

Problemas 88-93. Determinar las tensiones originadas por las

fuerzas y las tensiones debidas a la variacién de la temperalura.

Notaciones: a; vy @, tensiones en la barra «i» debidas a la accion

de las fuerzas v a la variacién de la temperatura, respectivamente.

| Considerar para las barras E = 2.10° kgf/em?® y a = 12107,
[En los problemas 92 y 93 admitase E = 2.10°® MN/m®.

8
3 /.'_ ......... e g,
kA & o A\ 2
7 I }
r“‘*‘i‘ll**‘*i IREEEEEEEEEREL
| g= 08 G
I sm G ———>

F=homt; At=28"

I a=im 2 /s

IRRRERITRRRARERARA AL
i \q:&ﬁjgfm

AR EARARARAREAAE
_ AU

- fri2sttim o
] Fehem? ; bt
F=2em® ; At-20°
2 ]
! [+

rrs z
S —--,-w—ﬂ—-!—— 1 ]
P15 EN

FalZem?; At=15"

é
N
R

=

Peccad

F=dem® ; At-16°



Problemas 94-101. Determinar la carga admisible partiendo
del cdleulo por tensiones admisibles [P] y del cdleulo por capacidad
resistente [P’] y calcular las tensiones de montaje oy y las tensiones
térmicas oi,, de acuerdo con las condiciones dadas en el esquema,

Admitase para las barras [o] = 1 600 kgi/cm®, E = 2.10° kgf/cm?,
a = 12-10-%. En los problemas 99, 101 debe considerarse, [o] =
= 160 MN/m?®, E = 2-10° MN/m?

Py

Ag=Imm

e

1
§1 I
!

._ i ri LLLLE FERESTTS
—Zm im
P

. Frlome

s

Fe2emt ; Ab=16° a1
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Problemas 102-107. Calcular las magnitudes indicadas en las
condiciones de los problemas para los anillos y tubos cilindricos
de paredes delgadas.

Notaciones: p, presion por unidad de drea; g, intensidad de la carga
distribuida (kgf/em) entre la montura y el anillo o entre los anillos.

Admitase, para el acero (ac) E = 2-10° kgf/em?; o —= 125 x
» 10-7; para el cobre (¢) E = 1-10° kgf/em?; & = 165-1077 y para
el aluminio (al) E = 0,7-10% kgf/em®.

En los problemas 106 y 107 determinar @ partiendo de la condi-
cion de que al bajar la temperatura del sistema se cierra lIa ranura A.

2 i 4

L - =0 -
1‘ ‘ ‘ il o Iacero I ephee |20
Montura e oot FPF——PET T S
- | . =
! |
A Fzemt e [ o ¢ 1
s E 1Bty o
Eioui At==44T Difibyibityias by a) ALt 3G =7 Gy g7
G-7; g=? 675 Ey7?; g7 b) [6;]=1200 gtjem®, [Gy )= 800Ky fem*
[at'}g-?
i - 2 L
— I Mot
- o rigida
TTITH
§ APagfiemt]
Ly |
o + 4
fe—a .-.| LA 1 ity S

f— 1
f;:z;{s'}:m*gﬂcm?.- D:Eiocid; At .‘.',if_'ynt,;ay.if-—,‘.iﬂ“ﬁ.‘
! [ﬁ,l-ffﬂﬁngflsm‘ G6=7 =7 6p=7

P

II. ESTADOS TENSIONALES
E HIPOTESIS
DE RESISTENCIA

§ 1. Estados tensionales lineal, plano y de volumen

En el estado tenmsional de volumen, en las caras del elemento
situado en la vecindad del punto del cuerpo en cuestién surgen tres
tensiones principales ¢, > g, =@, no iguales a cero, (fig. 12, a).
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Los planos donde actiian oy, 0, y o, (libres de tensiones tangenciales)
se denominan planos principales de las tensiones. Los ejes (I, I, III)
ortogonales a estos planos se denominan ejes principales de las ten-
siones.

I
a) F b ! [+
| : ~ le—— 1
G, | N\ ’
8, a 1 gl = o La
-] L 4 ' .’—“'—‘ —-{—I i 3
| ','___}1- uilm,— - !
ar g
/ / -.——-ﬁl,
e I

Fig. 12

Las tensiones normales o, las tangenciales t y las resultantes p
en los planos de las secciones inclinadas se determinan por las férmu-
las siguientes:
en los planos paralelos al eje [T (fig. 12, ¢),

2
0 =0,c05° % | oy sen’a,
g, — O
T=——"2sen2a, (24)

B

p=V02+‘rz=1/crfcnsza+cr§senza.
en los planos paralelos al eje I1 (fig. 13, a),

2
g=a, cos*o - oysen o,
gy

— 5
T=——"2sen2a, e
2 (25)

p=Vodicos* e + oZsenn,

en los planos paralelos al eje I (fig. 14, a),

0 = 0,¢08° P - oz sen° B,

1=2"T3gp 28, (26)

p—"Volcosp + otsen®p.

a7



Graficamente, estas tensiones se determinan por los diagramas
circulares construidos de acuerdo con las figuras 12, ¢, 13, b v 14, b.

a) i
: /
0 g
. l._-
0 . ' 5
|
.| !
" G =t

Fig 13.

El aspecto general del diagrama circular de las tensiones se obtiene
sobreponiendo los tres diagramas representados en la figura 14, c.

T b
a) C’ “—m'—"
G@T
z
N
- e T )
b) T s by &
G TR N
£ v s [ Lo’
[ pl 1 <]
Gy
G&
Fig. 14
Las tensiones tangenciales extremas valen:
Oy — 03
Ty=+—
! 2
0y — 0y
To == :t
‘ 2
0y — 02
Ty = ——
: 2
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La mayor de estas tensiones, en valor absosuto, es T, Estas
tensiones surgen en los planos inclinados 45° respecto a las direcciones
de las tensiones principales:

Ty, en dos planos ortogonales paralelos al eje I (fig. 15, a);
T, en dos planos ortogonales paralelos al eje I (fig. 15, b);
Ty, en dos planos ortogonales paralelos al eje IIT (fig. 15, ¢).

lr
a) |
IlrJ
y I
o ) R &
£~
\r
b)
i
I
sk
-~
H// (7
|
c) -
v
rd \\
m’/’
Fig. 15 Fig. 16

Las tensiones octaédricas normales gy, tangenciales t, y resultan-
Les po, que actian sobre el plano de igual inclinacién respecto a los
tres ejes principales de las tensiones, (fig. 16) se determinan por
las formulas:

1
G =7 (01 + 02+ 03),

‘l
Ty =—1§ V (U; — 0'2)! “I" (02 i U:l)z + (Uli — 0.1)2‘ I (28)

po= ]/%(c¥+u§+u§). ]

Las deformaciones lineales principales ey, e, £, (alargamientos
unitarios que ocurren en las direcciones de las tensiones principales)
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son:

&= _;',_[GI — 1t (03 4 03)], ]

s

e = lo — (s o], | (29

g3= 71;‘[53 — 1oy F-a3)].

Variacion unitaria del volumen

AV 12
Sr=atate=""] E 0y 403 -+ 03). (30)

; 1—2 F : s :
La magnitud 3 I % _ % se denomina coeficiente de compresi-
'

bilidad del material y la magnitud inversa, TA—20)

= K, mddulo

de elasticidad estérea del material.
La energia potencial unitaria de la deformacion eldstica vale,

1
U= 5 (048 - 0485 0383) =
L 2
= ‘z_k-w[oi + 0% - 05 — 211 (0,0 -} 0205 -+ 5304)]. (31)
La energia polencial unitaria, debida a la variacion de la for-

ma es,
1

Up=

L
Tl — o + =0+ =0 (32)
v la energin potencial unitaria correspondiente a la variacion del
volumen,
1 —2p
GE
Todas las férmulas correspondientes al eslado tensional de
volumen son aplicables también al estado tensional plano, igualando
a cero una de las tensiones principales, y al estado tensional lineal,
igualando a cera dos de las tensiones principales.
Ejemplo 10. Dado el estado tensional de la figura 17, el médulo
de elasticidad £ = 2-10° kgf/ecm?® y el coeficiente de Poisson p =

=0,3; determinar analitica y graficamente 7,5, 3 ¢’ ¥y T’ en el plano
paralelo al eje I para f = 30°% o” y 1" en el plano paralelo al eje IT

(04 4 02+ 05)". (33)

Uyg) =

60



para o = 60°% ¢ y ©” en el plano paralelo al eje /11 para a = 30%
AV
Por Ooi Toy 8,230 i W Hh Hyol-

Resolucién. Puesto gue las tensiones principales son:
g, = 200 kegl/em®, o, = —400 kgf/em® y o3 = —800 kgf/em?,
por las férmulas (27), obtendremos

los valores extremos de las tensio- Z0kgtjem?
nes tangenciales, 1

— 400 + 800 :
=% 2 = =+ 200 kgf/cm® &lkghln? @ﬁmf . _g_g%f,gmz
Tp= =k &—éﬂ =+ 500 kgl/em?;

; 2 kgifem?
t3=j:w=i3{)ﬁ kgl/cm® I !

2 g
ig. 17

Por las férmulas (26), para el
plano paralelo al eje I cuando i = 30° hallamos,

0" = — 400c0s*30" — 800 sen?30 = — 500 kgi/cm?,
- —_‘méi@ sen 60° & 173 kgl/em®.

Por las férmulas (25), para el plano paralelo al eje 17 y para o = 60°,
0" = 200 cos® 60 — 800 sen® 60 — — 550 kgi/em?,

v = 2004800 . 130 ~ 433 Kgtiem?
y por las formulas (24), para el plano paralelo al eje I1f, cuando
a = 30°
" — 200 c0s®30 — 400 sen?30 = 50 kgf/em?,

Sl =299'£'ﬂ sen 60 — 260 kgi/em®

La determinacion gréifica de las tensiones estd dada en el diagrama
circular de la figura 18.
Por las formulas (28) determinamos las tensiones oclaédricas,

po==100 ]/ (4 4 16 + 64) &~ 529 kgf/em®,
Up= "3_ (200 — 400 — 800) ~ — 333 kgi/em®,
T = —@ V9444100 ~ 354 kgf/em®,

4* 51



por las férmulas (29), las deformaciones lineales principales,
100
=—r2y(2+03-1,2)=28.10""*
gy 2103{ + ) 1:) 218 10 )

100 ;
= — —4 b)) = — . —4
23 2.105( +0,3-6) 154075
100
By =——— -—8 0,32 :.-—-3’?.10_‘
3 2‘103( + )
y por la formula (30), la variacién unitaria del volumen,
AV 10728 —14—37)=—2.107%
'
La energia potencial unitaria de la deformacién elistica y la

T

Gn

Fig. 18

energia correspondiente a la variacién del volumen se hallan por las
férmulas (31) y (32),

w=100-10""* (2 '2'3 o ';" g8 :7) — 19,8107 kgl cm/em®.
1—06 o
hvor = g——0% A0%(2 — 4 —8)* & 3,3-107% kgf -em/em®.



La energia potencial unitaria debida a la variacién de la forma
serd,

Up = u — Uyy = (19,8 — 3,3)-10-2 = 16,5-10-* kgf-cm/cm?.

Problemas 108-122. Determinar analiticamente y mediante los
diagramas circulares las magnitudes siguientes:
1. Las tlensiones tangenciales extremas Ty, T, ¥y Ts,
2, Las tlensiones normales o, y tangenciales T,:
a) en el plano paralelo al eje I, cuya normal (al plano) forma
un angulo p = 30° con el eje 17,
L) en el plano paralelo al eje I7, cuya normal forma un dngulo
o = (0° con el eje I,
¢) en el plano paralelo al eje I1I, cuya normal forma un dngulo
o = 30° con el eje I.

3. Las tensiones octaddricas resultantes py, normales o, y langen-
ciales T,.

Wkgtfem?

08 9 p—
.'imgf{cmf & 800 kg om® = ngrrfam*’ w&;ﬂ&m’
_@qufy}fmﬁ aigtlen __@mkymﬁ .{gffmr‘

Y V4 1" "
mwm’ Zﬂ'ﬂ#yh’m Wﬂy{fm’ G0Pkgllem?
_@ﬂ@fﬁm? __@ﬂ?kﬂﬂm? *@W ‘ §whgHlem?
128
50 MN/m®
80 MNIm?
sl
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Problemas 108'-122’. Calcular las deformaciones lineales prin-

> L i - AV
cipales ey, &4, £4; la variacién unitaria del volumen N la energia

potencial unitaria de la deformacion elistica u y sus componentes,
correspondientes a la variacion de la forma w; y a la del volu-
men lyg.

Analizar los cstados tensionales indicades en los problemas
108-122.

Admitase £ = 2-10° kgf/fem®, p = 0,3. En los problemas 120,
124, 122, E = 2.10° MN/m*.

§ 2. H'ipéte.sis de resistencia y tensiones |
equivalentes

En las hipdlesis de resistencia se plantean criterios que precisan
la resistencia del elemento del’material que se encuentra en un estado
tensional complejo. De acuerdo a estos criterios se establecen las
tensiones equivalentes (o), es decir, las tensiones de traccién]mono-
axial del elemento del material, que tiene igual resistencia que este
mismo elemento, pero sometido a un estado tensional de volumen,

Independientemente de la hipétesis admitida, la condicion
de resistencia técnica del elemento del material para cualquier
estado tensional es, .

0. < logl. (34)

En el caso del estado tensional de volumen de un elemento, las
tensiones equivalentes serdan las siguientes:
segiin la hipdtesis de las tensiones normales miximas,

O¢, =0y cuando o, =>0" (35)

seglin la hipdtesis de las deformaciones lineales miximas,
Uc”=Ul — F-(Uz -+ 0'3)! (36)

seghn la hipotesis de las tensiones tangenciales miximas,
O, =01 — O3, (37)

segiin la hipdtesis de la energia potencial especifica de la variacidn
de la forma,

Oepy = V% [(oy — 02)* -+ (02 — 09)* -+ (05 — 09)°], (38)

segin la hipétesis de los estados tensionales limites,

O, =0y — V03 (39)

* A veces, en la prictica, en los casos cuando | o3 | > oy, el cilculo de la

fesls:.tzc}a ll:mr la primera hipélesis se lleva a cabo por las férmulas, 0, < [oy];
Oa Tel- A
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siendo,

-

[ac] '

Ejemplo 11. Para el estado tensional de volumen (fig. 19),
o; = 200 kgf/em®, o0, = —400 kgf/fem®, o;= —800 Lkgf/cm®
y p =03

Calcular las tensiones equivalentes por todas las hipétesis de
resistencia.

Al calcular la tensién equivalente por la hipétesis de los estados
tensionales limites debe admitirse v = 0,25.

(40)

G,

6[ 6}

Z

3
Tﬁz

Fig. 19

Resolucidn. o, = 200 kgf/em?, g, = 200 4 0,3 (400 - 800) =
= 560 kgf/em?, Oe,,, = 200 4 800 = 1 000 kgf/em®,

a

1
ery =100 1/ L (2 0 + (— 487+ (— 8 — 2] 872 katlem?,
0., = 200+ 0,25-800 = 400 kgf/em?,

Problemas 108"-122". Calcular las tensiones equivalentes por
las hipétesis de resistencia correspondientes.

Analicense los estados tensionales indicados en los problemas
108-122. Admitase p = 0,3. En el caso de la 5* hipdtesis (de los
estados tensionales limites), v = 0,5.

Problemas 123-127. Calcular las magnitudes indicadas en las
condiciones de los problemas.

Notaciones: %, coeficiente de compresibilidad del material;
K, médulo de elasticidad estérea; p, intensidad de la carga distribui-
da sobre el drea. En todos los casos debe prescindirse de la friccién.

En el problema 123 debe admitirse: para el acero E =
= 2.10° kgf/em?, u = 0,28; para el cobre E = 1.10° kgf/cm?, p=
= 0,34 y para el aluminio E = 0,7-10° kgf/fem®, p = 0,33.
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(=1
o
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(V]

a) Acero

b Cobre

¢) Aluminia
n=7; K=?

Para los recipientes de forma de cuerpos de revolucién, cuyas
paredes son finas y no tienen cambios bruscos ni quebraduras, cuando
actia una presién interior normal a las paredes, que tiene simetria
axial. se puede emplear la teorfa membranal (que prescinde de los

pia; by i E
Grg3=7i 40=7; ab=7

(I

2 Iy

ATHIEE ]
..#Tﬁ—-c_l

=]

Iy

Gr=7: (Gy55)7 7

—

L

. .
- —
Ei fri Epi g o
T = I

!

N

F:i
; lllllé

i O ]

I,

RN

en la barra :
6;=7: 6,27 65=7

pia b
ﬁ;_m:? ag="?
=2

III. RECIPIENTES
DE PAREDES
DELGADAS

momentos flectores).
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Segiin esta teoria, del equilibrio de un elemento situado alrededor
del punto en cuestion de la pared del recipiente y determinado por
secciones meridionales y perpendiculares infinitamente proximas

a) \.3 Z

Fig. 20

(Tig. 20, a), se obliene una ecuacion (ecuacion de Laplace) para la
determinacién de las tensiones normales circunferencial o, y meri-
dional o,

'

tyim P (41)
Pr Pm 6

siendo p, ¥ pg, los radios de enrvatura de la seccion eircunferencial
y meridional de la pared del recipiente al nivel del
punto en cuestion;
plaintensidad de la presion interior, que es funeion
de la coordenada z;
el expesor de la pared del recipiente.

De la condicion de equilibrio de la parte del recipiente determi-
nada por secciones perpendiculares al meridiano, al nivel del punto
en cuestion (fig. 20, b), e obliene la segunda ecuacion,

O bx cosa = 3, (42)
siendo z el radio de la circunferencia de la seccién a este nivel,
« el dngulo entre el eje z y Ia tangente al meridiano al mismo
nivel y
Z la suma de las proyecciones sobre el eje z de las fuerzas que

actiian sobre la parte del recipiente separada (Z esta referida
al arco de longitud igual al radio),

Z = SP.I‘| dx,. (43}
[}

Aqui g es el radio variable de la circunferencia de la seccién
del recipiente.
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La resolucién de las ecuaciones (41) y (42) nos dara los valores

siguientes de las tensiones o, y Oy,

PPy Z ]
Oy =—— 7
b 8p,, cos” o !
.
Og= _— "
Spicos o J
Casos particulares:
1. pm = oo, p; = p, recipiente de generalriz recta,

e
Oy = 6 1
— VA
m_ﬁpcosza-

2. py = pm = p, recipiente esférico,
7 ‘I

Op ="— i
T8 T Speosta r
. Z
" Speosta
a) p == constante (presién de un gas o vapor)
L ST
= 2pp cos’ o,
5y ZBE (3 _ n_:) , ]
ﬁ !]Hl 1
—.i i !
"2 l
Cuando pp=-00 y pr=0p, 0E=20m=!%£-

Cuando p;=pm=p, o,=am==';—%.
b) p =y (b — 2) (presion de un liquido, fig. 21),
siendo vy el peso por unidad de volumen del liquido;
h la altura del liquido en el recipiente y
z la ordenada wvariable,

Buiii (kpfczns=s o Zl.)
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La magnitud
Z,={zzde (52)
o

se calcula ficilmente si se conoce la ecuacion de la generatriz del
recipiente z = z (z2).

En la superficie interior de la pared del recipiente la tercera
tensién normal principal es ¢, = —p. En la mayoria de los casos
esta tension es muy pequefia en comparaeioén con o, y 0, y se puede
prescindir de ella al caleular la resistencia.

Z

Fig. 21 Fig. 22

Si la pared del recipiente tiene una quebradura brusca (fig. 22, a)
entonces en la seccidn transitoria surgiran fuerzas de borde que
pueden condueir a grandes sobretensiones que no capta la teoria que
prescinde de los momentos. Para reducir la influencia de estas fuer-
zas, la seccion de la junla se consolida con un anillo que absorbe
el empuje.

Si las tensiones normales meridionales en la seceion de la junta
o, = 0y (fig. 22, b), entonces la fuerza lineal de empuje, serd

g = Ogh sen o, (53)

El 4drea indispensable F del anillo de arriostramiento de radio
r se puede obtener por la [érmula,

F_g_rqf_a..ér sen o
o] o]
Ejemplo 12. Dado: y = 1,2 glem®; by =4m; r=1 m; a =
= 60°% lo) = 1 000 kgl/em?® (fig. 23).

Calcular 6 y F. _
Resolucién. En la parte conica del recipiente (0 < z < hy) p,,, =

(54)

. x
—00; Py WP o, 8 zelga, p =y (h—z) = 9 (h—zclga).
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Por la férmula (52) se obtiene,
X zs
Z,=ctgaj:c2dz=Tctga.

n
Por la formula (51) se halla el peso del liquido ubicado en el volu-

men de la parte separada del recipiente
Z = (hig - %ctga) = yat (i — %utga) L

Las tensiones normales circunferenciales o, y meridionales o,
en los puntos de la pared de la parte conica del recipiente a un nivel

Fig. 23

arbitrario, determinado por la coordenada z, son, segin las for-

mulas (45),
U_y(h—zctga)x__v_x( h = )
T Scose. O \cose senc/’
b2 pa)
. ?'rz_‘iga_'p_z(k_x)
= Szcosc T 8 \2cosee  3sena/’
Puesto que,
h
h=hretgae vy B, S S
cost  COSG  Send
obtendremos
vrf h r yrhiy
a =0, o =0, o =—( say ):
fa=o b M=o " Tl 5 \cose.  sena §cosa
vr( h r )
0, =— .
Ma=r 2§ cosa+353nor.

60



Para los valores numéricos dados,

-3 402 2
¥ _1,2.107°.10%-4.10%.2 E:sﬁ ketiom?,

::-=r 8

m

1,2.1073.10° (4-102-2 10%. 2) 50,3
== ,...——k fem®,
x=r 26 1 "33 etfon’

En la parte cilindrica del recipiente (h, <z h) py = o0,
p=p=r,p=7k —z), a=0yZes igual al vslordach—
rrespondiente a la parte cOnica para z = r, es decir, Z = Z,_, =

= yr? (i-—-s":- ctga)
Las tensiones normales circunferenciales o, y meridionales o,

en los puntos de la pared de la parte cilindrica, se obtienen por la
féormula (43),

W
5 h—2
r 2
Ty = ;6 (h—grctgcr.)——-—( h“) 5 (hlJ,—-—c.tgcf.)
oy =I-zh. o =0, 0,=const
2=}, &= z=h 2 4 2

Para los valores numéricos dados obtendremos,
1240774074 -10‘ 48

s, = 3 — kgllem?,
A0~3.402 2
A 1,207 10° 126 10 (4 A0% 4 %0,57?) ~ 2%?1 kgl/em®,

En la figura 23, a estin representados los diagramas de las ten-
siones 0, y a.

La seccion peligr osa de la parte cdnica del recipiente es la supe-
i dond = s 8
rior, e O =35y Om=—5—.

Calculamos el espesor § de la pared del recipiente por la tercera

hipotesis de resistencia. Considerando o, = 0, obtendremos la
ecuacion,

96
Oy= K ={0]
96 96
de donde hallamos, § = iﬂ_] = 1000 = 0,096 em = 0,96 mm.

Admitimos § = 1 mm.
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En la seccion de la junta de la parte cénica y la cilindrica
(fig. 23, b).
0y = Op = 003 kgf/em?®.
Puesto que o, = a = 60°% el drea F del anillo de arriostramiento
serd, =eg(n la formula (52),

_503-0.1 A0%.0,87
o 10°

Los valores de § y # obtenidos deberin ser corregidos teniende
en cuenila ciertas consideraciones constructivas asi como la estabi-
lidad del anillo.

Problemas 128-133. Determinar las magnitudes indicadas en las
condiciones de lus problemas.

Notaciones: p, presion interior del gas; vy, peso especifico del
liquido; 8, espesor de la pared (8;;;, por la_3* hipétesis de resisten-
cia y 8;y por la 4%); F,, area del anillo; d, diametro del perno;
n, nlimero de pernos; o4 », 3, tensiones principales en el punto peligroso
de la parte esférica del recipiente; of, 5, 5 idem en la parte cilindrica.

Los cilculos se deben realizar por la teorfa que prescinde de los
momentos fleclores (teoria membranal).

En el problema 133 analicense y constrayanse los diagramas de
las variaciones de la tension meridional (on); ¥ la tension (o) orto-
gonal a la primera, asi como también el diagrama de la tension equi-
valente Oc,,; correspondiente a la tercera teoria de resistencia, en
funcién de la coordenada z. Plantéese la condicion de resistencia.

] b 10

~ 4,4 cm”,

I-Z'M'Tﬁg.l’fcm’r F_-B'J 1_._. Im — Anitte
Gray?i gy Ps 407 [5)-200 agtfem?; 6=7 [6]: 6p=%; fe=?

[s1=12004gtfeme 8= F=2

2 d=2¢.‘m,_l =50
Gy2,0=71 6i24= 75 Gp=?



VI. DESLIZAMIENTO

El estado tensional correspondiente al caso cuando sobre las
caras del elemento separado actian solamente tensiones tangenciales,
se denomina deslizamiento puro. El deslizamiento puro va acompanado

g i T
J/\ / — ——
T I G
RN o &
s \ |||___“‘|“ } Us
b B i st —r
T
Fig. 24 Fig. 25

de un desplazamiento lineal mutuo de las dos caras paralelas
del elemento. La magnitud de este desplazamiento s se denomina
distorsién absoluta (fig. 24).

La razén entre la distorsion absoluta s y la distancia I enire las
caras que se desplazan

F=tev~y (55)

se denomina distorsién unitaria o dngulo de distorsion.

Los dngulos de distorsién v, y2 ¥y ys (variacién de los angulos
rectos entre los planos de accién de tensiones tangenciales extremas
Ty, Ty ¥ Tg de igual valor, pero de signo contrario) se determinan
por la ley de Hooke. Estos dngulos son:

g i e T
T 2 3 ¢’

T )
Yz=284 —33—_—?2' (56)
T
Ya=28 —e= Es‘
siendo
G =L~ (57)
2(1 4w

el médulo de deslizamiento o médulo de elasticidad tangencial del
material.
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La distorsién unitaria gu originada por la tensién tangencial
octaédrica T, se denomina distorsién octaédrica,

2
w=—r'=3 Vii+i+ (58)

=3

En el estado tensional correspondiente al deslizamiento puro
(fig. 25), en los planos inclinados 45°, surgen las tensiones principales,

0y = —03 = T, (59)

Jas deformaciones lineales principales,

B,:—-83=E=1+"T‘ }

E

(60)

Bz=0,

y la distorsién angular principal, '
v =2e (61)

El centro del circulo de las tensiones se encuentra, en este caso,
en el origen del sistema de coordenadas (fig. 26).

20MN[m?
1901N/m?
~— ———

q_F
-— YOMN/m?

¥ .

1 !/‘:'::_":.‘ ,1 l

Fig. 26 Fig. 27 Fig. 28

Si consideramos que las tensiones tangenciales se distribuyen
uniformemente sobre el drea F donde estin aplicadas (fig. 27),
entonces el esfuerzo tangencial serd,

Q=rF (62)
Teniendo en cuenta las férmulas (55) y (56), podremos escribir
la ley de Hooke para el deslizamiento en la forma siguiente,

L3
As=—r (63)



La energia potencial de la deformacién eldstica del deslizamiento
se obtiene por la férmula,

QU As"GF OAs

(64)
T 6rF 21 2
y la energia potencial unitaria, por la formula,
w T
h=——=—, 65
2 26 @)

Ejemplo 13. Para el estado tensional dado (fig. 28) calcular
i, 2,2 ¥ Voo considerando que £ = 2.10° MN/m? y p = 0,25,

Resolucidn. Las tensiones prmclpﬂles en el estado lauﬁiunal de
volumen dado son: g, = 100 MN/m?*, o, = —20 MN/m® y o, =
= —A40 MN/m®

Las tensiones langenciales extremas lienen, segin las [ormu-
las (27), los wvalores siguientes:

— 20 4 40

="t —= 10 MN/m®,
M 40 2

T, = El'f'—’{ =T0 MN/m*,

s 1.“”_:‘.3@ =60 MN/m?

El madulo de elasticidad tangencial del material es, segin la
formula (37).

2.10°
)(I -+ 0,25)

De la expresion (56) se oblienen las distorsiones angulares prin-
cipales,

=8.10* MN/m®

10 =
Y =——=1,25.1074,
I
T
e R
810
G0 J
; = 75107
V=50

La distorsion oclaédrica serd, por la formula (58),

Vo= _—fm*VI.z +8,75% 4 7.5° ~ 7,72.107%,
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Problemas 134-140. Calcular las magnitudes indicadas en las
condicivnes de los problemas.

Notaciones: o;, limite de {luencia; n; coeficiente de seguridad
(reserva de resistencia); (M,); magnitud del momento correspondien-
te al estado de fluencia del material.

Preseindase de la flexién y considérese que las Lensiones Langen-
ciales se distribuyen nniformemente sobre la pared de los tubos.

134 135 136 137
T =80 MNfm? LB 0 MN[m® 40 MNIm? 40 MNfm?

g7 '1T @ 8aMm2 mnm;mﬂ *izosmpmt
—1] L |t —
o | ] /%

Gpp=70 Tap=7? 67 ‘?é'm'mpn‘nwa £=208-19 Mn/m?, pe=i3 =804 Mufm?
be
T23=7 Taa=7 Tyay ¥r Tp=7
T2a™ 75 Yo ?
158 13 140

fzm m?
6= mi?m

”u_ 50 0,

Gz
[M,]-7 [Mf]; =?

V. CALCULO DE LAS ;
JUNTAS MAS SIMPLES
DE LOS ELEMENTOS
DE LAS CONSTRUCCIONES

I3n las diversas juntas (a base de pernos, de esparragos, de chave-
tas, de cuias, de remaches, soldadas, de esparas en madera ete.)
los clementos sufren traccion, compresion, deslizamiento y aplas-
tamiento en los dilerentes planos.
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Si la traccién y compresién ocurren generalmente de una manera
pura, el deslizamiento puro, practicamente, no existe. El deslizamien-
to siempre va acompafado de flexion, o de traccidon o compresién,
y por lo tanto, en los planos de deslizamiento, aparte de las tensio-
nes tangenciales, actuaran también tensiones normales. Sin embargo,
puesto que las magnitudes de eslas tensiones normales son pequenas
cn comparacion con las tangenciales, los caleulos técnicos se reali-
zan solamente por deslizamiento, que en el caso de elementos metéli-
cos se denomina cizallamiento y en el de elementos de madera, cor-
tadura, Generalmente se considera que las tensiones tangenciales se
digtribuyen uniformemente sobre el drea del cizallamiento o corta-
dura (F.;;). El error gque asi se comete, se compensa con la magnitud
de la tension tangencial admisible [T].

El aplastamiento constituye una compresion local (superficial)
de los elementos que presionan uno sobre el otro. Puesto que no se
conoce la ley exactla de distribucion de la presidn sobre la superficie
de aplastamiento, para simplificar log cdleulos téenicos, se admite
convencionalmente que la presion se distribuye uniformemente, no
sobre la superficie de aplaslamiento, sino sobre el drea (F,,) igual
a la proyeceion de la superficie de aplastamiento sobre el plano per-
pendicular a la linea de accion de la [uerza de presion Iy,

IZste error también se tiene en cuenta por la magnitud de la ten-
sion admisible al aplastamiento [a,,).

Para un aprovechamicnto racional del material, el cilculo de las
juntas se lleva a cabo de la condicion de ignal resistencia de los
clementos que forman la junta. Para el cdleulo se emplean las formu-
las signientes:

1) traccidon y compresion,

AT
F> L: (66)
o]

2) cizallamiento y cortadura

Q
Fop>——1 67
] (67)
3) aplastamiento
Fop o> Pup (68)
ap 1
- [Tap]

Las dreas que figuran en estas férmulas son las netas, es decir,
aquellas que se obtienen después de considerar el posible debilita-
mienlo debido  a diferentes agujeros, acuerdos, ranuras, ete.

Si una misma drea se caleula pur cizallamiento y por aplastamien-
to, enlunces se escoge la mayor de las dos obtenidas.

Practicamente, no siempre es posible atencrse a la condicion de
igual resistencia de los elementos de las juntas. Generalmente entran
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en vigor razones constructivas suplementarias, que se estudian en

los cursos de piezas de maquinas, estructuras metélicas y de madera.

a) Ejemplo 14. Dado: I = 4Lf.

ip p la) = 1600 kgem® |t) -

= 1200 kegllem?®;  lo,,] =

-3 200 kgt/em® (lig. 29, a).
Hallar d, § a, b.

Resolucién. 1. Delermina-

cion del didmetro d del perno,

de la eondicion de resislencia

al eizallamienlo (fig. 29, b):

nd P ap

) 7]

24100
= ]/—-1—1-7m 1,46 em.
1310

2. Determinacion del espe-
sor de la lamina § de la con-
dicién de resistencia al aplas-
tamiento (fig. 29, ¢):

P P
dd>——; 0>- =
IU m] o IU-'|||I
4-10%

= = 0.86 cm.
1,46 .32 A0°

3. Determinacion  de  la
anchura de la lamina g de la
condicion de resistencia a Lrac-
cion (fig. 29, d):

5550  +d
a—d)0 > —; a=——+d=
T T

¢ 8 T Ne Tif o A0y iea202em,
R & 086-16.10*
Fig. 29 4. Determinacion  de  la

fongitud b del extremo de la
lémina de la condicién de resistencia al cizallamiento (fig. 29, e):
4.10°

26> P ; P i

> — b= ~ 1,94 cm.
[7] 25[1] = 2.0,8612.10°




de donde se obtiene,
b—b +— —1,94 0,73 =2,67 cm.

Problemas 141-149. Calcular todas las dimensiones de los ele-
mentos de las junias representadas en las figuras,

Realizar los caleulos partiendo de la condicion de igual resisten-
:‘-i;l de los elementos. En los problemas 146-148 admitase |o] =

= 1 600 kgffem?; [z] — 1 200 I\gfrtm i lagl = 3200 kgi;‘omz
| n los problemas 144, 14.) 149, lal = 160 MNhn"’. It] = 120 MN/m?;
lo,,] = 320 MN/m®.

2 we

8 ;
:EI |" we ( o
E*-q- 17 7
' : Py | [65) =1000 kg lom?
pe32tf *%:%Q_M]}* gi ﬂg[’g} §
[6]=1600 ket fem?; [x)=07[6] ; [Gapl-2(6] 7 G
14 4 s
e Gz —y P-120 kN — i
H FrY J

o
P=380 kN p
(Bt | s
i
l!l
7
46 L —_ _._,.f“ +
o . e ik 0t —r
o = gip S AR
P ¥ ] 1 }
- [ e 1] e I 4

=T Sr— P p=2btf L -
= : - b -
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V1. CARACTERISTICAS
GEOMETRICAS DE
LAS FIGURAS PLANAS

§ 1. Aveas y sus momentos estaticos

Se denominan momentos estdticos del drea de una figura respecto
a los ejes z y y (fig. 30) las integrales determinadas,

S, = {yar,
.- } (69)

8, = g zdF,

siendo F el drea de la figura, dF, su elemento z y y, las Lumdennrlas
de este elemento.

Las coordendas del centro de gravedad de la figura z, y y, se
obtienen por las férmulas,

SH ‘}
2, = S I

s, (70)
Ye ‘———F . ]

Los momentos estiticos del drea de una figura respecto a los
ejes centrales son iguales a cero.
Ejemplo 15. Determinar las coordenadas del centro de gravedad

del Zrea de la flgura limitada por los segmentos rectos b y ¢ y por
la pardbola y = az™ (fig. 31).
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Resolucion. Escogiendo el elemento de drea de la figura, dF =
= ydz = as"dz, obtendremas para el drea,

fs

i1
F= j‘ dlf =a X 3" dz = ab — b .
J J nt1 n41

El momento estitico del drea F respecto al eje y se calenla por
la formula  {(69),

3]

S——S!{IF:C’I'“+I(IT”=RI)"J-2 sz

) n+2 n42
Para hallar el momento estatico del drea (e Ia figura respecto
4
Yy
l - dy W
- RdF S
| I rf 5 } Z
. ty / i f
g ; . Sa— _ll dz
N LSO
Fig, 20 Fig, 1

al eje z escogemos el elemento de drea siguiente,
dF = (b —2)dy = an (b — 2)2"Vdz

obleniendo asi. por la formula (69).

I

8. = j ydF =a'n j‘ N0 — 2y dz = and™ T (—l-— — - ! ) —
,,.

In Zn -1
I

B ﬂ‘.’.h:!rr'H - b{.l
T 2@n41) 2@2n4-1)

De lasexpresiones (70) para las coordenadas del centro de gravedad
de la figura se obtliene,

S, Velnt1) _n!—|—1b

T=F (nt-2be a2’
U_S:__ b n41 n41 .
TF 20@2n-1) be  2(2n4-1)
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Problemas 150-155. Hallar la posicién del centro de gravedad
de las liguras.

i o oA P

T

2a
N\
§
[T
g

Ja

8a
8o

2P

a|2a|a
| e |

®

A

%

DIAILAIL I FIISITP.

§ 2. Momentos de inercia del area de la figura
Las integrales definidas,

I Sy'*'dF. }
i

!,_,:; = dF,

se denominan momentos de inercia axiales, lineales o ecualoriales
(fig. 32) del drea de la figura respecto a los
efes z e y;

1,, =\ yzdF, (72)
F

es el producto de inercia del drea de la
figura respecto a los ejes orlogonales z e y;

— 2 -
I,= § p*dF =1, +1I,, (73)

Fig. 32

es el momento polar de inercia del drea de la figura respecto al ori-
gen del sistema de coordenadas O.
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Los momentos de inercia respecto a los ejes paralelos, unos de los
cuales (z900yq) son centrales (fig. 33). son

I, - 1',0 Es a“F.
I,=1, + b*F,
Iy: =Ty, + abF,
Iy=1Ip,+ (a4 b)F.
Los momentos de inercia respecto a ejes girados son (fig. 34),

1. =I=%r!+£:2—ﬁcos2a — I, sen 2e

(T4)

TokT Faih
l,,=-9——-—2—uos2a+fy,san2m. (75)

=

1,—1

Y sen 200 4- I cos 2z,

!uD=

4

Ipuu = lpm'
Los ejes principales de inercia de una figura plana, es decir, dos
ejes ortogonales, respecto a los cuales es nulo el producto de inercia

]

={ea

v
¢ %

Fig. 33 Fig. 34

del drea de la figura, ocupan la posicion que se determina por la
ecuacion,

27
tg 20 = —HE_ | 76
g 20 s (76)

Los momentos principales de inercia del area de una figura, es
decir, los momentos axiales de inercia respecto a los ejes principales
de inercia, tienen los valores extremos siguientes:

. g SV LT (17)

min
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8i I, << 0, entonces el eje principal, respecto al cual el momen-
to de inercia es maximo, cruzara los cuadrantes I y I11.

8i [, =0, el eje principal, respecto al cnal el momento de
inercia es méximo, cruzara los cuadrantes /I y IV.

Los ejes principales trazados por el centro de gravedad del drea de
la figura se denominan ejes principales centrales y los momentos de
inercia respecto a estos ejes, momentos de inercia principales centrales.

Los valores positivos de

= V%; i’].‘= VII;‘ H By = V%I ete., (TS)

se denominan radios de giro de la figura plana respecto al eje co-
rrespondiente.
La elipse correspondiente a la ecuacion

.

z?. yz
— =1, 79
Tt (79)

se denomina elipse de inercia de la figura. Iin eslta expresion y y 2
son los ejes principales de inercia de la figura. Generalmente la
elipse de inercia se construye sobre los ejes principales centrales de Ia
figura plana.

Tl eje de simetria de una figura plana es siempre eje principal
de inercia de esta figura. Todo eje, perpendicular al de simetria,
serd ¢l segundo eje prineipal de inerca de la figura correspondiente
al punto de inlerseccion de estos ejes.

Si la figura plana tiene por lo menos dos ejes de simetria, que
no son ortogonales entre si, entonces todos los ejes que pasan por el
centro de gravedad de esta figura serin ejes principales centrales de
inercia. Los momentos axiales de inercia del drea de la figura respec-
to a estos ejes son iguales.

Ejemplo 16. Para el poligono regular de n lados de longitud a

(fig. 35), calcular los momentos principales centrales de inercia, el
momento polar de inercia y construir la elipse central de inercia,
Resolucién. Bl dngulo central que se apoya sobre el lado a es,
2n
o= —,
n
el radio de la circunferencia circunscrita,

..

o
2sen —
2

y el de la circunferencia inscrita,

24
=R -
r 0052

T4



Veamos el tridngulo de angulo o en el vértice (fig. 36, a) y cal-
culemos los momentos axiales de inercia If, I, y el momento polar
de inercia Iy,

El drea de la banda elemental de espesor dv, es

dF —a,dv="" vdv.
T

El momento axial de inercia del drea del tridngulo respecto al
eje w =era,

T 3

. a ar

luzj‘Uzsz—jvsdf):—'

r 4

el drea de la banda elemental
de espesor du (fig. 36, b),

dFf =r du = ﬂi (a — 2u) du

y ¢l momento axial de inercia del drea del tridingulo respecto

al eje o,
all
3
. r a’r
=2 .“uzdF—_—Z—jua(a—Zu)dnz—.
@ 48
¥z 0

El momento polar de inercia del area del triangulo respecto al

punto O serd,

a® o 2ftsen 2 BeostE

. . . 2 2
IJ'ZI::‘!_IFZZ']'E— 4

+

3 3 = 2 A
8R"sen 5 Rcasi P u o&(
- = — SCI — €08 —
48 G 2 2

30.23 se IAE)=
0s ) -+ sen )

= £ sen o (2 4 cosa).
12
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Puesto que todos los tridngulos en que se divide el poligono de n
lados son iguales y se apoyan econ sus vértices sobre el punto O, el
momenlo polar de inercia del drea del poligono de n lados respecto
al punto 0, seri

' 5
1,,=nf},=%suua{cosa—|—2)=%s@na(cosm-}- 2).

El poligono regular de n lados liene no menos de duos ejes de
simetria no ortogonales entre si, por lo tanto, Lodos los ejes centrales
serin ejes principales de inercia y los momentos de inercia del drea
del poligono, iguales entre si e iguales a 1. De agui se obtiene,

1 ni aR
A O i M 9 — " :
=7 o= % sen o {cosa -+ 2) o sen a (coso - 2).

Puesto que el drea del poligono de n lados, es

. nar n o
f*=—-2—=—2R35011 — COos

2
5 R zena,

o
2 2 2
los radios de giro principales del poligono serin,

i= Vi=—ﬂ-=—l/2—g—cnsa.
F 23
La clipse de inercia degenera en una cirennferencia de radio i

Ejemplo 17. Para la figura compuesta
representada en la figura 37 constroir
la elipse central de inercia.

Resolucion. Referimos la figura dibuja-
da a escala (fig. 38) a los ejes de coor-
denaidas z, y paralelos a los lados del
contorno de la Tigura.

Cada elemento de la figura (angular 1,
canal 2 y rectangulo 3) se refiere a los
ejes centrales z;y; paralelos a los ejes zy.
El centro de gravedad del rectingulo

Fig. 37 se obtiene directamente y las coordena-

das de los centros de gravedad del angu-

lar z; = 2,02 em y del canal z, = 2,46 cm se obtienen del surtido
de perfiles de acero laminados.

Los caleulos que siguen conviene realizar en forma de labla.
Las magnitudes del rectdngulo necesarias se obtienen ficilmente
y las correspondientes al angular y al canal se hallan del surtido.
Asi, por ejemplo, para el angular de lados iguales, 70 > 70 % 8 mm
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1. Determinaciin de las coordenadas del centro de gravedad de la
figura respecto a los efes z, y

Coordenadas del centro de Momentos estdticos del
gravedad del o 1 to resp a los
Namero del Area del respecto a los ejes z, v cles z, v
elemento elemento F;
% vy Sy =Funy | Sy =Fi
em? ' cm cm?
1 m,7 4,98 4,98 FERA 53,4
2 28,8 i 9,46 272,4 6.8
] A 23 16 a6 828
75,5 901,8 1198.2
Area de Para el drea de toda la
toda la fi- figura
pura

del surtido hallamos £, = 10,7 em?, para el canal N 22, F, =
28,8 em? y para el rectangulo, Fy = 1822 - 36 cm?® Las

Y
Yy 3
v
Y y 0 u
z 7‘4 zZ
v ) 2
. o
Ly '
: : Z
4 0 /"‘,' !
Igz T JII Z?_
B 2 e N ~y
: X \
0, Z,
2§
L :
Fig. 38
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coordendas de los centros de gravedad de cada elemento, respecto
a los ejes yz son:

para el angular, z; =y, = 7—2,02 = 4,98 cm,

para el canal, z, = 11 em, y, = 7+ 2,46 = 9,46 cm,

para el rectangulo, z3 = 22 + 1 = 283cm, yy = 7 -+ 9 = 16em.

Las coordenadas del centro de gravedad de la figura son:

Ze= él_;=1198,2% 15,87 em;  y.= b—’.:(M ~ 11,94 cm.

F 75,5 F 75,5

Referimos ahora la figura a los ejes centrales zgy, paralelos
a los ejes zy.

Para las coordenadas de los centros de gravedad de los elementos
de la figura 2, y ¥y, respecto a los ejes 2o y ¥ obtendremos:
para el angular,
zgy = 4,98—15,87
yoo = 4,98—11,94
para el canal,
zpp = 11—15,87 = —4,87 cm,
Yoz = 9,46—11,94 = —2,48 cm,
para el rectangulo,
Zgg = 23—15,87 = 7,13 cm,
Yog = 16—11,94 = 4,06 cm.

Hallamos los momentos de inercia de los elementos de la figura
respecto a los ejes centrales zy;. En el caso del angular (fig. 39)

se obtiene del surtido,

—10,89 em,
—6,96 em,

4y U I, = I, = 48,2 cm'.
LN Por las formulas para los momentos de
% inercia respecto a ejes girados hallamos,
1
¥ I
Z Foi T" sen 2 (— 457 =
%
76,4 — 2
=f%—ﬁ%_n=—a&2mﬁ

Fig. 39 L ias .

08 ejes w,vy son, para el angular, ejes de
inercia principales puesto que el eje uy es
un eje de simetria y por lo tanto [, = 0. Los valores I, =
=T6,4 cm* y I,, = 20 cm* vienen en el surtido.

Para el ]:c(-n-fill canal del surtido obtenemos I, = 187 em?, [, =
= 2330 cm%; Iy, = 0, ya que los ejes z,y, son ejes principales
de inercia del canal.

Para el rectingulo se obtiene,

L,=2%_om oy I
512 Y

_18.2°
T 42

=12 cm®

Iy, =0.
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2. Determinaciin de los tos de inercia de la figura respecto
a los ejez zg, . ¥o

k-

g o -

E = L

E - L -y

= -+ + L

£ 5| & F | x

5 I P P - |3

El | - o |l ol ] SRS E| 2| 3%

z | 2 e il - Sl ISl S ) e T

cm? cm cmd

110,7|—10,89(—6,96| 48,2 | 48,2 |—28,2|1 269|518,3| 811| 566,5/1317,2) 782,8

2128,8] —4,87|—2,48| 1872330 0 683177,1| 347,8| 364,1] 3013/ 347,8

336 7,13 4,06] 972 12 0 |1830] 1042 1042(1565,3 1842 1042
2496) 6172 2173
Para el drea de

toda la figura

3. Delerminacidn de la posicion de los ejes principales de inercia
de la figura uv.

Por la féormula (76) se obtiene,

2y, _ 2:2173
I, —1I, 6172 —2496

De las tablas de las funciones trigonométricas hallamos 2o =
= 49°6", es deeir o = 24°53".

Puesto que o >0, situamos este dngulo a partir del eje z en
direccion opuesta a la de las manecillas del reloj y trazamos los
ejes principales centrales de inercia de la figura v y v.

Puesto que I, >0, el eje correspondiente al momento méximo
de inercia, eje v, pasard por los cuadrantes IT y I'V.

4, Cidlculo de los momentos principales centrales de inercia de la
figura.

De acuerdo con la férmula (77),

tg 2o =

=1,182,

Lo, Ao a7 2496--6172
Imn“ ;= IE.Z_LE =+ _v(lzo S !Hn}z -+ 41‘:»!!'0 = ___.:J—'_'_‘ =+
min ¥ 2 2 2

:E'%'V(2496—ﬁ172)3+4-2 173% = 4 334 &+ 2846 cm®.
Asi, pues,

Toax =T,=T180 em?*; Iyn=171,=1488 cm?.

5. Cileulo de los radios de giro principales de la figura y construc-
cién de la elipse central de inercia.
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Por las formulas (78) hallamos los radios de giro principales,

Imax == Iy == '/ ?: = 7?2—-850%935 cm,

fnin = by = -‘/h‘= 1/‘1_488 ~ 41.4"! o,
F 15,9
y'.’

2
Puesto que la ecuacién de la elipse de inercia es I:—z 1,—{.—2 =1,
v u
sus semiejes seran los radios de giro i, sobre el eje v e i, sobre el eje u.
Ubicando los valores obtenidos iy, y i, se construye sobre ellos la
elipse de inercia (fig. 38) .
Problemas 156-158. Determinar los momentos de inercia de las
figuras respecto a los ejes indicados en las condiciones de los pro-
blemas.

158 187 188 5
H u . .H\ " z
i %
| 4 e g Qx} —f
Tz _/ \ £ ‘
Zg‘I____ 9g — JZE | %
Lt It ;
A b— 200 —— =
Le? L,=7; 17 Iyg=7

Problemas 159-163. Calciilense los momentos principales cen-
trales de inercia.

b 10

i

2

a|la
e

80



pr

a\

N

.l////llh

PEERIRRR TR

o

II//’III.

VII. TORSION

§ 1. Momento torsor

El momento torsor se obtiene por el método de las secciones.
El valor del momento torsor M, en cierta seccidén transversal de la
barra es igual a la suma algebraica de los momentos de los pares
de fuerzas exteriores (concentrados M y distribuidos en direccién
longitudinal de intensidad m) que actian respecto al eje geométrico
de la barra a un lado de la seccion en cuestion.

La férmula general por la que se puede calcular la magnitud del
momento torsor en una Seccion transversal arbitraria de la barra
es la siguiente:

Mi=3M+ X mda (80)

La integracion se lleva a cabo sobre cada tramo donde actia un
momento distribuide y la suma, sobre todos los tramos, situados
a un lado de la seccion que se analiza.

El momento torsor, visto desde la normal exterior a la seccion
se considerard, convencionalmente, positivo si gira en sentido opues-
to al de las manecillas del reloj.

Entre el momento M del par de fuerzas en kgf -cm, el nimero de
revoluciones por minuto n y la potencia N existe la relacién siguiente:

m="11620% (81,0)
n

M =97360 V. (81,5)
n

En la formula (81, a) la potencia estd dada en caballos de vapor
v en la formula (81, b), en kilovatios.

En el Sistema Internacional de Unidades (SI) la relacién entre el
momento M en newlones por metro (N-m), la velocidad angular de

8—615 81



rotacién ol/s y la potencia N en vatios se da por la f6rmula

M. 81,0)

]

Puesto que el momento de giro es proporcional a la potencia, en
el caso de drboles que giran uniformemente y que transmiten
ciertas polencias a las mdquinas, se puede, en lugar del diagrama de
los momentos torsores, canstruir el de la distribucidn de la potencia
a lo largo del eje del arbol.

Ejemplo 18. Dado Af (fig. 40), construir el diagrama de Afy,

M my=Zim,
M= ,]M -0 i
2a m
“ SYTTR A (iitl
SLLepet > HHET
|""_EII T” =4 2a I
Tty Mflf EI'
fred ]
T i i
L) ! Ml |
HHEH :
% wol
My
tepeeg— 2 Mo
P/
ol
m M et ty
LELi it ’1. PRSI AAN
AAAREM AR Y
E( m=0
Diagrama de My rd
T - -M
T 4 M
L }I'I.. IHI. Z | =3
M T
[T
Fig, 40

Resolucién. Trazando secciones en cada tramo de la barra, por la
férmula (80) teniendo en cuenta la regla admitida para los signos,
hallaremos:

M 1
_axl Ml‘ :Ol Mh ='§'|

M, =mz=;
& x={ x=a

M,.=m,a=§2£, Mglzl?ha-—M:M—-M:—--—,



Mg.———m,a—M+‘[@:cd:c=
P 2a

x=q
El grifico de My estd representado en la figura 40.
Problemas 164-167. Construir el grifico del momento torsor

§ 2. Tensiones tangenciales, a-f:gula de torsion
Yy energia potencial de la deformaocion elastica
En el caso de una barra cilindrica de seccién transversal circu-
lar, de diimetro d = 2r, las tensiones tangenciales t en un punto

arbitrario de la seccién transversal, situado a una distancia p del
centro, se calculardn por la férmula,

. Mp
.__-—er i

T 82)

: nrt md? " : 3
siendo I, = 5= =gy~ 0,4 d@ el momento polar de inercia
de la seccion circular.

Las tensiones tangenciales méximas en los puntos mas alejados
del centro wvalen,

M
Tax = w* ; (83)

P
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I, nr? aud®
2

siendo W, = o= =5 = 0,2 @ el modulo polar de la
resistencia de la seccidon circular.
En el caso de barras de seccion transversal no circular las ten-
siones tangenciales maximas se oblienen por la férmula,
M,y
Tmax = L] (8',’-)
W,

siendo W, el médulo de la seccion en la torsion cuyo valor, para
las secciones de diversa confignracion, figura en los corres-
pondientes manuales y en los textos de resistencia de
malteriales.

El dngulo de torsion ¢ en el tramo de longitud I en el que el
momento torsor M permanece constante, se delermina por la fér-
mula de la ley de Hooke,

g M (85)
Gl
siendo I, el eamomento de inerciay de la seccién Lransversal de la ba-
rra en la torsion, que en el caso de una seccion circular es igual a I,
y en ol de otras secciones es diferente y viene en los manuales
y textos de resistencia de materiales.

Si la barra tiene varios tramos en los que M, varia segiin una
u olra ley, entonces el angulo completo de torsion (el angulo de giro
mutuo de las secciones extremas de la barra) se hallard de la expre-
sion,

Gl

La integracién se realiza sobre la longitud de cada tramo y la
suma, sobre todos los tramos de la barra.

En los arboles conviene medir los angulos de torsion desde la
seccion donde se encuentra la polea motriz del drbol hacia los dos
lados.

La formula general para la determinacidn de la energia potencial
de la deformacién eldstica acumulada en la barra durante la tor-

sién es,
g2
T I ALy (87)
261,
La integracién y la suma se realizan aqgui igual que al determinar
el dngulo de torsion. -
Ejemplo 19. Dado: M, a, d y G (fig. 41), consiruir los diagra-
mas de My y ¢ y calcular Ty ¥ U.
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Resolucidn. El momento torsor en el tramo I es M, = —M

El momento torsor en una seccion cualquiera del tramo J7 serd.

M,llz—M+2M—m(2a-—-.t2)=

=M_2—“1(2a_32)=M(2ﬂ—-
a a

r”x:EU i 3M; M'“x;:sa =M; Tmax, = ——

78
Para una seccion cuadrada de lado ¢, Wy = 0,208 2.

m=-2¥ M

(O ECCC ™

d
,;I,J' A %C

e L

D{agmmn de My

i

20, 3?3 3

H”ﬂ I‘

Ma
4, Bﬁﬁr

Fig. 41

d _db
Puest e ¢ = ——, W= 0,208—s = 0,0736 &.
uesto que e V2 1 V

Por lo tanto,

B 5 ot
Tmax, = M ~ 13 6 —- M ) M 34 M

. _—_-11; 15,525,
0,07364° & e =

w, ad d

Como la seccién empotrada izquierda no gira, conviene medir el

angulo de torsién desde extremo izquierdo de la barra.

)



- Para una seccion arbitraria del tramo I7

xy

M (Z:rz ) M (r:: 2 )
— — 3 lday=—| = — 3z, |; =)
ey, GI, S a S pha - Pt

97 LFT
PRI .7 N7 TR [ M. 0 VW1 L M
=2 Gf, Gl Gad Gd'
Hallamos el valor extremo del dngulo gy,
d‘PH_Y: B ‘_ﬂ.f“ (
dr, ~ G,

2ﬂ—-3)=1); Ty = 3-a;
2

a
M (9a 9a 9 Ma
o a_a“—“m(rz): T
2 2
4 Wa , Wa
—— 71 =5 32y — 22,02 J
Para una seccion arbitraria del Lramo [,
; Mz
q:_,n ::(p”x,=2‘x — ai—; '{‘J_"T" = 'P”::,cm;
2Ma Ma
V=L, TG,

Puesto que

1, ~ 0,1404¢* — 0,1404% % ~0,351d, y
4 1 2849
1, 003514 a* '
resulta g, _ =~ (20,37 + 28,49) 2 & — — 48,80 e

La energia potencial de la deformacion elistica acumulada en la
barra torsionada se obtiene por la formula (87),

n

- Wia M* 2z,
U=Upt U= ——j(~—‘~')dx=
1S 21, +2c—‘1,u J\a

Ma (32 . )] oo Ma.
= 114,25 315422 24 118} | A 38 —
Gd* >+ 3 i Gd*

.



Problemas 168-173. Construir los diagramas del momento torsor
My, del dngulo de torsién ¢ y calcular las tensiones tangenciales
maximas tpy,.¢ ¥ la energia potencial de la deformacion U, acumu-
lada en la barra. Resolver el problema 170 en el sistema SI.

168 183

I R

2N w7y (R ;
L (oA g

L udon Lol

(1]
173
M | A M=l 1
. A o i A
;‘-; 4 I '4@
£ 7 d
151 # ~——1 ol

§ 3. Resistencia y rigidez

En el caso de una barra de seccién transversal constante en la
torsién las dimensiones de la seccién se obtienen por la férmula

max M, (88)
[

siendo max M; el momento torsor mdximo en valor absoluto,
Si ademds se plantea la condicién de que el dngulo de torsién

maximo Qupax N0 sea superior al dngulo de torsiéon admisible |gl,

entonces la rigidez de la seccién obtenida se comprueba por la
expresiaon,

I'JVl.m' >

max M,l,

(89)
Gly]

Ilor}

87
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siendo I, la longitud efectiva correspondiente al dngulo de torsién
admisible.

En el caso cuando el dngulo de torsion admisible estd dado en
grados por metro de longitud [¢°], se le debe introducir en la [6r-
n
180

Si se caleula un arbol de seccion constante gue Lransmile cierta
potencial entonces en Jas formulas (88) y (89), en lugar de max M,
se introduce una de las dos expresiones (81) en la.cual por potencia
efectiva N, se entiende la mayor del diagrama de las polencias.

En el caso de barras de seccion circular maciza o anular Wy, =
— Wp Y [lﬂl‘ = Ip.

Ejemplo 20. Dado N, =40 CV., N,=20 CV., Ny;=

=30 C.V.,, n=1000 r.p.m., & = % = 0,6, lt] = 450 kgf/cm?,

[¢°] = 2 grad/m, G = 8-10° kgf/em® (fig. 42).

Determinar ) y d.

Resolucion. Por el grifico de las potencias (fig. 42), la potencia
efectiva resulta N, = 50 C.V.

mula (89) en radianes (¢l =1¢"] ), ¥ congiderar que I, = 100 cm.

Fig. 42

Puesto que el médulo polar de la secciéon anular circular es,

3
Wy % (t—a siendo = % ,

teniendo en cuenta la relacién (81, @), la férmula (88) se escri-
bira asi,

aD® o 71620
16f(1'"°°}> alg



de donde se obtiene,

3T o4 BOnNT y
) Vi R ]/T?P—Na,eé em.
anT]('l—a) 10% 450 087

Puesto que el dngulo de torsion admisible estd dado en grados
por melro de longitud, la férmula (89) se eseribira ahora asi,

F ) i J
1, :1(1 - ‘)>/71 620N, 300 180 ‘
nG g |n
de donde =e abtiene,

L ¥ g 100, a0 T
Dz‘/n_h'zu 100180 5':;\!_,._% 2534 ‘/ N, e
0G| (1 — e') nGle J(1 — ot

g
— 2534 1/# ~ 3,49 cm.
10°.8-10° 20,87

Se deben escoger definitivamente las dimensiones siguientes:
D = 3,64 em, d = 0,6.3,64 = 2,18 cm.

Ejemplo 21. Dado d = 4 cm, 0 =80 rad/s, 6 = 8.10* MN/m?,
[t] = 60 MN/m?, [q] — 2.10°% rad/m (fig. 43).

Determinar Ny (kilovalios).

Resolucidn, De la condicion de resistencia (88), teniendo en cuen-
ta {81, ¢), se obtiene para la polencia efecliva,

- .
Ne< Wy[r]o = :lm.'a[;hn (410" )1 G010 80~
16 ]

2 (60 300 vatins = 60,3 kilovatios.

De la condicién de rigidez (89), teniendo en cuenta (81, ¢),
halhrcmns,

Glo) o G[tp]nd ©_ _ 8410"-2.10n (41077 80
e 321, 32
2 32200 valios =32,2 kilovatios.
Puesto que del diagrama de las potencias (fig. 43) se deduce
N, =HN = -;—Nﬂ resultari gque Ny << 2N, = 2-32,2 = 64,4 ki-
lovatios,
Ejemplo 22. Dado: d = 4 cm, a = 40 cm, G = 8.10° kgf/em?

Y 0o — 1° (fig. 44).
Determinar Tyge ¥ 95 _c-

N<
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Resolucién. Construimos el diagrama del momento torsor
(fig. 44). El angulo de giro de la seccién B respecto a la seccion C se
obtiene de la expresion,

R ﬂ!ll 24’”0‘-___3."“}

=1. — »
Po-c 180 GI, " GI, Gl
de donde se obliene,

M= :((J.!I'_
3-180 -a
4
Puesto que [, ~ 0,1404a%, W, =~ 0,208 &, I, ;i Wy =
atd?

=g~ 0,20, es decir, Wy ~ W, el tramo peligroso seri aquel

M
M M

y y)d<d d A

: 7] — 1

a0 / B A
/)

a —te— @ 2a
magmm de M

i e if L

Fig. 44

donde M, = 3M. Asi, pués,
3M 326 -01404d* 16 G-0,1404-d-16

Tmaxy =

_W_p= 3.180 .and® 150a
. a. iy . 2
810704404416 4 500 xgtion’.
180 .40
El dngulo de giro de la seccion A respecto a la seccién C serd,
e ., 3M-2a180 '
Pu=Fp-cTPi_p= "+ —G}pT"—=
LY Z_?Esﬁ 1°4 2,86° = 3,86".
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Problemas 174-177. Calcular las dimensiones necesarias de las
secciones transversales de las barras de las condiciones de resisten-
cia y de rigidez.

En todos los problemas de este pardigrafo y los siguientes, excluyen-
do los problemas que se resuelven en el sistema SI cuando se da la
magnitud G en el dibujo, se debe admitir 6 = 8-10° kgf/cm?.

i) 175

2 15

[T]=600kgtjem?; [°]=3 grad/m n=hifrpm  [T]=860ktfemt [¢*]=2gradsm
178 17
{M:rﬂmg(-m oI _ _
: ]
J v basg) N
a
[%]=500sgilem® [A=2 groa fim [TI=50muime; G=§-0uufn®s  ()=35°10racjm

Problemas 178-183. Calcular las dimensiones necesarias de las
secciones transversales de las barras y el dngulo total de torsién.
En todos los problemas de este pardgrafo y los siguientes los
valores numéricos de las longitudes de los tramos de las barras se

dan en melros.

178 73 M
M-ElrgEm g 2008m ”
E T W
___1 p / [T —— 04—t — == T —
[2]=800 sgtjom? [T]=40Mnjm? ; C=8-10° MN|m?

b3 kW
304
S
) 5 ]
A,
3 m e
[T]= 600 kgtfem? n=360rpm.;  [T]= 200 hyifem?
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LJ

aJ‘ il ﬁfﬂ’] I—— —3— 3m

1§——
P 1ikg! mg,,my [T]= 250 kgifem®
{(2)=2q0kgifem?

Problemas 184-201. Calcular las magnitudes indicadas en las
condiciones de los problemas.

En el problema 193 la barra AB giva -con velocidad constante
en un ambiente que ofrece resistencia y que origina un momento
reactivo distribuido uniformemente, sobre la longitud de la barra.

En el problema 194 el punto € situado sobre la superficie recibe
un desplazamiento de 0,5 mm.

En el problema 197 el peso @ se desplaza 2 cm.

En el problema 198 las barras A8 y €D son absolutamente rigidas.

En el problema 200 la resistencia técnica de las barras es igual.

En el problema 201 el punto A estd situado en la seccion inclinada.

By i)
yrw § W N N N

(l’ (»JJ L
) %* ) )7

28N 18N

gpmmm‘,-(p'}-ﬁwm Argma? § Tmgy*? nefirp.m. ; m-mﬂgﬁfuﬁm-w?mﬂm 7 Moy 2Tl
186 27
"" 5"" 7 m A
4 A 5l 7
5 e o e o 27 S
AN m_._.. 2 — a3
o1 M7 Toar™? Beel" s Tnae? 3 e ?
188 L M( Medin M S
. F A
77 A = A 4
/ s e
[ am =) 08 06m —=
()= 200mgfiom®; M =73 ¢y <7 =08y, 0B TN M= 7; Trgg=7
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190 /M; My=4dkgim, ‘w# = -

q  sf | Y fu. 5 Sl

i =t EED W "R
/ $ A/

=
2,5 15m

—0,8 0.8 0,6m
93951 My} Tmox =7 =7 w=20rodls  [T]=20MN[m?; G=8-10° MN|m?;
Ng=70 @i ?

194 M Al | M M, M
— M = M, L S 4 1
| '/ = (”( 4 ] - i {c
RS

Fe 1 = e e Bl 21 - -—--L--!

iy =Ymaxg <Fmaigs &:71 "_"‘1:,_
T

Ba_y. Fa_
v g

1

[ BT—]
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§ 4. Problemas hiperestaticos

Los problemas hiperestiticos en la torsion, al igual que en la
traccién y compresion, incluyen sistemas en los cuales las reaccio-
nes de los apoyos y los esfuerzos interiores no se pueden obtener de
las ecuaciones de la estitica.

El caleulo de estos sistemas se realiza empleando las condiciones
adecuadas de la estitica y las condiciones de compatibilidad de los
desplazamientos. Estas Gltimas se basan en la continuidad de los
elementos que forman el sistema y representan relaciones geométri-
cas entre los desplazamientos de los elementos que componen el
sistema.

Si las ligaduras suplementarias (superfluas) son absolutamente
rigidas, entonces sus deformaciones serdn nulas, mientras que si son
elasticas, sus desplazamientos se determinarin a través de las
deformaciones de acuerdo con la ley de Hooke.

Si todos los elementos del sistema hiperestatico trabajan exclu-
sivamente a torsion, entonces los desplazamientos eldsticos se obten-
drin a Lravés de los angulos de torsion. Si parte de los elementos
trabaja a Lorsion y parte a Lraccion o compresion, entonees en el pri-
mer grupo de elementos los desplazamientos se obtendran a Lravés
de los angulos de torsion y en el segundo, a través de las deformacio-
nes lineales longitudinales.

Las ecuaciones de la estitica y las condiciones de compatibili-
dad de los desplazamientos son diferentes para cada tipo de sistema
hiperestitico. Sin embargo, para algunos de ellos, estas condiciones
son de hecho idénticas y pueden ser representadas en forma de ecua-
ciones, en principio, iguales.

Asi, por ejemplo, en el caso de sistemas compuestos por ciertos
elementos rectos unidos axialmente unos con otros, empotrados
rigidamente en sus extremos y solicitados exclusivamente por pares
de fuerzas exteriores torsionantes (fig. 45), las ecuaciones de la esti-
tica constituyen la suma algebraica de los momentos de todos los
pares de fuerzas dados y reactivos respecto al eje geomélrico de los
elementos. Esta suma debera ser igual a cero.

La condicién de compatibilidad de los desplazamientos estard
representada por la suma algebraica de los dngulos de torsion de todos
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los tramos, que en virtud de que las secciones extremas no giran,
también serd nula.

Si uno de los empotramientos de la barra no es rigido, sino elds-
tico, entonces el angulo de giro de la seccién empolrada elastica-

Fig. 45

mente no serd ya igual a cero, sino que serd proporcional a la magni-
tud del momento reactivo. Si ninguno de los dos empotramientos es
rigido, sino clistico, entonces el dngulo total de Lorsion deberd ser
igual a la diferencia delosdngulos de giro de las seeciones empotradas.

Ejemplo 23. Dado: M, d, I y G (lig. 40); oblener tpax ¥ 9

Dia :
0,0453m r

Fig. 46

Resolucién. Ton los tramos I, JT, ITT y I'V los momentos polares
de inercia de las secciones cireulares son:

ad' "
1’;|1=[Ir'—'_.-..'; ‘{ﬂllz-__f-"lll.=1b!”; 1
Dd

e =814,



y los dngulos de torsién,

M (M M2
"=Ter, " T 166,
o MM M) L
T S i 7T '

Partiendo de la condicién de que el dngulo de giro mutuo de las
secciones extremas es nule, obtendremos,

1 1
ppy =—— | 2M - 2 (M7 M) —
@Qr 4+ Qi+ Prue - Pry Glp[ +2(M" + )‘lﬁ+

v, amasd A ol
De aqui se obtiene,

. 2¢
M= 129

1 M =~ 00453 M.

5]

De la ecuacién de la estitica hallamos M" = 3M — M’ =
= 2,9547 M.
El diagrama de los momentos torsores estd dado en la figura 46.
Puesto que,
My, _ 29547 _ .. W,

Y nmr

=~ bLa, e
M, 0,0453 W,  ad

la tensién tangencial mixima ocurrird en la seccién de didmetro 2d
en el tramo J11.
La magnitud de la tensién tangencial se obtendrd por la formula

a (2d)° _8

p ‘i"!_i 4l 4
r,m,x=M=ﬁ;—”.2z5,mmiﬂﬁ1,831—:.
Wi nd na’ a
El éngulo de giro en grades de la seccion A es el siguiente,
oq o Mu2l 180 Q04530 2118082 _ o 5 M
T Gl, n Gnd's TG

Ejemplo 24. Dado: m = 80 N-m/m, M = 400 N-m, a = 0,5 m,
11l = 40 MN/m® y G =8-10* MN/m? (fig. 47); determinar d y cons-
truir el grifico de .

Resolucién. La ecuacion de equilibrio es la siguiente:

M 4+ ma— M-+ M =10
y la condicion de los desplazamientos,
@1 -+ @1+ 9 = 0.
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Puesto que la rigidez de la seccién de la barra es constante, la
altima ecuacién se podrd escribir en la forma siguiente,

M'a—{-m{jxdz-i—(M'+ma)a+(M'+ma—M)a=0,
o

2
de donde se obtiene 3M'a = Ma — 2ma® — m %

2
¥
M =%- (M — 2,5ma) =—;§ (400 — 2,5.800,5) a2 10 N.m.
Introduciendo M" en la ecuacién de equilibrio hallaremos,
M = ;- (2M — 0,5ma) = -% (800 — 0,5.80+:0,5) a2 260 N.m.

Constrnimos ahora el diagrama de los momentos torsores (fig. 47),
del que se desprende que max M, = 260 N.m.

M M M
: / e
@A o m ol
ALCrrr . i
1Y L3 Y " T

* - --/
. T T 146
’”ﬁm'hmml (8 .

Fig. 47
Por la formula
_ad’ _ max M,
R TR

ablenemos,

T ———— 3 3 p—

16 max M, ]/max M, -l/ 260

1 > / —_— 1,72 — =172 —_—
=) 3 1] 1] 400-10°

~3,2107% m=3.2 cm.
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Hallamos los angulos de torsion,

2
- mx
{ 5 Mz+ =5
=\ (M 4+ mz)dz = ——«—;
Pry al, (M + mz) ar,
0 2
Ma+T% 100054 L 80025
g =0 q ¢ = & ~~ 0,00715;
x=0 xe=a GI,, 8.10".0,1.3,2" 1078
M 4 ma o .
Y= _ + TJ. Vi _ =P _;
M’ a 4 ma® 100-0,5 + 800,25
—— —_— =0T =
e =¥t G T810%.0,1 3210
Mz

= 0,00715 + (,00835 = 0,0155; ¢ppy, =

Warr

x=a

=61, 81050132

3 =)
H [me_:“ \

GI,
Ma 26 -10%-50

0,0155.

Construimos con los resultados obtenidos el diagrama de los

A
l/ T

o | M
L E A/
ahin

& (i

i

_ -:,‘:.;i‘j,ﬁ

I

| Lo

s <

Puesto que en el empotramiento C el momento reactivo M,
el momento torsor en el tramo B — C del tubo serd le

angulos de torsion (fig. 47).

Ejemplo 25. Un tubo de longitud 4a, de
didmetros D y d, estd empotrado en su extremo
inferior C (fig. 48). En la parte superior del
tubo se introduce el extremo inferior de longi-
tud 2a de una barra de seccion circular de

didmetro dy = —12)- = i‘% El extremo infe-

rior B de la barra se empotra rigidamente en el
tubo y el extremo superior E del tubo, en la
barra. Alrededor del eje geométrico del siste-
ma, en la seccion extrema A de la parte sobre-
saliente de la barra actia un par de momen-
to M y sobre la seccion superior E del tubo,
un par de momento 2M,

Determinar Ty,.x, en la barra, Tyux,, en
el tubo y qa_c, si se conoce el valor de G
del material de la barra y del tubo.

HResolucidn. En el tramo A — E de la barra
el momento torsor es,

ﬂiﬁ[m =M.

3M,
3M.
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El zistema hiperestitico constituido por la barra y el tubo en el
tramo B — E se somete, en sus extremos, a la accién de los momen-
tos 3M. De la ecuacién de la estatica se obtiene M; + M;; = 3M,
siendo M, el momento que se transmite por la barra y M;; el que
se transmite por el tubo. ;

De la condicién de compatibilidad de los desplazamientos se dedu-
ce que los dngulos de torsién de la barra q; y del tubo ¢;; en el tra-
mo B — E serdn iguales, es decir,

M}Zﬁ__MnZd

GIDI - G[Fn '
de donde se obtiene,

My = M, Lo

P1
Introduciendo este valor en la ecuacién de la estéitica hallaremos,

M,(1+ﬁu)=3M 6 MM . g 3M
!Dl 1+[Sl4 ‘l_l.._I‘lL
!Pl I}In

Puesto que,

adh ab* 167d}
) £ :3_; . ¥ Ip,= e (1 — o) = N (1 — 0,84 ~ 9,451,
resulta,
M
My =—~028TM M=~ 2,7T13M.
=7 19,45 ¥y I
Las lensiones tangenciales mdximas serdn:
. M 16M M
en el tramo A — £ de la barra, Tmax, = W,; = 5,09 a en el
tramo B — € del tubo
Tasy == I = ;gM A~ 0,636Tmax, — 3,24 %
T U—ay TNioxe
16 1
El dngulo de giro de la seccion A respecto a la seccién C es,
M M2
Pamc=Pa—E+ Pr_p + Pp-c =+ 0,287 == |
G!m "M
fu o8 gsi Ma o5 Mal
G-9,45 -1, GI,, Gdj
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Problemas 202-221. Determinar las magnitudes indicadas en las
condiciones de los problemas.

En los problemas 216-221 se debe considerar que E =
= 2-10° kgf/em® y G = 8-10° kgf/cm®.

En el problema 215 los tubos cilindricos estan situados concén-
tricamente con cierta holgura y se empotran rigidamente el uno
con el olro solamente en sus extremos.

202 20

o M M s Ly 100

} 4‘; {{ y I ]M?ﬂk{ﬂ{'ﬂl 4 f [
E e h i
1 | s r 1 ) ol |
te— 0 — 0 ——t— 00— e 0], B == §im == 1, B0 48—

(€1 d-2; g7 (B)=500kgHan?; d=7; =7
204 03

L 1 as LUd —

u”‘”**‘”f' IA’” 43;\4 7 1 Bpx60 L
Lol ot ot -4 N v

t 0 4m ==, lm = ﬂamw—-mm—-‘

8 —~,

(%)= 60mkgtem?; b=7 ¢f=? (T)=40MNIm? ; G=8-10°WMNJm; M=7; g 21
208 7
N ue” T E‘ | ot 730
1 = ’Z‘ i o I I
| L ~
' L2m ————==0%m —0.8m —--—ggm 9,
[T]=150kgMfem?; M=2; g)=7: U=? Trmax=?i IPA ?
28
M-S0kgh M = #ﬂr M=4gowm
1 ! A | # t ’1
. x‘ / %1 ,Ji ) :
#mi—_ﬂm*':ﬂﬂm_'“l E'|'-‘:"-""T'—Ef m-=t——{fm—=
Tmax=?i 'ﬂ:=? B=8-10Mm?; Ty = 7; e=7
. M 4 n1
1 A" o .
) 7% I KA
———=re—0
(":u:'n-w:‘m]mm; b=? (T2} g = 200K9Hem?; (Ta)imga™?

100



212 M 213
5 1 / - m=2kgf-mim o m
a5 edadel
s | )3 ! A
I
T O T 7 I ’ i ——

[T1=20MMm2; G=8-10%NIm?; M=7; p,=?

M=120Nm

[TI=10MMfm2; G=B-10%NI?; d=7; g7

A

G=04E; ng;f 7, Op2? TEA

218
E
s Medkghm
'u'
[ " 1
o o=t
i~ R 8M —— =Bl =G

[T]=250kgfem?; d=7: #=?

1’,J ;IF}: I,J....,I,”j &

i
=7
8K 2,3t~

rmm, 767 %s ':“:f? 7
Fiem

=,

2 )
‘Y‘ A o
o I |
; M .I
P 4 r’
’ -
1 N |

LA

i C=04E; Tmor=Ts ﬁ;n-q lfa'?

~—a,
ad’
F=54
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oy=125-107
Aly=B0°C; Tmae=73 6,775 Pt

T 7@ gl s ?
by P P

VIII. FLEXION RECTA
TRANSVERSAL

§ 1. Fuerza cortante y momento flector

La fuerza cortante y el momento flector se determinan por el
método de las secciones.

La magnitud de la [uerza cortante (), en una seccion arbitraria
de la viga es igual a la suma algebraica de las proyecciones de todas
las fuerzas exteriores (concentradas y distribuidas), que actian
sobre la viga a uno de los lados de la seccion en cuestion, sobre uno
de los ejes centrales principales de inercia de la seceidn.

La magnitud del momento flector M, en una seccion arbitraria
de la viga es igual a la suma algebraica de los momentos de todas
las fuerzas exteriores aplicadas sobre la viga, a uno de los lados de
Ia seccion en cuestion, respecto a uno de los ejes principales centra-
les de inercia de la seccion.

{ Se consideran positivos o negativos los valores de () v M segin
correspondan o no a las direcciones indicadas en la figura 49.

Si la carga distribuida se termina antes de llegar a la seccidon
que se analiza (fig. 50), entonces se la puede sustituir por una fuerza
concentrada numéricamente igual al drea del diagrama de la carga
y aplicada en la seccion que pasa por el centro de gravedad del
drea del diagrama de la carga distribuida.

En el caso de cargas que varian linealmente, las dreas y las
posiciones de los centros de gravedad de las partes separadas se obtie-
nen muy facilmente por las conocidas formulas geométricas. Si la
carga varia segiin una pardbola cuadritica ABC (fig. 51), entonces
conviene tener en cuenta los resultados siguientes de la geometria
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analitica. El drea de la parabola ABC es % 1h; el centro de gravedad O
de este area descansa sobre la vertical BD; el area del segmento para-

bélico FB’E% l,hy su centro de gravedad Oy se encuentra a una distan-
f
Qk g njﬂlfm
)] @) m. .

x -

Fig. 49 Fig. 50

cia %E, de la vertical FH; el area de la mitad de la pardbola ABD

v DBC es 2

3 h = — lh, su centro de gravedad O, se encuentra a una
2
8

distancia

M.[h- N.ih.

= 13—{, 1 de la linea BD y el direa del tridngulo rectén-
.
L ¢
71 8 —~ 7
— :
‘1‘5__ +UJ £ ‘LHG

|
= |/ -~
£

H

L h)
3 . E_T %
T
N S TR [
A e ==t
Fig. 51
gulo CBG de hipotenusa parabdlica BC es :;_ L} ho= —:}l h, su centro

1 1
de gravedad Oy se encuentra a una distancia —

I
T —-g-fde la verti-
cal C6.

Se puede recomendar aproximarse a la seccion por el lado de la
viga que estd menos solicitado y construir primero el diagrama de
@ y después el de M.

De la definicion de @ y M, de acuerdo con la regla de los signos
admilida, se desprende que en el caso de vigas de solicitacién y apo-
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yos simétricos, el diagrama de la fuerza cortante serd antisimétrico
y el diagrama de los momentos flectores, simétrico (fig. 52, a).
En el caso de vigas antisimétricas, al revés, el diagrama de las
fuerzas cortantes serd simétrico y el de los momentos flectores,
antisimétrico (fig. 52, b).
De Ia definicion de @ se deduce que en la seccién donde se aplica
una fuerza concentrada, en el diagrama de la fuerza cortante, deberi
aparecer un salto brusco de mag-
a) ; ; ; T ;
P p p a n‘ltud igual a la de la fuerza exte-
A rior (fig. 52, a y 52, b).
| ! De la definicién del momento
I

i 77 flector M se desprende que en la
| i o prende q
¢ I el U e e seccién donde se aplica un par

& BT _'-m'g;mmaldeg i ¢ de fuerzas, en el diagrama de los
ol I ALY T momentos flectores, deberi apa-
} iﬂfﬂfj‘)‘mmg de M el e recer un salto brusco de magnitud
o I ! T igual a la de este par de fuerzas
i ; [RUNINRALY exterior (fig. 53).
5| 'i|"i‘.'|"+l|il|!“ T Iin el caso de vigas que no estin
solicitadas por pares de fuerzas
Mﬂ Mg Ma
—in— a‘.b
B P g arb J
i 7 7] & S
I
-4_5- i tp é e O b -—j
' ! ! Diagrama de l |
ol el - e,
Uesy | Diggrama e Y I A T TD T & 7%
o |IET S | , R s |
wim} T N ; e e M |
| . s | |
p | Diagrama de M | Sl f];, & | :
Sler®n | 37| o
i} ~g= AR
- Fig. 52 : Fig. 53

distribuidos que originan flexién, al construir los diagramas de
@ y M, asi como al comprobarlos, se debe emplear las relaciones
diferenciales (90) y (91) entre M, ¢ y q y las que de éstas se deducen,

Gl (90)
dx

_dQ &M o1

1= @@ 8%
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Deducciones esenciales de las relaciones (90) y (91):

1. La fuerza cortanle se interpreta geométricamenle como el
tangente del dngulo entre la tangente al diagrama de los momentos
flectores en la seceion dada y el eje x (eje de la viga) y la intensidad
ile la carga distribuida, como el tangente del dngulo entre este mismo
eje y la tangente al diagrama de la fuerza cortante.

2, Si las funciones de variacion de las cargas distribuidas son
algebraicas, entonces en cada tramo de la viga, la funcién de la
fuerza cortante seri un orden superior al de la funcién de la carga
distribuida en este tramo y el orden de la funciéon del momento
flector, una unidad guperior al de la funcién de la fuerza cortante.

3. Lin la seceidn de la viga donde la fuerza cortante es igual a cero
el momento flector tiene su valor extremo y en la seccién donde la
fuerza cortante sibitamente pasa por su valor nulo, el grifico de los
momentos flectores pierde su monotonia,

4. En la seceion de la viga donde la fuerza cortante varia sabita-
mente, pero no pasa por el valor nulo, el diagrama del momento
flector tiene un pico.

5. Si en toda la longitud de la viga, o en una de sus partes, el
diagrama de las fuerzas cortantes es antigimétrico, entonees en el
correspondiente tramo el grifico de los momentos flectores sera
simélrico y viceversa.

G. 1in cada tramo de la viga la variacion de la magnitud del mo-
mento [lector entre dos secciones cualquiera es igual al area del
diagrama de las fuerzas cortantes entre estas dos secciones®,

7. Si el eje 2 estd dirigido hacia la izquierda desde el extremo
derccho de la viga, entonees

dM

Q=—.

8. La convexidad del diagrama curvilineo de los momentos
flectores va dirigida al encuentro de la carga distribuida,

IZs 0l tener en cuenta que en la seccién transversal que coincide
con el eje de simetria de la viga, la fuerza cortante (fuerza antisimé-
trica) es igual a cero y en la seccion que coincide con el eje de antisi-
metria de la viga, el momento flector (momento simétrico) sera
ignal a cero. Si en el eje de simetria sobre la viga aclia una fuerza
concentrada exterior, entonces las fuerzas cortantes en las secciones
a la izquierda y a la derecha del eje de simetria serdn numéricamente
igunales a la mitad de esta [uerza.

Construccién de los diagramas de @ y M partiendo de sus ecuaciones

Ejemplo 26. Dado: M; -~ 2 1f-m, My = 12 tf-m, ¢, = 2 ti/m,
ga = 4Uf/m, P=121t,a = 3m, b — 2m,c = L m,d = 4 m (lig. 54).
Conslruir los diagramas de ¢ y M.

* Siempre y cuando no acldan sobre esle Lramo pares concentrados exle-
riores (N. del T.).
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Resolucion. De las ecuaciones de la estitica hallamos las reaccio-
nes A y B en los apoyos como la suma de los momentos respecto
a los apoyos derecho e izquierdo:

A+ b+c-}—d)—q;b(-g-+c+d)—Mz+Pd—f}zd%=0$
A10—2-2.6—12 + 12-4—4-4.2 = 0; 4 = 2 tf;
Batetbta—gd(Eretota)tPetbtat
+ﬂ!2—q,b(—2b- +a)=0;
BA0—4-4.8 +-12.6 +12—2.2.4 = 0; B = 6 tf.

Para simplificar las expresiones que determinan @ y M, anali-
zamos las partes izquierdas, cuando las secciones se encuentran en

2tfm, 4tfm

Fig. 54

los tramos de longitud a y b, y las derechas cuando se encuentran en

los tramos ¢ y d
0Ly < m

‘|=.A=2 t[; Mxl:—M|+A.'E]=—2—|—2£,;
M-'l'|=[l':_2 I.f‘l']].;
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M,l_a_3=——-2—|—2-3=4 tf-m;
aL < at b
Qr—=A —g(@m—a)=2—2(m—3) Qrme=s=2 1
ng=‘u+bﬂ5= 2-22=-2 tf;

2
Myy= = My 47— BT = 24 20— — B

anna,,—_s=—2+6=4 tf-m; Mx==a+b=5=
=—242.5—-22=4 tf.m.

Puesto que,
Qy, = — 22, 8=0 cuando 2, =4 m,
resulta que max My,—,=—2-42.4—1=5 ti.m.
0L oy <L d;
Quy=—B 4 qas=—064 4z Qrmo=—06 tf
Quymgmi = — 64 4-4=10 tf;

E
x=—M,+b':c3—q2?3= —2+6-Ta—'—21’§;

Mi—o=—2 t[-m;

Mgy =—2+46:4—2.482=—10 tf-m.
Puesto que,

Qy, = — b6 4 4z,=0, cuando .ra:% m, resulla que
. 3 9
maxMx‘=%=-—2+h-.—2—2-z=2,5 tf em;
d<a, <d+t e

d
Mau:—M1+BIA-“sz(xa—"2')4-1’{3&""1}:
Mimigmi— — 24 6-4—16.2= — 10 tf.m;
.f'/j'x.-=d+¢=5=—2—]—6-5—16-3+12-1=—-8 tf-m.
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Veamos en que secciones M., = —2 - bzg — 223 = 0;

B—3n =0 s=u ]/——’—%il; 1,5 1, 118;

Ty, =2,618 m, x5 =0,382 m.
Con los resultados obtenidos se construyen los diagramas de
Qy M (fig. 54).
Ejemplo 27. Dado: g, I, P = 0,2 ¢l (fig. 55).
Determinar In longitud @ mis favorable del voladizo y construir
los diagramas de @ y M.

2 g
! HHHileTHHnT!

é T

1 1 .:

! = . : 5 | H

T.-_G...:rq; & !_. % = {_.{; .,:

pr—— 1 — i b *I ¢

1 | 3 | ] ] =
2 ! i Diagrama ! de @ 1 ol
Py | =
£ } - | I
=+ o B s il L
=8¢ | i, & — 194 %7[
HiR; 7
S 1.5 A=Y B
Syah |{Hq£ i | L] S
pc 2 r ] | II{_ 'g

! i |£?£qgmmu de M LEL

| H (=
—f—l o=
o i 1

e | |

i

)

1

0,0455qL" 00eS5ql

Resolucidn. Se considera la mas farorable la longitud del
voladizo para la cual el momento flector méximo adquiere el valor
minimo posible. La longitud mds favorable del voladizo se obtiene
de la condicion de igualdad de los valores absolutos del momento
flector en la seceion que se encuentra sobre el apoyo (M) y el
momento flector maximo en el vano de la viga (M pnax).

Puesto que la viga es simétrica respecto a la seccion media,
M pax en el vano ocurrird en la seceion media y las magnitudes de los
momentos flectores M, en las secciones sobre los apoyos serdn
iguales.
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La condicién que sirve para determinar la longitud del voladizo
més conveniente se escribe asi, | My,| = | M | max. Hallemos
ahora los momentos. Las reacciones en los apoyos son:

3 ql
A=B=—P 4 —.
2 + 2

a* L P I —2a
Mapzﬁpa_%; Mm“=—P~2-—-g—8——f-A =
Pl gl (3 ql ) l—2a
=—— - | =P —_———
2 s Tttty )
Pl P 3Pa la
= _f.‘f___‘_._ 7
4 8 2 2
De la condicion | My, | = | M| pyax se obtiene,
3] 2 ]
pa W _ P oF _3Pa_ gl
2 4 8 2 2

0 sea

De aqui se obtiene,

a 1 5P ) ( 5P ) 2r ]
o S 1) S :
l 2 [ ( + I ]/ ql )+ gl +1

ql

3 : . a
Il signo «menosy ante la raiz cnadrada no se considera puesto que T

no puede ser negalivo,
Construyamos los diagramas de Q y M.

P
Ynesle i
Puesto que 7 0,2,

/B4 —
o= VPA =2 01621, b—1— 2~ L(1 — 0,324) — 06761

v A =B=%ﬂ,2qz+‘?2—z=0,8gz.

Como sobre la longitud de la viga actia una carga uniformemente
distribuida, en todos los tramos el diagrama de () serd lineal y el
de M, parabélico. Debido a la simetria de la viga, el diagrama
de () serd antisimétrico y el de M, simélrico.
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En el extremo libre izquierdo de la viga Q = —P = —0,2 ql.
En la seccion extrema derecha del voladizo izquierdo,

Q= —P —qa=— (024 0,162) gl = —0,362¢l.
Sobre el apoyo, en el diagrama de (), aparece un salto brusco

debido a la reaccion A. Por lo tanto, en el extremo izquierdo del
vano la de viga obtendremos,

Q = 0,362¢1 + 0,8¢1 = 0,438¢L.
Al acercarnos a la seccion media de la viga por la izquierda
Q = —0,2¢1 + 0,841 — 0,5¢1 = 0,1¢L.
Con los valores obtenidos se construye el diagrama de ¢ (lig. 55).

En el extremo izquierdo libre de la viga el momento flector es
M =0 y en la seccidn sobre el apoyo,

My ~ — 0,291.0,1621 — 22 (0,1621)* = — 0,045591%
En la seccién media,
Mpax = | My, | = 0,0455q22.
El valor de z, para el cual en el vano de la viga M = 0 se abliene

de manera signiente.
De la semejanza de los triangulos hallamos,

2

Qoo —Otgd 2 7
0,438 —04q1 b
2

._.‘1‘0

Qe —0Jgl 03381 —a,
0,338¢. 0,338

es decir,
O, = (0,438] — z) q.

El drea trapezoidal del grafico de Q de altura z, es igual a la
variacién de M al pasar de la seccion sobre el apoyo a la que se
encuentra a una distancia z, del éste, es decir,

Eﬁ%ﬁ__&-_ -z = 0,0455¢1

o
(0,438¢ + 0,438! — x,) zo = 0,091,

de donde se obiene,
25 — 0,8761zy 4 0,091 =0
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zo=1 (0,438 = /0,438% — 0,091 )=1 (0,438 + /0,101 ).

Puesto que z, no puede ser mayol que —g— = 00,3381, a las condi-

ciones del problema satisface solamente la raiz z, = [ (0,438 —
—1/0,101) ~ 0,1221. Con estos
valores se ha constituido el @ P Lp

diagrama de M en la figura 55. A i Ta gc
Ejemplo 28. Da.do: P’. a 3@:;0 i . S—

(fig. 56, a). Construir los dia- 2 I p p :

gramas de Q y M. Al Ir JL Ig
Resolucién. Puesto que en -

la seccion B que pasa por la 9 P o 8 .

articulaciéon flotante el mo- A* l,

mento flector es nulo, la viga
puede ser descompuesta en
dos (fig. 56, b): la izquierda
AB y la derecha BC, en for-
ma de voladizo.

La primera en su extremo
derecho B se apoya sobre el
extremo libre B del voladizo.
Estas dos vigas se pueden con-
siderar por separado (fig. 56, ¢).
En la viga AB las reacciones
de apoyoson: A =B =P. La
influencia de esta viga sobre
el voladizo se expresa por la ac-
cion sobre su extremo izquier- .
do de la fuerza concentrada Fig. 56
B = P dirigida de arriba abajo.

En adelante el problema se resuelve por separado para cada viga.

En el tramo izquierdo de la viga AB, ) = A = P. En el tramo
central, § = 0 y en el derecho, § = — P. En el voladizo Q = —P.
El diagrama de  esté representado en la figura 56, d.

En los tramos donde @ = const el momento flector varia lineal-
mente y en el tramo donde Q = 0, M = const. Las variaciones de
los momentos flectores M en los tramos se determinan ficilmente
por las dreas del diagrama de Q. En la figura 56, ¢ estd dado el
diagrama de los momentos flectores.

Problemas 222-270. Construir los diagramas de la fuerza cortan-
te Q y los momentos flectores M.

En los problemas 251, 253, 255, 256 y 260 los diagramas de
@ y M se deben construir para las longitudes mas favorables de los
voladizos a.

B
= N

1=}

=]

g

-

&

=) .-
n|

| il
1., | L
\Diagrama; i de M

—{ P

.3
L. |
1

|
'|r|+‘||' 1

——[ Pa
1
Pa
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En el problema 251 constriyase el diagrama de M sin caleular
previamente las reacciones en los apoyos y las fuerzas cortantes ().

& b}
A -9

274 i
e ga= qebn i
T =~ d1e
- L— ~w 1,
@
226 [

‘EI\ RRRRARRRRR!

I L |

a— s Ii'

il

g —— |=—a- -‘I-—a_-.m_. -
a —h 29

Fasasit) My=M) ; 2) Mp=My § 3) My =M,

a4 &

g : -
g L_w
Ja—a — —h—-

ol iﬁ-_-l-—r.
F}u'bm“fi Zjux:xs.b-ﬂ
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b=
263
P=ga 2
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X1 T PR R IR L]
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o et 7 =] Mo

]
__.g-—..;..l..:_a.,

Construccién de los diagramas de @ y M por el
método grifico

Los diagramas de los momentos flectores y las fuerzas cortantes
se pueden construir también por el método grifico. Este método
es particularmente comodo, cuando sobre la viga actda un sistema
complejo de fuerzas exteriores,

Realizando minuciosamente los dibujos y escogiendo debida-
mente las escalas, el método grifico da una exactitud suficiente
para los edlculos practicos. Este método de construccién de los dia-
gramas de () y M se basa en las conocidas, en la mecanica, propiedades
del plano de fuerzas paralelas y del poligono funicular,
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Al determinar graficamente el momento flector M. y la fuerza
cortante (., en una seccién cualquiera de la viga se debe tener en

cuenta la escala de las longitudes L8 a que ha sido dibujada la viga
(a £ em de longitud de la viga corresponde 1 em de longitud en el
dibujo) y la escala de las fuerzas ‘l a que estd representado el plano

de las fuerzas {a n kgf corresponde 1 em del vector en el plano de
las fuerzas).

Puesto que la distancia polar H en el plano de las fuerzas se
mide en la escala de las fuerzas y el segmento vertical y entre el poli-
gono funicular y la linea que lo cierra en la seccidon en cuestidn
de la viga, en la escala de las longitudes, los valores verdaderos
de M, y (), seran:

M, = y (8) H (n) kgf-cm; Q. = Qx () kef,

siendo @, el vector del plano de las fuerzas correspondiente a Ia
suma algebraica de los veclores de las fuerzas exteriores
que se encuentran a un lado de la seccidén en cuestion
de la viga.

La Jinea (lineas) de cierre del poligono funicular se traza (se
trazan) de acuerdo a las reglas siguientes, teniendo en cuenta el
tipo de apoyo de la viga:

1) en el extremo libre de la viga la linea de cierre es tangente al
poligono funicular;

2) en el apoyo articulado situado en el extremo de Ia viga, asi
como en la articulacion «flotantes, la linea de cierre cruza el poli-
gono funicular;

3) en el apoyo articulado situado en el vano de la viga la linea
de cierre se guiebra (las lineas de cierre que concurren en la seccibn
de apoyo por la derecha y por la izquierda se cruzan sobre ésta),

Si para la carga dada se construye el poligono funicular y se
traza la linea de cierre (lineas de cierre) de acuerdo con el tipo de
apoyo de la viga, se obtendra entonces el grafico de los momentos
flectores.

Serviri de escala la magnitud que indica que a 1 cm del segmento
vertical del diagrama corresponde H (&n) kgf-cm del momento
flector.

Antes de construir el diagrama de las fuerzas cortantes se deben
determinar los veclores correspondientes a las reacciones de los
apoyos. En el plano de las fuerzas, estos vectores se cortan por
lineas paralelas a la de cierre (a las de cierre) del poligono funicular,
trazadas (trazada) por el polo. El grifico de las fuerzas cortantes
se construye desplazando los vectores del plano de las fuerzas a los
correspondientes puntos de la linea de los valores nulos de () paralela
al eje geométrico de la viga. La escala de este diagrama es la magni-
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Ejemplo 29. (fig. 57).

Ejemplo 30. (fig. 58).

17

PSS

i
|
I

|
I
I
I

e ] e
B
de M

!'a.’?!lﬂﬂ

wgram
|
|

T
1
Ly
]
}
|
Ll
|
I
~t
|

Imiy
§

o~
| — L -l
- = =
i e
T )

“TIT]

treny
i

i

|



Ejemplo 31. (fig. 59).
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jemplo 32, (fig. 60).
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Fig. 60

118



Ejemplo 33. (fig. 61).

|
Diggrama

Fig. 61

tud % que indica que 1 em de la longitud del segmento vertical del

grafico corresponde a m kgf de la fuerza cortante.

Cuando sobre la viga actiia una carga distribuida, ésta se divide
en partes por lineas perpendiculares al eje geométrico de la viga,
El drea de cada una de estas partes se representa por un vector apli-
cado en el centro de gravedad. Con estos vectores, correspondientes
a los de las fuerzas concentradas, se construye el plano de las fuer-
zas y el poligono funicular. El diagrama poligonal de M obtenido
se corrige trazando una curva inscrita en el poligono y el diagrama
escalonado de @, trazando una recta o curva (segiin sea el orden de
la carga distribuida) que pase por los puntos de los segmentos hori-
zontales del diagrama escalonado que se encuentran enfrente del
origen y el extremo de cada parte del drea de la carga distribuida.

Cuando sobre la viga acltiian momentos concentrados M, éstos
se sittian en el diagrama de los momentos flectores en las secciones co-

rrespondientes en forma de segmentos verticales de longitud y =Fn§n).

Para coincidir con el método analitico, al construir grafica-
mente los diagramas de M y Q consideraremos magnitudes positivas
los segmentos verticales que se encuentran sobre la linea de cierre
del poligono funicular en el caso de M y sobre la paralela al eje
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geomélrico de la viga que se interpreta como la linea de valores
nulos de @, en el caso de Q.

Si acordamos acercarnos a la seccién de la viga en cuestion por
la izquierda y ubicar los vectores de la carga sobre el plano de las
fuerzas en este mismo orden, entonces, para obtener en los diagra-
mas los signos de M y @ admitidos, sera suficiente situar el polo a la
izquierda del plano de las fuerzas.

En los ejemplos 29, 30, 31, 32 y 33 se ilustra el método de cons-
truccion grafica de los diagramas de M y Q para vigas de diversos
apoyos y con diferentes cargas.

Problemas 271-275. Construir graficamente los diagramas la
fuerza cortante ¢ y del momento flector M.

il 2L
T g M=2 75t fm My=hitrm a3t P =8:f p=4tf
= fm c{ S bl e
H H—lm. _]Jl.-llil._fr*;";f [Fr,-2tfm
§ 1,5m ——= fam '9_ | .
peitr —il = dm————2m = Im ~—
2— B=24f Po=Btf 20
a7 My UL ) Mpebtfm Q400
q W FI””-' I Myslttan Maittin
q .
-‘-J |
- -Uﬂl- um -l.fm.- m ?m__l slmi=-3m == 3m == 7m -
275 g=204Nm M= J05N m

=fm==3m == 3dm 2m=im -

F=20 40
Problemas 276-285. Construir los diagramas de las fuerzas cor-

tantes ( y calcular las cargas que actan sobre las vigas, dados los
diagramas de los momentos flectores M.

277
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§ 2. Tensiones normales y cilculo de la seccion
transversal de la viga
Las tensiones normales en un punto cualquiera de la seccién trans-
versal de la viga en la flexion se determinan por la férmula,
My

T (92)
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siendo M el momento flector en la seccidn transversal en cuestion,
el momento de inercia del drea de esla seceion respecto

a la linea neutra;
y la coordenada del punto en cuestién de la seccion hasta

la linea neutra.

Las tensiones normales maximas de traceion y compresion en la
seceion transversal dada de la viga aparecen en los puntos mas ale-
jados de la linea neutra.

Se obtienen por las formulas,

M, M i
Opax = = el (EH)
I W,
;'1)'. o A!
Tmin = — — = T (9‘}‘)
1 W,
siendo
i v yo las distancias de las fibras traccionadas o com-
primidas mas alejadas, a la linea nculra;
! 5 X x ; w
W,:-u—' y W,—= = los madnlos axiales o ecuatoriales de la seceion
iy 2

transversal de la viga (o los madulos de la sec-
cion transversal de la viga en la flexion)
correspondientes respectivamente a la fibra
traccionada v a la comprimida.

Sioen la seccion transversal,

h
h=l=5,

siendo £ la altura de la seccion (por ejemplo, en el caso de secciones
simélricas respecto a la linea neutra o de secciones cuyo centro de
gravedad se encuentra en la mitad de la altura-seccion del rail),
entonees,
I’Vl:l’vzz W:ﬁ.{_ ¥ U:unx:_umlll—ﬂ_’_-
h W 3

Las dimensiones necesarias de las secciones transversales de las
vigas en la flexion se obtienen partiendo de las Lensiones normales
que se desarrollan en los puntos més alejados de la linea neutra.

En el caso de vigas cuyo material se resiste igual a la traccion
que a la compresion, es decir, cuando [oyee) = [0goml, la [ormula
para el céileulo de la seccion por flexién se escribe en la forma si-
guiente:

w=% (95)
4



siendo W el moédulo minimo de la seccion transversal de la barra
respeclo al eje neutro;

Myax el momento flector miximo en valor absoluto;

layl la tensién admisible del material de la viga en la flexion.

El error en la igualdad (95) no deberd superar el +-5%. Al calcular
la seccion de vigas laminadas, se admiten errores mayores, si con-
ducen éstas al aumento de la reserva de resistencia. En el caso de
vigas de diferente resistencia a la traceion y a la compresion, se
deberan satisfacer las dos condiciones siguientes:

W, — Mmax (96)
[T4rac]
M

Wy — Monax (o7)
|Gcom]

La condicion racional de igual resistencia del material de la
viga en las Tibras extremas de la seccion peligrosa exige que la
seceion transversal de la viga, enyo malerial se resiste igual a la
fraceion que a la compresion, sea simétriea respecto a la linea neutra
v que la seceion transversal de la viga, cuyo malerial ofrece dife-
rente resistencia a la traccion y a la compresion, no sea simétrica
respectoa la linea neutra. Conviene atenerse a la proporcion siguiente:

{C‘mm}z i’i' _ i ) (98)

lalr.'n'_' H”'.! o U

is de la condicion de resistencia, la viga deberi ser también
ceonomica. "

Puesto que la resistencia de la seceion transversal de la viga en
la flexion se determina por la magnitud de su madulo de la seccion W
y el peso de la viga es proporcional al drea de la seccion transver-
sul £, el grado de economia de la seccion transversal de la viga se

puede valorar por la fraceion & =

7 que se denomina mddulo
unitario de la seccign. Cuanto mayor sea esla [raccion, para dreas
iguales, tanto mas econdmica sera la seccion.

Ejemplo 34. Dado: ¢ — 11 kgf/em; 2 = 1t/ = 4Am; e = 1 m;
lo;l = 1600 kgf/em® (fig. 62).

Caleular las dimensiones necesarias de la seccion circular, cua-
drada, rectangular y de doble te (laminada); la relacion de los pesos
e estas seeciones; la tension normal en el punto A indicado de la
seceion situada debajo de la fuerza, en el caso de la viga de seecion
de doble te,

lesolucion. Puesto que la viga es simétrica respeclo a la sce-
cion media, el momento flector maximo ocurrira en esta seceion.
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El grifico de los momentos M originados por la carga distribui-

da es parabélico con el miximo My,y, = %'y el diagrama debido

‘d r a Bl
10, 1[e JJQH&.&J ﬁ_:

| - \‘r_m' I E;‘l”'q?i]

Fig. 62
a las fuerzas concentradas M, trapezoidal con el miximo My, =
= [’c. Por lo tanto, P
2
J"Imux=-g-é-2-——]— Pc=.1‘174+ 1.1=32 tf.m.

Por la [érmula (95), el modulo de la seccion necesario resulia,
_ Mpax_ 3,2:10°
T o] 16-10°

1, En el caso de la seccién circular,

i
W, =% _ 200 em® d— |/6‘m°s
32 I

1% — 200 em®.

— 12,68 em; r=%z_ 126,8 cm?,

2. En el caso de la seccion cuadrada,
a . ——
Wy = <-=200 cm’ a="200-6=10,63 cm;

F = a* ~ 113 cm®
3. En el caso de la seccién rectangular,
2 3 Lo
Wy P = ® 200 em®% k= 2400 —13,39 em;
6 12
hz
F=bh= ?=89,6 cmz.

124



4. Por la tabla del surtido de vigas doble te hallamos: para el
N°20, W = 184 em® y para el N°202, W = 203 em®.
Comprobamos la viga N°20,

Ml'l‘lﬂx o ﬁ!mﬂt
ﬁmax“[af]1ﬁ0= Waa 20 w 100 = W_WMED100=
(o] max Waa 20
w
—200—184 0, 5.7% (sobretensién).
184

Puesto que la sobretensién es superior al 5%, el perfil N°20
no vale.
Comprobamos la viga N°20a,

"’“‘“4-_[0’]100% W — Wyt 10005 —

[oe] Vu 208

_ 20020*3_‘303 400% = —1,5% (sublension).

Admitimos pues, la viga N°20°, para la cual F, = 28,9 cm?, el
momento de inercia respecto al eje neutro es / = 2 030 cm?® y la
altura k= 20 em.

Puesto que el peso de la viga es proporcional al drea de su sec-
ci6n transversal, la relacion de los pesos de las vigas serd igual a la
de las areas de sus secciones.

Considerando el area de la seccidn circular igual a la unidad
obtendremos: Fy: Fy: Fy: Fy~1:0,89:0,71:0,23.

Asi, pues, la viga de seccion doble te, incluso siendo excesiva
su drea (se admitio una subtension del 1,5%), es aproximadamente
4,4 veces més ligera que la viga de seccion lransversal circular.

Hallamos el momento fleetor en la seccidn de la viga, en el
lugar de aplicacion de la fuerza,

; ql qc* 11410 1,11 9,3
M=—¢c— "4 Pe="——— 2 1 14="21Im.
2 2 T 2 2 + 2
En el punto A de esta seccion, donde y = -%— = 5 cm, la tension

normal es de compresién (la viga se flexa hacia abajo) y se obtiene
por la férmula (92),

5
. . L ST kgl/cm®.
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Ejemplo 35. Las tensiones admisibles del material de la viga
de seccion 11 (fig. 63) son: lol — 3 lagl. Dadas las dimensiones
b--20cm y t—1 cm, determinar la altura racional 2 de la seccion.

Resolucion. Scea el eje z la linea neutra v 2y y ks las distancias
a las fibras extremas.

Fig. 63

Particndo de la condicion de nn aprovechamicnto racional del
material (98) (condicion de igualdad de resistencia de las Tibras
extrenas) oblendremos,

by o] 1
by o] 3
: k 3
Puesto que, By <} ho - ko resulla &y 5 ¥ hy = — h.
: i

Comao la linea neutra z es un eje central y, por lo tanto, el mo-
mento estitico del drea de la seccion respeeto o la linea nentra
seri igual aocero, es deeir,

Sre —-(h—li.f).‘_’!(% —!)-1'-2.’1{({—_: _%)Z

= —36 (-’-‘- - I)_;. B
4 2

<
De aqui se obtiene,
P18 T2=0 y h=9+19=9+ 1.

Por lo tanto Lo altura de la seccion deberd serigual ah = 12 em 6
ah foem.

Problemas 286-306. Determinar los madulos de las secciones
W. (z es un cje horizontal central) transversales de las vigas. Esed-
janse para el problema 306 las dimensiones correspondientes al
problema 301,
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AW,

G

238

lif
=1

VIB0x 180X 18
e

v 2001200115

il 11

l Ja®

T
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Problemas 307-313. Determinar las tensiones normales en los
puntos de las secciones transversales de las vigas (los punios y las
secciones estan indicados en las condiciones de los problemas).

dug LR

120%20

fE.EED]TLUIEﬂ% Iww
il — b= dm —

— - iflpg — --4 ——crmm- —
K7 109/ & e,
-’mﬂ"-

g2 A !

Omor* Op Bapy™7

128



Notaciones:
Omax tensiones normales maxima y minima en la seccion peligrosa,
min
max04 lension normal en el punto 4 de la seccidn peligrosa,
Oam, lensién normal en el punto A de la seccién mn,

v peso por unidad de volumen del material de la viga.
Problemas 314-329. Calcular las dimensiones necesarias de las
secciones transversales de las vigas.

En ¢l problema 319 se debe determinar el nimero necesario de
harras de seccion rectangular dada, situadas paralelamente.

in el problema 325 se debe hallar el niimero del perfil de las
vigas doble te correspondiente a la posicion mas desfavorable de la
carga movil.

Iin los problemas 327328 determinar respectivamente las
dimensiones & y k partiendo de la condicion de igual resistencia de
las libras traccionadas y comprimidas,

3tk k]
M=0,3tfm A sost! M=2tlm p-air .
——iMm— s '
[a)=100kg1fem? !
315 317 d=080

Mﬂfm M=t fm = -~

1 L Q'Eﬁtf{‘ r B
fi”hnm i1 I W‘F_l"i‘}_ .@T
il= 2m - im L?m-rx-——jmj-s.}g% -1

¢ [ <1000 kgt fem?

Ftitf] []= 1600 Kgtfem?

48 413
q-.’.j‘é{ Pegiti

- oo
~Imt i — -g?»:— M

(o) shigtfon?

321
i -2__-_ Me3tfm if
27

— i, [

[6]= tsgoxgtlom?  tsin~t——3m ——Lim~{ [o)=In0ngtfem?

H—615 129



a2 MBIk =

g=20kNjm Q=20Kim| P=20KN g
P I I ‘%[[[
Tl EY i
LR e = 2
[a)=160Mm? [a]= 150 1fm

24 g-= 55?:me
lP, M,ﬂ»rrﬂm P H X
"
@Q?
o —--Em--—- ;
P=268KN [a1=10MN/m

IT

o ) (a)=1500 kgtiem?

Brrad 00t gl 000K Hfem? |7

328

f 1 a,

LS s e

0}

RXETIRIN) Aees

; . (I
18m 0.8m o

fa

i
i 300gT M3 {6y =000 hyHom? @

[ﬁm-,J 2 [Bpradd

Problemas 330-342. Determinar fas magnitudes de las cargas
admisibles¥que actian sobre las vigas de las dimensiones dadas.

330 20em
g=400kgtfm

ip lp P
8 [EERRRRERIN
ﬁj"’l"ﬁ”l—’m—% OB AN »’—’“% [o]=10g kgtfom?
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4dz 80, da3
P P
kgm =—gm —---12,,J-<- --ﬁw—#u a L—
[61=100kgffem?

' [Gj#ﬁﬂﬂﬁgr‘fcmz.

334 J38
Pl q=06tm  Nioa q=200kgifm N2k
EEEEREE] Nl i

REEREN INREERE) ]:

st ﬁ, Ay p a‘% 4
| | 4
—lm—=—4m [

G1=1600kg1Jem® - i 1<-2m-==-2m->=! tmi—
[61-1upakgtfem®

451 M
125 (8)
—Zm - m ar
[G]= 160 MmN m?
348 N33 339 I R )
q § 1l
TIERRRREEE I’.H__]E a«ﬂm‘nm_%
A 2 2 )
I e lm—=d=2m= [G]=150MN/m? [61=160 MN[m?
E=4tf  P=4tf
L i—-?ﬂ
1
L 4]

I Im
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§ 3. Tensiones tangenciales. centro de flexion
y comprobacion de la resistencia de las vigas por
tensiones tangenciales

En un punto arbitrario de la seccion rectangular de la viga
(fig. 64) la magnitud de la tensién tangencial se determina por la
formula de D. Zhuravski,

=—?-£, (99)
bl
siendo @ la fuerza cortante en la seccion en cuestion,
S=?(7 — y‘) el momento estilico respecto a la linea neulra z
4

de la parte de la seccion que se ecuentra a un lado
del nivel y, donde se determina la tension tangencial;
b anchura de la seccion;
bh? . . . 5
I= 1—2—cl momento de inercia del drea de la seccion respecto
al eje z.
Las tensiones ltangenciales maximas resultan en los puntos de la
linea neutra. Estas valen,

30
et i 1
e (100)

siendo /7 = bh el drea de la seccién transversal de la viga.
Por la férmula (99) se pueden caleular, de manera aproximada,
también las componentes de las tensiones tangenciales perpendicu-

Timax =

Y
T
g M O )
ol
~—b—=
Fig. 64 Fig. 65

lares al eje neutro, en el caso de vigas de seccidn no rectangular,
entendiendo por b el anchodela seccion al nivel del punto en cuestion.
Las tensiones tangenciales resultantes en los puntos del contorno
de la seccién estin dirigidas tangencialmente al conlorno y en los
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otros puntos de la seccién, inclinadas hacia el plano de accion de las
fuerzas.

Hallar exactamente las tensiones tangenciales en vigas de una
seceidn cualquiera es muy complicado. La determinacion aproximada
se basa en suposiciones arbitrarias sobre la direccién de las tensio-
nes langenciales dentro de la seccion.

Yara vigas de seccion transversal en forma de perfil abierto de pare-
des delgadas (fig. 65) se admite que las tensiones tangenciales se
orientan tangencialmente a la linea media de la pared de la seccion
y que normalmente (f) a esta linea, se distribuyen uniformemente.
La formula gue determina la tensién tangencial es, en este caso,

=0 (101)
u

siendo S el momento estalico respecto al eje neutro z, de la parte de
la seceién que se encnentra a un lado de la normal ¢ a la linea media,
al nivel y del punto en cuestion.

Si la seccion de la viga no es simétrica respecto al eje central
principal y perpendicular a la linea neutra z, entonces aparecen ten-
siones langenciales que originan en esta seecién un momento torsor.
Para que desaparezea la lorsion de la viga, la [uerza cortante se
debera aplicar no en el centro de gravedad de la seccién, sino en el
punto denominado centra de flexion.

Para una forma cualquiera de la seceién transversal de la viga
la delerminacion de la posicion del centro de flexion representa
erandes dificultades. En el caso de una seccion de paredes delgadas,
simétrica respecto a la linea neutra z (fig. 65), el ceniro de flexion
so ubica sobre el eje z y su distancia al eentro de gravedad de la
seccion s,

(s
ye— | 2 di 10
e J 7P (102)

siendo p el brazo del esfuerzo elemental tangencial tdF respecto
al centro de gravedad de la seccion;
F el area de Loda la seceidn.
Si el espesor de la pared del perfil ¢ es constante, entonces la
expresion (102) adquiere la forma siguniente:

- !L j §* ds, (103)

siviido ¢ el momento de inercia del arco de la linea media de toda
la seceion respecto al eje z;
8% el momento estitico respecto al eje z del arco s de la
parte de la linea media de la seccidn situado a un lado
del mivel gy del punto arbitrario.
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La integracion se lleva a cabo no sobre el drea de la seccion, sino
sobre el arco s. Si el perfil estd compuesto por varias partes de dife-
rente, pero constante espesor ¢, entonces e se podra obtener sumando
las expresiones (102) para eada parte por separado.

La resistencia de la viga por tensiones Langenciales se comprueha
en los puntos donde actian las tensiones tangenciales miximas de la
seccion transversal donde aparece la fuerza cortante maxima Q..
en valor absoluto,

La comprobacion se debe realizar en el caso de vigas cortas, de
vigas de alma delgada y alta, en vigas confeccionadas de material
que resiste mal el cizallamiento y de vigas solicitadas en las pro-
ximidades de los apoyos por grandes cargas.

La formula para comprobar las tensiones es:

QmaxSo

bl <[, (104)

Tmax =

giendo S, el momento estatico respecto al eje neutro de la parte de
la seceion transversal que se encuentra a un lado de la
linea de accion de Tyayx,
by la anchura de la seccion al nivel de la linea de accidn
de Tyax-
En la mayoria de las secciones que se comprueban, T,,,y actia
en los puntos situados sobre la linea neutra.
La tension tangencial admisible [t] se escoge generalinente ignal
a (0,5—0,7) lal. Por ejemplo, en el caso del acero Cr. OC y Cr. 2,
[t] = 900 kgf/em?, en el del acero Cr. 3, [t] = 1 000 kgf/em®; en
el caso de materiales como el pino y el abeto, [1] = 20 kgl/em?®.

Ejemplo 36. Dado: M, = 40 kN.m, M, = 20 kN-m, M, =
=10 kN-m. a =1m, b =4 cm y h — 12 em (fig. 66).
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Determinar o, v T4 en la seccién mn.
Resolucidn. Las reacciones en los apoyos son,

1 M. 40 — )
A=f M ‘_';"ZJ“%: 40 23“”“”:1{1 kN.
il

Los diagramas de O v M estin representados en la figura 66,
30 - 20 i
En la seccionmn, M=—""——"- = =25 kN-m y @ = 10 kN.

a9

Puesto que el punto A se encuentra en la zona traccionada de la
seccion, por la formula (92) obtendremos,

_ 1My
A =" .

I
n el ecaso de una seccion reclangular,
w4120
Pt
12 12

Para el punto A en eneslion

— 576 em®,

_;_:=% =3 em,
por Jo lanto,
25 A0 .00 0 2
_ 25407003 _ 130,105 N/m? =130 MN/m®
576-107°

Por la formula (99) hallamos

. h{}(h? l‘_.) |i(}(hz Iﬁ)_
ASTINE ) W 16

‘ q A0F " o . 2
=20 3 10T . 584400 Nnte=281 MN/m?
8 bh 8 0,04:012

Ejemplo 37. Dado: @ = SUf. b = 12 em, iy = Sem, b Gem
v by = 4 em (Fig, 67).

Construir el diagrama de las tensiones tangenciales convenciona-
les perpendiculares a la linea neutra (por la férmula de Zhuravski).

ftesolucion. Mallemos log valores de las tensiones langenciales
en los puntos 7 de las fibras extremas de la seccion, en los puntos 2
de las fibras extremas de la cavidad, en los puntoz 3, mis alejinlos
de la linea neulra situados en las paredes de la cavidad y, por fin,
en los puntos 4 de la linea neutra z (fig. 67). Para ello recurrimos
a la Tormula (949).
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151 momento de inercia del drea de la seceion de la configuracion
dadla respecto al eje neutro z es
bR bk A 5
_— 0 (6.12° — 4.8 =

12 12 12 3

Para los puntos 7, §; = 0y, por lo tanto, también ,, — 0,

5is
210 em’,

ﬁaagmm de T

by l
I-( ]

1 o
. g _’ g Q Liz) E"f-‘”
T B
o |
£
4
N 7 E z Clu)
=] P 7
— )
L)
S

Para los puntos 2.
Sin i il _‘("‘ (i_l‘__{*ﬁ)zn-zui — 1) =60 e,

2 4
y
(Sa S 10746003
Ty =2 £:10-00-4 ~ 1154 kegliem®
bl G -2 080
Puesto que Ta anchura de la seceion en los puntos 3 es b — by,
S, .
W= 7, el 115,4 E 346.2 kegllem®,
(b —by) b —tn 2
Para los puntos 4 hallaremos,
kn . 9 p o = @
.St,,,_a:z,-{-(b—bn) — =004 2-4-2=706 em
l
y
am 807763

Ty = == —— 2 438,65 kgl/ew®,
(b — by) { 2-2080

Basindonos en los resultados obtenidos construimos el diagrama
de v (fig. 67).
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Ejemplo 38. Dado: una seccién de paredes delgadas en forma de
anillo circular de dngulo central 2¢ de radio de la linea media r
y de espesor constante ¢ (fig. 68).

Calcular la posicién del centro de flexion A.

Resolucién. De la figura se deduce que el elemento del arco de la
linea media del anillo es ds =rdg; el elemento del érea de la pared

4

¥
-—>-|a ~=—z~_-‘
%3 AN
, d
e \

—
—

Fig. 68

del anillo, dF =tds = ride y las coordenadas del centro de gravedad
del elemento del area dF en el sistema de coordenadas central
yoz som:

y =rsen ¢; z=rcos ¢ — a,

siendo a la distancia entre los ejes y e y' que pasa, este (iltimo,
por el centro de curvatura O; de la seccidn.
Determinamos la posicion del centro de gravedad O de la sec-
cioén situado sobre el eje z. Puesto que el eje y es central, el momento
estatico del drea de la seccién serd,

o
Sye=\2dF =2rt § (rcosqp—a)de=2rt (rsena—ag) =),
r o
y por lo tanto,

rsen o

(73

El brazo p del esfuerzo tangencial t#ds respecto al centro de
gravedad de la seccion vale,

sen o
p=r—acosp=r|1— cose |.
o
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El momento de inercia I* del arco de la linea media de la sec-
cion respecto a la linea neutra z es,

o®
I'= J.yzds= 2r j sen” i dip = -g— (20 — sen 2e).
8 o

Ll momento estatico 8% respecto al eje z de la parte del arco
de la linea media de la seccidn, situada a un lado del elemento arbi-
trario determinado por el dngulo ¢ serd,

@
S = S yds=r® S sen ¢ dp = 1" (cos p — cosa).
L 14 L J

Por la férmula (103) se halla la distancia e del centro de gravedad
de la seceion al centro de flexion A,

«
=-1—JS’,[)Q-‘3:—2—-—2'T& j (1 —Se"acosgo) X
r (200 — sen 2a) . o
&

¥ (cos @ — cosa) dg,

o
2r

1 5
.«f:——(sena—2acnsm+—sen“acosa ;
200 — sen 2a 2
La distanecia del centro de curvatura O de la seccion al centro
de flexion A4, es,

2r

e — k= _2 ‘s
200 — seno (qena St

r
a-}e=-—senc |
a

S ) 4(senc — weosa)
+ —sen"acostt | =r——m@8m X XX .

o 200 — sen 2o

Ejemplo 39, Dado: P =4 f, M =2 ti-m, a = 0,5 m, I =
= 4m, [o] = 1600 kgl/em®* y [t] = 1 000 kgf/em? (fig. 6Y).

Determinar el nimero del perfil doble te.

Resolucién. El diagrama de los momentos flectores M se cons-
truye facilmente, sin necesidad de céleulos, como estd indicado en la
figura 69.

En el voladizo, @ = const = —4 tf. En el vano, entre los apo-
yos, () = const < 0. Del diagrama de M hallamos,

AM =2tf-m = —(Q-2 m,

de donde se deduce que, ) = —1 if.
El diagrama de  esta representado en la figura 69. Asi, pues,

Muynx = 2tf-m, |(Jlmu'lx =4 tf.
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Por la formula, hallamos,
w Myax 2.10°

Segin el surtido: para ¢l perfil doble te N°16, W = 109 cm3
y para el perfil doble te N°18, W = 143 cm®.

Fig. 69

Verificamos el perfil dohle te N°16. Tendremos:

S 125
“’“—Mﬂ 100 — [% - 1_) . 100~15% (sobretension).

Verifieamos ahora el perfil doble te N° 18:

. 2
Tuax — 197 40 (1:5 = 1) 100 ~ — 12,5% (subtension).
(o] 143

Fseogemuos el perlil N* 18 para el eual,
M 2.140° T
Opny = Mnax — L 2 1400 kgflem®,
W 143
Segin el surtido 8 = 81,4 em® 1 =1 290 em® y d — (.51 em.
Por 1o 1anto,
"\Jlu.ﬂ‘sl . A0 H_j,_ﬁ
dl 0511290

os decir, el perfil doble te escogido N° 18 es suficientemente resis-
Lente lanto por lensiones normales como por tangenciales.

Problemas 343-351. Construir los diagramas de las lensiones
tangenciales T perpendiculares a la linea neutra (horizontal) en par-
tes del valor maximo T, = T4 para las formas indicados de la
seccion Lransversal de lag vigas.

a2 4956 kgllem® < |7,

Ty =
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Problemas 352-357. Delerminar las tensiones tangenciales
maximas Tpax eslableciendo previamente (donde sea necesarin)
las dimensiones necesarias de las vigas o las cargas seguras corres-
pondientes a las tensiones normales admisibles dadas.

35

(pt]

=440 kgt

2 | W
n %
—= b

My e
-Bam- [6]=100 kgt{em?

; q=400Kgf{m 120020
%ZDI&ILEEDIED( T

|2m | 2m| 13- 2 [Birgd = B0 gHom?
LY [od=1000 kytfem Do) (600 RJTfer?

P=600kgt

T-M ot i

q=600kgt/m
1T

R 3

336 3487
i P=40kN b
M= 3 =B
N o toipim — - _q=10kNjm 7 ‘r;'y_;
e ‘guz L]
= oo o = = 27
ﬁ_@! 2 e 201 -t 211 - | gom

[51- 150 Mfm?

Problemas 358-363. Calcular la distancia e del centro de flexion
al de gravedad de la seccidn (considérese que las secciones son de
paredes delgadas).

140



§ 4. Tensiones principales y comprobacion de la
resistencia de la viga

Ion un punte cualquiera de la seceidn transversal de la viga situa-
da a una distancia y de la linea neutra z, la tension normal o y la
tangencial © se determinan por las féormulas (92) y (99).

El elemento escogido alrededor de este punto y formado por dos
seceiones  transversales sitnadas a una  distancia infinilamente

T
f
T
[ 0
LTI X .
| T 6 T /
| — - -..—1 N T
[ dz—= —T
Fig. 70 Fig. 1

pequeia dz una de otra y por dos secciones longitudinales paralelas
a la capa neulra también infinitamente cerca la una de la otra dy
estd sometido al estado tensional plano representado en la figura 70.

Las tensiones normales o, y tangenciales 1, en el plano inclinado
de la seccion que pasa por este punto (fig. 71), son las sigunientes:

G, = GCos" o — Tsen 2e,

(105)

o ‘
T, = — sen 2 - tcos 2a.



Dos planos inclinados ortogonales entre si son planos principa-
les de las tensiones en el punto dado de la viga cuando,

tga:z:_%'. (106)

Las magnitudes de las tensiones principales o, ¥ o4 se oblicnen
por la expresion,

1 L .
U;=§ (U:[:Vu + 41%). (107)
Las lensiones tangenciales extremas valen
1 a w
Tuuiu: =4 "‘2" Vo© + 417 (108)
min

En la ligura 72 esla representada la determinacion grifica de las
magnitudes y las direcciones de las tensiones principales para las
cuatro posibles variantes de estadog tensionales de los elementos
escogidos de la viga.

Si en una misma seccién transversal de la viga actian simulti-
neamente el momento fleetor maximo y la fuerza cortanle maxima
o M y Q proximos a los maximos, entonces en esta seccion se debera
comprobar la resistencia de la viga, partiendo de las tensiones
principales.

La resistencia por tensiones principales se comprueba solamente
en el caso de vigas cuyas secciones transversales tienen un alma
delgada que se ensancha bruscamente en las proximidades de las
fibras extremas.

La resistencia se comprueba en los puntos donde la anchura de la
viga aumenta sibitamente.
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Las vigas de material plastico se comprueban por la tercera hipé-
tesis de resistencia, es decir por la férmula,

Oy =0 — O3 = Vo® + 41" < [o]. (109)
Las vigas de material fragil se comprueban por la primera hipétesis

de resistencia, seghin le relacion,

0=+ 0+ VT ) <o (110)

El cileulo completo de la resistencia de una viga isostdtica
se da en el ejemplo 40.

Ejemplo 40. Dado: P2 =4 tf, g =3 tl/m,a =08 m, I = 4 m,
lo] = 1 600 kgf/lem® y [t] —= 1000 kagl/em? (fig." 73).

a A {3 8
R ETIITERRRTIRATRI I
x| A
= '-‘.:.:I. 2 _m?'_'"“
et o
el L?;'qyruma ie M g
4tf e :
083m [ sl
el ] .
i
32tfm

Fig. 73

Determinar el niamero de la viga doble Le.
flesolucion. 1. Determinamos las reacciones de apoyo. Oblenemos,

Plath+Lp ;
A 2" 448438

l 4

=108 tf,

q .z 3
2l 48 408

L 4

B=

=5,2 L
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2. Construccién de los diagramas de @ y M.
En el voladizo, 0 < oy < @

Qu=—P=—4l; My=—Pry=—"lz; M,==0;
My=a=—4-08=—32 tf-m.
En el vano entre los apoyos 0 < 2. < [,
Qu=—B4qr,=—052+4 325 Qumy=—252 1
Q1= —524 3-4=0,8 1f,

My, =Bz, — %x;’ =5,2xy — qixi, M= =0;

ﬂf‘._,:; — 5,2 4 — g A = — 3,2 Lf -m.

Puesto que (J, ——5,2 |- 3wy = 0, cuando z, = TZ 1,73 m,

obtendremos, My, = 521,73 —3. 70} 2 4,5 th-m. Para v, =
5.2.2 - >’ 3 _

= ',; = 3,47 m, hallaremos M,, = 5,2 x, — ?rf = (. Con estas

resultados se ha construido los graficos de ¢ y M en la ligura 73.
3. Cileulo de la seccidon de la viga doble te.

Mmilx = 4,5-100 =
lo] 16108 ~

Puesto que M y,ax = 4,5t -m obtendremos, W=

= 281 cm?®,
Por el surtido hallamos el perfil doble te N°® 22a, W = 254 cm?,
v por lo tanto
Tmas — [0] 400 — W — Wz 100 — w.wu -
[o] W 220 :
=10, 6% = 5% (sobretensidn).
Iin el caso del perfil N° 24, W — 289 em?
_ W ) (
Onax [U]‘100= w WJ\; alU’U: "‘81 2’8)
[U’] sz,g 289
~—2,77% (subtension).

Escogemos el perfil doble te N°24, para el cual W = 289 cm?,
I = 3460 cm*, S, =163 cm?, 2 =24 em, b =115 cm, t =
= 0,95 em, d = by = 0,56 em, hy=h — 2t = 22,1 em (fig. 74). Este
perfil doble te trabajard con la siguiente tensién normal maxima en
la fibra extrema de la seccion peligrosa
Mupax  4,5-10°

W 289

100 =~

~ 1560 kgl/em®

Opnax =
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4. Comprobacion de la seccién de la viga por tensiones tangen-
ciales.
Puesto que, Quax — 6,8 tf, obtendremos,
OwmaxSy  6,8-10°.163

= =0 ~ 570 kgffem® < [t].
Tmax = T =0 56.3460 o0 kellem<[1]

5. Construceién de los diagramas de las tensiones normales o,

tangenciales T, principales g,,; y tangenciales extremas T,y en la
min
seccion mas desfavorable de la viga y determinacién de sus orien-

taciones.

En lo que se refiere a las tensiones principales, la seccién desfa-
vorable es la situada sobre el apoyo izquierdo (al acercarse a éste
por la derecha) en la cual M = —3.2 tf.m y Q = 6,8 tf.

Caleulamos las tensiones en los nueve puntos de la succifm,
indicados en la figura 74.

La tension normal en un punto cualquiera situado a una d:ql.ancia
y de la linea neutra es

. My 3,200
i 3460

a2 92,5y. (a)

El momento estitico del drea del ala respecto al eje z

h'._t =11,0- ,a%;o'l{s-ﬁmﬁ em®,
2 2
El momenlo estitico de la parte del drea de Lo pared del alma,

sitnada a un lado de la ordenada y
b (R L) 0,56 (22,12 ) "
Lot _—— =1{,28 (122 — ).
2(4 "") 2(4 L s

[l momento estitico de la parte de la seccion ubicada a un lado
de la ordenada p,

8 — 8, 4 8. = 126 4 0,28 (122—y%) ~ 160 — 0,28 32,

Las Lensiones I;nngm:cmlns en los puntos del ala, segin la for-

mula (99),
o(-1)
T b
27 (b)
y en los puntos del alma,
Qs
=_=— C
T bol ()
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Por las formulas (a), (b), (c), (108), (107) y (106) se calculan
los valores de O, T, Tmax, O1,3 Lg 20, oy, oy para las ordenadas y
}

min
correspondientes a los nueve puntos de la seccidn.
Los valores obtenidos se dan en la tabla siguiente:

. a ¢ |Tmax [ ¢ a
lltjtlt'xlto LE::?F min i * g 2o o a2
kgljem?

1 12,000 1110] 0]4555 |1 110 0] 0,00 00" 900"
2 11,05 1020{ 20{<4=510 |1020 0 |—0,0392| —1°07" | 88°53°
3 11,05 1020| 440]4670 |1 180 —160 |—0,863 |—20°24° 69°36°
4 5,52 510] 530(4-590 | 840 —340 |—2,08 [—32°10' | 57°50°
5 0,00 0f 560]4-560 a60 —560 oo —45°0 4a0
6 | —5,52 —510| 530|590 | 340 —840 | 2,08 322407 | 122°10'
7 |—11,05|—1020| 440{=-670 | 160 | —1180 | 0,863 | 20°24" | 110724’
8 |[—11,05—1020] 20}--510 0] —1020] 0,0392 1°07" | 91°07°
9 [—12,001—1 110]  0}£535 0| —1110 ) 0,00 00 9070

Los diagramas de las tensiones estan representados en la figura 75,
Las orientaciones de las tensiomes principales en los puntos de
la seccion que se analizan se dan en la figura 76.

Y allepad = Ggkafiem?,
agtien jyp _ |47 b
e e R
-3 / Gl
53t
S0
8fl?
| F R R e Y, R NN
Fig. 75

En la figura 77 estd representada la delerminacion grifica de las
magnitudes y orientaciones de las tensiones principales o, y o, en
los puntos 4, 5 y 6.

6. Comprobacion de la resistencia de la viga por lensiones prin-
cipales.

El punto 4 es el mds peligroso de la seccion desfavorable, donde,
o, = 1 180 kgf/em? y o, = —160 kgf/cm® Comprobamos la resis-
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tencia en este punto por la tercera hipé6tesis de resistencia,
0y —03< [a].
Puesto que 1 180 -+ 160 = 1 340 << 1 600, la seccién escogida
resulta resistente también por tensiones principales.

F
Bret punto 4 © S

73
Z/WARY:
é = " G
" '\?‘E‘
6 1 8 6 ¥ “4’5;«,@
) AN -Gl
S, o O
n el punto §

0
}’g\y’f ! Jo~
T L " ko510
G § — Gy =Bl - O l<—
Fig. 76 Fig. 77

Problemas 364-367. Determinar (analitica y grificamente) las
magnitudes y orientaciones de las tensiones principales miximas
y minimas oy y 0, en las secciones indicadas de las vigas.

Notaciones: max o, y min o, son las tensiones principales mixi-
ma y minima en la seccién mas desfavorable de la viga, donde la
anchura de la seccién varia bruscamente; Oymn ¥ Ogmn, las tensiones
principales en los mismos puntos de la seccién mn.

En el problema 366 el plano de la carga pasa por la linea de los
centros de flexién de las secciones transversales,
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120%
p2utf q=0,5 o8

RARAAARE

Viw _% 3008
e —up } (==

05m 05m mnG=17: mnoy=1?
max 6= 7 min 6;=7
- 867

= Peitf sy =200~
T PRSI [ m v
; 1 -~ —2m — =5 :H e
P & = mnG =7 mn §,=? B 100! !

T . :
mng,=2, imn Gy ,=9 F—Bﬂ —:":“‘:'1' é Py

Problemas 368-373. Caleular las secciones transversales de las
vigas y realizar la comprobacion cnmplv a de sn resistencia.

Admitase o] = 1 600 kgl/em?®, [v] = 1000 kegf/em® Comprué-
bese, por la lercera hipdatesis, la resistencia por tensiones principales.

Eu los problemas 372 y 373 admitase [o] = 1 600 MN/m?, [t] =
= 100 MN/in*. En el problema 368 obléngase la carga admisible
y realicese la comprobacion completa de la resistencia de la viga,

358 369
o l 120x20

J 60010 lp‘:”r lap-arr
=i -JM [ -'—' —2M ———=tm =05 .

yolf=e——

310 o M=UEfm 37
DAL P O g P i5tf
Hn,:uirf‘;ﬁi{ I
i‘%’- p=6tf f L 5t—l -%7 [
—=0,3m 06m &,3m I
L S 1/
812 313
=80KN-
= mq=fﬂﬂ.‘rﬂ;’m F=2008N g=20kNjm ) Pr=200N
IR IERERERRIREY) I
ggqazmu % AN
—= (mb—3m —= Im} =

Py=100KN
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§ 5. Fundamentos del caleculo de la resistencia
de Tas vigas por capacidad resistente

La diferencia entre el cileulo de la resistencia por lensiones
admisibles y por capacidad resistente, en el caso de materiales
pliasticos, radica en las diferentes etapas del estado de deformacién
de la viga que se consideren como estado peligroso.

El caleulo por capacidad resistente se realiza generalmente
por las tensiones normales, sin considerar el endurecimiento del

& Diggrama de G G-~
7 de 6
t 6 Diagrama
ey
0 | &
& P ——|
A -.ﬁf_.-
Fig. 78 Fig. 79 Fig. 80

malterial de la viga originado por la deformacion plistica. Se escoge
como base el diagrama de traceion y compresion idealizado del mate-
rial de la viga (fig. 78).

Al ealeular por tensiones admisibles se considera peligroso el
estado de la viga cuando en la fibra extrema méas tensada, la tension
normal alecanza el valor del limite de fluencia del material o
(fig. 79).

De acuerdo con el grafico de o (fig. 79), el momento flector co-
rrespondiente al estado peligroso de la viga seri

My = aW. (111)

Introduciendo el coeficiente de seguridad, se obtiene la siguiente
formula para la determinacion del momento [lector admisible.

Mpax = lol W. (112)

Al caleular por la capacidad resistente, se considera |ll'|1;:|n*-i| el
estado de la viga cuando en todos los puntos de la seccion peligrosa
las tensiones normales alcanzan valores iguales al limite de fluencia
del material {lig. 80).

Iiste estado de acnerdo con el diagrama de o (fig. 80)  corres-
ponde al valor siguiente del momento flector,

M} = 2048, (113)

siendo S el momento estitico de la mitad del drea de la seeeion
transversal de la viga respecto al eje coentral z.
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Puesto que el aumento posterior del momento flector en esta
seccion es imposible, se dice que en la seccion surge una carticula-
cion plastican y la viga se convierte asi en un sistema cinemética-
mente variable.

La formula para la determinacion del momento flector admisible
se obliene, introduciendo el cocliciente de seguridad,

Mias = 2ol S. (114)

Comparando las formulas (112) y (114) se puede adverlir que,
en el caso de coelicientes de seguridad ignales, el momento flector

e £ =
7

o

Fig. 81

admisible M}, al ealeular por capacidad resistenle es v veces mayor
que el admisible M, ¢ obtenido del edlenlo por tensiones admisi-
bles, siendo

* “ "
_ Mpas 28

C Muax W

La magnitud 7 depende solamente de la configuracion de la
seceion Lransversal de Ia viga,

il (115)

Ejemplo 41. Dadas las formas de las secciones indicadas en la
figura 81, determinar el valor del cocficiente .

fesoluciin.
ar 2 a5 441G
NN W=—; §=—r" =—=—=1,607.
) 4 3 g 3’ An '
3 3 2
a a 3
2 PV:—:S:—; =—=1,5.
) G 8 " 2
2 2
¥
4) Puesto que W:gﬁ resulta nzz‘-g-—:ik.
h W I
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Del surtido, por ejemplo, para el perfil doble te N° 20a, se obtiene

14.
[ —2030 em*; S=114 em® k=20 cm; ‘l=%% A2
a2 @ @ 1 ay2 V2.,
B i g et e € S OV E VR
12.ay2 672 2 3 2 12

3 32
bR’ 5 bh* (2 — 1/2)24
1z G-V 6bh"

3 . 2 9
AW L R WYL
36 2-h 24 4

~ 2,344,

Problemas 374-379. Calcular la fraceién =::;J'-§- de los
mix

momentos [leclores maximos M’ nax ¥ Myax correspondientes a los
caleulos por capacidad resistente y por tensiones admisibles para
las configuraciones indicadas de las secciones transversales de las
vigas.

E7] m

aflt-m

Problemas 380-385. Calcular las dimensiones necesarias de las
vigas o las cargas admisibles partiendo del cdlenlo por tensiones
admisibles y por capacidad resistente,

Notaciones: b, d, B, Pyax, Gmax, S0n las dimensiones necesarias
de lag secciones transversales de las vigas y las cargas admisibles
correspondientes al cilenlo por tensiones admisibles y b°, d', &',
Paxs Gmax, las correspondientes al cdlenlo por capacidad resistente.
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380

! Peiz0kgt

’E ﬁ’.&"m-—‘m

[6]=1000 kgt fem?

84 485

— 3m
(6] =140 MNfm?

[G]= 160 mMNIm?E

§ 6. Desplazamientos en la flewvion

Los desplazamientos de las secciones de las vigas se caracleri-
Zan por:

1) los desplazamientos lineales de los centros de gravedad de las
secciones transversales en direccion perpendicular al eje geométrico
de la viga z, que se denominan flechas (f.).

2) los desplazamientos angulares de las secciones transversales,
respecto a la linea nentra z, que se denominan dngulos de’giro de las
secciones (0,).

La flecha f, se considera positiva si su direccion coineide con la
direccion positiva del eje y perpendicular al eje geométrico de la
viga z.

El dngulo de giro 0, se considera positivo, si el giro de la seccidn
transversal de la viga alrededor de la linea neutra z ocurre en direccion
opuesta a la de las manecillas del reloj.

Las flechas méximas y minimas fy.y, fynin, asi como los dngulos
de giro® O,,,c, 044, se evalian por sus valores absolutos.

Puesto que la fuerza cortante influye sensiblemente sobre la
deformacion solamente en el caso de vigas cortas, generalmente f y 0
se calculan considerando solamente el momento flector.

1 y 0 se pueden obtener por el método de los pardmetros de origen,
grificamente, por el método de la viga conjugada y por otros métodos.
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Método de los pardmetros de origen

Se consideran parimetros de origen la [lecha f, y el angulo de
giro By de la seccion transversal de la viga en cuyo centro de gra-
vedad se ubica el origen de las coordenadas.

Conviene situar el origen de las coordenadas” en el centro de
gravedad de la seceién transversal extrema de la viga.

Las ecuaciones que determinan f, y 8, en una seccion arbitraria
de la viga, situada a una distancia « del origen de las coordenadas
(si las intensidades de las eargas distribuidas ¢, son funciones poten-
ciales) son las siguientes:

2 3
Elf,— EIfy + EIo, ;"_l +xm& —mam) Ly pla :Ta,,) i

(@ —a)) Sq (z— by "
4 Y

+ 44
L]

5 5
+3q Sl _sg C=M L e

(.}L‘ T ('*m) ‘f" E‘U (T = a]‘l)z

Elo,=EIB,+ M m 3

-

(r — bq)a
3

3
(-7: e ﬂq)
31

+ Eq.,” — Eq"'q +

(v —a,) _sq (z — by)* 4
al he T AL o

4 (117

+ Zqi
'3

siendo £ el modulo de elasticidad longitudinal del material de

la viga;

I el momento de inercia de la seccion transversal de la viga
respecto al eje neulro z;

M el momento de los pares de fuerzas exteriores;

a,, lo distancia del origen de coordenadas a las seeciones de
aplicacion de los pares de Tuerzas (fig. 82, a);

£ las Tuerzas cortantes concentradas (incluyendo las reacti-
vas lambién);

a, las distancias de los puntos de aplicacion de estas fuerzas
situados sobre el eje de la viga, al origen de coordenadas
(tig. 82, b);

Qagr fag Tespectivamente, los valores de g, la primera, ete., deri-
vadas de g, respecto a x, para x == a,, es decir, para las
secciones Lransversales donde comienza la accion de las
fuerzas distribuidas (fig. 82, ¢)
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Poge q;',q respectivamente, los valores de ¢, de la primera, etc.,
derivadas de g, respecto a z, para & = b,, es decir, para
las secciones transversales donde termina la accion de las
fuerzas distribuidas que se encuentran antes de las see-
ciones que se analizan (fig. 82, ¢).

Si el origen de coordenadas se sitiia en el centro de gravedad de la

seccidn extrema derecla de la viga y se dirvige el eje & hacia la iz-
guierda, entonces para la direccion indicada de las cargas, en las

a) b) c)

d M O~ q,

g ¥

'ﬂ‘,:-”"—- ’ Fi 2 Gy _rp , & qar‘ y |'|.|—i I‘a Z
—_— b B

plll ==l

—‘-—.— -

Fig. 82

formulas (116) y (117), los términos que reflejan la influencia de los
momentos de los pares exteriores [igurarian con signo negativo y las
direcciones de los giros de las secciones de las vigas obtenidas por la
formula (117) serin opuestas a las admitidas anteriormente,

Es suficiente recordar dnicamente la formula (116), de la enal,
derivando, se obtiene la formula (117).

Los dos parametros de origen fy v 8, 50 obtienen de las siguicntes
condiciones de apoyo de la viga:

1) en el empotramiento tanto la flecha como el dngulo de giro
de la seccion son nulos;

2) en los apoyos articulados las [lechas son ignales a cero,

En el caso de vigas simélricas, se analiza solamente nuna mitad
y se utiliza la condicion de simetria que consiste en gue el dngulo de
giro de la seceion que coincide con el eje de simetria de la viga es
igual & cero, o en que la [lecha de la seccion que coincide con el eje
de antisimetria de la viga, es nula.

Conviene plantear solamente una de las ecuaciones (116) y (117)
para una seceion cualquicra del dltimo tramo de la viga, incluyendo
la carga en el mismo orden que se encuentra a partir del origen de
coordenadas. Cada una de estas ecuaciones vale también para deter-
minar f, y 0, encualquier tramo de la viga, si se excluyen los miem-
bros correspondientes alas cargas ubicadas en los tramos posteriores.

Ejemplo 42. Dado: ¢, a, P = 4 gqn, M = qa*, EI (fig. 83).
Determinar f, y 0,.
Resolucién. De la ecuacion de la estitica 2W , = 0 oblenemos,

—qa-%rz—f-;! 2 —4ga-a g =0; A ==14—1qa.
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De la ecuacion (116) hallamos para el iltimo tramo de la derecha
de la viga,

2 A (r—a)  (x—a)t (x — 2a)®
Elfe=EIfy+Effir—q 57 -7 90 =5 +1 55 —dga=——7p—.
Ia——-——’
T1
i
Para el tramo 7, 0L L a
Para el tramo /1, a < x < 2a.
Para el tramo 11, 2a < & < Ja.
y 7 A l’.ﬁ M
IRIRREER! ] Er x
TR T .-
= P e e i
Fig. 83

De acuerdo con las condiciones de apoyo tendremos: en el apoyo
izquierdo,
ga*
Elf,=Elfy+ Elo,a —-— =0,
24
en el derecho,
8 , 2 , & , 16 ,
Elfye=EIf, |- EIBn3a+ﬂqa —g9a — 590 -+ 5794 =0,
es decir,
4
Elfy+ EIoa — 2% —0,
24

7
Elf, 4 3E18, - ——qa' =0,
fo o - 24!?

de donde se obtiene,
1 gd°
6 BT

Introduciendo este valor en la primera ecuacion hallaremos,

2K 10,a - Equn.“ =0 v 0p=—
i

4 1,
Lffg—-b,—qa —2—49.'1 =0,

-

-
obteniendo fq== i‘%’_ (% s
VB
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Las ecuaciones que delerminan f, yv0, en una seccién arbitraria
de un tramo cualquiera, serin

5
orp 24 1.4 B, & .
I’H-t—zgl"-m —~ G —539% +§;;‘?(‘(I—a) -+
| I<<ae<<a |

1 2
+ 534 (z —a)* — 5 gl — 2a),

I agz‘€2a| 2a <o < 3a
1
EI0, ———z:qa —qx + qa{x—a) +
(I.,{._.r.‘.har

+ —:. q(r — a)* — 2qa (x — 2a)*.

a << 2| 2a<a<3al
Por ejemplo,
el angulo de giro de la seccion sobre el apoyo izquierdo es,

1 ( 1, 1 3) qa®
fy=—| ——qa&" — —qa’ | = — s
=TEN BT BT 36T

el dngulo de giro de la seccion =obre el apoyo derecho,

_ qd ( 1 27 44 8 q) 1 g
N —Fg TR 6 EI

y la flecha de la viga en el lugar de aplicacion de la fuerza concen-

trada,
/ _qa ( 2 16 N 1 )_ 7 ga*
w=p\2% 6 " %T%Tu)T "

Iin la figura 84 estd representada la configuracion aproximada
de la linea eldstica de la viga (Linea de puntos) ast como las Tlechas
y log dngulos de giro de las seceiones.

Se debe tener en cuenta que en aquellas secciones de la viga
donde el momento flector es igual a cero, en la linea elistica debera
existir un punto de inflexion. En los tramos de la viga donde el
momenlo flector es positivo, la convexidaid de la linea elastica
estard dirigida hacia abajo y alli donde el momento flector es nega-
tivo, hacia arriba (esto se senala en la ligura 84).

Problemas 386-387. Lin el problema 386 determinese la flecha f
y los dngulos de giro 0 de las secciones de las vigas integrando las
ecnaciones diferenciales de la linea elislica:
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1) en los problemas 222-226, las flechas y dngulos de giro de los
extremos libres;

2) en los problemas 228, 229 y 231, las flechas en las secciones
medias de los vanos y los dngulos de giro en los apoyos;

3) en los problemas 227 y 230, las flechas mdximas, en valor
absoluto, y los dngulos de giro en los apoyos.

Las cargas, longitudes y rigideces de las secciones de las vigas
se consideran conocidas.

En el problema 387 hillese la diferencia, en por ciento, entre la
flecha en la seccién media del vano de la viga representada en la

Y

g
P iiiiss Tl

ligura, determinada por la cenacion aproximada de la linea eldstica
y la flecha en el mismo lugar, pero obtenida por la ceuacion del arco
de la eireunferencia,

387
lP=2tf l

p .
Nez2
el sa Lgn E=210%gf/cm?

Problemas 38R8-391. Determinar en cuanto por ciento el momento
flector maximo y la flecha en las vigas representadas en las figuras
388-391 son mayores que en el caso de una viga de dos apoyos soli-
citada por la misma carga (), pero distribuida uniformemente sobre
la longitud.
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Problemas 392-409. Calcular las flechas /. de las secciones €
y los dangulos de giro 0y, de las secciones D de las vigas,
Considérese que q, a, E y I son conocidos.

2
o o 3 g0

q
| IO

.I\L__q —t:u _-J '._:1__0._{:4:—-1"

L]
|




| _‘ =
“U o 20— =0 —la =l

Purdbola

i —p q
b

T, |
Tt | LELE]
Ty

a'-—h-r-u—a--n-:-r—ﬂ'—-.] fe— 0 ——=

Método de la viga conjugada

En la viga dada se construye el diagrama de los momentos flec-
tores que se interpreta como una carga distribuida ficticia aplicada
a la viga conjugada. El dngulo de giro 0, de una seccién de la viga
dada se delermina como la razon entre la fuerza cortante Qr, cn la
misma seceion de la viga conjugada y larigidez de la seccion de la
viga dada, es decir,

Qr,
0p= 1%, (118)
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) La flecha f. de una seccién cualquiera de la viga dada se deter-
mina como la razén enlre el momento flector My, en la misma sec-
cion de la viga conjugada y la rigidez £7 de la viga dada. es decir,

My,
Te= Er
Segin las formulas (118) v (119) las condiciones de deformacion

en los apoyos y en los limites de Ja viga deberin de trapsformarse
en condiciones para Jp y My de la viga conjugada.

(119)

a 5 I

% b= : |

| 1 ! ! 1 1 i

| ! | | i

! i ! I . ! ] 1

0) p————t—1 e
|"'I,l__". bl F]L’ B

Para oblener la viga conjugada corvespondiente a la viga dada
serd necesario seguir las reglas siguientes:

1) el apoyo articulado en el extremo de la viga dada permanece
siendo apoyoe arliculado en el extremo de la viga conjugada;

2y el apoyo articnlado gque no esta sitnado en el extremo de )a
viga dada pasa a ser una arliculacion fHotante de la viga conjugada;

3) el extremo empotrado de la viga dada pasa a ser extremo libre
de la viga conjugada;

A4Y el extremo libre de Ia viga dada pasa a ser extremo empotrado
de la viga conjugada;

5) Ia articulacion flotante de fa vign dada se transforma cn un
apoyo arlicnlado de la viga conjugada.

En las figuras 85 y 86 se ilustra el empleo de estas reglas para la
obtencion de las vigas conjugadas: ¢ v b son las vigas dadas, o y I,
las correspondientes vigas conjugadas,

121 método de la viga conjugada es comodo pava la determina-
cion de desplazamientos de seeciones aisladas de la viga, cuando es
facil de oblener las dreas y los centros de gravedad de los diagramas
de los momentos fleclores correspondientes a la carga dada.

Para que se mantengan las reglas admitidas para los signos de las
flechas y los dngulos de giro de la seccion, el diagrama posilivo de
los momentos flectores en la viga dada se debe interpretar como
carga ficticia que actiia de abajo arriba ¥ el diagrama de los momen-
tos flectores negativo de la viga dada, como carga ficticia que aclia
sobre la viga conjugada de arriba abajo.

Ejemplo 43, Dado: P, I, E e I (fig. 87), determinar Ug, 0, y f4.

Resolucion. Bl diagrama de los momentos fleetores en la viga

dada ABC esti represenlado por el tridingulo negalivo de allura
Pl en la seccién B.
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Interpretamos este gréfico como una carga ficticia para la viga
conjugada A'B'C’.

p
A _Ab 8 C
. 5

JRPZ2ae S

A g ¢

i
M ( TTImY: T
’ I\ Bt

Fig. 87

De la suma de los momentos respecto a la articulacién flotante B’
(de las fuerzas situadas a la derecha de ésta) obtenemos la reaccién

| l PP
c =g Ply o= 5

o

Por lo tanto

PP
Qr,=—C=—
Puesta que
PP 5

QFA'=-T+PZZ=EP12

¥
PP 2 PR

JMFA’= 2I—P££=-—§Pl,
resulla

Qr PP ) QFH'_E PP )

Cr

T e BA:' == ,
ET GET Er 6 Ef

o=

; _ My,  2PP
*~EI ~ 3 EI’

Ejemplo 44. Dados M, e, E e I (fig. 88), determinar fp,x.
Resolucion. La viga conjugada constituye una viga de dos apoyos
solicitada por la carga ficticia uniformemente distribuida de inten-

sidad M en el segundo tramo.
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De la suma de los momentos de las fuerzas respecto a los apoyos
A"y B determinamos las reacciones ficticias,

‘ 0 .
B =-§Mﬂ Yy A =§j”a.

Bl diagroma de Qg esti representado en la figura 88, L o see-

cion donde Oy = 0, My = ‘:meh'
M M
r—— —-——
o s

SISl PR U

| i |
f Ei’agmn‘ia nfs: 4r ﬁr}

b=y AT 5
|. ] Iil,':.!i'!| 5Ma
L: o | |||'||.|:":' 1
%mi,t'[‘”i i
Fig. 38

Puesto que,

]Q,|=A'—MC=%M¢L—MC=O

resulta,

|

y por lo tanto,
rp=2atc= g a.
Hallamos My _,
max

2 48
MF =—A’xu+M'c—=—'§—'MﬁoBa+ﬂz—d'%az=TT)MQZ-

max 2 5 5

La flecha mixima es,

162



Problemas 410-421. Determinar las flechas f, en las secciones €
v los dngulos de giro 0, en las secciones D de las vigas. Considérese
que tanto en este pardgrafo como en los siguientes P, g, M,a Ee I
son magnitudes conocidas.

o il

= e

it* 163



Problemas 422-425. Determinar las flechas f, de las secciones

y los dngulos de giro Op, y Op, de las secciones situadas a la derecha
y a la izquierda de la articulacion D de las vigas.

uz2 V I , 4 i
{0 ¢ D ‘c
TR S R
O e S gm0 O 0~
¥

=2

R et/ g..;.. 20 -

Problemas 426-433. Determinar las flechas maximas, en valor
absoluto, [f[ max v los dngulos de giro [Bl[m" de las secciones de
las vigas. Representar la configuracion de las lineas eldsticas de las
vigas.

uzs

426

TRREIRY ]
"Ta ..L_zu— -—Il.c:,-%’ L _a ._.-:L_g_.'.

430
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Problemas 434-443. Determinar las flechas f, f, y f2 de las sec-
ciones ', €, v C5 de las vigas empleando para ello ios valores de las
flechas y dngulos de giro de las vigas més simples, dados &n la
figura 99.

434 435

ga

;N

438 ¢ 43 :
T R
Ll 441

A o ST

0

e s

1 I s
dl-vwa Lza-i‘uﬂ a"‘—'z“ 'J’“'EE'LE*

WA

165



Problemas 444-448. Determinar, por cualquier método, las
flechas mdximas, en valor absoluto, |f|max de las vigas.

iy bys
—_ e =600 kgffm
q=600KgfIm . fi — g N7

s b-d=20cm v% ,qa = I
’ gﬂfn_,-_u_, } e E:Z'fﬂskgffcma

E=l*Kglfom? ~ O-T0=a

o q Q=3ﬂﬂkgffm 2tf/m
[RREE! HH] ICH 220
Et qa .ﬁ NIB(f2) E=2:10%gHlom?
- a=2m
4u8 q=150kgt[m

§ Bu=200m
b=tiem
E=10°kgtfem?’

T§: A

a: 20—

Problemas 449-453. Escoger las dimensiones de las secciones
transversales de las vigas que satisfagan las condiciones de resis-
tencia y de rigidez.

44y Bl p p oppy
2

2 E=2-10%kgf fem?
mpingn (1= 1600 kgtfem®

Ly

fﬁ]’ Iﬁﬂﬂﬂgl‘

[L] 500

452 £=:-rn5ngfam=
E=2-t0kgtlom? , L __|P-80F, o ’?gkfﬂfmz
Lok ecdignt )ﬁ U2t
[ am —= {5,
I getm | E=2:10%kgtem?

[al= m&kyﬁcmf
@1‘

| [L g0

L=6m
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Problemas 454-457. Determinar la relacion de las flechas de las
secciones (' de las vigas que resultan segiin se encuentre el momento M
a la derecha o a la izquierda de la articulacion D.

Método grifico

Si e construye graficamente en la viga conjugada el diagrama de
los momentos flectores ficticios My, y de la fuerza cortante, ficticia
tambicén, Qy,, entonces la curva funicular (de manera aproximada,
el poligono funicular) representard la linea elastica de la viga dada
y la linea de la fuerza cortante, la de la variacién del dngulo de giro
de las secciones.

Los segmentos verticales y, entre la curva funicular y su [inea de
cierre dardn magnitudes proporcionales a las flechas f, de la viga
dada y los segmentos verticales yy entre la linea de la fuerza cortante
ficticia y la de sus valores nulos, magnitudes proporcionales a los
Angulos de giro 0, de las secciones.

Puesto que,

o Me | e

g 120
EI El (120)

.
0, o iy D). (121)

TR Er’

A £ : 1

siendo /7 la distancia polar del plano de los veclores; — ., la escala
i £

lineal de la viga; —, la escala de los vectores que determinan las

dreas e las partes de los diagramas de los momentos flectores de la
viga dada y E1, la vigidez de la seccion de la viga; la escala de las

E
lechas serd 75— y li i le giro, —. Las magni
flechas serd ) y la de los dngulos de giro 3 Las magnitude
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H, & y v se deben escoger de tal manera que en el dibujo y, y yi se
puedan medir con suficiente exactitud.

Generalmente por el método grilico se construye solamente la linea
elastica de la viga. En el método grilico, la carga ficticia se puede
aplicar (lo que es mas céomodo) no a la viga conjugada, sino a la
dada. Entonces para trazar la linea de cierre (lineas de cierre) del
poligono Tunicnlar es necesario atenerse a las siguientes reglas que
se deducen de las condiciones de apoyvo de la viga:

1) en el empotramiento la linea de cierre es tangente al poligono
funicular;

2) en el apoyo articulado la linea de eierre cruza el poligono
funicular;

3) en la articulacion flotante la linea de cierre se quiebra (al
acercarnos a la articulacién flotante por la derecha y por la izquier-
da las lineas de cierre se cruzan).

En la figura 89 se ilustra el empleo de estas reglas para el tra-
zado de la linea de cierre (lineas de cierre). Lin ella, a) corresponde
a la viga dada, b) a la linea funicular y ¢) a la de cierre,

tin los ejemplos 45 v 46 se ilustra la construceion grifica de la
linea elistica de las vigas.

Ejemplo 45.

3 4= €n O

ra
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Ejemplo 46.

'/q 0
f—a fﬂ b
i
142
ia_g |
o e 48
1 4 z'fﬂ‘
i TN

Fig. 91

En algunos casos, ademas de la condicién de resistencia, se plan-
tea también la condicion de rigidez de la viga. Esta condicion consis-
te, en que la relacion del valor miximo absoluto de la [lecha

. . . ; ; 1
[ /] max @ la luz de la viga [ deberi ser inferior a la magnitud dada =

es decir,

[}‘il’lll’lx gl' (122]

4 n
Segin sea el destino de la viga y su material, la magnitud admi-
’ 1 ; . : i
sible de — es diferente. Por ejemplo, en el caso de vigas metilicas
n :

se admite,
1 1 1

§ 7. Vigas de seccion rariable

Si las dimensiones de la seccion transversal de la viga varian
de nna manera insignificante y suave en el sentido longitudinal,
entonces se puede calcular las tensiones por las férmulas deducidas
para la viga de seceién constante.

Se consideran racionales las vigas de igual resistencia en las
cuales, en las fibras extremas de cada seceion transversal las tensio-
nes normales son ignales.
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Diseino de vigas de igual resistencia

En el caso de flexién pura, la viga de igual resistencia es de
seccion constante. En el caso general de la flexion, la viga de igual
resistencia tendrdi ya seccion variable, que variasegin la ecuacion,

W, =M=l (123)
(o]
siendo M, el momento flector en una seccion arbilraria;
W, el modulo de la seccion.

Si en alguna seccién transversal de la viga, el momento flector
resulta igual a cero o es de magnitud muy pequeiia, mientras que la
fuerza cortante es diferente de cero o tiene magnitud considerable,
entonces la forma de la viga de igual resistencia obtenida por la
ecuacion (123) se corrige con la condicion de resistencia (104) por
tensiones tangenciales.

Seguidamente se dan algunos ejemplos de construccion de vigas
de igual resistencia.

Ejemplo 47. Dado: P, [, h = const, [ol, [1] (fig. 92). Deter-
minar b,.

Resolucidn. El momento flector en una seccion arbitraria es,

P:
M.= 3
y el médulo de esta seccion,
. b
= T‘
Segin la ecuacion (123),

bihf_ Pz
6 2[0]
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de donde se obtiene,
. 3Pz
Rl

x==() = U;

Puesto que en las secciones situadas sobre los apoyos, M =0
yQ = 5+ ho se puede admilir aqui una anchura igual a cero. La

anchura de la seccion b, se determina de la condicién de resistencia
por tensiones tangenciales,

obteniendo

La configuracion de la viga de igual resistencia se da en la
figura Y2.

La longitud z, de los extremos de la viga de anchura constan-
te by se obtiene de la condicion siguiente:

3 P 3Pz,

de donde

Puesto que [t] = (0,5 = 0,6) [ol, resulta que z, & (0,5 < 0,42) A.
Ejemplo 48. Dado: P, I, lol, Il (fig. 93). Determinar d,.

Resolucion,. My= —Px; W, = %%}.
De la ecuacién (118) hallamos,
adh Pz
32 [o]

por lo tanto,

3 4 T
2]
d_‘.=2V-4})z H d«.=0=0] dx,,;=2V Ak .
nlo] ni[o]

Puesto que cuando 2z =0, M =0y ¢ = — P, corregimos la
forma de la viga de igual resistencia partiendo de la condicion de
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resistencia por tensiones tangenciales, es decir,

4 10Q] 4P
Tmal-:":;_F‘—:Bﬂd:ﬁ;‘:[T].
4

obteniendo

G4 ]/3::0[1]’

La confliguracion obtenida de la viga de igual resistencia esti
representada en la figura 93, a.

2 f--fq:#?@rma de M
= T T T [}
fi&"# ST H o
ot &

d
9 jildl b Ay

Fig. 93

La longitud xy del extremao de la viga de didmetro constanle d, se
obtiene de la condicidn,

d_él/ P _ZV«;P%
oV sap afo]’

de donde hallamos,

z="2101 _ 033~ 0,26) d.
6 [t]

Si la viga de igual resistencia tiene configuracién compleja
entonces se sustituye por una viga escalonada circunserita en la
viga de igual resistencia. Conociendo las magnitudes de d, v d se
escogen valores intermedios arbitrarios del didmetro, por ejemplo,

dy<<dy<<dy<<dy<d,

172



se determina después,

add w,__mﬁ W==:m‘§

ndy
3_2| 1—'§'t " WS—

W= Ry
32 32

y los momentos
. .'”n = Wn IOI‘ :'-”1 = W| (U}‘ Mg = Wg [UI, Mﬂ = Wa lﬂ']v
para los cuales dy, dy, dy y dy garantizan la resistencia.
Ubicando sobre el diagrama de los momentos flectores (fig. 93, b)

My, M. Moy M, se obtienen las longitudes de los correspondientes
escalones de la viga (fig. 93, ¢).

Determinacion de los despl ientos en las vigas
de seceion variable

Los desplazamientos en vigas de seccion variable se pueden obte-
ner analiticamente, por el método de la viga conjugada o grifica-
menle.

lin ol método analitico se plantea para cada tramo de la viga la
ecuacion diferencial de ln linea elastica,

B M
1

x

siendo I, el momento de inercia variable de la seccion de la viga
respecto a la linea nentra.

Con una doble integracion se hallan las funciones de las variacio-

nes de los dngulos de giro 0, de las secciones y de las flechas f.

B0, = Ey — j %dz +& (125)
: M. :
Ef,—Ey— j (j!—d:c]dx-l-(,t.r—f-cz. (126)

Las constantes de integracion €y y s se determinan de las con-
diciones de apoyo de la viga. En el caso de varios tramos se emplean
tamhbién las condiciones de borde, es decir, las condiciones de ignal-
dad de los dngulos de giro y de las flechas al acercarnos al limite
entre dos tramos por la derecha y por la izquierda, Los lramos se
caracterizan, no solamente por la carga, sino también por las leyes
de variacion de las secciones transversales de la viga.

En lugar de la ecuacion (124) se puede emplear también la ecua-
cion siguiente:

Ely = M, ;—" = M., (127)

x
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siendo I, el momento de inercia de la. seccién constante a la que
convencionalmente se reduce la viga,
!
M, =M, l_ﬂ el momento fleclor convencional.
x
Ejemplo 49. Dado: P, I, h = const (viga de igual resistencia
de seccion rectangular de altura & constante y de anchura &, varia-
ble, vease ejemplo 47), £ (fig. 94).

Determinar Opax ¥ fmaxe
Resolucion. De acuerdo con el ejemplo 47,

P b Phz
x=-—I @ IJC =———=
2 12~ 4[o)

por lo tanto la ecuacion (124) serd,

&—_—%' 0O ﬁi,f':-..l.

By = !
A A 2lo]
Después de una doble integracion,
Eh £h & :
:)__,,, =z4C vy FoY= +(‘:x+ce—
2[a] o]
Puesto que cnando 2 =0, y =0 y cuando z = % Jiu =0,

! 1
resulla Co = 0y €, = SHegte

Por lo tanto,

Gm x _G 0= ) = .._._. —_——
bl A= B (l}‘] 0 EnL .
"
'{-[(]J

fan =), _ 1 ==
Del ejemplo 47 se sabe que,
3 Pl
o=
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y como consecuencia,

_spr
2 En'

3 pB
Omax = Y Imax= _EEflsb-

Problemas 458-466. Determinar la configuracién de las vigas de
igual resistencia y las flechas mdximas en valor absoluto,

#s g
O ‘@;
7 L d
459
g p o Aa
|
g (1 s (et Ty
o ga® g 462
H, e o
CFE L]

9
ZD};

b= canst

[1n
b=const

Carga parabdlica de vértice en ol
extremo (itre




Problema 467. Dado: [ =1 m, b = 60 mm, h =5 mm; n =
= 10 liminas, lol = 1 600 kgi/em® y £ = 2.10° kgl/em®.

Determinar Prax ¥ |f| max. Preseindase de la friceion entre las
hojas de la ballesta. '

s & XTI 2 235

|
X
i

Problemas 468-469. Obtener [a configuracion de fas vigas de ignal
resistencia; determinar la influencia de las tensiones tangenciales
sobre la configuracion de las vigas; las flechas de los extremos libres
de las vigas; los dangulos de giro de las secciones extremas de las
vigas (interpretar los resultados obtenidos). Considérese que g,
U s B Tyay son conocidos. .

468
q
T T
4 {
b= congt

Problemas 470-475. Determinar la seccion de la viga en la que
surgen las tensiones normales miximas y caleular cudntas veces son
mayores aqui oax, |f|max ¥ |0] max que en las vigas andlogas
pero de seccion constante (méaxima).

41 unl
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Problemas 476-477. Delerminar las tensiones normales maxi-
mas Oy, originadas por el peso propio de las vigas y la posicién
de la seccion peligrosa. Considerar que Myax ¥ Wiy Son conocidos,

476 an

Problemas 478-481. Determinar las flechas de los extremos li-
bres de las vigas, originadas por el peso propio.
Considérense conocidos Q, I, E o [I.

i w

@ 41
- L 4.
3 0 Eﬁ\ﬂf
e e o T

En el método de la viga conjugada para la delerminacion de las
deformaciones de la viga de seceién variable, se entiende por carga
ficticia no ya el valor verdadero del momento flector M., sino el
convencional,

de acuerdo con la ecuacién (127).

Il dngulo de giro y la flecha de una seccién arbitraria se caleulan
por las férmulas,

0,— Ory
Elq

(128)
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_M"=
El,'

siendo Qp, y Mg, la’fuerza cortante ficticia y el momento flector
ficticio en la viga conjugada;
EI, la rigidez de la seccién constante a la que, con-
vencionalmente, se reduce la viga dada.
En el caso de vigas de igual resistencia de altura constante, si se
considera que el momento de inercia de la seccién transversal donde
actia Mpyax s Io, entonces el momento flector convencional serd,

fx (129)

Mg = Mp.x = const.

Ejemplo 50. Dado: P, a, M = 2Pa, E, I (fig. 95).
Determinar 0,, 05, f4 ¥ fe.

| Ty
- | BURN T
1 Mgl L2 v
Jl 1 T
8

q

4 I
_'qa.ccr]-—“ ] %l_{-‘_ 4=
pe-tt Mugﬂrmc( a’eGM,- 4 : A
a9 | HUML 18
T [
‘\:h _r?:t G B '

i

4

E il

y B, 8,

ELd

Fig. 95

Resolucién. Los momentos flectores en los tramos de la viga dada
son: M, = —P;, My = M, = Pa.
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Escogemos Iy = 21 y hallamos los momentos flectores conven-
cionales en los tramos correspondientes: .

M‘._l = M_‘-I —_——= 2P.‘t|,
I
M., =M., :’ s g’. Pa; Me,— My, = Pa.
3

Interpretamos el grifico de los momentos convencionales como
una carga ficticia aplicada a la viga conjugada (fig. 95, a).

Descomponemos la viga conjugada en dos voladizos bidsicos
y una viga secundaria (fig. Y5, ). Puesto que

B,=%Pa-a+1'a-% —20a%

PN a
();..A = — 2Pa" -2/ a- 5= Pd; QFn, = — B, = — 2Pa%
My =2Pd*-a— Pd= 2 u—ie”a
Far = © d 3
M -—ﬁw“-a Pau+—P SN
e +- 5 7 A=y '
resnlta,
(}r PR (F 2
Bty By Ml
2E1 2E1 2E1 kK
fam ey 2P0t Mro, | 11Pa"
2E1  3ET’ El 16 £1

Ejemplo 51. Dado: ¢, I, £, d = const, y una viga de igual resis-
tencia, de seccién rectangular, de altura £ constante y de anchura
variable b, (fig. 96).

Determinar 0,4 y f,.

HResolucidn. Consideramos

a
Ly 2E
12
entonces
ql* g’ o
Me=Mpax=————; = - —l=— 2
7 O, 2 2
e At
Ay 2 2 4
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Fig. 96

Los desplazamientos que se buscan serin:

QF.«.__ qls M’pAI_ q.'."

0= = H

A 21, fa= El, 4k,

Problemas 482-485. Determinar las flechas fo de las secciones €
¥ los dngulos de giro 0, de las secciones D de las vigas.
P, a, E el se consideran dados.
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Problemas 486-491. Determinar las flechas méximas en valor
absoluto y los dngulos de giro de las seccienes de las vigas.
P, M, a, E e Inp,x se estiman ya conocidos.

486 L87 -
=L Metpa s
;EI*IrPV M=pg prl
|——20—-—!—-ao---a o
488
g
} o

| I,

Ll método grifico de determinacion de los desplazamientos en las
vigas de seccion variable se emplea de la misma forma que en el
caso de vigas de seccion constante.

La diferencia consiste en que en el caso de vigas de seccién
variable se entiende por carga ficticia de la viga conjugada o de la
real, no ¢l momento flector verdadero M, sino el convencional M,.
Las reglas para el trazado de la linea de cierre (lineas de cierre) del
poligono funicular son las mismas.

La escala do las flechas seri , siendo I'; el momento de iner-

El,
H(En)
cia de la seecion transversal conslanle, a la que, convencionalmente,
se reduce la viga.

Se puede entender por carga ficticia también el momento flector
verdadero, bajo condicién de que la distancia polar del plano de los
vectores sea variable e igual a

Iy

1

(130)

l)"\.=ﬂv
o
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siendo H, una distancia polar arbitraria correspondiente a la sec-
cion escogida de momento de inercia I,
Ejemplo 52. En la figura 97, a, b, ¢ estd representada la construe-
cion grafica de la linea eldstica de una viga escalonada a través del
momento flector convencional, considerando [, = 1.

I 7
= _g.._.u—-q—b---l:
)
i ! hi i, as
" | 0777
"““%u__ i

(=N

=
e =
=

| ™
s

: a

T ey

i | :
e e N B L

73 5%

’ : -2 12

I o
| |

byttt

En la figura 97, d, e, f se da la construceion grafica de la linea
eldstica de la misma viga a través del momento flector verdadero
y de la distancia polar variable del plano de los vectores.

Se admilio que,

11'0:]11 Yy hrzzb’ng‘ri:zlfl.

§ 8. Vigas hiperestaticas

Se denominan hiperestdticas aquellas vigas en las cuales de las
ecuaciones de la estitica no se pueden obtener todas las componen-
tes reaclivas que surgen en los apoyos.

El grado de hiperestaticidad de la viga se establece por el nime-
ro de incognitas superfluas que no se pueden obtener de las ecuacio-
nes de la estdlica.
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Métodos para vencer la hiperestaticidad de las vigas

Método de los pardmetros de origen. Para la viga hiperestatica dada
se plantean las integrales generales de las ecuaciones diferenciales
de la linea elistica a través de los parametros de origen. Estos para-
metros, asi como las componenles reactivas, se determinan de las
condiciones de apoyo de la
viga v de las ecuaciones de "B
la estilica.

Ejemplo 53. Dado: q, I, gﬂjfxﬂ
£ oo I (fig. 98), determinar A,
B, M. fr, 0c0 Qui M. ety

Resolucidn. Puesto que en i =1~
el apoyo izquierdo fo = 0, de
acuerdo  con las ecuaciones
(116) y (117), la funcidén de las
flechas v los dngulos de giro
se escribirdn en la forma si-
gniente,

i J"z QJ.‘!.'
Elf,— Elfgx+ A — :
I e 6 1120
i i 2 i 7t
BB A
2 1 2

Seedn las condiciones de apoyo de la viga f; = 0y 0; = 0 es decir,

EIf,=EI0f+ AL o _ o, EIo,—EI +A£ £ g
= LAy B 120 =\ == b 2 2& =10,
de donde se obliene,
2 3 3 3 3
Al B Azﬁ_},U():_L(q! gl ):_ b
3 30 10 I\ 24 20 120E7
Asi, pues,
3 ql® gl 4 ¢q 2°
Erfoe ——+—g4 21— 1" — 2 —
- 120 “ T %0 1120
y
; ql’ gl » ¢ 2
oy WO, TR LI N ...
’ 120 T 20 1 2

Suponiendo 8, = 0, de la ecuacion

2 i
zh — gl x2+—l—-=0,

3 ]
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obtendremos x:-—%mﬁ,t&é'{t a cuyo valor corresponde el valor

miximo de la [lecha

2 gl
f'nat—fx,%—*;575 Bl

La fuerza cortante y el momento [lector estdn dados por las
funciones

. ' 3 e
Suponiendo M, = 0 hallamos & = { 'l/7 ~ 0,775 [, corregpon-
0
diente al punto de inflexion de la linea clistica.

Suponiendo Qe = 0, hallamos = = PI—F. 2~ 0.4471, dounde el
]

momento fleetor adguiere su valor maximao,

M =M ? 32_
max [4 = 1

Qx_oz%z_”; lez—-—i-(‘d:—-lf; 11’1:=l]=0:

Con estos resultados se han construido los diagramas de Q0 y M
y la linea eldstica de la viga.

Problemas 492-495. Caletlense las vigas hiperestiticas dadas.

En los problemas 492 y 493, constriyanse los diagramas de la
fuerza cortante @ y del momento flector M; en el problema 494,
caleiilese el dngulo de giro de la seccidn sobre el apoyo y en el pro-
blema 495, la flecha f de la seccion 5.

4 s
4 p -7

1. %
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Método de comparacién de los desplazamientos. La viga hiperesta-
tica en cuestion se comvierte, eliminando ligaduras, en isostitica
y cinemiticamente invariable, obteniendo asi la viga base. La viga
base se solicita primeramente por las fuerzas dadas y se determinan
en las secciones donde se han eliminado las ligaduras los desplaza-
mientos originados correspondientes a las incognitas superfluas eli-
minadas (a la fuerza corresponde la flecha, al momento, el dngulo de

oo MEE M
max .G'Pt?f.? :5 JB8ET

&) _‘?‘_ —
PLE
- {7~ ivff‘? r-| ﬂ,w=‘w

Fig. 99

giro). La misma viga con las ligaduras eliminadas (viga auxiliar)
se solicita después solamente por las incognitas superfluas y se deter-
minan en las mismas gecciones los desplazamientos correspondientes
a las incognitas superfluas.

Las magnitudes de las incognitas superfluas se escogen de manera
que los desplazamientos tolales que se obtienen para las secciones
donde han sido eliminadas las ligaduras de la viga base y de la viga
auxiliar correspondan a los desplazamientos en las mismas secciones
de la viga hiperestitica dada.

Este método resulta comodo en los casos cuando la viga base y la
auxiliar se pueden reducir a vigas que figuran en las correspondien-
tes tablas donde se dan los valores de los desplazamientos necesarios.

Iis conveniente conocer los valores de algunos desplazamientos,
aunque sea para el caso de las vigas mis simples que figuran en las
tablas (fig. 99).
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Ejemplo 54. Dado: M, 1, E, I (fig. 100).
Determinar 4, B, Mp, 0, y f;. Constriyanse los diagramas

de M y Q.
Resolucion. Consideramos incognita superflua la reaccion de apoyo
A de la viga. La viga base I stra un voladizo solicitado por el
par de fuerzas dado, de momento M.
El desplazamiento (flecha) de la viga base en la seccidn libre del
w . apoyo es, segin la tabla de

la figura 99,
&.‘f\r § J ! )% M

zi__-.. ! W,; La viga auxiliar 7, bajo

' { - la accién de la fuerza des-
M conocida A recibe, en la sec-
AR e ; cion libre del apoyo, una
i_l 7 flecha (véase la viga 2 de la
4 I fig. 99),
. | ; fem AF
he :—---""“, v Y.
I ! |
Diagrama g q | i Puesto que en el apoyo A
kT | de la viga dada f4 = 0, al
70 TR ”,”””‘q comprobar los desplazamientos
| Diggrama  de M 1 totales de las vigas I y IJ
S| 1M con los de la viga dada, obten-
}j, T ! , er dremos,
¥ b | fa=la, +fa,=0,
'-—%l ——-’-{ i 0 sea
| 2
a M I ME AP i),
! & 2EI  BEI
a L] {em
4 de donde hallamos
. 3 M
Fig. 100 =_——
A 3T

Puesto que en una seccién cualquiera de la viga dada la fuerza
cortante Q = 4, el diagrama de las fuerzas cortantes serd un rectén-
gulo de altura %l_ La reaccién en el apoyo es B = —A.

El diagrama del momento flector se construye ficilmente suman-
do los diagramas correspondientes a las vigas base y auxiliar. En el
caso de la viga base el diagrama del momento flector es un rectingulo
positivo de altura M. En el de la viga auxiliar el diagrama del
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o ; 3
momento flector es un tridngulo negativo de altura 5 M en el apoyo

derecho.

Sobreponiendo estos dos diagramas obtendremos el diagrama
resultante del momento fleclor para la viga dada. El momento
reactivo en el empotramiento serd

M;,:-'—gM-g-M:_‘.;_‘r.

Para determinar los desplazamientos de la viga empleamos el
método de la viga conjugada. La viga conjugada y la carga ficticia
estan representadas en la figura 100, a.

Puesto que,

¥
resulta
W | I fw:m”’z:— ME_
I 4ET Er 32K1

Conviene prestar alencion al heeho de que Ia viga conjugada, al
estar apoyada solamente sobre un extremo, deberd encontrarse en
equilibrio bajo la accion de la carga ficticia, es decir, el momento
de la carga ficticia respecto al extremo izquierdo de la viga conjuga-
da deberd ser nulo,

in calidad de inedgnitas superfluas se pueden interpretar, no
solamente las componentes reactivas en los lugares de apoyo, sino
también los esfuerzos interiores () y M en la seccion donde, al ser
seceionada la viga. se obtienen solicitaciones previstas en las tablas.

Ejemplo 55. Dado: ¢, a, (Ilig. 101); determinar A, B, M, vy M p.

Ltesolucian. Liberamos la viga de doble grado de hiperestaticidad
en la seceion transversal ¢, obleniendo dos vigas (I y 11).

Consideramos incognitas superfluas la fuerza cortante O y el
momento fleetor M. en esla seecion,

La comparacion de los desplazamientos de Ia vigas I v 1T nos
lHeva al siguiente sistema de ecuaciones:

B, =0¢, }
f(.'. = f{.‘, :
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De la tabla de la figura 99 (casos 1 y 2) se obtiene para la viga 7,
_ Mcﬂ Oca Mca® _ Qcd’
‘T EI 2E] 281 3EI
De la misma tabla (casos 1, 2 y 3) para la viga I, hallamos,
0. — Me2a Q¢ (2a)° = q(2a)°
N T 2ET 6EI

Oc

i .fc,=

M (2a)° 4 Qe q(2a)"
2T 3ET 8EI '

Introduciendo estos valores en las ecuaciones de comparacién
15

| i 1l4llf¥l#ll')m
7 i | 1 ]
My (L_ re ;

fe,=

1 - 20—
I i A Mg G
i L_‘h“‘w | ﬂ:f
Lo, tB
G':. - Me q
- T M
TTRREFREMERETE AW
o ]““\ " E
L3 B
Fig. 101

de los desplazamientos obtendremos,

SMC + 1150(,‘& == %qaz, }
1|5MC + 3000: e
de donde se desprende que

16 4 4
Qc=2ﬁqa- y Mc-—f?qﬁ-
16
qa y el momento reactivo,

27
44!1'.

La reaccion 4 = (o =
My=0Qca—M¢=——
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La reaccién B = 2qa — Q¢ = %; ga y el momento reactivo,

Mp=0Qc2a— Mg —2qa.2=§-qa2.

El método de comparacion de los desplazamientos se puede apli-
car también al caleular sistemas hiperestaticos compuestos por
vigas y barras (es decir, sistemas constituidos por vigas y barras
elasticas articuladas a estas), y porlicos (es decir, reticulados de nu-
dos rigidos en los que los dngulos entre las barras se mantienen inva-
riables durante la deformacion).

Al calenlar los particos generalmente se prescinde de las defor-
maciones originadas por la Lraccion o compresion de los elementos.

Ejemplo 56. Dado: un voladizo AB solicitado por carga uni-
formemente distribuida, los valores q, {, £, e I, el tirante elistico
AC y sus dimensiones I, £, y 5 (fig. 102).

|- e

biggrame  de M

Fig. 102

Determinar el esfuerzo axial N en el tirante

Resolucidn. Dividimos el sistema viga-barra por la articulacion
A en una viga AB yun tirante elistico AC. La viga estd solicita-
da por una carga uniformemente distribuida de intensidad ¢ y la
fuerza desconocida N. El tirante estd solicitado solamente por la
fuerza N.

Comparamos los desplazamientos de los extremos A de la viga
y del tirante, obteniendo |f4| = Al
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De la tabla de la figura 99 (casos 2 y 3) hallamos,

qlt NE

[fal =i — =L,

8E [, 3E,
De la ley de Hooke se desprende,
N,
By

Introduciendo f4, v Aly en la ccuacion de ecomparacién de los
desplazamientos oblendremos,
ql} N Niy

SE, 3EJ, Eub,’

Al =

de donde se halla,
1

Iy B0y
I s
+ BE T,

3
N= 5 ql,

Casos particulares (lig. 103)

1) EsFy=o00; N = %qh.

2) EFy=0; N=0.

Asi, pues, segiin sea la rigidez del tirante eldstico, el esfuerzo N

puede variar entre los limites 0.<Z NV < -8- ql; v el momento flec-

Fig. 103
tor My en el empotramiento,

EZ Z'&
2 el

En la figura 102 estad representado el diagrama del momento
flector en la viga, para un valdr cualquiera de M g, dentro del inter-
valo de wvariaciéon indicado.
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Ejemplo 57. Dado: un pértico rectangular de lados a y b y de
rigidez de la seccion a la flexion EJ, solicitado por carga distribuida
interior g, normal a las paredes (flg' 104).

Determinar la variacion de la distancia § entre las secciones E—E.

Resolucidn, Dividimos el portico en vigas por secciones trazadas
en los nudos, Puesto que el portico
es simétrico, resulta suflicienle ana- a

lizar dos vigas AB y BC. Prescin- _A DT E
diendo de la traceion de las barras T ‘-_-# EE HIERRES
-]
11’

a

cada viga como apoyada en los
extremos y considerarlas solicitadas &
por carga distribuida de inteénsi-
dad g y por momentos desconocidos
My en las secciones sobre log apoyos
debidos, aquellos, a la rigidez de
los nudos del portico.

Puesto que los dngulos de los
vértices del portico deberin mante-
nerse rectosg, al comparar los des-
plazamientos,oblendremos 0y, =04,.

De latabla de Ta figura 99 (casos
4 y 5) se halla,

del portico, se puede interpretar [ 3
-q—q e
i

. qa* Mya
BT 2K

My qb®
B opr T 4RI

Fig. 104

De Ia comparacion de los desplazamientos se obtiene,

3 3
G qb
e My(a -} b)

resultanda,

My= i% (a* — ab 4 b).

De esta misma tabla se obliene que el alejamiento de las seccio-
nes medias de los lados a seri,

(a® + bdab — 4bY).

LD o Mg
T ET\384 16 1925!
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Problemas 496-499. Calcular las vigas hiperestiticas y construir
los diagramas de M y (.
P IP

W, " 437

—t—
§ i
3 R
) . b s &
; —a

IS IS S S

Problemas 500-505. Calcular las vigas hiperestiticas y determi-
nar las magnitudes de las cargas admisibles,

Para todas las vigas se debe considerar la misma longitud, 3m
y lol = 1600 kgf/em?.

En los problemas 500 y 501 las secciones de las vigas son cir-
culares (d = 10 cm);

en los problemas 502 y 503 las secciones de las vigas son anulares
(D =12 em, d =8 cm);

en los problemas 504 y 505 la seceion de las vigas es cuadrada
(10 < 10 em),

800y
$F‘I

<
L.

i
-

[EERTENER!

X

2
]

|

!

i

a R s
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Problemas 506-509. Determinar el nimero del perfil doble te de
la secciéon tranversal.

a08 lP q 01

"ffgwg_”ff

£ alel
srb-MM-<-l Eﬁzpz

=+ b

*2

L L F
Z 7 Ael
Dado: P=21f, g=21/m, M=3 tf-m, =2 m y [o] =
=1 600 kegl/em?®.

Problemas 510—513.

Detlerminar el
mo ."Umﬂx-

momento flector méaxi-
510 Fali
S M I l'P s
- |
4 I P Wf 2 | J
A2 | —20——a-=—1a
512

iHiHvHiLHH

i %_La:%a J[

Problemas 514-519. Determinar el desplazamiento y de la arti-
enlacion intermedia o del eursor.

b

I

7 g

Oy  [[aarn
S 0 I

R 2
a—= I—-—Ea—-‘-a —-L—

28 [’-M 517
t. BT TEEES

13—618 193



Problemas 520-525.

tirantes.

T E=2:10%kgffem?

Determinar los esfuerz

F=icm?

24— it

-1p
os axiales N en los

Bge fgfﬂ’@ﬂlfmz ZEI F; 7
P —a«-La 2 10x10 ¢m
%HH* ?‘HH
P=1tf A z-u,__
.M/‘.v¢, ey
S22 ] | 20x20 em
a]
Zounf - E
E=210°kgf[em? F 06m
I i \ S%* N
o § fm-r-kim Im--{
fe— I e m peitf
p=2tf E=2- 10%gffom?; €, ﬂ’kyffcm?
52 528
<—a
M M T E,=z-m:M~,*m=
’ L R=lem
‘-] ! I—P i~} I M‘Jﬂﬂm
S Sl
)
- g——
E5= 61 .L c‘, I Ey=Ey= Ey= 10 MN{m?
o ) | b Ifjs'-{k
SR S IS M B=20kN
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Problemas 526-529. Determinar en los elementos de los sistemas
compuestos por vigas y barras:
1) las tensiones térmicas (problemas 526 y 529);
2) las tensiones de montaje (problemas 527 y 528).
526 a1

1 Il
: a1

E'I]=fz Iz

E;= 2105 MN|m?

F=1om?
E,=10% MNIm? il
aty=-50°C !/ Blemx 30 em raaar]
e, =12,510°6
528 823
5 Y o 20omx20 em
I I 1 S
E = - g=lm == a -
Z%wxzﬂcm LA 0, 3mm e
L. 4 a lj o I 1 l?
L]
L.. Im -—LJ—-F.H’?—- I

E=E,=2- 100 MNIm?: Fr=Fy=lem?  E,=2-10%gfleme; F=2 am?
E4=10% MN/m? E=10°Kgffom? at, =50 06,=12,510°°

Problemas 530-537. Calcular los pérticos hiperestiticos y deter-

minar las magnitudes de los momentos flectores maximos My 5.

Prescindase de las deformaciones originadas por la traccion y com-
presion. Considérese que las rigideces a la flexion de las secciones de
todas las barras son iguales.

FEn los problemas 534 y 535 se deben considerar también las
deformaciones de los elementos traccionados o comprimidos.

530 531 8P
= . = cl“_”_*‘g’lﬂ
: - &gp ’ %

| P g

‘I_i l A
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trag o 1"‘
} =l T 1 I 1}
3 I |
M1 | I H 7| ®
]T-—J%n ! l
1
tl_ .. o
y - 0
S (3 Ely=Ep =1

Ealy=Eyl3=E1

Problemas 538-543. Determinar las reacciones de apoyo o los
esfuerzos N en los tirantes de los pérticos, que surgen durante el
montajo (538, 539) o al variar la temperatura (540-543).

Admitase: E,, = 2-10% kgf/em?, E, = 10° kgf/em?,

Gge = 12410 % o, = 16107°,

53

20
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Cobre, Fy=lome

g4z o Hy e——d——]
T ] Vi 4
| At
) 10 I r
i 4 il AR
(Z,:{X,ZJUC
_______ o

” .N.ﬁ}ézéé,ﬂ...ﬁ
oy, = 0

Método de las ecuaciones de los tres momentos, Fsle método es
comodo para calenlar vigas continuas de muchos vanos, es degir,
vigas que cubren varios vanos sin juntas articuladas.

b o [ b
T

b el —1=<

Fig. 105

Supongamos gue se calcula una viga continua de n vanos (fig. 105)
de rigidez de la seccion ET constante y cuyos apoyos se encuentran
a un mismo nivel. El grado de hiperestaticidad de esta viga es n—1.

Desarticulamos la viga en las secciones situadas sobre los apoyos
obteniendo r vigas apoyadas en sus extremos. Consideramos incég-
nitas superfluas los momento flectores en dichas secciones. Para
eada par de vigas contiguas de luces I;_y v I; (fig. 106, a)se plantea
la condicion de continnidad de las lineas elidsticas en forma de igual-
dad de los angulos de giro (0f = 07) en el apoyo intermedio i. Asi
se obtiene un sistema de n—1 ecuaciones de los tres momentos en
forma candnica siguniente:

Mi—lyey + 2M; (=g + 1) + Mgl = — GET (0 4-09), (131)
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siendo M;_, M; y M, los tres momentos desconocidos en las
secciones sobre los apoyos i —1, ie i —1;
208 los dngulos de giro de las secciones sobre
el apoyo i correspondientes a las vigas
situadas a la izquierda y a la derecha
y originados solamente por las cargas
que actian directamente sobre estos
tramos (fig. 106, b).
Los valores de 0}° y 0f se pueden obtener por cualguier procedimien-
to, que se considere adecuado, o de las tablas, si esto resulta posible.
a

e mﬂm;ﬁ_ "’ [T oy

T s - le g ———Ta ]
Loy i L
b ”
nRnrRan s R R 1
: T - 8 1 T S saants i
Fig. 106

Introduciendo en la ecuacion (131) en lugar de @ los valores 2, 3,
4, ..., n se obtiene el sistema de n — 1 ecuaciones, cuya solucion
dari los valores de todas las incognitas superfluas (:m'mwnlus flecto-
res en las secciones sobre los apoyos de la viga continua).

a) p M
VAN
: 2
B_—:-
_zLI ._LLZ
L M,=-Pc-M
Fig. 107

Al aplicar en la prictica el método de las ecuaciones de los tres
momentos conviene tener en cuenta las siguientes observaciones.

1. Los dngulos ol y 0 se introducen en las ecuaciones con el
signo positivo si las secciones de las vigas giran en la direccion indi-
cada en la figura 106, b.
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2. Sila viga continua termina en un voladizo solicitado por carga
(fig. 107, a), éste no se interpreta como un vano mas en la ecuacién
de los tres momentos, sino que se sustituye por el momento origina-
do por la carga aplicada al voladizo respecto al apoyo préximo

a) &
g 11110

/ Y]

Fig. 108

y aplicado a éste con el signo correspondiente (fig. 107, ). Conviene
introducir este momento en el primer miembro de la ecuacién de los
tres momentlos,

3. Si la seccion extrema de la viga continua esti empotrada
(fig. 108, @), entonces su angulo de giro sera igual a cero (0, = 0),
Esla eodicion puede ser expre-

satda por la ecuacion de los tres @ ‘ M
momentos, sustituyendo el empo- i [T17
tramiento por un vano ficticio =L j— L
de longitud I = 0 (fig. 108, b).

Analizando dos vanos contignos [, M

y I, la condicién 0, — 0 se escri- &
biri segin la ecuacion de los
tres momentos,

oMl + Ml = — 6 EI93, -
(132) 2

4. Si el par de fuerzas con- ) M
cenlrado exterior se aplica en la
seccidn situada en el apoyo inter- i
medio de la  viga contlinua

(fig. 104, ), entonces conviene "d) Miz

referiv el momento M de este “LoE

par a la carga situada en el vano. M, M=MgzM,
El momento del par puede !

referirse solamente al vano dere- G

cho (fig. 109, ¢) o al izquierdo

(fig. 109, b), o simultdneamente )

al izquierdo y al derecho divi- Fig. 109

diéndolo en proporeion arbitra-

ria (109, d). Conviene veferirlo al vano menos solicitado,
Una vez ohtenidos, de la ecuacién de los tres momentos, los

momentos flectores en las secciones sobre los apoyos de la viga
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continua se caleula por separado cada viga apoyada en sus extremos,
para la carga aplicada en su vano y los momentos aplicados a los
extremos, Por ejemplo, la reaccion en el apoyo i de la viga conlinua
se puede obtener sumando las reacciones en los apoyos i de las dos
vigas contiguas. Cada una de ellas se obtiene de las ecuaciones de la
estitica. La formula general para la reaccién en el apoyo i es:

A __”Aq_f_M,J—{—Mg_I_ﬂh:.,—ﬂrh
l ' li'—l zi '

siendo A7 la reaccion tolal en los apoyos i de dos vigas contiguas
correspondiente solamente a las cargas dadas sobre los
Vanos;
M — M, I
— la
Liey

(133)

reaccion en el apoyo i de la viga izquierda debida

a los momentos M;_, y M;;
.I'lfi.( — a'l'l'g = = . .
———— la reaccién en el apoyo i de la viga derecha debida a los
t
momentos My, vy M; solamente.

Al ealeular la reaccion en el empotramiento el vano nulo ficticio
no se tiene en cuenta.

Al caleular la reaccidn en el apoyo seguido de un voladizo soli-
citado por carga, en In magnitod AY se incluye la resultante de todas
las Tuerzag exteriores que actian sobre el voladizo,

Los grificos de las fuerzas cortantes y momentos flectores pueden
construirse por separado para cada vano, como en una viga apoyada
en sus extremos solicitada por las [uerzas exteriores dadas y los
momentos de los apoyos. Se pueden construir también por el mélodo
de superposicion de los diagramas de los momentos en las secciones
sobre lus apoyos y de los momentos debidos a las cargas dadas apli-
cadas en cada tramo.

El dngulo de giro y la flecha en una seceion arhitraria de la viga
continua conviene delerminar analizando solamente un vano, inter-
pretado comoe viga apoyada en sus extremos y solicitada por la carga
aplicada en el vano y los momentos en las secciones sobre los
apoyos. Aqui son aplicables todos los métodos que se emplearon al
caleular las vigas isoslalicas.

Ejemplo 58. Dado: 2 =2 I, M =4 tfh-m, g = 6 i/m, ¢ =
=1m, {, = 3m, l, = 2m, [o] =1 600 kgflfem® y £ = 2.10° kgf/cm?
(fig. 110, a).

Determinar el nimero del perfil doble te de la viga y fj.

Resolucion. Descomponemos la viga en dos de luces [, y I,

_(tig. 110, b). A la viga de luz I, aplicamos el momento M, vriginado
por la fuerza P aplicada al voladizo en el apoyo izquierdo, un par
de fuerzas M y un momento flector M, desconocido, en el apoyo
derecho.
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A la viga de luz I, aplicamos una carga distribuida de intensi-
dad ¢, u

n momento flector desconocido M. en el apoyo izquierdo
un momento flector desconocido M, en el derecho

En el lugar del empotramiento introducimos un vanao fieticio I

: ieticio I,=0.
a

Para el sistema dado de doble grado de hiperestaticidad las

dos ecuaciones de los tres momentos serin las siguientes

My + 2Mo (ly + b) + M3l = — 6ET (8,* —0})
Myly 4 2Myl, = — 6EIO).

Puesto que My = — Pc = —2.1 = —2 tf:m y de la tabla de la
figura 99 (casos 4 y 5), teniendo en cuenta los suguos, resulta,

las ecuaciones de los tres momentos seran

10M5 + 2M5 = — 30, }

M+ 2M,— —6
de donde se obtiene M, = — % ~ —2,667 thom y My = —
~ —1,667 tf m,

=~

| wr

Por la férmula (133) determinamos las reacciones A,, A, y A,
en las secciones fijas:

A‘:AHM

My _py M Mty
1

Iy

= 3,111 tf;

2
202



Comprobamos las reacciones obtenidas con la suma de las
proyecciones sobre el eje vertical,

1
Ay Ayt Ay — P —qla=0; 5 (564974 99) —2 —12=0.

La congtruceion del diagrama de la fuerza cortante se da en la
Tigura 110, .

El diagrama del momento [lector se construye por el método de
superposicion. El diagrama correspondiente a la carga aplicada en
el vano es, para la viga de la izquierda, triangular y para la derecha
parabolico (fig. 110, d).

Il grifico originado por My, My y M, es una linea gquebrada,
representada en la figura 110, e por la linea punteada. Sumamos a este-
diagrama el diagrama rectilineo en el voladizo, correspondiente a la
fuerza /7. De las lineas punteadas en los vanos trazamos las ordena-
dos de los diagramas en los vanos debidas a las cargas dadas.
Teniendo en cuenta los signos de los diagramas originados por los
momentos y por la carga obtendremos el diagrama resultante de los
momentos f[lectores,

Caleulamos el valor de x correspondiente a My en el vano
v 1

ane
derecho,
p -
:c=—-=£—f—:= 1,08 m.
q 18 -6

Puesto  que

AM = —2—- = W —2—_= 3,51 tf-m,
rosulta,
4 8
lem:(x = r-}l;}i —h = “'84 -m.
vano d

Como se puede observar del griafico

8
ﬂ'(!mu:’. = “-fi Lf-m.

Por la formula
ﬂﬂ’um.\: N 8 l”r.
[o] ~ 31610

Del surtido hallamos para of perfil doble te N 18a,

~ 167 em®.

w:

Tmay — [01 A00 — 167 — 159
lo]

{una sobretension << 5%, lo que es admisible).

W=159 em® y 100 = 4,8%,
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Escogemos el perfil doble te N° 18a para el cual,

5
_@z=ﬂ_1667 kgflem® v T—1430 em®

Al determinar la flecha fi empleamos el método de superposicion
y recurrimos a los valores de las [lechas indieados en la tabla de la

figura 99 (casos 5 y 4),
5 g Ml Mili 10°

384 EI  AGEI  16El  16-2.10°.1,43.10°

x( 2461()-4- §+E-4)=,u0.058m=0,58 mm.

Problemas 544-549. Calcular las vigas hiperestiticas (544, 545)
y determinar las dimensiones necesarias de las secciones transversales

de las vigas (H46-549).
En el problema 549 determinese la flecha de la seccion .

54
B e ypeonr 2 -
a
l ITEREETY)
£1E e
_ s B P D
448 &

[T F 1

v Ol Al

"
848 oo 549 RPN
1 1 IRERIRE} I
a_ . a a a G‘f.ﬂ? 2"\'?1 La i -
& (0} 1600 kgtfem? 7

zw-"x_grfcmf [61= 1600 kgt{om?

Problemas 550-555. Determinar los valores de las cargas admi-

sibles que actian sobre las vigas.
En los problemas 551-553 considérese [o] = 1 600 kgf/cm?®.
En los problemas 554 y 555 considérese [a] = 160 MN/m®.
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8w ow &
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Problemas 556-557. Delerminar las flechas de las secciones A de
las barras escalonadas.

858 5

e
o

Problema 558. Determinar los valores de M, a y b para los

cuales la viga de la seccién variable indicada seri una viga de
igual resistencia,
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Problema 559. Determinar el momento flector mdximo en la
viga si los apoyos intermedios reciben un asentamiento de A = 1 mm
(E = 2.10% kgl/fem?).

558 i
padREE AN iol, It DI
"{HII!{H!”IBI‘!”‘H N20g

Jﬁ E=7Y
T R L—'I--L—-

Problemas 560-561. Determinar los espacios A para los cuales,
las tensiones normales maximas en las vigas de rigidez de, la
seccion dada ET tendrin sus valores minimos.

lr»

0 q 561 lP
i
g . 4 8 ,T—. ’L ﬂn é\?
I { T L | ‘{2 Uz e 4/2 -l/Z-]

Py IEREEREITRRIRRRRTR]
Fundamentos del edleulo de vigas hiperestiticas
por capacidad resistente

Se supone que el material de la viga hiperestilica es plistico
y se parte del diagrama de traccion — compresion idealizado.

Puesto que la capacidad resistente de cada vano de la viga se
agota al aparecer en él tres articulaciones plasticas, (una en el vano
y dos en las secciones sobre los apoyos), podemos analizar eada tramo
por separado, independientemente de los demds. Es conveniente
realizar el calenlo de la viga por el método de nivelacion de los
momentos [lectores,

Si la viga es de seceion transversal constante, entonees L magni-
tud del momento flector admisible también serd constanle y se
obtendrda por la formula (114).

-M;ﬂ:l\' =2 [6] Sl

siendo & el momento estitico de la mitad del drea de la seccidn
transversal respecto al eje central.

El grifico de los momentos flectores definitivo (nivelado) se
construye por cada vano de manera que sus ordenadas sean iguales
a M. en las secciones sobre los apoyos y en el vano. De la confi-
guracion de los diagramas nivelados obtenidos se deduce Mp,, . en
funcidn de la carga en los vanos. Por la formula (114) se determinan
las cargas admisibles midximas para cada tramo.

Si el extremo de la viga estd apoyado en una articulacion, enton-
ces, para que el iltimo vano se convierta en cinemilicamenle varia-
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ble, es suficiente la aparicién de dos articulaciones plasticas (en el
vano y en la seceion sobre el apoyo intermedio). En este caso el
momento flector en el extremo de la viga es igual a cero, mientras
que en el vano y en la seccion sobre el apoyo intermedio, sera Miax.

P
5

Ui b ,
LY (5. D B a—iue
e Lz ; s
1 5
i 1 Diggrama
LA
S ! il
a A ‘! f |‘
~~ i YW
i\ s
) il

Fig. 111

En la figura 111 se ilustra la construceion de los diagramas de
los momentos flectores nivelados para el caso de la viga continua.
En ¢l caso de una viga escalonada de valores de § dados, el diagra-
wa nivelado de los momentos fleclores se eonstruye para eada esealon

VP ool

N

con su correspondiente valor de My,.c. El edleulo sucesivo se reali-
za de la misma manera que en las vigas de seccion conslante.

Si se da la carga y se necesita caleular la seccion transversal de
la viga, entonces en las seeciones de cada tramo donde deben apare-
cer las arlienlaciones plisticas se determinan los momentos flectores
admisibles Mj,. en funcién de la carga dada. Por el miaximo de
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M, 3 . <
estos momentos se halla § = -2-'3-’—’ y las dimensiones de la seccion

transversal.

Al disefiar una viga de seccion variable, las dimensiones se
establecen de manera andloga para cada tramo.

Ejemplo 59. Dado: 8§, §, I, v lo] (fig. 112).

Determinar Pliy ¥ Gy

Resolucion. Construimos el diagrama del momento flector enive-
lado» admisible

Minax = 2[0] S.
Puesto que del diagrama construido resulia

P;‘I-‘l!l 3 *
_'“{‘l_'l“:_z_Mmax=3[g]S'

, 2
Tt o ) M =401,

los valores de la carga mdxima admisible en los vanos de la viga
serdin, #

s ; S
Prax=12[0]— Y Gmax = 32[0] —-.
ll l':z
Problemas 562-567. Determinar lIas [uerzas admisibles
lag vigas y los sistemas.
En los problemas 564-567 considérense conocidos o], a, W

para

28
¥ =g
862 63
E 1P P

%'Hm—-—aig,f: ] T ‘l N

= @2 3N = @ e O
[61=100 kgt em? (1= 1600 kgffem?

—fg—tea — g ,‘
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Problemas 568-571. Determinar las dimensiones de las secciones
transversales de las vigas y de los sistemas.

Considérese que la seccion de las vigas es rectangular (b = 2h)
v que el material de las vigas y de los tirantes es el mismo.

569

G-Itfim
z bah

~" A N T gon]
jemr

[ 10 kgtfem?

T
F=2em® |

I'l o
i t
ﬁ i— R 2
q —l=-g=lm g —

(6]=1800 kgt fcm? [6]=1800 g {em?

Problemas 572-575. Determinar el coeficiente de seguridad n;
(correspondiente a la carga) con el que han sido calenlados las
vigas y los sistemas,

Admitase para el limite de fluencia del material o, =
= 2400 kgffem?,

14—618 200



573 o

P=3tr = g= bz
Wig LT _?’” Wiz
.-ﬂ i[ a=2m ﬂ’--—r-—-a—%
72
574 peits 575
g a . P=2,5tf

!-—e::mm_..‘.. a ‘..1

|
I g,=s0m I

I Fy=tum?

It . n L . "
§ 9. Energia potencial de la deformacion elastica
en la flexion

La energia potencial de la deformacion elistica acumulada en la
viga, en el caso de_flexién transversal plana, se delermina por la

formula,
M dz j O dx
U= | —— Xk | ——— 134
9Bl T 268 " (13%)
siendo
S L -
emr [ (5 ar, -

un coeficiente adimensional que caracteriza la desuniformidad en
la distribucion de las tensiones tangenciales en la seceién transver-
sal de la viga y gue depende de la forma de ésta.

En la formula (134) la integracién se realiza sobre la longitud
de cada tramo de la viga y la suma abarca todos los tramos. In la
férmula (135) se integra sobre el drea /7 de la seccidn transversal;
S, be I tienen el mismo significado que en la formula (99) que deter-
mina la tensién tangencial; E y G son los médulos de elasticidad
longitudinal y tangencial del material de la viga.

Ejemplo 60. Dado: a, a, k y hy (lig. 113).
: sy
Determinar k= F J. (ﬁ) dar,
F
Resolucién. El drea de la seccion dada es,
F = ah — aghy.
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Fig. 113

El momento de inercia del drea de la seccion respecto alTeje z,
1 3 3
= 1—2(ak — aghy).
Para las alas se obtiene,
I
S=—(——— ) dFy=ady, b=a
=5\ n 1 Y
y para las paredes,
2 2
Sp=TE M Sty ahy— (o —ag ds

b=a— a,.

El coeficiente de desigualdad de las tensiones tangenciales serd,

o3[ (3 e [ (G2 om] -

i

h/2
=sateJ (5] | et
._212{‘1 j (4 dyl"i‘(a_al)) ‘(a_a") s dJn —

hyf2
F k‘(k m) » (k hn) W —kﬂ
_21‘{"[14; 2 2 58 38/ T 5m |t

ah® — aght e ah® — a il iy n hy ]}
16 (a — ap)* 2 2(a—ay) 3-8 ' 5.32

14* 211
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P8 Introduciendo aqui los valores de F y I, después de algunas
transformaciones, obtendremos,

4 aghy

=

e
5

Casos parliculares:

G
1) ay=a; .".'=-5j;

. I 4+— -
2 a=hy ay=hy k:%.—”’-_{- _ﬂ.l1 _la_t‘ %
5

2 P 5 _
(15—_30—-2’-+7~T+8—';—)]}'
a a a
Si, por ejemplo, a, = ,i)' entonees k = g—:—o = 1,548.

3) Perfil doble te N° 20.

Del surtido hallamos a = & = 10 em; & = 20 em; a — ay =
=d=1052 em; a; =948 cm; hy =h — 2t =20—-2.0,84 =
= 18,32 em.

Puesto  que

% L0048 o016 W~ 0,868
T h ah
3 a o
h 0769, 2 07200 o645 v arlis ~ 0,611,
i ak® W ak®
resulta
6 1—0,868 { [ 1
_y.s s 10,948 [1 — = (15.0,916 —
5 (1 —0,948) (1 — 0,729)* g (

—30.0,769 4 7.0,645 - 8 -o,su)]} ~ 2,51,

En el caso de una seccioén de perfil doble te laminado, el coeficien-
te de designaldad de Jas tensiones langenciales en la flexién se
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puede obtener aproximadamente por la férmula,

_ G
k=——‘3£=£|
a F,

a

siendo F el darea de la seccion;
Fgu el area del alma de altura h, es decir Fp = dh.

Por ejemplo, en el caso del perfil doble te N° 20, hallamos por esta
26,8

formula F = 26,8 em®, F, = 20.0,52 = 10,4 cm?, k=m ~ 2,58,
Ejemplo 61. Dado: £/ = 60 kN, ¢ = 30 kN/m, a = Zm, E =
= 2.10° MN/m?®, ¢ = 810" MN/m* y |o| = 160 MN/m? (fig. 114).

A P !
borl  Wrfooion I
&

o ({ ——

Diggrama de

8ok
S
Diggrama de| 1 """"'"mmﬁnu 100k

00
5 flin

...ullllm :%mmmnmm..

Fig. 114

2a

L/jyp—
M

Determinar los nimeros del perfil doble te y del canal.
Resolucion. De las ccuaciones de la estitica se determinan las

reacciones de apoyos,
A=2P+20 g5 kN, B=P{2%a—A=100kN.
Planleamos las eenaciones de @ v M.
Qy, =A=80 kN; M,= Az, =80xr; kN-m;
My=a=0; M, —,=160 kN -m;

Qe,=—DB 4 gr, = — 1004 30zy; Qp=o= — 100 kN;

— 100 4- 30-4 =20 kN:

r\}‘\'g=2u =

213



2 2
M, =Bz, _"23= 100z, — %; My =0;

Myympo =100 -4 — 32—[) 16 =160 kN -m.

Determinamos Mpyax. De la condicidn,

Quy=— 1004 302, =0, =7 m,
se obliene
2
Wi —100.10 30 10°_ 500 , v 0.

e B 329 3
_3

Por la férmula hallambs,

Mupax 500 10°

~ 1042107 m® ~ 1042 cm®.
[c]  3-160.10°

W=

Del surtido escogemos el perfil doble te N° 45, para el cual,
W = 1220 ecm?®; [ = 27 450 cm?; ¥ = 83,0 cm?; h-= 45 cm;

d—086 emy ke Lo 8 o4
; Py 450,86

La energia potencial de la deformacion elistica de la viga se
obtiene como la suma de las energias correspondientes al momento
flector (U,) y a la fuerza cortante (Ug).

Por la formula (134) hallamos,

2a
Up=2Z 25{ 2EI(.[M dxi—j-a[Mi!dxz)-:

251 Géjxldzi-}- I(Zﬂxzhﬂri)zdrg] 40° =

108 (64 800 )
- 8.8 —120.16 + 2.32
2.2.10".27450.1078\ 3 T 6+ :3

~ 769,4 J;
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I 2 2 dz
Q 2GF 2GF Qzla"i' Qza 2
 kA0°
B4a —104-3 zdz]._
=26r +5( Fin) dn
=’i2’_”(ﬁ4a+2aoa_129a + 24d") =
214 -10°
—— 244407 108 400 — 4801192~ 38,7 I
2.8.10" -33,0.10"‘( ) T4

U= Uy + Uy = 769,4 4 38,7 = 808,1 I.

Puesto que para las vigas normales la energia potencial corres-
pondiente a la fuerza cortante es pequeiia en comparacion con la
energia correspondiente al momento flector, generalmente se pres-
cinde de la primera.

Iin este ejemplo,

Uq 38,7

Ya 4100 =387 100~ 5%.
U 694 07

En el caso de vigas cortas no se puede prescindir de la energia
potencial que corresponde a la fuerza cortante puesto que puede
adquirir un valor considerable.

Problema 576-581. Calcular la energia potencial U de la defor-
macion eldstica de las vigas teniendo en cuenta solamente los momen-
tos [lectores.

En el problema 576 se deben analizar las vigas que se indican en
los problemas 222-231 considerando dadas las cargas, las longitudes
! y las rigideces EI de las secciones.

—5— J -yt [P 578 M-g5tPm
*‘?*7 ' ' :
posm, | ] 20— 0

£=10%gt/em?
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578 gi0g 580 P [ 2526

a YRRREY| Negg | == @bxb
Lam —=r=—/,5m—= r? ?ﬁ £
€=2 10°kgffein? QeI -Lﬁ'

[6], E; &, viga de igual resistencia

Problema 582. Determinar la influencia de los apoyos dela
viga solicitada por una fuerza aplicada en la secciéon media sobre
el valor de la energia potencial correspondiente al momento ﬂ!-'(.TOl,
en los casos siguientes:

a) la viga estd apoyada en sus extremos,

b) la viga tiene un extremo empotrado y el otro articulado,

¢) la viga tiene los dos extremos empotrados.

Problema 583. Determinar como varia la energia potencial corres-
pondiente al momento flector en una viga de seccidon rectangular
apoyada sobre dos apoyos y solicitada por la fuerza P en el centro,
si la viga se sustituye por la de igual resistencia de altura de la
seccion constante,

Problema 584. Calcular el coeficiente de la forma de la seccion k
para las secciones:

1) rectangular,

2) cireular,

3) triangular de lados iguales,

4) anular eircular,

4) cuadrada en forma de cajon,

6) doble te N 60.

En este ultimo caso, demuéstrese que el coeficiente k, para
la seccion doble te puede ser obtenido como la razén entre el
drea de la seccién y la de la pared de altura igual a la del
perfil.

Problema 585. Para las vigas de los problemas 577, 578 y 579
determinese la energia potencial correspondiente a la fuerza cortante.
Evaliiese en por ciento la influencia de la fuerza cortante sobre la
energia potencial en la flexion.
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IX. RESISTENCIA COMPUESTA
DE UNA BARRA RECTA
DE GRAN RIGIDEZ

§ 1. Flexion desviada

En la flexion desviada, que es la combinacién de dos flexiones
transversales rectas, la tensién normal o en un punto cualquiera de
la seccion transversal de coordenadas y y z (fig. 115) se determina
por la formula,

My My (ycos o | zsen cz)
c="=4 LM |—F—), 136
1 + 7, . + 7, (136)

siendo 7, y [, los momentlos de inercia principales centrales de la
seceiom transversal de la viga;

M, y M. los momentos flectores respecto a los ejes y y z, es
decir, las componentes del momento flector resultante M =
= VM + M? que actia en el plano zp inclinado un dngulo o
respecto al plano principal de inercia de la viga xy.

Aqui y en adelante se considera que M, y M, son positivos si
originan tensiones de traccion en los puntos del primer cuadrante de
la seceion.

La ecuacion de la linea neulra nn se escribe en la forma siguiente:

L M, I,

Yy=—— =

1, M, I,

stgo= —zigP, (137)
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sienda

gp=tz. My _ L g (138)

I, M, 1,

el tangente del dngulo de inclinacion de la linea neutra nn respecto
al eje z.

La linea neutra nn siempre se desvia del eje z un dngulo f en el
mismo sentido que la linea pp del plano de accion de las fuerzas se
desvia del eje y (un édngulo «).

Las tensiones normales mdxima y minima se caleulan por la fér-
mula (136) introduciendo en ella las coordenadas (yy, 2z; e yz, 22)
de los puntos de tangencia de las rectas paralelas a la linea neutra
con el contorno de la seccion.

Si la tension normal mixima o minima aparece en el punto mis
alejado de los dos ejes principales centrales de inercia de la seccion,
entonces

(M, | M|

P et o RN MR el A 1 139
Tmax W, + W, (139)
y
I M i I I sz )
, AEarey, e i 12 — 140
min ( Wy + 3 { )

siendo Wy y W, los modulos de la seccién respecto a los ejes y y 2.

En la flexion desviada, las secciones de las vigas se caleulan
por tensiones normales, por tanteos seguidos de la correspondiente
comprobacion,

El primer tanteo puede realizarse del cdlculo por flexién plana
originada por la componente del momento flector que requiere mayo-
res dimensiones.

Iin el caso de secciones que se inscriben en un rectingulo, el
primer lanteo se realiza por la formula,

WYty (141)

siendo

En el caso de nn rectangulo de altura h y base b, ¢ = —;—:-; en el de

un perfil laminado doble te se puede considerar ¢ = 8 y en el del
perfil canal ¢ = 6.

La flecha f y el dngulo de giro 6 de una seccion cualquiera de la
viga, en la flexion desviada, se oblienen como las sumas geométri-
cas de las flechas y los dngulos de giro correspondientes a las compo-
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nentes del momento flector que actian en los planos principales de
inercia de la viga, es decir

f=VE+F£ v 0=V 10,

siendo f, v f: las flechas en direccién a los ejes y y z;
0, ¥ 0. los dngulos de giro de la seccién respecto a los ejes
yyz
El dngulo de giro resultante ocurre alrededor de la linea neutra
y la flecha resultante, en el plano perpendicular a la linea neutra.
Si la flexion desviada se origina por dos sistemas diferentes de
fuerzas exteriores que se encuentran en los planos principales de
inercia, entonces la posicién de la linea neutra en una seccién trans-
wversal arbitraria se debe obtener por la férmula,

I My
I, m,'
v la posicién de la linea de la flecha, por la férmula,

. Iz
t =,
gp i

u

puesto el angulo f’ entre la direccién de la flecha resultante y el eje
y no es ignal al angulo P entre la linea neutra y el eje z.
En este caso la linea eldstica de la viga es una linea estérea.
Si las cargas que actian sobre la viga se sitan en varios planos
que pasen por el eje geométrico de la viga, entonces proyectando
estas fuerzas sobre los planos principales de inercia obtendremos
el ecaso antlerior.

Ejemplo 62. Dado: P, q, 1, b, k, E y « (fig. 116).
Determinar la posicion de la linea lleutra, Omax ¥ fmax-
min

Resolucion. Descomponemos la fuerza P y la mtermdad de la
carga uniformemente distribuida g sobre los ejes principales centrales
de inercia de la seccion transversal y y z:

Py=~Pcosa; q,=qcosa; P,=Psena; g,=qsena.

Las componentes del momento flector maximo en la seccién
siluada debajo de la fuerza seran,

Pl gl ql
Momae =73 T g =g Py Jeose

P.l X I
Ml,,m“= 4 —}-T-:Z-(P-[—%)suna.

El momento flector My, que surge en el plano principal zz de
inercia de la viga, tracciona las fibras que se encuentran a la izquierda
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del eje y, y comprime las que se encuentran a la derecha (fig. 116, a).
El momento flector M,, que surge en el plano principal yz de inercia
de la viga, tracciona las fibras que se encuentran por debajo del
eje z y comprime las que se encuentran sobre el eje.

[ fmaiy~
a\w
ep i

Asi, pues, las tensiones de traccion maximas op.x apareceran
en el punto 4 de la seccion media de la viga y las méaximas de com-
presion oyin en el punto B. Estas tensiones son:

M, M, 31 l cosoct  sena
Omax — max max) ———(P _9_"__')( 0 )
min i(w,"'wy e\l T2 )\ T

La posicion de la linea neutra nn se determinara de la ecuacion,

I
=—tga
v b

. h ;
de donde se deduce, que cuanto mayor sea la razon 5 mayor serd

la deswacmn de P respecto a a.
, por ejemplo, el plano de accién de las fuerzas pz coincide

con el plano diagonal de la viga, entonces tga = —b’; ytgh =
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h i mi o
p= }—;—‘?‘ = %, es decir, el plano neutro nz coincidird con el otro
plano diagonal de la viga.
IEn este caso h = b y, por lo tanto f > a, como se indica en la

figura 116, &. Iin esta figura estd representado también el diagrama
de a.

De la tabla de la fignra 99 (casos 5 y 6) obtendremos para M,
5 gl PP _

Vw380 1, T WEL,

P ( 5 )
=—| — 7| se :
AEP\3 ql sen o
y para M.,
5 gl pBE

T =385 EL. + W8ET,

5o+
=——|—ql 4 P |Jcosa.
AR ot

La flecha resultante en la
mitad de la viga sera,

}‘IHFIK:vfi '{"fﬁ =

max Tunix
(E'(l BN
3 ql -+
AERD

senc  costo

X 0 _I-k—" Fig. 117

La orientacion de las flechas se indica en la figura 116, b.
Ejemplo 63. Dado: P = 240 kgf, ¢ = 400 kgf/m, | =2 m, & =
= 3% B = 2.10° kgflem® y [o] = 1 600 kgf/fem? (fig. 117).

Calcular el niimero del perfil doble te, la posicion de la linea
neutra ¥ foaxe

Resolucién. Los momentos fleclores maximos en el empotramiento
serdn,

; 1
‘M’ymux = Plsen o —240-2 E = 240 kgf-m.
F 400 -4
Mo = qz + Pleosa =202 4 940.2.0,866 ~ 1216 kgt -m.

(-3
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En el primer tanteo admitimos ¢ = 8.
Por la férmula (141) obtendremos,

_ M.+4cM, 1216 8.240
T[] T 1600

Comprobamos el perfil doble te inferior mds préoximo N° 20
para el cual

W, 100 =196 cm®,

W, = 184 em® y W, = 23,1 cm®.

Ln los puntos A y B de la seccién empotrada se obtiene respecti-
vamente Opay = —0Omin ¥ por lo tanto,

Omax == “max + M""m-'\x T 121600 24000

~ 1700 kaf/em?.
W, W, 184 231 I

Omax — [0] 100 — 1700 — 1600
la] 1600
escogemos el N” 20a, para el cual W, = 203 em?®, W, = 28,2 em® y
121600 | 24000
203 28,2

1600 —1450

Para el perfil N° 20a, I, = 155 em* y I, = 2 030 em* y, por lo
tanto, en la seccion empotrada obtendremos

Puesto que 100 = 6,2% > 5%,

~ 1450 kgi/em®.

Omax =

La sublension constituye

wgp— e Mimax 2030 240 oo o oo
I, M., 155 1216

En la ligura 117, a esla trazada la linea neutra nn y el diagrama
de la tension normal o para la sececidn de empolramiento,

La flecha mixima aparece en el extremo libre de la viga. De la
tabla de la figura 99 (casos 2 y 3) se obtiene,

/ __1_(q_l"_ PFcusm)_
Ymax — ET\ 8 3 -
1 (4 46108 240.8 -10".0.860) ;
= 2 0,33 .
102030\ 8 T 3 o
3 13 R.A0%.0 5
B Plsena _ 2408 1:) o.oﬁwa o,
max 3EI, 3.2.10°.155

222



La flecha resultante méxima

- 2 __ 2 2 __
foax=VF__+ ;,m_Vo,aa +1,03% 2 1,08 cm,

forma un dngulo B’ con el eje y, para el cual

z
tgp’ =-f—5‘-9’—= ;ﬂ a2 3,12; es decir,
fymﬂ.'l 0!33
B = 724,

Problemas 586-595. Determinar las tensiones normales miximas
en valor absoluto, asi como la posicién de la linea neutra en las
secciones peligrosas de las vigas.

En el problema 587 caletlese también la flecha vertical f, v la
horizontal fy, en la seccién de aplicacién de la fuerza, admitiendo
E = 2.10% kgf/cm?; en el problema 593, la magnitud y direccion de
la flecha f del punto de aplicacién de Py, admitiendo que £ =
10t MN/m?

a
466 87 < P
lP=2mgi ,P et %

N 8{8)
:ﬁ:-mi—za-——l---a;?_ 9? |
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585

Q=5kNim 3,71, g, 9,
%Emm%- ;2{}5{;’;

agme—— e
Problemas 596-601. Determinar las magnitudes de las fuerzas

admisibles P y la posicion de la linea neutra en las secciones peli-
grosas de las vigas.

Determinar también la magnitud y direccién de Ia flecha: en el
problema 596, del extremo libre de la viga (£ = 10° kgf/em?®), en el
problema 599, de la seceion media del vano izquierdo de la viga
(E — 10" NN/m*).

an®

[6]=100x9Ffem z "‘H’\L =30
586 o Bl ) i 87 [o)=1500kgtfom* p‘ /":
L B
180
200 -}

B
£




Problemas 602-605. Calcular las dimensiones de las secciones
vy determinar la posicion de la linea neutra en las secciones peli-

grosas de las vigas.
En el problema GU4 caleiilese también la magnitud y direccién

de la flecha del extremo libre de la viga (£ = 10° kgf/em?).

-

602 [6]= !ﬂﬂk_gf,fcmz 30° q 603 [67= 1400 !fgf,"cmz

q=200%gfim  q hzg. p-pir 2Pa Pa
ytid [+ v 4]

a%za-Ja:rmL—Za —% P :

P

-'[uﬁ_lrsfggk}qﬁcma & ng;aﬂ [6]= 400kgflom® g —I\F/
100 o) P\ | fzp PrblOMgt o ZZEEgH'm g
: ! 7] [r=%s
a=im -
s = 22 ﬂuﬂ'_‘ljm _— |

) l .
Problema 606. Demostrar que cuando ag%’ ¥y ¢2<q, la tension

Opax N0 depende de a y gz,

606 g 607
g, A '
! : 4. & ! %

EEESEEXN o
3 AN B T A 2
%" — & _'_ﬁﬂ“' -%"‘— a —=t=¢ -i% II

Problema 607. Demostrar que cuando ¢ < a y g2 < ¢q; la tension
Gmax N0 depende de g..

Problema 608. Dado: P, — 1,63P, E, a, h = 2b. Determinar la
magnitud y direccian de f.4.

Problema 609. Dado: P, 1, a y & = arctg 0,5, Delerminar oy, .

i 09
- a
*E E a
g = 2
y -
17 . P“I

au=garetg 0,5
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Problema 610. Dado: ¢, ! y a, calcular opax.

i 28 |
&
[/ 4
S E—
Problema 611. Dado: P, a, b v E. Determinar fpax v ¢l dngulo

de desviacion de la flecha de la linea de accion de la fuerza P.

i)

Pre a? . et
§ 2. Traccion o compresion y flecion
combinadas
En el caso general de la deformacion simultinea de la traceion
o compresion y la flexion, en una seceion transversal arbitraria de
una barra prismitica, los esfuerzos interiores se reducen a una fuerza

Fig. 118

axial N, dirigida segiin el eje geométrico de la barra z, a los momen-
tos flectores M, y M, en los planos centrales principales de inercia
de la barra zz y xy y a las fuerzas cortantes @, y ; dirigidas segiin

los ejes y vy z (fig. 118).
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Las tensiones normales en la seccién transversal de la barra se
determinan por la siguiente ecuacién del plano que no pasa por el
origen de coordenadas:

N My ::( M&l'z sz)
0= s 14 M2, M)y
F T I, z+ y 3 N2 T N, (142)

siendo el drea de la seccién transversal,
I, e I.sus momentos centrales principales de inercia,
zy e i, sus radios de giro prineipales,
y v z las coordenadas del punto situado en el plano de la

seecion.
La ecuacién de la linea neutra es,
M,
142 ’.“.' (143)
Nty

Las tensiones nnrnm]ex adguicren los
valores maximos y minimos en los pun-
tos de tangencia del contorno de la see-
cion con las rectas paralelas a la linea
nentra,

Las tensiones langenciales resultan-
tes se pueden oblener, de manera apro-
ximada, sumando geométricamente las
tensiones t.dlig‘-‘-l‘.ll-lr!'t“n en el punto dado
de la seccion, originadas por @, v (..

Generalmente  estas  tensiones  son
pequenas y no Lienen gran importancia en
los cileulos practicos.

El edleulo de la seccidn transversal
de la barra se realiza por tensiones nor-
males, por tanteos con la correspondiente
comprobacion. Il primer tanteo puede
realizarse, partiendo de la flexion plana,
considerando  solamente la componente
del momento flector que implica mayores
dimensiones. liste tanleo debe ser com-
probado teniendo en cuenta también la
segunda componente del momento flector
v la fuerza axial. La sobretension gque

surja en la seccion oblenida no deberd ¥ o
superar el H%. Fig. 119
Ejemplo 64. Dado: ¢ = 200 kgf/m, -

Po=24 1, Py=16 Ui, P,=400 kgl, b=12 em, h=16em y ! =
(lig. 119). Determinar o,,,x, Oy, y la posicion de la linea neutra.
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Resolucion. lin la seccion peligrosa de empotramiento de la
barra,

Ne= —Py—Py= — 2440° — 16 .10° = — 40-10° kgl
M,= !’1 | 7= 16 10°-6 + 4 -10°10° = 136 -10° kgl -cm;

= 2 105

Los signos de las tensiones en los puntos de la seceion peligrosa
de la barra, originadas por N,.. M, y M. estin seiialados en la
figura 119, a.

Por lo tanto,

Ne M, M, 4010°  136.10°

Omaxy = — =
B w,,:F W, 1216 - 16428

1138 10° 475
TR R N kef/em®.

= —168.10* kal .cm.

S L

En la Tormula (143) se admite que N, =0 y que la Llension
originada por My, y M, en el primer cuadrante ¢ = 0. Iin ¢l pro-
blema en cuestion,

5 2 v
A’r.\'<0, My}o; ﬂf{;<”, pera {;=1—q=f_2 '3ITI2

i K
e ly=—

~ 21,3 cm".

Por lo tanto los segmentos que la linea neutra nn corta solire los
ejes z y y, Serdn

N, 40 10°

= .—_—=; '-'—-"12~ d 03 cm,
& M,  186-10°
.2 ;n. 0!
pom— Dt B0A0 o1 54 507 om.
M. 16810

En la fignra 119, a se ha trazado la linea neutra nn por los extre-
mos de estos segmentos y estd representado el diagrama de las ten-
siones normales.

Ejemplo 65. Dado: ¢ =6 kN/m, L =6 m, a — 30° y {a]l=
= 140 MN/m? (fig. 120).

Determinar el namero del perfil doble te.
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Resolucién. Las proyecciones de la carga ¢ sobre los ejes z e y
(fig. 120, a) son,
gx = g Sen ¢, gy = ¢ COS .

La componente g, de la carga uniformemente distribuida sobre
la longitud ! actiia hacia la izquierda ocasionando asi una compre-
sion de la viga. La componente g, origina flexion transversal plana
en la viga.

Fig. 120
El momento flector miximo en la seccién media de la viga es,
v al L
mar == = i
. 8 8cosa

Realizamos el primer tanteo para el céleulo de la seccién por
este momento, Entonces,
W Mmax gL' 600036
7 [o]  8[oleose  8-14-107.0,866
=2,23.107* m*=223 cm®.
Por el surtido, el médulo de la seccién més proximo superior
corresponde al perfil doble te N° 22, para el cual W, = 232 em®
y F = 30,6 cm®.
En la seccién donde actiia My, el esfuerzo axial de compresion
es,

Comprobamos la seccién obtenida teniendo en cuenta también
el esfuerzo axial,

I NV, 4 Mmax _ 6000 .6 6000.36
F w.  2.30,6-10*7/3 ' 8.232.107°.0,866
—137,8 10° N/m®=137,8 MN/m>.

[U]Lu.'lx —_—
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La subtensién constituye

—|o 2,0

(0] —19hmax 400 — 292 400~ 1,6%.
[o] 140

En realidad la seccidn donde aclia la tension méxima se encuen-

tra algo a la izquierda de la seccion media de la viga, pero tan

cerca de ésta, que esto no influye sobre el caleulo. En efeclo, para
una seccion arbitraria se obtiene,

'[ f.'.': ;r;z q I-—..".‘
10 lase =3 (Zo-o0se —-con) 4 207 sana
Puesto  que,
dlalnmx= ql T q

——C0S@ — —— GOS8t — —sen o =0,
dx 2w | F

la seceidn peligrosa resulta situada a la distancia del apoyo izquierdo
igual a
.9 99 10—t
YR SO, P L LT
2 F 23 30,6-1074/3

es decir, a 4,4 cm de la mitad de la viga.

En esta seceion (para x = 3,420 m) y para la viga escogida se
obtiene,

1 (GGDU-IS 6000 . 21/:3.)
o =—| — 3,420 — —— .3 420 2=
I oz 232.107°\ 2 2 2 )T
6000 .3,508

306.10-° 2 ~ 137,85 .10° N/m®*= 137,85 MN/m®
G- v

es decir, un 0,05% mayor que en la seccion media.

Ejemplo 66. Dado: Py = 4 tf (situada en el plano zy), 7, = 1 tf,
Py=08 U, M =2 tf-m, I =2m, =15 p=30°y [o] =
= 1 600 kgl/em? (fig. 121).

Caleular el nimero del perfil canal, ¥, v 2.

Resolucidn. En la seceién peligrosa (en el empotramiento):

Ny = Pycosa + Pjzcos p = 4.0,966 -+ 0,8.0,866 ~ 4,557 ti;

My= —Pytsenp——08.0,5.100 = — 40 ti-cm;

M; = Pidsena -} Pyl + M = 4.200-0,259 - 1-200 4 200 =
= 607,2 tf-cm.
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El primer tanteo de las dimensiones de la seccién lo realizamos
caleulando por la flexién plana debidajal momento M.,

M. _(5(]!'.’,2-10s
T o] 164107

Del surtido se obtiene que el modulo de la seccion mayor mis
praximo al necesario corresponde al perfil canal N° 22, para el cual

Wi = 192 em® Para dos perfiles semejantes tendremos, W, =
= 384 cm?®,

W, ~ 380 cm®.

Fig, t2t

Teniendo en cuenta que simultineamente a M, en la viga surgen
también el momento de gran magnitud A, y el esfuerzo axial Ny,
para realizar la comprobacién escogemos el perfil canal N® 24,
para el enal W; = 242 em?®,

W, = 2.242 = 484 em®, F = 2F" = 2.30,6 = 61,2 cm?,

I, =21,=2-3872="7T4,4 em', W,="E=—"""-—286,0 cm®.

Comprobamos la resistencia de los perfiles N® 24 en el punto mas
tenso A de la seccién empotrada,
Ne M, M. 4557 40-40°  607,2.10°

Omax = —-

F W, " w. 61,2 860 ' 484

~ 1794 kgf/em®.
Puesto que la sobretension es

Imax — (01 409 194 _ 49
[o] 16

resulta que el perfil N° 24 es insuficiente,

A%
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Para el segundo tanteo escogemos el canal N 24 a, para el cual
W;=265 cm®, W,=2.265=>530 cm®, F=2.329=058 em®
657
1, =20,=2.4885—=97T cm* y W,= —;% ~ 102,8 em®.

L

‘Comprobamos la seccién de estos perfiles

4557  40-10°  GO7,2.10°

65,8 1028 530
4

obteniendo una sobretension de ib = 0,25% lo que corresponde a la
norma admisible. Escogemos definitivamente el canal N" 24 a,

Pasamos ahora a determinar la posicion de la linea neutra en la
seceiom  peligrosa.

Para el perfil N° 24 a, i, = 984 em, i~ 96,8 cm?
e 53_&_17.Z~1f 8 em?

VEF GoB A sie

Por la formula (143) se obtienen los segmentos que la linea neutra
corla en los ejes y y 2,

2~ 1604 kgflem®,

Cmax =

Yo= — 4,851 06,8 % — 0,73 cm;
607,2

2o — 4557 48 169 em
40

En la figura 121, @ estd trazada, por los exiremos de estos seg-
mentos, la linea neutra pn y esti representado el diagrama de las
tensiones normales.

Carga excéntrica. Iin el caso general de solicitacion excéntrica
de una barra prismitica, ésta sufre simunltineamente deformacion
de traccion o compresion y flexion pura desviada,

Los esfuerzos interioves en cada seccion traunsversal de la harea
se reducen a un esfuerzo axial N, = P y a dos momentos flectores
M, = Pz, y M. = Py, que surgen en los planos centrales princi-
pa}‘es de inercia 2z y 2y de la barra. Aqui 7 son las fuerzas de traccion
(compresién) aplicadas, no en el centro de gravedad de las secciones
extremas de la barra, sino en los puntos de coordenadas y, y zp
(fig. 122).

Las tensiones normales en la seccion Lransversal de la barra se
determinan por la ecuacién siguiente del plano que no pasa por el
origen de coordenadas

0=A—!’-’+%+ﬂ=£‘(1—l-z,—i“+%ﬁ)‘ (144)

F 1, I F

('] z
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siendo F el 4rea de la seccién transversal;
I, eI, suss momentos centrales principales de inercia;
iy e i, sus radios de giro principales;
y v z las coordenadas de un punto arbitrario del plano de la
seceidn.
La ecuacion de la
linea neutra nn es la si-
guiente,

zZ-z .
R
ty b ]
. z Y
L1,
By i
Zp Yp
(145)
siendo
2 2
_h B 4
Zp ¥p

los segmentos que corta
la linea neutra en los
ejes centrales principa-
les de inercia z ey de
la seccion transversal de
la barra.

LEn los puntos de la linea paralela a la linea neutra y que cruza

. ., . P
el centro de gravedad de la seccion, la tensién normal seri o = 7

Las tensiones normales miximas y minimas aparecen en los pun-
tos de tangencia del contorno de la seccion con las rectas paralelas
a la linea neutra.

En el caso de secciones simétricas que tengan los puntos mis
alejados de los dos ejes centrales principales de inercia, las tensiones
miaximas surgen precisamenle en estos puntos.

Asi, para estas secciones

1 Yp z )
mx =P | — =L 4 7P| 147
lol, (F+wz+wy (147)

Si el punto de aplicacion de la Tuerza se desplaza por la recta pp
que pasa por el centro de gravedad de la seceion O, entonces la linea
neutra nnr se aproximari, sin girar, al centro de gravedad o se alejard
de éste segin se aleje o se acerque el punto de aplicacion de la fuerza
al centro de gravedad.
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En la tigura 122 estin indicadas las posiciones de las lineas
neutras (mynq, nafs v ngitg; la linea nyn, se encuentra en el infinito)
y los correspondientes diagramas de o para los casos cuando la
fuerza de traccion P se aplica en los puntos 0, 1, 2 y 3 de la
recla pp.

Si el punto de aplicacién de la fuerza P se desplaza por la recta
pp (lig. 123) que no pasa por el cenlro de gravedad de la seccion,
entonces la linea neutra gira alrededor del punto inmévil K de coor-
denadas,

i i
hh=——"— Y Zy=——".
¥p, Zpy

Es correcto también lo contrario: si la linea neutra gira alrededor
de un punto inmavil de coordenadas y, y zg, entonces el punto de
aplicacion de la fuerza se desplaza por la
recta pp que no pasa por el centro de gra-
vedad de la seccion, cuya ecuacion es,

Yp
iz
Yo

Si el punto de aplicacion de la fuerza
se encuentra sobre uno de los ejes princi-
e pales centrales de inercia de la seccion,
entonces la barra experimenta simultinea-
mente una deformacion axial de traceion
o compresion y de flexion plana pura.
Todas las [ormulas expuestas anteriormente
siguen siendo vilidas salvo que en ellas se debe considerar z, = 0
(si el punto _de aplicacion de la fuerza se encuentra sobre el eje y),
o yp = 0 (si el punto de aplicacion de la fuerza se encuentra sobre
el eje z).

Para garantizar la resistencia de las barras de material frigil y de
baja resistencia a la traceidn es necesario que la fuerza de compresion
aplicada excéntricamente no cree en la seccion transversal lensiones
de traccion.

La parte del plano de la seccién transversal, que rodea el centro
de gravedad y que estd limitada por una linea cerrada con la pro-
piedad de que la fuerza aplicada en el interior del contorno origina
tensiones de un mismo signo en todos los puntos de la seccion trans-
versal, se denomina niicleo central.

El contorno del niicleo central es el lugar geométrico de los puntos
de aplicacién de la fuerza excéntrica para los cuales las correspondien-
tes lineas neutras son tangentes al conlorno de la seceién fransver-
sal sin cruzarse con éste.

+

Fig. 123
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Ejemplo 67. Dado: P = 6,41f, b = 4cm, h = 8 em, y, = 2 cm,

2, = 1 em (fig. 124).
Determinar Omax, Omins Yo ¥ Zo-
Resolucién. En la seccién transversal surgen los esfuerzos siguien-
tes: N, = —P = —6,4 tf, M, = —Pz, = —6,4.1 = —6,4 tf-cm,
M, = —Py, = —6,4-2 = —12,8 f.cm.

aq |4 b)

.,
= IS

1+1
"

™, 7 Diggrama de O
- n

“yBmin

Fig. 124

Puesto que en el primer cuadrante de la seccién todos los esfuer-
zos originan tensiones de compresion, oy, ocurrird en el dngulo
derecho superior de la seccién y oy, en dngulo izquierdo inferior

(fig. 124, a).
Asi, pues,
_N _M__M
=T W, W,
Teniendo en cuenta que,
ht 8406 _64 4
=04 y

F:bh=4-8=32 cmz, Wu=—1=-—
6~ 6 3

Wy=—= Erkicd
6 3 3
obtendremos
5 ___6,4-10":t6,4-103-3:‘:12,8-10"‘-3
min 32 64 128 '

min
0 sea
Opmax = 400 kgf/fem?, Omin = —800 kgi/em®.

Por las formulas (146) se determinan los segmentos que la linea
los ejes centrales principales de inercia

neutra nn corta en
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iz K 64 8
B o R e OB Gk,
L 129, 122 3 o
2 T
zn:_.fiu___b___i=_im1,33 cm
Zp 12z, 121 3

La posicion de la linea neutra y el diagrama de o estan dados en
la figura 124, a, b.

Ejemplo 68. Dado: una seccion arbitraria simétrica respecto al
eje z, inscrita en el rectingulo ABCD de lados b <<k (fig. 125);

Fig. 125 Fig. 126

los radios de giro centrales principales de la seccién i, << i, y la posi-
cién del centro de gravedad de la seccién determinada por z, Cons-
truir el nicleo central de la seccidon.

Resolucidn. Si las lineas neutras son tangentes a los lados cortos
del rectingulo AB y €D, entonces los puntos de aplicacién de la
fuerza excéntrica correspondientes (puntos k& y I del contorno del
nicleo central) se encontrarin sobre el eje y y estardn determinados

2i
por las ordenadas y, = = 5

8i las lineas neutras son tangentes a los lados largos del rectan-
gulo BC y DA, entonces los puntos de aplicacién de la fuerza excén-
trica correspondientes (puntos m y n del contorno del niicleo central)
se encontrardn sobre el eje z y se determinardn por las abscisas,

: By . e
Iy =——) n ="
b—z Zp

Puesto que de las lineas neutras horizontales se puede pasar a las

verticales (y viceversa) girando alrededor de puntos inméviles coin-
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cidentes con los vértices del rectangulo, durante estos giros de la
linea neutra, el punto de aplicacién de la fuerza excéntrica debera
desplazarse por lineas rectas.

Uniendo los puntos k, I, m y n por lineas rectas, oblendremos el
niicleo central (en la figura 125 el nicleo central estd rayado con
lincas horizontales).

1] '
Z Z
h |-< h o |
Fig. 127 Fig. 128
Casos particulares: a) seccion reclangular de lados by & (Fig. 126).
B “ P . Por lo tant el
anoeste caso i Té » Ly ﬁ Y2 = -2— . For lo tanto y, = o

2y, = F % b) seccion doble te (doble te N? 20a, lig. 127). Del sur-

tido ge obtiene para el perfil doble te N° 20a: i; = 8,37 em, i, =

=232 cm, h=20cm, b=11lcmy 3z = _ii
Por lo tanto,
2.8,37° 2.2,32

Yn=F ~xF701l ecm, z,=7F

20 11
¢) seceion canal (perfil N© 22a, fig. 128). Del surtido se obliene para
ol perfil N° 22a: i, = 8,99 e¢m, i, = 2,55 cm, b = 22 em, b =
= 8,7 cm y z, = 2,46 em. Por lo tanto,

~ F 0,979 cm;

2.8,99° - : 2,55°
Yn=F o *7,35 cm, z,= 87— 2@ ~ — 1,04 em,
2
Zp= 250 7~ 2,64 cm.
2,46
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Problemas 612-620, Determinar las tensiones normales méxima
Omax ¥ Minima oy, asi como también la posicién de la linea neutra
en la seccion peligrosa de las barras rectas.

_ JGem
512 613 iy P=£ll g
i /= e
z' ’
T_ ! e
200m | S BNy p=zotr &5
VA _2uom
7 e
& wd
oy {4
A f ¢ y -|-'I | i
I 0 AN ! ! )
P=6er
17 28
oi/ i'gt...'
-
§ z
Y

|{ g=200kgffm

m
s
B
NEENERRERIRNNNI

[

818

7 P .?A,.’_#n-\f N i
{ g i ()_'z
( \ 5 /(

g 75T

T e d e — 3 ]

238



Problemas 621-623. Determinese la tensiéon normal méxima

Omax ¥ 1a posicion de la linea neutra en las secciones peligrosas de
las barras.

O i EANGT e Gmin=-E0KgHom? fmn*m"fﬂmg
g "W i ¥ O 523
£ ) y pl

Problemas 624-629. Determinese las tensiones normales mixima
Opmax ¥ Minima oy, en las secciones peligrosas de las barras y en los
elementos del sistema que estan sometidos a resistencia compuesta.

4 £25 2 p

o

(=

S p=gBid

Wl a5 ]

:I.\”_ e
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Problemas 630-635. Determinar las dimensiones necesarias de las
secciones transversales de las barras, vigas y olros elementos de los
sistemas.,

il 631 2p 832 d

0P w7 P

p=2tf

[6]= (600 kgtem®

E
o
= =~
‘ fe— 2 7] —
=
L

i

cognoon

! i e
|| [Grocl=300kgtn2 earbesorgfjom? Hi

P=hioN

(=200

Problema 636G. Determinar el tamano /, para ¢l cual las tensiones
normales méiximas en las planchas y en el eubrejuntas son iguales.
Problema 637. Dado: el peso de la unidad de
volumen del material de la eolumna y = 2,5 ti/m? 637
y la presion lateral sobre la seccion diametral p =

=90 kel/m®. =]
Determinar el didmetro d de la seccion transver- =]
sal de la columna partiendo de la condicion de que ] P
en la columna no aparecen tensiones de traceion. <t
& ]
] |4
=
G368 b
= 5 45 Ij—z, p e
1 ) B

—

T
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Problemas 638-647. Determinar las magnitudes de la carga
maxima no peligrosa P.

639 640

' [6)-6uakgtfem?

1 U hom
(6)=1600 kgfjem® [
A Sl F ey
‘ *1.8
J Y Al
{a]= 1800 g/ fem? L= 1
B4l Pp oo, B8 b43
cm o, =2 i - ::
P 7| em i | I
e et Lo
Zzon] 45> s ————
4 srd ki &) P A
~120m ~" | J /
W ——7a 301
4 fgm ,__m o a=12om; (G J100KgH e,
LS, [Geanl- 20AgH om?
f Sy
5 [63=100kgf em?
bug 647
e T ! e (4em
I = s jﬂ’
S }-F> _eé._.gfi’f 2p
i = g P
= ‘T . ..é_.._
Lad| &
ARG = NoZa
(61=500 gt fem? [@]:}Egg;,-gf/amz 61 (6] = 1600 kgf/om?
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Problema 648. Determinar los valores de la fuerza P, para los
cuales en la seccion inferior de la barra no aparccen tensiones de

traceion.
849
48 ] i
k) 2=/, (e SN
J0kN = Nt
A N ﬁ\
,é :
]
)
=1
& -
{ ff-{f', H| &
~-20m-~} - 1 =
§ P - |I
oy ™1 1
£4 E |
—£ 1
I\‘ . _‘;’a-
!'a_._'

Problema 649. Determinar los valores de P, v oy 81 en la
barra Gpae = 0.

Problemas 650-635. Construir el nicleo central de Ia seccion.

[i]Y]
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§ 3. Traceion o compresién y torsion combinadas

Si en las secciones transversales de la barra, como consecuencia
de la accién de las fuerzas exteriores, surgen esfuerzos axiales N,
y momentos forsores My, entonees la barra sulrird una deformacién
originada por la traccién o compresion y la torsién simultineas.

z es el eje geométrico de la barra, y y 2, los ejes centrales princi-
pales de inercia de la seccién iransversal,

En el punto peligroso (y, z) de la seccién de la barra en cuestién,
debido al esfuerzo axial N, surgen tensiones normales,

N.

=?,

a

siendo F el drea de la seccion;
y debido al momento torsor, tensiones tangenciales,
M,

=
Wy
siendo W, el modulo de la seccién para la torsién.
Las tensiones normales principales en este punto se obtienen por

la formula (107),
uéz-% (04 Vo* 4 41‘,}')

El cileulo de la resistencia se realiza por las hipétesis de resis-
tencia.

En el caso de materiales plisticos se emplea la tercera o cuarta
hipélesis de resistencia, de acuerdo con las cuales,

Oppy =0y — 0y = Vo* 4 41" < [o], (148)

Oy, =Vt 402 — 0,0, = Vo2 + 32 < [o]. (149)

Para los materiales que ofrecen distinta resistencia a la traccion

y a la compresion, siendo E—Li&l =+, se emplea la quinta hipé-

tesis de resistencia, para la cual

Ooy =0y — Wszi ; v““f—i £y 0" 4 40 L [Ourac).  (150)

2
Si la seceion de la barra es circular de didmetro d, entonces,
ad nd®
=— ) W, = H’ = —
4 ! 16

Ejemplo 69. Dado: P = 2 U, M = 4 tf-em, d = 4 cm, [oy] =

= 350 kgf/em?® y [o.) = 1 400 kef/em? (fig. 129); comprobar si la
barra es resislente o no.
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Resolucidn. Kl esfuerzo axial es,
Ny = —P = 2107 kef,
y el momento lorsor,
My = M = 4.10* kgf.cm.
Las tensiones normales en todos los puntos de la seceién serdn,
U=%‘= -—E-;_:—fzz-—‘iﬁ — 159 kgflem®.

Las tensiones tangenciales miximas en los puntos del contorno
de la seccidn,

M, 4-10%16

= 7 ~ 318 kgf/cm?.
P B

Tmax =

Puesto que
v [Orac] _ 350 0,25

resulta que la tensién equivalente, por la férmula (150), serd
oev=—_1—_2—0'~22159+1i2%§1/1592+4-3182m
~ 350 kgf/em *=[0tra0)
es decir, que la barra resulta resistente.
Ejemplo 70. Dado: P = 160 kN, M = 4 kN+m, h = 8 cm,
b =4 cm y o; = 360 MN/m? (fig. 130).

Fig. 129 ~ Fig. 130

Determinar el coeficiente de seguridad ny.
Resolucion. Puesto que N, = P = 16.10* N, My = M =4 x
YA0*N -m y h/b ——-8!1316m2, en todos los puntos de las secciones trans-
. Ny 104 . -
versales o = F = 005008 50-10° N/m?® = 50 MN/m?, mientras
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que en los puntos més sobrecargados por la torsién, en el medio de
los lados grandes del rectdngulo de las secciones de la mitad izquierda
de la barra,

3108
My Mo _{1_-&10 - 22127 -10° N/m® =127 MN/m*

Tmax = Ft = (:Sb" — 0,493 -64

En los puntos peligrosos de la barra la tensién equivalente,
segiin la tercera hipdtesis de resistencia, por la férmula (148), serd

ey =V50° + 4127 & 250 MN/m®.

Il coeficiente de seguridad,

g _ 360 430,
Topy 299

ny=

§ 4. Torsion y flexion simultaneas

Durante la deformacidén originada por la flexion y la torsién
simultineas, los esfuerzos interiores en las secciones transversales
de la barra se reducen a cinco componenles: momento torsor M, =
= M, respecto al eje geométrico de la barra z (fig. 131), momentos

]

Fig. 131 Fig. 15a

flectores M, y M, respecio a los ejes principales centrales de inercia
de la seccion y y z y fuerzas cortantes ¢, y (; orientadas segiin estos
ejes.

Si la barra es de seccion transversal circular de didmetro d,
entonces las tensiones tangenciales que determinan ), y Q. jugarin un
papel secundario y generalmente no se consideran en el cdleulo.

Las tensiones langenciales que determinan ¢l momento Lorsor
alcanzan su valor maximo

My 16M,

Tmax = =

W, ad




igual en todos los puntos del contorno de la seccion (fig. 132), mien-
tras que las tensiones normales miximas que determinan los momentos
flectores M, y M, resultan en dos puntos (4 y B) del contorno de
la seccion, que se encuentran en los extremos del didmetro perpen-
dicular al vector del momento flector resultante M = VA% - M:.
Eslas tensiones son,

M " 32M
AT

En los puntos peligrosos A y B las tensiones normales principales
0y ¥ 04 se obtienen por la formula (107) y las condiciones de resisten-
cia de las desigualdades (148), (149) y (150).

Teniendo en cuenta los valores de o y 1, asi como que W, = 2W,
obtendremos para las férmulas de resistencia

M,
o]’

siendo M, el momento flector equivalente (clectivo), que segin la
tercera hipotesis de resistencia, os,

Mo, =V M+ M, (152)

Moy, =V M 4 0,75M¢ (153)

w>

(151)

seglin la cuarta,

y segin la quinta,

an=1;"M+'f"Wfﬂ+m, (154)
siendo
V= M .
[oc]

Si una barra de seceién no circular se somete a torsion y flexion
combinadas, entonces los puntos peligrosos serin también los que se
encuentran en el contorno de la seccion. Sin embargo, puesto gue
los puntos con tensiones tangenciales miximas originadas por la
torsion pueden no coincidir con los puntos donde surgen las tensiones
normales mdximas originadas por la flexién, pueden resultar peli-
grosos aquellos donde aparecen las tensiones tangenciales maximas,
aquellos en que surgen las tensiones normales maximas u otros puntos
intermedios del contorno de la seccion.

Serin peligrosos los puntos (y, z) donde la tension equivalente
obtenida por la hipétesis de resistencia escogida, aleance su valor
méximo.
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Al obtener la tension equivalente, o y T se deben calcular por
las formulas:

M, M, M
=—F4+—Y ¥ T=Y ,
1, I; Wior

a

siendo y un coeficiente adimensional que depende de la configura-
cion, de las dimensiones de la seccién y de las coordenadas (y, z)
del punto del contorno de la seccidn que se analiza.

p .
T o B

4

L]
R
]
——————
|
)
]

1}
Em_'grrlam de M

IS
L= | T [
= Y =2
0 “h [T =
Mt L i |
El — Diggramy de b, | 35 tgm
o =1 + .
5 ; o 1
=0 1 e N S 2752
g/ [~ I
= z
/B L J
=y liiggama de My 7
0 [ = L 56, 5tf em

Fig, 133

Para precisar mas el cilculo se pueden lener en cuenta también
las tensiones tangenciales 7y Tg, que acompaian a la flexién.
Entonces la tension tangencial completa deberd calenlarse como la
suma geométrica.

Ejemplo 71. Dado: los didmelros de las poleas D' = 20 cm,
D" =060 cm, sus pesos PI = 200 kgf, I’; = 400 kgf, los esfuerzos
en las correas P) = 800 kuf, P} = 400 kgf, P = 1 000 kgf, P, =
= 600 kgf, la longitud del arbol I = 2m, el dngulo de inclinacion
de las correas de la segunda polea respecto al eje z, o = 437, la
tension admisible del material del arbol lo]l = 1 000 kgl/em®
(fig. 133). Calcular el difimetro del arbol 4.

Resolucion. Desplazando las fuerzas de tension de las correas
de cada polea al centro de la seccidn del drbol, obtendremos los
momenlos respecto al eje 2 en la sececidon donde se encuentran la
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primera y la segunda poleas,

M= (P{ —Pi)%= 40010 =4 -10° kegf -cm,

MI=(P  —Pj) %= 400 -30 = 12 -10° kgf -om.

Proyectando las fuerzas que actian en la seccion de cada polea
sobre los ejes y y z se obtienen las fuerzas cortantes resultantes en
direccidn a estos ejes,

P, = (P} + P3) 4 Py = 1200 + 200 = 1400 kgf, P, =0,
Py — (Pf + P5)cos 45 -+ Pg a2 1600-0,707 + 400 = 1 530 kgf,
P = (P} + P5) sen 45 = 1600-0,707 = 1130 kat.

"Los momentos My y M5 originan torsién. El diagrama del
‘momento torsor My esti dado en la figura 133, a.

Bajo la accién de las fuerzas Py, y P} el drbol se flexa en el plano
zy como una viga con veladizo (fig. 133, b). Sumando los diagramas
se obtiene el diagrama del momento flector M, respecto al eje z
(fig. 133, c).

La fuerza P; flexa el drbol en el plano xz como se representa
en la figura 133, d. El diagrama del momento flector M, respecto
al eje y se da en la figura 133, e.

Serd peligrosa la seccidn del drbol donde se encuentra la segunda

olea.
k Realizamos el edlculo por la tercera hipdtesis de resistencia. [l
momento flector equivalente se obtiene por la Térmula (152)

Mo, =VM 4+ Mi=VM { M+ Mi=
=V/56,5"4- 41,5 1- 16 ~ 71,9 ti-cm.
Por la férmula (151) hallamos,
ad’ M 71900
We=e—m0ld>—tu_
32 ~ [o] ~ 1000
obteniendo para el didmetro del drbol,

d>V 9~ 42 cm.

Ejemplo 72. Dado: P, a, h=2b y [o] (fig. 134). Determinar b y h.

Resolucion. Construimos los diagramas de los momentos flector
M y torsor M, (fig. 134, a v b).

En el punto A de la seccion de empotramiento peligrosa
(fig. 134, c).

M  36Pa Pa M, 2Pa - Pa

== oy Y TSV =0 e~ M8




Segin la tercera hipétesis de resistencia,
Goy = VO &r +4¢2——V81 + 4104~ 11, 07_ <[o],

de donde se obtiene,

3 3
>V 11,07-&‘-;:;2,23 % f‘-‘-.
0' 0'

En el punto B de la seccién peligrosa resulta que parael momento
flector o =0 y para el .
Lorsor,

Ml - 2Pa
Wieor 0,4930°

Segin la tercera hipd-

Tmax —

tesis de resistencia, T
o __2Pa__[o] i
METT0,4030% S 2 -

de donde se obtiene

B
b ‘/s,nﬁ.
o]

El punto A resulta el
mis peligroso y por lo tanto
debemos admitir

d #)
ba223 e,
[o]
_—
v Kesass V.29,
[o]

Comprobemos  las  di-
mensiones by & obtenidas,
realizando el cdleulo para Fig. 134
el punto B y leniendo en
cuenta las tensiones tangc-uualm que acompainan a la flexion.

Puesto que en la seceién peligrosa la Tuerza cortante es @ = 4P,
en el punto B surgirin las tensiones tlangenciales siguientes,

2
K
bh b
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La tension resultante tangencial en ¢l punto B sera,

3 2Pa  Pa b
T:T""+T'““"='IF+04r;3b3=?(4'06+31)‘

Seghn la tercera hipilesis de resistencia deberd cumplirse la
condicion siguiente,

i)
r={—3a(4,0fi +3 3) <
b a

fo]
2
y. por lo Lanlo,

Pa < [o]

B2 (4,06 i 3%)

121 cialeulo realizado para el punto A nos dio, que

Pa [o]
—= .
b 11,07
Asi, pues, las dimensiones mayores resultan al realizar el cilenlo
(o] lo]

para el punto B, cuando
2(4,06+3%) ~ 107

]

4
406-+-32>550 ¢ L=158 040s.
a a 3

Esto quiere decir que el punto B es mds peligroso que el punto
A solamente en el caso de pequeiias longitudes de los tramos del

arbol cuando a < = 2b.

b
0,493

Ejemplo 73. Cuatro Dbarras prismélicas de longitud I, cuyos
ejes peométricos se encuentran en un mismo plano, estin empotradas
en un extremo y en el otro unidas por un dialragma absolutamente
rigido (fig. 135, a).

Determinar el dngulo de giro ¢ del diafragma, originado por
el momento M, aplicado en el plano del diafragma, si la distancia
entre los ejes do las barras son a, b, y ¢; las rigideces de las barras
a la torsion, €y, Cy, Cyy Cy ysus rigideces a la flexion By, By, By y B,.

Considérese que el diafragma permancce vertical y que la recta
horizontal que pasa por los centros de gravedad de las secciones
extremas de lag barras coincide con la direccion de uno de los ejes
principales centrales de inercia de las barras.

Resolucién. Puesto que el diafragma es rigido, girard en su plano
alrededor de un punto O (fig. 135, b) un dngulo . Este serd el dngulo
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de torsién de cada barra, es decir,

P = P2 = Qg = @4 = @. (a)
Puesto que
M, M, M, M.,
== ] =—-—'-‘ —_—-—, _—, h
L c, v P2 C, Pa C, Py C. (b)

Gily, . e v
L las igualdades (a) se escribirdn asi,

(las rigideces son C; =
—_——=—— === (c)

Considerando estas igualdades, oblendremos:
My, A4 My, + My, + My, =(Cy 4 Cy - Cy3 4 C) . (d)
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Las flechas de los extremos de las barras deberdn encontrarse en
el plano del diafragma y ser iguales a (fig. 135, b)

= —_ — )"' —_M 3 0= . =—|P W
fi=eyp B, 1 2 My fJa=(e—a)y B, L 2 - M

1 3
— (b — i Pv-—w'—;i{)."
fa=(a -+ ey 33( s— 57 Ms ¥

1 ( 3 )
=@Ltbtece—e)p=—\P,——M,]|, [
=+ b+ ) B\ T M (e)
siendo Py, Py, Py Pyy M, M: My M, las foerzas y los
momentos aplicados a las secciones extremas de las correspondientes
barras y
3Ed;

Bi= I las rigideces.

Considerando que el diafragma permanece vertical, obtendremaos
que los dingulos de giro de las secciones extremas de las barras debidos
a la flexion deberdn ser nulos, es decir,

L

)
B\ 2 21 |
; (D
1(3 1(3 3 {
0y =— (—P ———'IJ).._U ().._—-—(—P ——-.——M)z'“:
! TR L7 T S e
De aqui se obtiene
! ol 2
M= [2 3 M, ="£'2:_ i My= —‘;f—. M, = ﬁ'i . ':I.E)

Introduciendo estos valores en las ecuaciones (¢) y hallando de
estas Py, obtendremos,

Py = 4B\ eq; Py = 4B (e — a) ¢; b
Py=A4Bg(a--b—e)p; Pi=4B,(a4-b+c—e)q. (b)
De la ecuacién de la estatica resulta,
Py Py=Py L P, (i)
0 sea
Byeg - Bale—a)p =B(a-i-b—e)g | Bylat+ b+
te—ae O
y por lo tanto
_Bua4-By(a+ b+ Bilat b+ g

B+ B2+ B3+ B,
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Planteamos la suma de los momentos respecto al punto O
M, + My, + My, + My + Pie+ Ly(e —a) - Py(a+b—e) -
4 Platbdc—e)=M, ()
Teniendo en cuenta (d) y (k), escribimos la formula (f) en la forma
siguiente,
g (Cy -+ Co A Cy + Cy) -+ dgBye® - doly (e — a) + dgpfy (a +
+b— e+ 4gBa+ b+ c—ef =M, (m)
de donde se obliene,
e M, (n)
Ci4- Cot- O Cod- 4 Bie}-Bole—a)4-Byla+-b—e)4- By(a+- b+c—e)’]
Conociendo Jos valores de e y ¢, de la expresion (b) hallamos ‘wtl‘
de la expresion (h), £; v de las expresiones (g), M.
Los momentos flectores maximos para cada barra resultan en
las secciones exlremas y son,
i
max W; =07 5

La resistencia de cada barra se establece mediante ¢l ¢ileulo por
torsion y flexion combinadas.
Caso particufar. Todas las barras son de seceidn circular y

dh=dy=dy=d;=d; a=b=c=d; =104,

EI=E2=E;;"—."']$‘4=E,‘ Sf=63=63“—-._.-8,5: = -35—}?,
Iin este caso,
Py Gl PG s,
2 i
3EI 15arI
B'ZBZZBSZB‘:'B:?:Z“T;..
Por las formulas (k), (n). {¢) ¥ (h) oblendremos respectivamente,
3
f:-:—g-d,
J'Hn
"2'401;, 1,6!,.‘}2(3 4.1 3)2
I I VUL S
Myl 1 _ A Mgl
= e .
Gly 41 T5 1:2 19 67,
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My =My, =My, =My, =M=
p—p 2. Ml 156G, 8, 90, d 9 M

Los momentos flectores miximos en las barras son,

max My =max W, = - My; max Mz_mast_m M,

38

Las condiciones de resistencia deberin plantearse para las barras
18 y 48, Por la tercera hipétesis de resistencia oblendremos,

<[ol.

38

Problemas 656-664. Construir los diagramas de los momentos
torsor (Myo) v flector M y determinar la magnitud de la tension
eguivalente correspondiente a la tercera hipotesis de resistencia.
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Problema 665. Dado: 2 = 60 kgf; dy = 2 em; dy, = 1 em; a =

r
=8cm; I=20cm yﬁ':’z—' G =

2.10% kgf/em®, Considerando gque
el diafragma AFB es absoluta-
mente rigido y permanece en el
plano  vertical, determinar las
tensiones mnormales  principales
maximas y minimas en las ha-
rras (O'm;x } y el desplazamien-
min I,IT
to vertical (6,) del puntodeapli-
cacion de la fuerza P.
Problemas 666-680. Deler-
minar las dimensiones de [as
seceiones transversales de las
barras partiendo de la tercera
hipétesis de resistencia.

cn
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675
j#ﬂsm -’ in-—itﬂclm ol
S \ \j% M=epr

e

2b

o

20cm i_2“(;rmrrr L =2y
n=300rpm.
[6]= 1000 kgt /em?

g0

L]
h—Lf §
i
= 2if
o |8lem)| Eem .
[6l=/000kgfem? ~ N=400Y; n=400rpm.
Prasidn radial =}det estuerzo cireunferensial [61=750 kgflem?
! P

£=4 6 =2 10%gffern?
(51= 1600 kgf fom?

\ o

-‘-ﬁjj ‘l?pzmwm.- [6]=500 hgtfem? Y

Problemas 681-688. Construir los diagramas de los momentos
tarsor y flector y caleular la carga no peligrosa partiendo del cileulo
por la tercera hipotesis de resistencia.

EEn el problema 688 el diafragma AB se considera absolutamente
rigido y permanece en el plano vertical.
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681 ”} 662
9"""" g p ({) QI [
, :

6] = g P 7, 13

&7
T £-4¢ E=4¢=210%gtiem?
§ . [o1=1600Kg1fe 72 [6]=1600 kgffom?
o M ey

fem
@ lem

§ 5. Caso general de resistencia compuesta

En el easo general de accion estérea de las fuerzas sobre una barra
prismética, los esfuerzos interiores en la seccion transversal se redu-
cen a seis componentes: esfuerzo axial N, momento torsor My,
fuerzas cortantes @, y Q: v momentos flectores M, y M, (fig. 136).

Si z es el eje geométrico de la barra y los ejes y y z son centrales
principales de inercia de la seccion transversal, euyo centro de grave-
dad coincide con el centro de flexion, entonces @, y M, delerminan
la flexién transversal en el plano zy, v Q; y M, la flexion transver-
sal en el plano zz. Asi, pues, la barra sufre la deformacion simulti-

258



nea de la traccién o compresion, de la torsion y de dos flexiones trans-
versales planas.

En un punto arbitrario (y, z) de la seccion transversal de la barra
la tensién normal se calcula por la formula (142) y la tensién tangen-
cial resultante, sumando geométricamente las tensiones tangenciales
debidas a la torsion y a la flexion,

La ecuacion de la linea nmeutra se da por la expresion (143).

No siempre es posible de golpe establecer la posicién del punto
peligroso, resultando necesario compa-
rar el grado de peligro de varios puntos
del contorno de la seccion. Sera peligroso
aquel punto del contorno de la seccién
en el cual la tension equivalente obtenida
por la hipdtesis escogida resulta maxima.

Comparando esta tension efectiva con
la tension admisible se puede o esta-

Fig. 136 Fig. 137

I)Iccor_ las dimensiones de la seceién transversal de la barra o comprobar
la resistencia de la barra de dimensiones de la seceién dadas.
Ejemplo 74, Dado: Py = 40 tf, Py = 8f, P, = 4 tf, P, = 2 tf,
l=1m, h= 24 em, b = 8 em y lol = 1400 kgf/em? (fig. 137).
Comprobar la resistencia de la barra.
Resolucidn. n la seccion peligrosa inferior de la barra surgen
los esfuerzos sigunientes:

N,=Py 4 P,=404+8 =148 f;

M, =P, —;- 4 Pyl —8-12 4 4-100 = 496 tf-cm;
p !

M, = P‘é + Pag =8:442.50=132 l.cm,

Y - ‘“s‘g— B8 s BA Haire

Qr_.zf’z:zk th; Q,=P3=2 tL.
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IZn la Tigura 138 estin representados los diagramas y las magni-
tudes de las tensiones normales y tangenciales correspondientes a los
esfuerzos interiores obtenidos.

: Gy Mr

>

& ass uﬂz
b-242
=ﬁ¢ﬁw3r,’cm?

b ;‘\ T, =15,

\'" =0,158 :'kaugﬂ'rmz A \ﬁfy
Fig. 138

En el vértice A de la seceion inferior de la barra (fig. 137) surgen
las tensiones normales que alecanzan el valor midximo.

Oe, = Omax =0 40" 40" =250 4 646 4 516 = | 412 kgi/em®.
En el punto B, en el centro del lado mayor derecho de la seccion,
aparecen tensiones normales y tangenciales de valor,
o =0 + o" = 250 + 516 = 766 kgf/em?,
T= T max — Ty = 59 — 31 = 28 kgl/em®
La tension equivalente segin la tercera hipotesis de resistencia es,
ep=V 0* L4t =/ T66% 1 4-28° =~ 768 kgf/em®.
En el punto €, en el centro del lado menor inferior de la seceidn,
surgen las Lensiones normales y lalIgFll('iﬂli’F siguientes,
o =o'+ ¢" = 250 - 646 = 896 kgflem?,
T="Tor+ T: = 44 16 = 60 kgf/em?®.
La tension equivalente por la tercera hipdlesis de resistencia es,

Te, —Vbd"z + 4-60° &~ 904 kgl/em®,

Comparand. o, en los puntos peligrosos 4, B y € se deduce que
el més peligroso de todos es el punto 4.
Puesto que o., = 1 412 kgf/cm? es superior a [o] en menos de 1%

se puede considerar que la barra es suficientemente resistente.

a
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Ejemplo 75. Dado: Py = 200 kgf, P, = 100 kef, Py = 240 kef, .
1, =30 cm, I, = 40cm, I, = 60cm, Iy = 80 cm y lo] = 1 000 kgf/em?
(fig. 139).

E A
W e
% ]
Pe——v ? EZAb
h=0b
3

3 %d
v« D,

Fig. 139 Fig. 140

Determinar a, b, b, d y dq.

Resolucién 1. Determinacion de las componentes reactivas en el
empotramiento. Para ello recurrimos a las seis ecuaciones de la
estatica (fig. 140),

EX — A, — Py —0; A, =P, =200 kgf;
EYZAU—P2=U, AU=P2=1UU kgf;‘
EZ:-—AZ—}-P3=0; A==ps=240 kgf;

EMy= My, — Poly=0;  Ma, =Pyly=240-0,6 = 144 kgl-m;
SMy = M, + Py — Poly=0;

M., = Pyly — Pyly =240-0,8 — 200-0,3 =132 kgf-m;

M, =M, — Pils+ Pylly— 1) =0;

Ma, = Pily — Py (ly — Iy) = 200-0,6 — 100 (0,8 — 0,4) = 80 kgf-m.

9. Determinacién por tramos de las fuerzas axiales N, momentos
torsores M, y momentos flectores M, My y M,.

Tramo 1. Consideramos z = (O en el punto E yz = [, en el punto D.
La flexion en el plano az es,

M, = Pyz; M“"z-=o= 0; .Mg,zm:I = Pl, =200-0,3 = 60 kgl.m.
Tramo 2. Consideramos 2 = Oen el punto D y r = [, en el pun-
to €. La flexién y traccién en los planos xz y ay serin
N = Py = 200 kgf; M, = Pyl = 200.0,3 = 60 kgf-m;
M, = Paz;
M, 0=Cl; M,x=h_—_lez=={00-0,4=4(i kgf.m.
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Tramo 8. Consideramos y = Oen el punto C e y = I, en el punto B.
La compresion, torsién y flexion en los planos yz y xy serdn,

N=—P,— — 100 kgl; M;=Pl;=200-0,3 =060 kgl-m;
MI=!)3!|“:
Mx 20; M_-r

= Pyly=240-.0,6 = 144 kgl-m;
y=0 y=I:
M,="Pyl 4 Pyy;
M, = Pyly =100.0,4 = 40 kgf.m;
-
M, = Poly + Pily=100-0,4 4 200.0,6 =160 kgf-m.
=iy
Tramo 4. Consideramos z = Oenel punto A ya — I enel punto B.
La compresion, torsion y flexién en los planos 2z y ay serdn,
N=—A.,=—200 kgf;, M =M, =144 kel-m;
My=M,, — Az
=132 kgt-m; M, =M, —A4,l,=

x=ly

e Ay
=132 — 240.0,8 = — 60 kgf-m;
M.= M, + Ayx; M’x=n=M“==SU kef-m;
M, =M, + Al =804 100.0,8 =160 kgf-m.

ae=]y

3. Construccion de los diagramas de N, M, M, M, y M, por
tramos.

De acuerdo con los valores de N, My, M., M, y M, obtenidos
para cada tramo del sistema, en la figura 141, a, b, ¢, d y e estin
dados los diagramas de estas magnitudes.

4. Cileulo de las secciones transversales por tramos.

Tramo 1. La seccion peligrosa se encuentra en las proximidades
del punto D (fig. 141, d y 139)

M, = 60 kgf-m.

Caleculamos la seccién por flexion transversal plana,

3 3
W= > |/ ]/(iﬁ—'—i-—?—as&.'} cm.
6 To) 10

Tramo 2. Bn la seccion peligrosa, en las proximidades del punto
C (fig. 141, g y 139),

N =200 kgf; M,=60 kgf-m; M,—40 kgf-m.
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Calculamos la seccién por flexién desviada,

2 3 2 3
o BB W R Wy gy Myl
e 12 6 24 W, [o]

B 6.10° 4 2-4-10° i
T e e h>V 1214~ 5,52 cm.
Admilimos h = 5,6 cm; b = % — 2,8 cm y comprobamos la

L)

a)

Dizgrama de ¥

(I

Yoo Loz
seceion considerando la fuerza axial,

F—bh—2.8.56 = 15,7 ecm®,

3 3
W, = —k— ~ 1406 em®; W.= h— ~ 7.3 em®
’ 12 24
2 3100 4.10°
My M, 200 610, 410 072 ketem?,

N
Omax = —,~ =
" FT W,  W. 157 146 7.3

— 28,
La sublension es [‘_’]ﬂe.mg=“8 13””
[o] 10
Tramo 3. En la seccion peligrosa, en la proximidad del punto B
(fig. 141, A y 130 N =100 kgl; M, = 60 kglom; M, =
= 144-kgf~m; M, - 160 kgf.m.

.
= 2,8%.
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Caleulamos el didmetro de la seccion por Lorsion y flexion combi-
nadas. El momento flector equivalente segiin la tercera hipdtesis de
resislencia es,

My, =V Mi M M2= V60" 1 148 4 160° ~ 223 kgl m;

22317 3,
M—p‘-ﬂzz—:; d =¥ 223 = 6,1 em.
[a] 1

Comprobamos Ta seccion teniendo en euenta el esluerzo axial

W 0Ad"

w="¢_ 22,3 em® W, = 2W = 44,6 em®;
32 a2
e 5.1 : o
LN ! ~ 202 em”.

4 4
1 momento Tlector es,

M=V MEF ME=V 144 5 160% & 215 kef-m.
La Ltension normal,
N M 100 245.(0°

C=——=

r W 29,2 22,3

1

~ W7 kellem®,

la tangencial,
My ﬁ(}.!ilz
w, 46 T

135 kgllem?®

y la tension equivalente segin la lercera hipotesis de resistencia

oy = Vo v = VO67* 4 4-135° ~ 1004 kgliem®.

La sobretension constituye el 0,4%, 1o que es admisible,

Tramo 4. La seceion peligrosa se enenentra en ba proximidad del
punto I (fig. 141, 7 v 139), donde
N — 200 kel; M, = 144 kgl-m; M, 6O kgl -m y M, 160 kgl -m.

Calenlamos el didmetro de la seceion por torsion y flexion combi-
nadas,

El momento equivalente segin L tercera hipdlesis de resistencia
es M., = VMY My ME:= ) T44% . G0F T 160° = 223 kgf-m.

Basindonos en el calenlo del tramo 3, admitimoes dp — 6.1 om
y comprobamaos después la seccion tomando en cuenta tamhién ol
esfuerzo axial,

W =223 cm* W, — 44,6 em®; #F 29.2 c¢m®.
El momento flector es
M=V + ME=V60° - 160° ~ 171 kel-m
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la tensién normal,

N M 200 171-10° = 2
el ] Jel - PR Pt ~ 774 kgllem®,
T TF T W T et e
la tengencial,
¥ 2
_ My, 14010 203 yotiom?,
W 44,6

y la lensién equivalente por la tercera hipdtesis de resistencia,
Gy = V774 + 4-323* ~ 1008 kgliem®.

Puesto que la sobretension es inferior al 1% se puede admitir

dy = 6,1 om.
Problemas 689-692. Determinar las tensiones equivalentes segin

la tercera hipitesis de resistencia,
ik} a0
- 540 Mz64 kgf-m
=2 kgffem 691
nnuuihu L) A=12tF
& = 1
1 P;rmy/ | g J !
1=3
= 30em ——=—230cm —
§92 2°

| ' A30em = [ 3
bt 1] — =5 - P=Gﬂﬁf$rf

Problemas 693-695. Comprobar la resistencia de las barras por
la tercera hipolesis de resistencia,

694

895 p=u4anigt
p

%ﬂﬂmi #ﬂcn:}

(61= 1600 kgtfem?

40cm

260



Problemas 696-698. Determinar las dimensiones necesarias de las
secciones transversales de lasbarras por la tercera hipotesis de resis-
tencia.

596 = 200 kgf 98
- q=4hgtfem 9 g T P=3hN
i n o 897 8
o W a=04m
-+ 9cm-~ L

[o]=1000Kgtfem?

[}
g
2
+— Fy=100 kgt >
g Vi
2
L W

a-

[6]= 160 MNjm*

s
4

woosgtlen® ~_&

-0
o
-
2
..

§ 6. Resortes helicoidales cilindricos de traccion
o compresion

Se denomina resorte helicoidal cilindrico a la barra prismalica
enrollada sobre un cilindro de radio constante (fig. 142).

Veamos ol resorte de una barra de seccion transversal circular
de diametro d. Bl diametro medio de la espira lo anolamos por
D y el ntimero de espiras, por n. El paso del resorte se determina
por el dngulo e de inclinacién del plano de la espira (2z) respecto
al plano horizontal.

Il eje o es tangente a la linea media de la espira y el eje y, per-
pendienlar al plano az.

Si los extremos de la barra se llevan a los centros de las espiras
y se someten a la accion de la fuerza de traccion P que aetia segin
el eje del resorte, entonces en cada seccion transversal de la barra
las fuerzas interiores se reducen a un esfuerzo constante de traccion
N, — P sen a, a una fuerza Lransversal cortante @, = I’ cos a,
un momento torsor My — PR cos oo y a un momento flector M,
= PR sen o (fig. 143).

El punto peligroso de la seccion serd el punto A de Ia superficie
interior de la espira. En este punto,

N. M, 16PD d -
U:?+T‘V£= 7 (‘I+E)smlc¢ (155)

_% &_SPD@ i)
T— = + W, = +2D cos @. (156)
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Segiin la tercera hipodtesis de resistencia, la condicién de resisten-
cia serd,

Vo 5 a2 = 392D o
ad®

2 2
X 1/(1 +%) sen” o - (1 +%) cosfa<L[o].  (157)

5 D
Si el paso de la espira es pequeno (o << 14%) y T > 10, entonces

Fig. 142 Fig. 143 Fig. 144
se realiza solamenle el cilculo por torsiom por la formula,
8rPD _
W-.__{“[T] {11!8)

5 . D . .
En el caso de grande curvatura de la espira (-n? < 10 } la influencia
de la curvatura y de las fuerzas se consideran mediante el coeliciente

D
d %28 0,615

1 D
d

k— (159)

2

d
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que se incluye en la condicién de resistencia

k ?ﬂ? <[] (160)
nd

La expresion general para la determinacién del desplazamiento
axial del extremo libre del resorte § es la signiente:

8PD% & ):wnaa ( d )cosza]
SR (B Pl T . 161
6 d'cosa [2( +4DZ E + “"2;.:»2 G (o

siendo £ y G los médulos de elasticidad longitudinal y tangencial
del material de la barra del resorte.
En el caso de un resorte de un paso pequeiio, el desplazamiento
6 se puede obtener con suficiente exactitud, considerando solamente
la deformacién correspondiente a la torsién por la férmula,
8PD'n
Gd*

Ejemplo 76. Dado: D = 80 mm; d = 20 mm; « = 15% n =
=10 espiras; E = 2.10° kgf/em?; G = 8.105 kgi/em? y [o] =
6 000 kgf/em® (fig. 144).

Determinar P y 6.

Resolucidn. Puesto que e > 14°, aplicamos la férmula (157) de
1a que se obtiene el valor siguiente de la carga admisible,

2226000
P ]/ 2\ 2
16-8 (1 -_) 0,067 (1 _)0,933
+43 +\1t+as

El desplazamiento axial 8 del extremo libre del resorte se obtiene
por la formula (161). Introduciendo en esta férmula los valores
numéricos dados, hallaremos

8-1050-83-10[, ( 22 )0,067
=2 ol 2t
240,966 2.10°

&= (162)

~ 1050 kgl.

4.8

o2 )0 933]
g g% FOROOwpy o
+( t3.8)s.a0] =t

Por la féormula aproximada (162) se obtiene,
5 8:1050-8°.10
o 8102

Este valor es aproximadamente un 5% inferior al valor real del
desplazamiento,

=3,36 cm.!
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Ejemplo 77. Dos resortes helicoidales cilindricos de paso pequeio
se colocan uno dentro del otro de manera concéntrica (fig. 145) y se
somelen a la fuerza axial de compresion £ = 430 kgl. Las dimensio-
nes del resorte exterior 1 son: Dy — 160 mm, d; =16 mm y n, =8 es-
piras; las del resorte interior 2:0, = 80 mm, dy — 12 mm y ny, =
12 espiras. El madulo de deslizamiento del material de las barras
de log resortes es ¢ = 8-10° kgf/em®.

Determinese el asiento de log resortes § y las tensiones Langencia-
les méximas Tmax, ¥ Tmats

Resolucidn. Anolando por Py y P’ las fuerzas que actiian sobre
los resortes, obtendremos de la ecuacion de equilibrio Py -} Py - P.

La condicion de compatibilidad de los desplazamientos consiste
en que los asientos del primer resorte (8,) y del segundo (6,) son igua-
les, es decir, §; — 8y

Teniendo en cuenta que los dos resortes son de
pequeiio paso, para la determinacion del <antu
aplicamos, la formula (162) obteniendo para la ===
condicion de compatibilidad,

81,D%n, _ 80,08,

Gdi —  Gdi
de donde se halla.
PP m‘n,d;_P 16%.8.1,2¢ _2,

"Dingd ' 81216 16

As=l, pues,

P, =;:2, P—160 ke, Pp— ji; — 270 kai.

©

—=lpker

Il asiento de los resorles es,
8P,Din, 8P,Din, 8-160-16°.8
—- = =8 em.
Gd; Gd 8.10°.1,6° Fig. 145

6‘:

2 . D
Puesto que el resorte exterior es de paso pequeio y T‘ =10,
iy

por la formula (158) oblendremos,

8 160-16

n-I,ha

~ 1590 kgf/em®.

Tmnx, =

En el caso del resorte interior que también es de paso pequeio

D, 8 . 5z ;
pero, —= = = & 6.67 << 10 Ia tension T.,,5. se obtiene por la for-
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mula (160). Como el coeficiente de rectificacién es

_ 667025 0615,

6,67 —1 6,67

obtendremos

Tmax, =1 224% ~ 3900 kef/em?.

n-1,

Problema 699. Un resorte se comprime hasta hacer desaparecer
el espacio entre las espiras, Determinese la magnitud de la fuerza P
necesaria para ello, asi como también la tensién Ty,,y que surge,
si D = 50 mm, el paso de la espira ¢ = 15 mm, n = 10, el lado
de la seccion cuadrada de la barra del resorte es a=5 mm y G=
= 8.10* MN/m*.

Problema 700. Dos resortes se comprimen con fuerzas iguales .

; Tmax, 8 . :I'Id? 2
Determinar las razones —=Ly — si Dy =Dy, ny =n,, — =
Tmax, Oz 4

vy G =0,

Problemn 701. Dado: Dy = Dy = 200 mm, d; = 2d; = 20 mm,
n =38, ng =25, Gy =Gy = 8.10° kegflem?, 1> §,.

Determinese max T, max 1, y & =8 = &; + 6,

Problema 702. La vilvula de seguridad se debe abrir bajo la
presion del vapor p = 5 atm. Determinar 7,,,x, n y 8, en el resorte,
si Dg=80 mm; D =60 mm, d =10 mm, t =18 mm, G =
= 8.10° kgf/cm®, la compresién del resorte hasta juntar las espiras
es 40 mm.

Se supone que durante la mdxima elevacion de la valvula (al
crecer la presion en el proceso de su apertura) debera quedar una
reserva de 20 mm.

{#
L—ZL—%L aﬁzp—l

P=50kgt

Problema 703. Determinar las tensiones de montaje en los resor-
tes si A =05 mm, Dy =60 mm, d; = 10 mm, n; = 10, D, =
= 50 mm, dy = 8 mm, ny = 8 y Gy = G, = 8-10° kgf/cm?®.
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Problema 704. Determinar la fuerza admisible /” si para la barra
ABC 1 = 500 mm, b = 750 mm, dy = 30 mm, lo] = 1 G600 kgi/em?
v para el resorte, D =50 mm, d =10 mm, n =10, G =
= 8§-10° kgflfem?, E — 2.108 kgffem?® y [v] = 4 000 kgf/em®

Realicese el cilculo partiendo de la tercera hipotesis de resis-
tencia.

Problema 705. Dado: D = 50 mm, d =10 mm, n = 2, G =
= 8108 kgifem®, d; = B0 mm, b= 500 mm y P = 100 kgf.
La barra BE es rigida.

Determinar en cudntos por ciento reduce el resorte la tensién en
el drbol AD.

Problema 706. Dado: P = 1,6 kN, D = 60 mm; d = 12 mm,
n =15, G = 8.10* MN/m®*, I = 500 mm, =50 mm y £ =
=2.10° MN/m=.

Determinar la fuerza P de compresion previa del resorte para que,
una vez instalado en el portico, la tension gue en éste surge dismi-
nuya 2 veces.

105 A
= 7 %p 206
h-d b
7 A e B f suiffon !ﬁ:l = 2 ———f
4 E —,/: e =w," It } ak™ e —— —= T
B Z T -
| '
. '

Problema 707. Dado: P = 105 kgf, D = 100 mm, { = 182 mm,
lal = 4 800 kgf/em®, E = 2-10° kgf/em®, G = 8-10° kgf/cm?® y el
asiento admisible del resorte [6] = 100 mm.

Determinar d y n por la cuarta hipdtesis de resistencia.



Problema 708. Dado: D — 100 mm, a = 10 mm,
t =182 mm y ol = 4 800 kgf/em?®.

Determinar 2 por la tercera hipotesis de resis-
tencia.

Problema 709. Determinar el esfuerzo axial P
en los resortes una vez unidos éstos, si se sabe que
A = 60 mm, el resorte J es de paso grande (D, —

I =100 mm, d; — 10 mm, n, = 4, t; — 182 mm),
el resorte [f, de paso pequeno (D, = 80 mm,
T dy= 8 mm, n, —8), £y = E; =2.10" kgflem?

y G, = Gy = 8.10° kgflem?,

X. FLEXION LONGITUDINAL
(PANDEO)

§ 1. Fuerza critica y tension critica

IZn el easo de compresion axial de una barra prismatica, dentro
de los limites de proporcionalidad, Ia magnitud de la fuerza eritica
Poriy se determina por la formula de Euler,

n*Ll

lr"a-ril = 1—?,

' (163)

siendo £ el modulo de elasticidad longitudinal del material de la
barra;
I el momento de inercia minimo del drea bruta F de la
seceidn Lransversal de la barra;

I, = pi la longitud efectiva (libre) de la barra (longilud de una
barra de apoyos articulados que por su estabilidad es equi-
valente a la barra de apoyos dados);

! longitud real de la barra;
i coeficiente que depende del Lipo de apoyo y de solicitacion
de la barra.
En la figura 146 estian representados los casos més simples de
compresion de barras y los valores correspondientes del coeficiente p.
La tension critica se determina por la férmula

2
l'”urit vk

F o2

Oerit = (104)
I, v i

siendo A = -—f— la esbeltez de la Dbarra (magnitud adimensional

que caracteriza la propension de la barra al pandeo);
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i= ]/;el radio de giro minimo del drea F de la seccién

transversal de la barra.

Puesto que la tension critica ogq no debe superar el limite de
proporcionalidad del material de la barra op, la magnitud de la
esbeltez A que permite aplicar las férmulas {1%3) y (164) se estable-
cerd de la desigualdad,

v Vs (165)

Por ejemplo, en el caso del acero C,. 3, L = 100, en el del acero
Cp. D, =80, en el del hierro fundido >80 y en el de madera,

A=T0, ele.
édptﬂ'

| =t
, &
]
- slew
| u=2 M=05
a) q)

Fig. 146

Si el pandeo de la barra surge solamente [uera del limite de
proporcionalidad del material, entonces la tension critica se obten-
dri por la formula empirica de Yasinski,

Oergt — @ — bA - cxs; (166)

siendo a, b y ¢ cocficientes empiricos que dependen del material
y se miden en las mismas unidades que la tension.

Para ¢l acero Cp. 3, a = 3100 kel/em?®, b = 11,4 kgl/fem?®, ¢ = 0.

Para el acero C,. 5, a — 4 640 kgflem®, b = 36,17 kef/em?®, ¢ = (.

Para el hierro fundido, a — 7 760 kgl/fem?®, b = 120 kgf/em?, ¢ =

= 0,53 kgllem?®,

Para la madera, a = 293 kegflfem?®, b = 1,94 kgflem?®, ¢ = (.

La formula (166) se puede emplear si gerqe es inferior a oy, en ol
caso de un material plistico, e inferior a oy, si se trala delun mate-
vial fragil.

Ejemplo 78. Dado que el material de la barra es duraluminio,
E = 0,71.10° MN/m*, o, = 180 MN/m* [ =1,2 m, D =4 cm
yd = 3 cm (Tig. 147).

Determinar Perit ¥ Oerite
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Resolucién. El momento de inercia de la seccién anular circular
de la barra es

I=2 (0" — =" (256 —81) =172 1 cm¢
6 )= gg #96 —BY) = g om’,
el drea de la seccidn transversal de la barra,
=
=D d*) =

LT 7
- (16 — ) =" em®

v su radio de giro,

]/ /1754 5
= _—— = cm.
4

6G4-7
b= En el caso dado de apoyo de los
extremos de la barra, el coefliciente
de reduceion  de  la longitud es
. p o= 0,7,
T ' Puesto que la esbeltez de la harra
i | a Mt __07-120-4
s @) _T i 5
} . i
e 00 7 =0Hl2>n —
O
Fig. 147 Fig. 148 =1.107°
~ 314 ]/u ~ 62,
180

la fuerza eritica se podrda obtener por la formula de Euler,
EL  a%-0,71-10°-10%175-2-107%
(- 64 (0,7-1,2)° o

Pcrll.z
—85,3-10° N =85,3 kN.
La tension crilica resulla

a &
P 853-107-4-10° e 108 N/m? — 155 MN/m?

Ejemplo 79. Dado que el material de la barra es hierro fundido,
l=16m,d=>6emyt=1cm (fig. 148). Determinar Py ¥ Gerir-
Resolucion. El momentodeinerciade la seccion en forma de eruz es,

3 i
b L (a—0f _—.-»——1'[‘ ﬁ—‘lzé-%:l- em®;
12 12 12 12 12
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el drea de la seccion transversal
F=at+4+(a—1)t=06+4+5=11 cm*

y el radio de giro de la seccion,

En el caso dado de apoyo de los extremos de la barra p = 0,5.
i . 160 "
Puesto que la esheltez de la barra A = e ——-—-—2‘1‘294 ~ 61,8 <80,

la tension eritica se deberd oblener por la formula empirica,

Gerpt = 7 760 — 1204 4 0,534 = 7 760 — 120.61,8 +
+0.53.61.8° ~ 2370 lglhom®

La magnitud de la fuerza crilica resulta,
Posts = Geritd' = 2 370+41 = 26 100 kgf.

Problemas 710-715. Determinar las magnitudes de las Tuerzas
criticas Pergy y de las tensiones criticas oe para las barras compri-
midas dadas.

Admitanse, para los materiales de las barras los siguientes
valores aproximados del madulo de elasticidad longitudinal £ y de
los limites de proporcionalidad o

Material cre Tr- 5 ALOrre | buratuminio |Madera (pino)
E kgf/em? 2-108 2.108 1,2.108 0,7 108 1108
oy kyf/em? 2000 2400 1 H00 1 700 20
i)
P
A A 3
o
7 ) L= 10em
E : : +/
| A
g Eﬂ"fl ¢
crs &3
o
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§ 2. Cilewlo por estabilidad de barras compirincidas

Al calenlar las barrag comprimidas debe satisfacerse no solo la
condicion de resistencin, sino también la condicidon de estabilidad,

PL Pecie (167)
1] -
0
r i

En estas formulas Peqq es la Tuerza eritica obtenida en funcion
de la esholtez por la formula de Buler (163) o por la de Yasinski (166).
es decie,  por o la expresion Pegg Geritd” (& — bh | A}

lo,l T—:;Ll’{'s la tension admisible por estabilidad v
7

n. ol coeficiente de seguridad sadmisible por estabilidad, Este
caeficiente es siempre algo mayor que el coeficiente de seguridad
hasico, puesto que al caleular por estabilidad las barras comprimi-
das axialmente resulta necesario considerar factores complementarios
que son inevitables en la prictica (excentricidad en la aplicacion
de Ia carga de compresion, earvalura inicial y heterogeneidad del
material do Ia barra) y que contribuyen al pandeo,

Las excentricidades v la curvatura inicial, cnando son grandes,
se consideran especialmente en el edleulo, pero cuando son pequenas
no pueden ser calenladas y dependen de la esbeltez de la barra y se
consideran introduciendo un coeficiente de seguridad complementario,
es decir, por el aumento indicado del coeliciente de segrridad por
estabilidad. Se admite: para el acero [n.) — 1.8-3; para el hierro
fundido, n. = 3-5,5 y para la madera, |n,l — 2,832,

[0

La razon —- — q se denomina coeficiente de reducidn de la ten-
a

2
sién admisible en ¢l pandeo o coeficiente de pandeo.
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La dependencia de ¢ de A para los distintos materiales se da en
forma de curvas normativas o en forma de tablas (apéndice 3).

El cdleulo por estabilidad puede ser realizado en dos variantes
(métodos).

1. Por el coeficiente de seguridad por estabilidad dado [ng).

2. Mediante la tabla de los coeficientes de reduccion de las
tensiones admisibles ¢ (R).

1] primer método no es del todo exacto, puesto que, hablando con
rigor, el coeficiente de seguridad por estabilidad no puede ser fijado
previamente con exactitud, ya que depende de la esbeltez de la barra.
Este mélodo se emplea en los cileulos de comprobacién aproximados,
asi como en los casos enando no existen las tablas y grificos de
@(h) (por ejemplo, en el caso de materiales nuevos o de empleo de
barras de esbeltez superior a la que se recomienda).

Il segundo método se emplea universalmente, y es el método
fundamental de eilenlo de barras por estabilidad. El cileulo en este
caso se realiza partiendo de la ecuacion,

)

I -
o= <ol (1677

empleando solamente las tablas de los coeficientes ¢ sin recurrir ni
a la formula de Euler ni a la empirica de Yasinski.

Determinacion de la carga admisible

Si para la barra que se calcula se conocen: la longitud I, el tipo
de apoyo de los extremos (u), la forma y las dimensiones de la seccién
transversal (£, 1, i) y el material (£, lo.]), entonces la delormina-
cion de la carga admisible [P] se realiza por uno de los siguientes
métodos de edlenlo,

Primer método de cdleulo (dado [ny]): 1. Se determina la esheltez

Ll . ; Fi
de la barra & = L -2. Se detlermina la Tuerza critica Porig (Peric =
t

= O #) por la formula de BEuler (163) o por la de Yasinski (166)
si no se cumple la condieion (165). 3, Por la formula (167) se obtiene
Pt
[n.] "

Obsérvese que &i |ngl es desconocido, se puede obtenerlo aproxi-
madamente, segln el material de la barra, su destino y la magnitud
de la esbeltez A,

Segundo métoda de cdleulo (por las tablas de ¢ () 1. Se determina

la carga admisible [P] =

il 3 :
A= I— -2, Por la curva normativa o de las tablas de ¢ (&), inter-
L
polando, se determina el coeficiente de pandeo . 3. [Se calcula la
carga de compresion admisible [P] = o F = ¢lac] F.
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Comprobacién de Ia estabilidad de las barras

Se realiza también por dos métodos, de modo andlogo al expuesto
anteriormente (es decir, de manera similar a como se delermina la
fuerza admisible), partiendo de las ecuaciones (167") y (1677).

Cileulo de la seeeion Lransversal

Si para la barra que se caleula se conocen la fuerza de compre-
sion P, la longitud 1, el tipo de apoyo de los extremos (p), el material
(E. lo. ) y la Torma de la seccion, entonees la condicion de estabilidad
(167" resulta indeterminada, puesto gque sin conocer las dimensio-
nes de la seceion transversal no se puede oblener & y, por lo tanto, g.
Tampoco se puede (=i se conoce el coeliciente de seguridad [n.l)
recurriv o la formula (167) ya que no se sabe cudl de lag formulas
(163) o (166) debe emplearse al caleular Py, El edleulo de la seccion
debe realizarse por tanteos seguidos de la correspondiente comproba-
cion (por una de las tres variantes).

La primera variapte de cdlewlo (dado Ing0) se emplea rara vez ya
que no es sulicientemente exacta debido a que la magnitud de |n.f que
se da sin ser referida a A (que alin no se conoce) es muy insegura.
El edleulo en este easo eomienza suponiendo que para este tanleo es
vélida la Tormula Fuler (163).

Se determina el momento de inercia I, después F, i y A. Si A
resulta mayor que &, el cdlenlo ge da por terminado, si resulta menor
que kg entonces el cdileulo se repite por la formula de Yasinski
(166).

La segunda variante de edleulo se realiza por las tablas y grificos
de i (&) en el orden siguiente:

1. Se fija un valor del coeficiente ¢ = 0,6-0,8.

q Y o : :
2. Se estableee lo ] y F 5 ¥ se escogen las dimensiones de la

1]
seccion o el nimero del perfil laminado (i la barra es de acero lami-
nado).
3. Se determinan [, i y A
5. Se determina el nuevo valor de ¢y. Si ¢y, se diferencia conside-
rablemente de ¢, entonces para el segundo tanteo se admite ¢y =

= (¢ -+ ) y se repite el cdleulo.

La seccion se considera calculada satisfactoriamente si o y la,l
no se diferencian en mas del 5%.

En las barras laminadas corrientes la sublension puede resultar
superior al 59%.

Tercera variante de edleulo (combinado). Aqui el primer tanteo
se realiza convencionalmente por la formula de Euler, fijando el
coeficiente n,, mientras que el cilculo definitivo se lleva a cabo
a partir de la condicién de estabilidad (1677).
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El orden a seguir en este caso es el siguiente.

1. Se fija el valor del coeficiente n, en funcién del material de la
barra (para el acero n, =~ 2, para el hierro fundido, n, =~ 5 y para la
madera n, & 3).

2. Se caleula el momento de inercia @) b)
minimo de la seccion transversal por la P

formula (163).

3. Se escogen las dimensiones de la
seccion o se determina el namero del perfil
(para los perfiles laminados) asi como F,

\\-e.;il'.\!

iy A
4. Se ealeula el coeliciente ¢ y después -
lo.l.

O, Se plantea la condicion de estabili-
dad (1677).

6. Si la condicion (167") no se cumple 1a
entonees se continia el caleulo variando
el coefliciente @ (véase la segunda varianle ¥
de calenlo) o variando las dimensiones de - L
la seceion (nimero del perfil laminado). . -

Ein los eilenlos practicos por estabilidad B
no se recomienda escoger barras cuya eshel- |
tez sea superior a la maxima indicada en las Fig. 140
normas para ol coeficiente ¢. Sin embargo, o
si se necesita obtener la carga admisible
a caleular la seceidn para esbheltez de la barra superior a la que
recomiendan las normas, entonces el eileulo debe realizarse por
la formula de Ruler, estableciendo previamente el coeficiente de segu-
ridad por estabilidad.

Ejemplo 80, Dado: que el material de la barra es pino, (a lo largo
de las Tibras), [o] = 100 kgl/fem®, I =2 m, p =1 y 4 = 10 em
(fig. 149, a). Determinar /2.

Resolucian. Para la seccion cirvcular,

od 10
S=7i = I=2‘5 cm.
La esbeltez de la barra es,
20
L
i 25

Para la madera cuando & — 80, por las tablas, obtenemos ¢ — (,48.
Por lo tanto le.] = ¢ lol = 0,48-100 = 48 kgl/em®, resultando
para la carga admisible,
a-10%

P=[o]F =487

=3770 kef.
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Hallemos el coeficiente de seguridad del trabajo de la columna.
Puesto que A = 80 =70, por la férmula (164) obtendremos,
10-1-10° Oerf 156
———— =156 kgf/fem® y n,—-—Ut _ " __ 3295,
80° * *= o 48
Ejemplo 81. Dado: una columna de acero laminado de seccion
doble te, [o] = 1 600 kgf/em?®, P = 40 tf y I = 2 m (lig. 149, b).
Determinar el nimero del perfil doble te.
Resolucion. Tijamos el valor ¢ = 0.6, Entonces

lo.l = ¢ lo] = 0,6-1 600 = 960 kgl/cm?

Oerit =

40-103
F=i=i‘?1—0%41,7 sz.
[0c 960
Por el surtido, el perfil mas proximo es el N° 27 para el cual,
F = 40,2 em?® e i, = 2,54 em.
La esbeltez de la columna es

palt A 0

Por la tabla para el acero Cp. 3, A = 70, ¢ = 0,81, A =80, ¢ =
= 0,75 y, por lo tanto, para A = 78,7,

¢ = 0,75 4 0,006 -1,3 = 0,758.

Escogemos
=B W_QOF OB 50,
2 2
Entonces
40107
(0] =0,679-1600 —1086 kgf/em* y F— *;JU;? ~ 36,8 cm
¥

Por el surtido el perfil mas proximo rvesulta el N° 24 para el
cual /' = 34,8 em® e iy, = 2,37 em.
La esbeltez es,

s s B
2,37
Por la tabla para el acero C;. 3 se halla, & = 80, ¢ = 0,75,
A =90, ¢ = 0,69. Para A = 84,5
¢z = 0,69 -+ 0,006-5,5 = 0,723.
La tensiéon admisible
[oel = 0,723.1 600 = 1 157 kgf/em®.



La tension real en la columna,

010
o :ﬁ- ~ 1150 kegf/em®.
34,8
IResulta una subtension del
— 7100
o —[o, |(|()='_Iin~_, 0,8%.

[UL'] b
Hallemos el coeficienle de seguridad por
estabilidad para la columna calculada,
Puesto que A = 84,5 << 100, por la férmula
(166) hallaremos,
Gerit — 3100 — 11,4-84.0 = 2 137 kgliem?®,
2137
1150

~ 1,86,

=

Ejemplo 82. Dado: una columna compuesta
pur dos perfiles canal con riostrag soldadas,
P =350, 1= 6mylol = 1600 kgl/em®* (Fig. 150).
Determinar el ndmero del perfil canal, B y /.

Resolucign. Al anmentar la distancia a enlre
los perfiles, avmenta el momento de inercia de la
columna /1, rvespecto al eje y perpendicular al
plano de las riostras. X1 momento de inercia
de la seccion de la columna I respeclo al eje z
no varia y permancee igual a ;= 27, siemlo
I.- el momento de inercia de la seccion de una
rama de la columna respecto al eje central del
perfil canal z°, que coincide con el eje z. Por lo
tanto en calidad de momento minimo de la seecion
transversal de la columna debe cogerse 1.

Fijamos n,. 20 De la formula de Eoler se
obliene

32 P TT - BV P
I.= i‘!,f"j 21 A 102 600 et

ancls 2.10.2.10

Por el surtido del acero laminado el perfil
canal menor, mas proximoe, es el N° Ha. Para
éste se obliene [, DAL em?, Qg 5,66 em
y I = 17,0 em?.

La esheltez de la columna es,

! G0

A=— =

i-  5U6

~ 106!

ALt
\

rU‘
i=1
= ol

Fig. 150
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De la tabla para el acero C;. 3 se halla A = 100, ¢ = 0,60, 2 =
= 110, ¢ = 0,52.
Para A = 106
¢ = 0,52 4 0,008-4 = (,552.
La tension admisible es
lo.] = (035 52 1 660 = 883 kgl/em®.
La tension de trabajo,
il = A7
0= 'l—= w— 1029 I(gfxcm
2F 2170
es decir, una sobretension del
1029 — %bd

_ 0 0
fom A= 2% >3

lo que es inadmisible.
Escogemos el perfil eanal N° 16, Para el enal, 7 = 747 em?,
iy = 6,42 cm, F = 18,1 cm?, [J,- = 63,3 cm!, iy =
=64 em, t = 0,84 em y z, = 1,80 cm.
La esbeltez de la columna es,

;__.@2»4]15
6,42

1

Por la tabla para el acero Cp. 3, & = 90, ¢ = 0,69, 4 = 100 y
¢ = 0,60.
Para A = 93,5 hallaremos,

q = 0,60 - 0,009.6,5 = 0,658,
La tensién admisible es,
[o.] = 0,658-1 600 ~ 1 051 kgf/em?.
La tensién de trabajo,

3
P S48 o~ 967 kgf/em®
Tar 2. 18,1
Resulta una subtension del
1051 — 967

-100% = 7,99%.
1051 % %

Escogemos definitivamente el perfil N° 16.
Puesto que A = 93,5 << 100, resulta

Ocrit = 3 100 — 11,43 &~ 2 034 kgl/em?.



La columna trabaja pues con un coeficiente de seguridad,
2034

g a8y

La distancia racional @ entre las ramas se establece de la condi-
cién de ignal resistencia de la columna en los planos principales

de inercia ay y xz.
Puesto que las ramas de la columna no estin unidas por riostras

absolutamente rigidas se recomienda escoger I, = (1,15 <+ 1,20) I..
Escogemos [, = 1,15 /.. Entonces,

a 2
1450 ,. =1, 4 (zu-;-—z-) F,

a=2( 1/1,151,.—Jr_,,._ )___2( V1 A5.747 — 63, 5_1'80)=
F 181

=66 ~ 10 cm,
obteniendo para la longitud de la riostra,
B=a-+2b =10+ 2.(6,4 = 22,8 em.
Para garantizar la estabilidad de cada rama en el plano de su
minima rigidez xz', las riostras deberin colocarse a la distancia
tebrica lor, que se obliene exigiendo que la esbeltez de Loda la colum-

na sea igual a la esbellez del tramo de la rama entre dos riostras,
es decir,

lol )

i
i,y
De esta condicion se halla la longitud tedrica del tramo de la rama
i

i!f' = lfy, = 93‘5 -1 ,87 =175 em.

lol ——]

T

e 1 1
Pricticamente, antes se recomendaba escoger /, — (E— j) lot.

De acuerdo con las nuevas normas (véase Normas construclivas
y reglas, parte [I, seccion B, eapitulo 3, editado en ruso el afo
1962), la esbeltez de las ramas A, en el tramo entre las riostras
deberd ser no mayor de 40, es decir 1y < 40 i,. En nuestro caso,

= 40-1,87 = 74,8 em.

Escogemos, I, = 75 em. Entonces la longitud [ de la columna se
divide por las rioslras en seis tramos iguales, quedando 24 em para
los apoyos.
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Por motivos constructivos puede admitirse,
H=(06-+08B l,—H=38=-49H y t.=(08+1)L

Iin el caso en cuestion admitimos,

H=08p8=08228=18cm y {, =~ (=08 cm.

Generalmente la columna con riostras se comprueba por la esbel-

tez efecliva, que es
he=Vas+As

en el caso de una columna compuesta por dos perfiles eanal o por
dos perfiles de doble te y

Mo VGRS, 00

en el caso de una columna compuesta por cualro angulares,
siendo A, la esbeltez de la columna respecto al eje perpendicular
al plano de las riostras;
hrys Arg las esbelleces de las ramas respecto a los ejes centrales
propios perpendiculares al plano de las riostras.
Realicemos esta comprobacion.
Para toda la columna,

- I, o\ _VisF (1858
= o :U+E = V1,87 4+ (1,8 + 5" = 7,05 cm,

iy 7

y para la rama,

Por lo tanto,
ho =TV 85,1° 4 40° = 94,1.

Por la tabla para el acero Cy. 3, interpolando, obtendremos para
A= 94,1,
¢ = 0,60 + 0,009-4,1 = 0,637.
La tension admisible es,

lo.] = 0,637-1 600 = 1 019 kgf/em®,
Resulta una subtension de

1019 — 967

100% = 5,1%.
Tolg  00% 0



Por lo tanto, la columna es estable también respecto al eje prin-
cipal perpendicular a las riostras.

Se debe tener en cuenta que cuando se cumple la condicién /7, =

- 1,2 I, y ke = 40, las magnitudes A, y & siempre estarin muy

cerca la una de la otra.

Problemas 716-717. Determinar las magnitudes de los coefi-
cientes de seguridad por estabilidad n, con que trabajan las barras
comprimidas en los sistemas.

718 p=2tf 17

e o]

-
.

B
| d=zem|

e

Ip=Ip=6,26-10%cm*
=F =9, 000t lnme I=im=
Ep=Ep=2-10"kgljcm f;=££=fm=2‘5?‘xﬂ‘f¢gﬂcm2

Problemas 718720, Caleular con gque longitud £ el sistema pierde
L estabilidad,

Admitase que para la earga y dimensionesde las seeciones trans-
versales de las bareas dadas las deformaciones ocurren dentro de los
limites de proporcionalidad. En el problema 720 debe prescindivse
de la deformacion de compresion de la barra 11, al veneer la hiper-
estaticidad el sistema.

78 79
p=81f Y

q
¥ Loy
 E=10°kgtlemt J-—g a—-¥
|
F kgffem? l d
3 2 B
dzaﬁf,ﬂ i
bl E
T
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Problema 721. Determinar la longitud { para la cual la columna
comprimida de acero C;. 3 de seceién circular de didmetro d con sus
extremos articulados, pierde la estabilidad.

Admitase E = 2.10% kgfiem®, ¢, = 1900 kgf/em?,

o = 2400 kgf/em?,
ayd=1cm, P=1Ubd=1cmyP =181l

Problemas 722-724. Determinar el aumento de la temperatura
(At® C) para el cual los elementos comprimidos del sistema pierden
la estabilidad.

Admitase: Para el acero, £ = 2-10% kgf/fem®, o = 12,5-10°%,
y op = 2000 kgf/em®. Para el cobre, E = 1-10° kgt/em?®, o =
= 16,510 y op = 1000 kgf/em?

Problemas 725-728. Calcular las secciones transversales de las
barras comprimidas de los sistemas partiendo del coeficiente de
seguridad por estabilidad dado n,.

Todas las barras comprimidas son de acero Cy 3 para el cual
E = 2.10° kgl/fem?® y o, = 2 000 kgf/em®,

lin el problema 726, fi posicidn indicada de la biela debe consi-
derarse como la mas peligrosa.

P=35tT

— 30—

Ne=3

L =200

I



las barras

Problemas 729-733. Comprobar, por estabilidad,
comprimidas y determinar el por ciento de sobretensién o de sub-
tension. Aqui y en lo siguiente no deben considerarse las posibles

deformaciones de las barras comprimidas originadas por la torsién.

P=1qatf

729

p=r5tf 130 4

RIS ETLIEEE

IPp.
[RT-2000 kg fem?

Problemas 734-736. Determinar la eapacidad resistente de la

columma de acero C,. 3, o] = 1 600 kgl/em?,
735 136 r

160 100x10

1

I el =
Is;ﬁftjﬂf_wﬂl

Problemas 737-739. Determinar el tamano b de las seceiones de
las columnas, partiendo de la condicion de igualdad de estabilidad

respeclo a los ejes z v y.
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Roditins
citindricos

Problemas 740-744. Calenlar las secciones lransversales de las
columnas y de log elementos comprimidos de los sistemas. Admitir;
para el acero Cp. 3, lal = 1 600 kgl/em®* y para la madera, |o] =
= 100 kgf/em?®,

0 Y
p=30tf

adera

Pl 4if

Problemas 745-748. Determinar para lag columnas compuestas:
1) el ntmero del perfil de la rama de la columna;

2) la anchura de la seceién de la columna b;
3) la distancia [, entre las riostras (distancia neta), Admitase

para el material de las ramas de las columnas E = 2-10° kgi/em?®
y lol = 1600 kgf/em®.
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. Flevion longitudinal y transversal combinada

Las vigas sometidas a la accion de fuerzas longitwdinales y trans-
versales y momentos se calenlan de mancera aproximada, partiendo
de la suposicion de que la linea elistica de la barra se aproxima a la
sinusoide,

q)

P 2 _...--«L—---fl—

<7,

En el caso de vigas de extremos artienlados (fig. 151), que [un-
damentalmente se analizan en este pardgrafo, la sinusoide indicada
se da por la ecuacion siguiente,

fo = [ sen "_; L (168)

Lste métado de edlenlo (que debe aplicarse al resolver los pro-
blemas que mis adelante se proponen) resulta mis exacto en el caso
de barras de extremos articulados, sometidas a cargas lransversales
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orientadas en una misma direccién y simétricas respecto a la seccidn
media de la barra.

IZn este caso la linea eldstica originada por la flexién transversal
carece de puntos de inflexion, es decir, Liene curvatura de un mismo
signo y puede, por lo tanto, ser representada por una sinusoide (168).

Iin este caso la flecha maxima en la seceion media de la barra serd,

;zm. (168a)
,JJ
R i
P,
el momento fleclor maximo,
I," Wns
Jr”max = Mtrann -+ sz ﬂ‘flranﬁ ‘+‘ —lr;,_ (169)
TP,
y la maxima tension de compresion,
P M!n:lx P er.’!ns Plrlrrms -
max|o|=— 4} —"F — — : 170
[o] 1-‘+w F+ w-f- P (170)
Wit ——
5
siendo P la fuerza axial de compresion;
Pg= r%;::f_[ la fuerza de Euler que se obliene independiente-

mente de la esbeltez de la barra a través del momento
central principal de inercia I de drea de laseccion F trans-
versal respecto al eje perpendicular al plano de accion
de la carga transversal:

W el modulo de la seccidn transversal de la barra respecto
al eje indicado;

Firans ¥ Mypane la flecha y el momento flector en la mitad de la
longitud / de la barra, originados exclusivamente por la
carga transversal.

De la formula (170) se desprende que el principio de super-

posicién de efectos no es aplicable aqui y que las tensiones, al crecer
las fuerzas exteriores, crecen en este caso con mayor rapidez que

las fuerzas exteriores.
Esto implica el paso de la comprobacién de la resistencia por

tensiones admisibles al ecalculo por cargas admisibles.
Consideraremos que el sistema de vigas en cuestién, sometido
a una flexion longitudinal y transversal combinada, trabaja con
un coeficiente de seguridad dado nr, si al aumentar todas las fuerzas
exteriores n veces el sistema alcanza el estado peligroso que en el
caso de materiales plisticos consiste en que la tensién normal mixima
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(en valor absoluto) se iguala al limite de fluencia oy, es decir,

(nP) | (nMrans) (nP) (nfirans)
max|o|=—-+ - -
4 W W(j _f‘f)
Pg

Igualando n al coeficiente de seguridad admisible [n] obtendremos
la formula para el céileulo por resistencia

or.  (1T1)

3 [R] p [n] eruns [R] r [R] thnlns
max |o]|="——+ + =0 (171,a)
F w W (1 - M)
Pp

Consideramos que el coeficiente de seguridad [n] al calcular por
el método de las cargas admisibles es igual al establecido para la
tensién admisible que se refiere al limite de [luencia, es decir,

[n] = ng
donde

Entonces obtendremos la siguiente modificacion de la férmula
(171, a)

_g__,_ﬂ’r;;:’ms_{_ [ﬂ]phr;r]:ﬁp

W(1 —[alE

Pg

) <[o]. (171,b)

Con un error algo mayor, las férmulas (168-171) pueden aplicarse
también en el caso de cargas lransversales no simétricas si la asi-
metria no esti muy proxima a la antisimetria.

De manera aniloga se realiza el cileulo por flexién longitudinal
y transversal combinada en el caso de otros tipos de apoyos de las
barras, salvo que la ecuacion (168) deberd ser modifienda en cada
caso concreto. Asi, por ejemplo, en el caso de una viga empotrada
en un extremo (fig. 151, b) la linea eldstica se aproxima_por la
funcion:

r
f="1max (1 _G'JSE) -

Las formulas (169-171) permanecen sin embargo vilidas excepto
que cl valor de la fuerza de Fuler P, varia segin el tipo de apoyos
de la barra de acuerdo con la férmula (163).

Si la carga transversal actiia en el plano de mixima rigidez de
la barra entonces ésta debe de comprobarse también por estabilidad
en el plano de rigidez minima.
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Ejemplo 83. Dado: P = 800 kgf, P, = 100 kgf, { = 2m,
=2 cm,

(fig. 152).

b=
h =4 em, E = 2-10° i‘af,-‘mm y op = 2400 kgf}’cm’

1,8

Fig. 152

-

Determinar [, oy,5, B ¥ M.
Resolucién. Puesto que,
bR 264 32 4
—= - tm,
T2 12 3
la flecha en el medio de la barra originada por la fuerza /2; seri

N 100.8-10%3 25

= ——=l] 781 cm.
Trans = e =482 10°-52 52

Para la fuerza de Fuler se obliene,

I 10.2.10°.32 A
Py ncf 1 )2. 16

=3 = gora —3 0 ket
resultando que,
P 8003 3 P 3 17
e 1600 20 Y T T
Por la formula (168) se obtiene la Tlecha
f_ig ;—{;_(} 919 em.

Asi, pues, fians constituye el

17
20 -100% = 85% de f.
Puesto que

WL 100-200

Musz= . — 510" kef-cm,
Moy = 5-103 = 800-0,919 = 5 735 kgf-cm,
= bh = 8 cm?,

”lz 2‘ v
w=3___1f_l_1h m?

= =-— cm®,
[ G 3
202



por la férmula (170) obtendremos,
800 . 5735 ,

Omax = '? —16—- 3=1175 kgff’lcl'llz.
Prescindiendo de la flexién originada porlafuerza axial hallaremos
¢ P -ﬂ’ftr:lnﬁ i 5- 1[13 . ‘ 2
a — g s )4 ——.3=1038 kgliecm®,
max I + w + 16 {14
03¢
lo que constituye el 11 132-100% = 88% de opax-

El coeficiente de seguridad r (referido al limite de fluencia) con
que trabaja la viga se obtiene por la fGrmula (171)

nl 0 Mirans nP  nfivans o

ﬂlal|ﬂ|=—‘(;'+—w——+w(1_ﬂ_[{)—ﬂr
Py
0
n-800  n-15-103  n-800-3.n-0,781
I m(_afﬂ@‘): ’
16-10°

de donde resulta,

n — 3590 4616 _
(1 —015m)

Resolviendo esta eecnacion se oblienen dos valores de n: ny =
= 1,85 y n, = 34,05,
Il valor ne — 34,05 no puede interpretarse como solucion del
problema puesto que ya para n = 6,67 (Ppuig = nf’ - 5 320 kel)
- . ; g npP
la tensién max || = oo, en vista de que el binomio 1 — e
E
= (1 — 0,15 n) resulla inal a cero.
Comprobamos ahora la estabilidad de la viga en el plano de
minima rigidez. Puesto que
“ 4
'.',f_:—-h-—z L =‘1—{ em® y l=—{="ﬂ{]'\/3.
: i

106 12

por la formula (164),

2“ 0% 2l
U =1—2 IU____ 167 kgllem®

Oorit = —¢
et =T = 34100
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N . 800

La tension originada exclusivamente por la fuerza P es 0 = -5 =
= 100 kgf/em®. El coeficiente de seguridad de la viga por estabi-
lidad serd,
ng—ertt 167 _ 4 o7
o 100

Problemas 749-751. Determinar la [lecha mixima f y la tensién
de compresion maxima | o, | para las vigas siguientes,

L4 750
M=250kgt-m M .
g = 20kgtfm de1z
=5 ey - P E cm
pau] 1 o mme gmmmn o Sgl
. - W2 ,%. ) _L ﬁa
L=6m 25 11] SN O] B
E=2-10%kptfom? E=10° gt fem?
781
q=50kgtim

F= b
a[]

a=ilem

e L=2m
E=il° wytfem?

]

Problemas 752-753. Determinar /, max |o, |, el coeliciente de
seguridad n y el coeficiente de seguridad por estabilidad n, con que
trabajan las vigas signicenles.

= TR
I"fs.. peytl
7.y *’
\a- \ b=em
IriT—rm---n--J- a- n—! h=db

E=210kyffem?
200 kgtfm

134 : 185 M=05tfm
‘% | E2 10 kgflen? ”%’_ t=4m « i

1 1000 baffom?
E‘f} =’fT"5”m Gy 350Kl E-10kyhfem?
: (n1-3.5

L=2,5m - —
E=210 Pxgfjem?

L=3m

Problemas 754-755. Calcular las dimensiones de la seccion
transversal de las vigas siguientes.
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XI. BARRAS CURVAS
PLANAS

§ 1. Esfuerze awial, fuerza corvtante y momento flector

Se denomina barra curva la barra cuyo eje geoméirico es curvi-
lineo.

Se analizaran aquellas barras curvas en las cuales: 1) el eje
geomélrico es una curva plana; 2) el plano de curvatura es el plano
de simetria; 3) las fuerzas que sobre ellas actian se encuentran en

M

Fig. 153 Fig. 154

el plano de la corvatura; 4) el material se atiene a la ley de Hookl
y ) la rigidez es suficienlemente grande para que se pueda aplicar
el principio de superposicion de las fuerzas.

Los esfuerzos interiores en la seccion transversal de la barra curva
se obtienen por el método de las secciones. Ellos se reducen a una
fuerza axial N, a una cortante ¢/ y a un momento flector M.

Generalmente se consideran positivos: el esfuerzo & de traccién,
la fuerza cortante ¢ cuya direccion coincide con la de esfuerzo N
de traccion girado 90° en el sentido de las manecillas del reloj, el
momento flector M que aumenta la enrvatura de la barra (fig, 153).

Acordamos que en los diagramas, los valores positivos de N,
@ y M losg ubicaremos perpendicularmente al eje geomélrico de la
barra en direceion contraria al centro de curvalura y los negativos
hacia el centro de curvatura. En el caso de barras compuestas por
tramos curvilineos y reetilineos, los diagramas positivos y negalivos
correspondientes a los tramos rectilineos convendra situarlos a los
mizmos lados del eje geomélrico que en los tramos curvilineos.

Independientemente de la forma de la barra enrva las magnitudes
N, @y M en la seceidon transversal determinada por las coordenadas

g o : . :
z, y y el angulo .«:urrtg(%) se delerminan por el mismo método.
‘

Veamos los casos cuando a un lado de la seccion se aplican diver-
Sa8 cargas.
1) Par de fuerzas concentrado (fig. 154):

N=0;0=06 M M.
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2) Fuerza concentrada (fig. 155, a).
Las componentes de la fuerza P segin los ejes z e y (fig. 155, b) son,

Py =P cosa; P, = P sena.
Para la fuerza P, (fig. 155, ¢) =e obtiene,
N = PceosacosP; Q= Pceosasenfi; M = —P, cos .
Para la fuerza P, (fig. 155, d),
N" = P sen asen B; " = —Psen o cosf; M” = P, sen o
Los esfuerzos resultantes correspondientes a la fuerza P serdn,
N = P (cosacosP -+ senasen f) = P cos (o — B);
() = P (cosasenfp —senacosf) = —FP sen (w — f);
M = P (xsen o — y cos o).

3. Carga distribuida uniformemente sobre la recta AB, que
actiia normalmente a ella (fig. 156, ).

ﬂ) Y q
o .,
A N z
¥ ﬂ}jffmtﬁ;—w-., v
-8
qreosa ¥ 1
b) 7w Nqaess
__,_’__jﬂ .q_'r.__i___._,..._-._.:ln D
. = N
4 gTsene
il NP
c) 7 NG
2B Y emsenn T L
- q ~
b= I - g
Fig. 155 Fig. 156

Las componentes de la carga ¢ sobre los ejes x e y (de manera
andloga al caso anterior) son,

@y = q COS &) @y = (¢ Sen a.
La componente g, origina los esfuerzos siguientes (fig. 156, b):
N =gqzcosacosB; Q =qzceosasenf; M =-—qry cos a.
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La componente g, (fig. 156, ¢):

N —gzsenasenf; = —grsenacosf, M'=q§sena.

Los esfuerzos resultantes originados por la carga g serdn entonces:
N =gz (coseccosf - sen o sen f) = gz cos (@ — f);
() =gz (cosesen i — sen o cos f) = — gz sen (o — fi);

£

M:ga:(z seua—ycasa).

4. Carga transversal distribuida uniformemente a lo largo del eje
geomélrico de la barra (lig. 157, a).

La proyeccion sobreeleje y de la carga separada (lig. 157, b y ¢)
originard los esfuerzcs siguienles:

L]
s

N —=qzsenP; @ = —qacosP; M =q

v

y la proyeccion sobre el eje z de las mismas fuerzas (fig. 157, d):

2
N™ = —qycosp; " = —qysenf; M'=q";_

Como resultado de la aceion conjunta de g, y ¢, obtendremos,

N =gqg(xsen ) — ycosf);
()= —q(xcosp L ysenf); M= —% (= + ).

5. Carga paralela distribuida uniformemente a lo largo del eje
geométrico de la barra (158, a).

La fuerza elemental en la seccion de coordenadas zyy, que aclia
sobre el elemento ds del arco del eje geométrico de la barra sera,
(fig. 158, 1)

dP = qds.

Las proyeceiones de la Tuerza dP sobre los ejes z e y, dIy =
= dP sen o = gds sen a; dP, = dP cos o = qds cos .

Los esfuerzos elementales originados por la fuerza dP, en la sec-
cion de coordenadas @, y y de dngulo f (fig. 155, b),

dN' = —dP,cosp = —gsen acosfds;  dQ = —dPysen f =
= —q sen o sen [ ds,
dM' = dP’, (y — 1) = q (y — 1) sen o ds.
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Los esfuerzos elementdales ebidos a la fuerza dP, en la misma
seccion (fig. 158, ¢),

dN" = dP sen p = g cos o sen f ds;
dQ" = —dP, cos f = —q cos a cos B ds;
dM"® = dP, (x — x)) = ¢ (x — z,) cos @ ds.

Los esfuerzos elementales originados por la accién conjunta de
las fuerzas dI’, y dP, en la seccion en cuestion:

AN = —gq (sen « cos p — cos o sen P) ds = —g sen (o — P) ds;
dQ = —q (sen a sen f - cos o cos B) ds = —q cos (@ — p) ds;
dM= ql(y — ) sen & + (& — ) cos a] ds.

Los esfuerzos tolales en la seceién en cuestion que delermina
un arco s del cje peomélrico de la barra seridn pues,

N —= —q¢sen(a —p) E ds = — gssen (o. — P);
()= —qeos(a —f) i ds = — gscos (o — f);

M=qlsenc (y § ds — iy. ds)--coso (xfds-—-ixidsﬂ:

=q|sena(ys — S,) 4 cosa(zs — 8,)] =

=qs [(y - yt‘) sen o - (1‘ — zp)cos 05].

siendo
) @ , - los momentos estilicos del arco s
b,:gy, ds 'y .5,,=§x,ds respeclo a los ejes z o y;
....'L—‘ T =‘S_-‘-‘ las coordenadas del cenlro de gravedad
Uc o y [
H s del arco s.

6. Carga uniformemente distribuida a lo largo del eje geo-
métrico de la barra y tangente a éste (fig. 159, a).

La fuerza elemental en la seccion transversal de coordenadas
ry vy de inclinacion By (fig. 159, &) que actna tangencialmente al
eje geométrico de la barra sobre el elemento del arco ds es,

dr - qds.

Los esfuerzos elementales originados por la fuerza dP en la
seccion transversal de coordenadas z, y v de inclinacion fi (fig. 159, b)
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serdn,
dN = —dP cos (f; — B) = —q cos (B — B) ds;
dQ = dP sen (B, — B) = ¢ sen (B, — B) ds:
dM = —dP l(x — z,) sen B, — (y — y,) cos Bil ==
= qly — ) cos py— (z — 2,) sen B,] ds.

Los esfuerzos totales en la seccion que se analiza que corta un
arco s del eje geoméirico de la barra

N —qjoos—Bds Q=g sen (b —p)ds

&

M=q| §(y—y|)005[3.ds— a‘(x-—x.)senﬂlds].

Ejemplo 84. Dado: I y p (lig. 160, a), conslruir los diagramas
de N, 0y M.

Resolucion. Delerminamos N, Q y M por tramos de la barra
(fig. 160, b).

En el primer tramo: 0 < ¢, < % .

Ny, =Pcosq; Qp = Psenqy; M, =Ps(1 —cosq);

Ny=o=0 N x 2 0,707P;, N =k
PSS L =
()i{;=f.l =0; 0 n A U,?UTP; () n = P;
LR =y
M, _o=U0; M a A& 0293Ppy; M a =/p.
= Gy =,
En el segundo tramo: 0. o ,g% .

No,=—2Psengy Q =2Pcosqy M, = Pp (14 2sen qp);

Nog—o=0; N a o~ —LAl4P;, N o= —2;
* §: = gam=—-y-
Qomo=2P; Q o —14l4P; Q@ . —0

= G =T e =y
My —o=0"p; M = 24140 M x =3Pp.
Py = T i e

Los diagramas de N, ¢ y M estin indicados en la figura 160,
c,dye.
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Ejemplo 85. Dado: P, a y las ecuaciones de los ejes geométricos
de las ramas superior e inferior de la ballesta (paribola y =
&£ ¥
+ a (‘l — 2(])(l'lg. 161, a).
Consltruir los diagramas de N, Q y M,
Resolucién. En virtud de la simetria del sistema respecto a dos
ejes ortogonales, analizamos solamente la mitad de una rama de la

t/a
Bry 2
Diagrama de N

Fig. 160 Tig. 164
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ballesta (fig. 161, b). Para una seccién arbitraria, situada a la dis-
tancia x del extremo izquierdo se obtiene.

dy a—=zx

1 et —— 3
e dx a
tg p a—zx
== ——
V14 w’p V24 — 20z 2
1 a
cosff =— = — :
VA 4 tgp V?az—-&u—{—xz
Por lo tanto,
') D (p — 2
N =v{—58ﬂ ifl =% '
2 2V2d — 2az 4 2*
[} A}
()=_Lcusﬂ=-—-%—:
2 2V2d* — 2az + 2
P
] r
Moo= V20 03500 N o =YPp 02240 Ne—y—o:
4 == 10
Oy — — 1:_72.0 ~—0354P 0 o —=—Y2p o _ous7p:
i i ]
Quea= —0,50;

Me—q=0; M . =025Pa; Mi—u=005Pa.
L

Los diagramas de N, ¢ y M estin representados en la figura
161, ¢, d y e.

Ejemplo 86. Dado: ¢, a, b y un anillo eliptico y = % V 2az — 2*

seccionado en el origen de coordenadas (fig. 162, a). Determinar N.
Qy M.

Resolucién. Puesto que la barra es simétrica respecto al eje z,
analizamos solamente la mitad superior.

Por el principio de superposicion se obtiene para los esfuerzos
que surgen en la seccion transversal de coordenadas z, y v de ineli-
nacién B (fig. 162, ¢ y d) originados por las proyeceiones ¢, y g, de
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la carga (fig. 162, b) a)
N = qycosp — gz sen f;

Q =qzcosp + qysen p;

M=—1%@+p.

Puesto que,

dy b _a—x

lgh=—"=—

resulta y
{1 —_ .'t

sen fp =

1/~2- (2az — ’)+(a—x)” NRELE:

o V.!a.r-—-:-‘:

cosP = :
]/—2 (2az— ) +(a — 2’

y

qax

Vﬂ—z (2ax — 2°) + (@ — 2)°

.

(,f [-—I—}—-—(a—x}] ‘V"a.r—.ra

]/-— (2az — 2°) + (a — a}*

- " 2
ﬁf‘: —?E [-a—z{Qa.r—x”—l— J"‘] ¥

Fig. 162

Si, por ejemplo a = b, entonces N =gr; Q=gq V200 — a2 y M =
= —qax. Los diagramas de N, Q y M eslan representados en la

figura 163, a, b y c.

Ejemplo 87. Dado: ¢, p ¥ la carga vertical de intensidad ¢ distri-
buida uniformemente a lo largo del arco correspondiente a un cuarto
de cireunferencia de radio p ([ig. 164, a). Construir log diagramas de

N, Oy M.

Resolucidn. Los esfuerzos en la seccion transversal de inclinacion
@ respecto a la verlical, correspondientes a la fuerza elemental dP’ =
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= g ds = gp do seran (fig. 164, b),
dN = — dP sen ¢ = gp sen ¢ dg;
dQ) = dP cos p = qp cos ¢ dip;
dM = dPp (sen ¢ — sen o) = gp* (sen ¢ — sen o) de.

Los esfuerzos correspondientes a la carga que actua sobre la
parte seccionada de la barra seran,

I

L'
N=—qgpseng | de— —gppsenp,

o

Q=qp :‘-ostdecz:qpq:coqu.
M= g f’(sen ¢ — sen o) do = gp° (p sen g - cos ¢ — 1);
[i]

Nymo—=0; N ~ —ap % 0,707 = — 0,555qp;

=
Nu _a=—0qp ; ~ —1,571¢gp;
z
Qu=o=0; Q@ . =~0505qp; Q@ =0
Il-=T 'P=T
M—y=0, M ~qp° (J:—l 0,707 4- 0,707 — 1)%0.262@2;
o=
2 T 2
M L =gp (— —1)%0,5?1@.
LR e 2

Los diagramas de N, ) y M estin representados en la fig. 164, ¢,
dy e

Ejemplo 88. Dado: ¢, p y una carga de intensidad g distribuida
uniformemente sobre el arco de la semicircunferencia de radio p
y dirigida segin la tangente al eje geométrico de la barra (fig. 165, a)

Construir los diagramas de N, 0 y M.

Resolucidn. La fuerza elemental en la seecion inclinada un angu-
lo o respecto a la horizontal es,

dP = g ds = qp do.

Loz esfuerzos elementales en la seccion transversal de la barra
inclinada un dngulo ¢ respecto a la horizontal y correspondientes
a la Merza dP (fig. 165, b) valen:

AN = —dP cos (¢ — a) = —qp cos (p — o) dez;
d(Q) = dP sen (p — o) = gp sen (p — a) da;
dM = —dP [p — p cos (¢ — a)l = —gp* [1 — cos (p — a)] da.

o " )5
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Los esfuerzos lotales originados por la carga que actia sobre la

parte seecionada de la barra serén,

N=—qp ‘f cos (( — a) doe = — gp sen ¢;
]

0 =qp i sen (¢ — o) doe =qgp (1 — cosq);

M= —qp°| } dor — _tcus((p — o) da] = qp® (sen ¢ — q);

i i
:-V.[:u =0, N o = — 0,707qp; N o= —
e =
N g = (l,?il?t.,-p;
¢=—a
Ny—ma =104
(J.|=n='l]; 0 n & I),Efl.'iﬂn; 0 —R
= =
) =1,707gp;
(w =% . Tqp
Q= = 2905
n!||-=ll=ﬂ; J”‘l‘ - _ — U,O?&‘:pﬂ; <"”ql _ ;1_% . U,-"."T [".ﬂ’zi
“ 2
s = —1,6490% My—n=— 3,142¢p%
=T n

Los diagramas de N, Q y M estin dados en la figura 165. ¢, d y e.
Problemas 756-765. Construir los diagramas del esfuerzo axial
N, de la fuerza cortante ¢ y del momento flector M.

15§
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ta corgy se distribuge uniformemente
sgbre o proyecoion herizental

la cargn se distribuye
uniforingmente sobre (@ = i
tangente gl areo Lspiral de Arquimedes

§ 2. Tensiones

El esfuerzo axial & y el momento flector M determinan tensiones
normales oy y @, mientras que la fuerza cortante ), tensiones
tangenciales t que se desarrollan en los puntos de la seceién trans-
versal de la barra curva.

Las tensiones o, se consideran distribuidas uniformemente en el
drea de la seccion transversal F mientras que las tensiones o, se
congideran distribuidas segin la ley hiperbélica. Tstas tensiones
se obtienen por las formulas signientes,

n.v=’T\,(. (172)
_M_v
Barss S = (173)
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siendo § el momento estatico del drea F respecto a la linea neutra z,
que no cruza el centro de gravedad de la seccion Oy;
r el radio de curvatura de la linea neutra nn;
y la coordenada del punto de la seccién que se analiza,
desde el eje z (fig. 166).
La linea neutra nn se desplaza, respecto al eje geométrico de la
barra, hacia el centro de curvatura en la magnitud e = p —r,
siendo p el radio de curvatura del eje geométrico de la barra.

Fig. 168

El radio de curvatura de la linea neutra de la barra de seccién
arbitraria se determina por la ecuacidn:

P

S L 174

r de (174)
Jo+u

siendo u la coordenada del punto que se analiza de la seccién al
eje central z4 (fig. 166).

En el caso de una seccion rectangular,
h

R

-
In—£

ry
en el de una seccion circular,

1 2 d Y
=3 [o+ Ve-(3)].
y en el de una seccion trapezoidal,

e F
(a, L= "’“) In Z& (b, — bg)
h r




siendo ry, ry, b y by respectivamente, el radio de curvatura y la
anchura de las fibras exteriores e interiores de la seccitn.

En los correspondientes manuales y textos de resistencia de
materiales se dan los valores de r para algunas otras formas de
secciones transversales.

En el caso de barras de curvatura no grande e puede ser obtenido
por la férmula aproximada,

ems —, (175)

i_ﬂ
o
siendo i = 7 el radio de inercia de la seccién transversal de la

barra respecto al eje central z.

La miaxima aproximacion de la [ormula (175) se obtliene en el
caso de barras de secciones transversales simétricas respecto al
eje zg.

Como,

2
S:F{’mi, I,e=u—[-e=u(l+ - )

0 e

Fe-p=p-u= (1 ”)
. =) - —_— —— 1,
[ P p

siendo w la distancia del punto en cuestién de la seccion a la linea
nenlra 35, resulta que la formula (173) se escribird asi,

2
PR
a“,__.iui._‘w_zii‘ﬂq_ (176)
I f !
- 7S
sienido
1 |- _i
o= _—-‘% (177)
1 -|--iT

una funcion adimensional de la coordenada w, que caracteriza la
ley no lineal de distribucion de oy en la seccion que depende de la

1

i . Lk
forma de la seccion y de la curvatura inicial de la barra. Si —<10
entonees e se dilerenciard poco de la unidad y la tension a,, podra
ser oblenida por la férmula establecida para la viga recta
Mu

0=

I



Las tensiones normales maxima y minima resultan en las fibras

extremas de la barra cuando w = h, y u = —h,. Estas tensiones son
M,
ot cttad (178)
Wy
siendo W el médulo de la seccion, W, = ?f—, para la fibra exterior
(]
I
a) = —, para la interior,
k‘l
1 iz
e _ _ phi
oc;_m“:ih;!___hu_. (179)
14 L
p

Los valores de los coeficientes e} para algu-
nas secciones figuran en el apéndice 4,

Las tensiones normales resullantes o en
un punto cualquiera de la seccién transversal
de la barra curva se pueden obtener por la
formula

Gl g M (180)

¥ 1
en la cual el esfuerzo N se introduce con el
signo correspondiente. In la mayoria de los
CAS08 Oy €S pequeno en comparacion con o,,.

La tension tangencial t, determinada por
la Tuerza cortante ¢, tiene importancia secun-
daria y generalmente no se considera en el
cileulo.

Estas pueden ser calculudas, de manera
aproximada, como en el caso de barras reclas,
por la formula (99),

Diograma de M
1.707Pp 0,707

oS
T = —
(774
Fig. 167 Ejemplo 89. Dado: /> = 1 tf, p = 50 ecm;

M = Ppya=10cm (fig. 167, a).

Determinar max o, min g, Ty.x ¥ €.

Resolucion. De acuerdo con los diagramas de N, 0 y M
(fig. 167, b, ¢ y d) las tensiones normales méiximas ocurririan en la
seccibn de empotramiento de la barra, donde N = —P = —1 I
y M = 2Pp = 2-1.50 = 100 tf-cm y las tensiones tangenciales
méximas, en la seccién del extremo libre de la barra donde @ =
=P =1 tf
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En el caso de una seccién cuadrada,
3 3

W._.= W1= W=a—=£ cm’;
6 6

F —a? =10* cm?;

12 129 { o930

v Gp G-50
1= = = . .
10 1,074

&,
2 '*35

Por lo tanto,

¥ 105 G 3
mnxaez—[cxc —AL=1(] 31}0.939—2];%
(1% F 10 10

~ 563 — 10 & 553 kgf/em?;

10°

1 N 10°.6
ming,=—=mo, ?=_-_1E'[3_1,“ ——_'zﬁ
~ — (44 — 10 = — 634 kegl/em®
3 0 3 10°
iy = ——=——=15 k f/em®;
T =Y T 20 .
2 2 2z
..==._‘.,__._a__._lt_’._,_. l—zU.[ﬁT em = 1,67 mm.
P 12p 12.50 6

Problemas 766-769. Determinar las maximas lensiones de trac-
Cion Ogax ¥ de compresion oy, asi como las tensiones normales

o, en el punto A indicado de la seccién peligrosa,

e 767

—= AN

a1



\%/

SN =10k
g\'- ¢ g=i0kgtfem

§ 3. Caleulo por resistencia

Para hallar la magnitud de la carga segura que actia sobre la harra
curva y para comprobar su resistencia se emplea la condicion signiente
M N ’ ;
— a4 — | < [o] (181)
W F

Las dimensiones necesarias de la seecion transversal de la barra
se obtienen por tanteos con la eorrespondiente comprobacién poste-

max |gy| =

——=21

Fig. 168 Fig. 169

rior. El primer lanteo se puede realizar considerando. que la barra
es una viga recta, es decir, de acuerdo con la designaldad,
Mﬂg{uj_ (182)
i

La comprobacidn de la seccidn se debe realizar cousiderando la
curvatura de la barra y el esfuerzo axial por la formula (181). La
sobretension no deberd ser superior al 5%.

Si el material de la barra se resiste de manera diferente a la
traceion y compresion, entonees, en la seccién peligrosa, las con-
diciones de resistencia deberdin satisfacerse tanto en la fibra exterior
como en la interior, de acuerdo con las magnitudes de las tensiones
admisibles (0] v lo,].
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Ejemplo 90. Dado: [o] = 4 000 kgf/em®, @ = 20 cm; d = 1 em
y la ecuacién del eje geométrico de la barra del resorte y =
= —asen = z (fig. 168).

Determinar P,

Hesolucién. Resultan peligrosas las secciones de la barra situadas
en las cimas de la sinusoide, donde M = Pa = 20P kgf-cm, N =
= —P kgf y el radio de curvatura del eje geométrico es,

T 3/2
b i ([1 + (y')*]’*”) [' Vot s "]
g T E

v = ':— = sen = x .
@ a a
-t'='2—
=2 ~01a=2cm
n
En el caso de una seccién circular de didimetro d,
Wee W= Wa 01" ~ 0,1 em®; :nfiz— %,5 0,785 cm®
A
d 1
Lo W
- Z"’z 81‘2= 1,25.
1—— 1——
2p 2-2
De la condicion de resisiencia (181) se obtiene,
M N 20)" P
max |0, = —a — = 1,25 4 —— == 250P << 4000,
=y = =1 " o ¥ P <
resullando para la fuerza admisible,
4000

P g —— =16 kg[.
250

Ejemplo 91. Dado: P =6 kN, ¢ = 12 kN/m,
p=16-10""m, b— 51; v [6]=200 MN/m* (fig. 169).

Determinar 2 v b.
Resolucién. Iin la seecion peligm‘n (empotrada) de la barra,

)U=P[|+-g—qp =610 16-107° + 12.10° 162107 =

=1421 N.m;
N=—P—gp= —06-108 — 12.10%-16-10"* = 7 920 N.
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Hallamos lag dimensiones aproximadas de la seccidn de la barra
del cileulo por flexion, interpretando la barra como una viga recta,
bh* A 1421 = =
=-i=—->£= s~ 1,110 " mP=171 em?
6 8 [o] 200-10
de donde obtenemos,

h = 13"7,'1 .8=23,84 cm.

Teniendo en cuenta la curvatura de la barra y gque sobre la seccion
peligrosa actiia también un esfuerzo axial admitimos 7 = 4dcm y
y & = 3 cm. Para estas dimensiones oblendremos,

'.‘i’=:3'(.1h=8 em’; F=34—12 cm%
3
1 h 4
o= By:—w%1‘095.
E Tt

2o 2
2p 216

De acnerdo con la [ormula (181), Ia tensién efectiva en la fibra
interior de la barea serd,

M N 1421 74920
max|u.l=.__-“=+ T =x.1u—ls‘1'm'5+ 121074

2 201,1-10° N/m? =201,1 MN/m*

Puesto que la sobretension constituye el 0,55%, se puede consi-
derar que el cileulo de la seccion realizado es salisfaclorio.

Problemas 770-771. Determinar las magnitudes de las cargas
admisibles P y M.

170 ) m wio

\E

y 4
7] % 3) A ‘-‘)

e {,r l 20 |=—

/30 30—

Vg ? ry 140 M

y=gg(6a-x)

a=80cm; b=206m F=F=Fy=F,=12,00m?
[6tracl"800kgHem?, (G, J-1200kgHem® (o] = 1000 kytfem?
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Problemas 772-773. Comprobar la resistencia de las barras
curvas, Considérese que la tension normal admisible es [o] =
= 1 60O iigr)‘lclllg.

71z [d=4om 773
; n’?
(]

Sga q=20kgffem ¥

XI1I. METODO ENERGETICO
DE CALCULO
DE SISTEMAS ELASTICOS

§ 1. Determvinacion de los desplazamientos elasticos
generalizados

Método de la fuerza generalizada ficticia nula

La expresion que determina la energia potencial de la deforma-
cion elastica ¢/ acumulada por el coerpo o el sistema durante la
accion estatica de las fuerzas, puede ser representada por una [uneion
homogénea, de segundo orden, de las Tuerzas generalizadas 2, o de
los desplazamientos generalizados &;, si entre los Gltimos existe
dependencia lineal.

Las fuerzas generalizadas P; estin constituidas por cualquier
tipo de aceion (fuerzas, momentos, grupo de Tnerzas, grapo de mo-
wenlos, ele,) que conviene destacar para la obtencion de la energia
potencial.

Los desplazamientos generalizados 8; son magnitudes que deter-
minan los desplazamientos en los gque las fuerzas generalizadas reali-
zan trabajo (por ejemplo, a la Tuerza concentrada le corresponde un
desplazamiento lineal, al momento un desplazamiento angular,ete.).

121 desplazamiento generalizado elastico § que ocurre en el cuerpo
o en el sistema, bajo la accion de las fuerzas generalizadas, se puede
obtener por la formula de Castigliano,

o-_—(‘“"") : (183)
Py Jp =0
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siendo Py la [uerza ficticia generalizada correspondiente al despla-
zamiento generalizado que se busca. Esta fuerza se aplica al cuerpo
o sistema en el lugar donde se halla el desplazamiento; Uy, la energia
potencial de la deformacion elistica del cuerpo o sistema dado por
una funecién homogénea de segundo orden de todas las fuerzas gene-
ralizadas que actian P; y de la fuerza ficlicia generalizada Pp. Si
en el lngar donde se busea el desplazamiento generalizado existe una
fuerza generalizada dada P, correspondiente al desplazamiento
generalizado que se halla, entonces desaparece la necesidad de apli-
car Py y entonces,

L (184)
ap
Si
all ) ( aty )
—_— t —_=0], 1
(ﬂp;.- r ——u> o ar :

F

direceion del desplazamiento generalizado § coincidird con la diree-
cion de la fuerza Py (0 ).

7 a )
Si ("’U") <0 (a _U <U),la
arp Ip,=o aP

direecion del desplazamiento generalizado § sera opuesta a la direc-
cion de la fuerza Py (6 P).

Il desplazamiento lineal obtenido por la férmula de Castigliano
conslituye la proyeecion del desplazamiento lineal del punto de
aplicacion de la fuerza correspondiente, sobre la direccion de la
linea de accion de esta fuerza,

Método de la fuerza ficticia generalizada unitaria

IEn el caso mas general de solicitacion sobre un sistema clistico
de barras, constituido por elementos rectos, los desplazamientos
generalizados conviene caleularlos por la férmula de Maxwell —

Mohr,
NN M. M. J’ M,M,
=3\ 8 g 3 | Exrgp 3 | 2t gy
EEF =+ j g, YR gL #t

MM, Q,0 Q.0

= j P e Sk, | A de - Bk, | S e, (185)

+ o ') GF GF

siendo N, M. M, M @,y . respectivamente, los esfuerzos
en una seccion trapsversal arbitraria de cada tramo del
sistema, originados por todas las fuerzas generalizadas
que actian sobre el sistema:
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N, M. M o My, (¥ Oz, los mismos esfuerzos pero origina-
dos golamente por la fuerza ficticia generalizada unitaria
aplicada al sistema y correspondiente al desplazamiento
generalizado que se buscea;

E vy G los modulos de elasticidad longitudinal y tangencial
del  material del correspondiente tramo del elemento;
F el drea de la seceion transversal donde se determinan
los esluerzos;

1. y I, los momentos centrales principales de inercia del
area I

Iior 1 momento de inercia a la torsion del drea F;
by y Kz los coeficientes que dependen de la forma de la
seccion y que caracterizan la desuniformidad de las tensio-
nes tangenciales en la [lexion;

dr el elemento del eje geométrico del tramo.

La integracion se lleva a cabo sobre la longitudinal de cada tramo,
la suma, gobre Ltodos los tramos.

En el caso de sistemas planos constituidos por barras articuladas,
con [uerzas aplicadas en los nudos,

s NN
EF
sienda [ las longitudes de los tramos.

En el caso de sistemas cuyos tramos sulren exelusivimente
torsion,

8= I (186)

Mo
§=3| = tdr
J T T (187)

LIn el easo de sistemas planos constituidos por vigas y porticos
en los que la influencia de N y Q sobre la deformacion es pequena,

§—3 S MM (188)
ET

En el cago de sistemas de clementos de curvalura  pequeia,
MM

5l (189)

siendo ds el elemento del eje geométrico del tramo curvilineo,
Si el edleulo se realiza con mayor exactitud,

NN jmﬁ
=2\ —ds} E | —ds. 190

jﬁ'!" Ak Er ’ {0
Ejemplo 92, Dado; P, a, I, £ e I (fig. 170, a).

Determinar Ja flecha f.
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Resolucidn. La flecha mdxima f en la mitad de la viga se deter-
mina por la férmula (188) que se puede escribir asi,

f=i3 j MM dzx.
El

Los momentos flectores en secciones arbitrarias de las vigas son:

| P P
- -
""Ia"'slc |
J | l 4
=y ! l
= a --—b-—--—-r-‘-‘-a-—‘-i—:

|

I ! l |I
b) |-:r,--( - T =y O |
& : o

Fig. 170

como consecuencia de la accion de las fuerzas P dadas,
M,=Pzx; M,="a
como consecuencia de la fuerza ficticia unitaria 2 = 1 (fig. 170, b),
— T —_— i g
M.=2L; WM,=2T2
2 2

La magnitud de la flecha que se busca serd,
l/2—a

. a zz
Jr222‘:5'.' ”x'dx”w j {a-]—xz)dr-.] _w_m(z?"—f')'

Veamos la influencia sobre la flecha de la fuerza cortante. Por
la formula (185) la flecha correspondiente a la fuerza cortante en la
flexion recla seri:

k _
IQ=G—FEIOO&-

Puesto que en los tramos de la viga las fuerzas cortantes corres-

pondientes a la carga dada y a la ficlicia son respectivamente,
sy 1 = 1

0n=Pv Qb=0| Qa=_2'! (}b=i
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Pa Pa fa
esulta que fq 6F oF 7

2
— 24k E‘;s =2k ————,
GFaz(s—z——ds) ¢ az(3—2-4)

a

: an d
siendo #=—.
F

i : g E
Teniendo en cuenta que en el caso de materiales isétropos T

. E
encuentra entre los limites 2 < F-@ 3, fe tendra los valores extre-
x

i

mas siguientes,

ff_= (48 = 72) ——HL-

Si a — 0, entonces,

-——!Q — P _IE_

F (16 =~ 24) k ok
si a._i enlonces j'—';':(24.-_.3[)‘}!«:—i-2-—=1 5(&) .
2’ f : I3 N f Jaso

l
Veamos para el segundo caso (a = E)‘ cuando la fuerza cortante

ejerce la maxima influencia sobre la flecha, las vigas de secciones
rectangular y circular.
Puesto que para el rectingulo de altura k y para el circuln de
o d* 6 32
ia , i2= — 0i® = —, k = — y k= == respecti :
didmetro d, i ot % 5V 57 respeclivamente, en

el caso’ de vigas de la seccion rectangular obtendremos,
2
to 24362
f I

v en el caso de la seccidn circular,
fo (16 8 ) & o
——rem |t —— | — A2 1,778-!-2.{)‘ .
i i Y i Nz
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De aqui se puede ver que fq puede constituir el 5% de f y mds ain,

cuando -
z<( . d’“)hm(?+8)h
0,05 0,05

r&;( s . ]/ 8 )dm(t5+7)d.
90,05 3.0,05

es,decir, en el caso de vigas muy cortas.
Si se escoge, por ejemplo, la viga doble te N° 20a de acero lami-

nado, entonces = 2,5; i = 8,37 em; k= 2,78
Yy
To_igigng. g s B8t SEA0
f U 2 F
Asi, pues f, constituye el 5% de f ya para
l= % ~ 341 cm = 17h.

Ejemplo 93. Dado; P, a, b, ¢, F, o, E y G (lig. 171, a).

Determinar 8, desplazamiento vertical del punto de aplicacion
de la fuerza P, teniendo en cuenta todos los Lipos de deformacion
de la barra,

Fig. 171 Fig. 172

Resolucidn, Caleulamos el desplazamiento 6 por la formula (185).
La traccién aparece solamente en el tramo b. Los esfuerzos axia-

les originados por P y Py = 1 (fig. 171, b) son N = P yN=1.
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Todos los tramos de la barra estin sometidos a flexion. Los
momentos flectores y fuerzas corlantes en las secciones transversales
arbitrarias de los tramos de la barra, originados por las fuerzas
Py Py = 1 son respectivamente:

M,=Pg My=z, My=Pa; My—a; M,=Pz; M,=z; Q.=P;
Qa=1; Qu=0; Qy=0; Q.=P; Q=1

La torsion aparece solamente en el framo ¢. Los momentos tor-
sores originados por Py Pp = 1 son: My = Pa; M, = a.

Introduciendo los esfuerzos obtenidos en la formula (185) se obtie-
ne el valor del desplazamiento que se busca

Pb P ( a a [ 9 P Pa'e

§ = — —_— " d. “l =~ d. i L =

¢ EF_'_EJ(JJ dz +a +J-“ 3‘)—!— Gt‘-‘“+r)+(}f.
_;»{L[i’_+1_(£+aﬂb+i }..]__L[i(a,'_c)_f_“:f]}
Tl lr  T\3 3 G L#¥ 101l

Jjemplo 94. Dado; P, p, £ ¢ I, y una barra de pequeiia cur-
vatura (fig. 172, a).
Determinar 8¢, desplazamiento vertical de la seceion .
Resolucién. Para no alterar la simelria del sistema respecto al
eje vertical gue pasa por el punto E, aplicamos Py = 1 en las
seceiones Oy D (fig. 172, b) y analizamos solamente la mitad del
sistema.
in las secciones Lransversales arbitrarias determinadas por
los angulos g, ¥ ¢2, los momentos flectores seran: los originados por
las Tuerzas [
My =Pp(1—cosq); My=—Pp;
los originados por lag fuerzas Py = 1
My —p(l—cosqy), Mp=—p.

Por la formula (189) se obtiene el desplazamiento que se busca,

n/2 a2

be=08p= %( S MMy day + S My My d‘-Pz)=
0 0

4 n/2 n/2
P
=T]T[ I(I — cos ) dps -+ § d%]z
0" o
5 s\ et  20°
_(_,5 % ‘) ik
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Ejemplo 95, Dado: g, intensidad de la carga distribuida unifor-
memente sobre la horizontal, p, P = 2gp, E e I (fig. 173, a).

Determinar &, desplazamiento
del apoyo movil.

Resolucion. De las ecuaciones de
la estatica para el sistema dado se
ubtiene,

Be=4qp; Ay =4qp; By = 2qp.

Los momentos flectores en los
diversos tramos del sistema corres-

Fig. 173 Fig. 174

pondientes a las fuerzas dadas serdn,

My = Px=2qpa; Mpy=—Pp(l4seng)— A,p(1 —cosg) 4
—{-%}.{1 ~cos¢)”.—-.=%[cus"’np + Beos g — dsen g — 11);

My = B = 4gpe.

De las ecuaciones de la estitica para el sislema secundario
(fig. 173, b) obtendremos,

By=1, A;:%, By =

bo| =~
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resultando para los momentos flectores en los tramos del mismo
sistema,

. = 1
M=z Mp=—p(l4seng)— 5P (1 —cosg)=

(cosqp — 2sen ¢ —3); My =a.

[N -]

Por la formula (189) hallamos el desplazamiento §, obleniendo,
P n
&
8= L3 [Qr,rp j 2t dx 4 ® S (cos® @ + Geosg — dsen g — 11) %
El 4

il n
2p

% (cosp — 2sen ¢ — 3) dyg - 4gp, j. a* d.r] =

& . -
w2 1(3 w44 : ) _%__2_]_
- -54-4(2:(—}-{11—3-1—1:1-{*35:{ +3 -

=fﬂ"_‘(g7+7_7n) ~ 57242
El 8 El

Ejemplo 96. Dado: P, P, s longitud del eje geométrico de
la barra encorvada segin una curva arbitraria, £ y I (lig. 174, a).

Determinar el dngulo de giro 0, los desplazamientos horizontal
b, v vertical §, de la seccion en la que estin aplicadas las fuerzas
fu.\ .\r ’“r.r‘

Resolucidn. En nna seccion transversal cualquiera de la barra de
coordenadas del eentro de gravedad z e y y de dngulo f de inclinacion
de la tangente al eje z, los momentos flectores y los esfuerzos axiales
tienen los valores siguientes: bajo la accion de las fuerzas dadas Py
v P, (lig. 174, a),

M=D"ry+ Pua, N=—P,cosp -+ P, senfi;
bajo la accién de My =1 (lig. 174, b), .-'_I=1,E=U,
bajo la accién de Pp =1 (fig, 174, ¢), M=y, N =—cosf,
v bajo la aceion de Pp =1 (lig. 174,4), M=z, N=senp

Por la formula (189) obtendremos,

1 1
0= T (I"‘. .E yds4 P, { .rds) =% (PS4 P,S),

w
1
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4

siendo S, = {ydsy Sy, = § zds los momentos estaticos del
1} [

arco s respecto a los ejes z e y;

I 5 I § 5
8, = 71 (1’, j yrds4-P, ! xy ds) + % (."‘== j cos’ B ds —
1]

o

s

— P, J sen fi cos f cfs) = %(P,Ix + Pl +

+;—F(Z’x ! cos® B ds—%f’y a[ sen 2f ds) i

L) a8
donde /,—=§y*ds y Iy= § zy ds son respeclivamenle el momento
1 0

de inercia lineal y el producto de inercia del arco s respecto al
eje z y a los ejes zy;

L] 8

1
6y=E—E(Pma[yrds+P,_,a[.t2ds)+

-|—;—F(—an[cosﬂsenﬁds+ !’Hgsm]zﬂds)=

1 1 P,
=— (Pod oy + P I,) + == (_ Y j sen2fds - P, I sen®f a's) :
0 u

z* ds el momento de inercia lineal del arco s respecto

St m

siendo [, =

al eje y.
Veamos la barra de pequefia curvatura cuyo eje geométrico tiene

2
configuracién parabélica y = — 235 i P, =0y P, =P (fig. 175).

Puesto que

F&
Il
|
AR
-
&
Il
|
L "
+
nh,



resulta,

5 lj Va +a:d.1:———~1V(a—|-xz}s ——(21/"_1),

a

lx,=—zizj‘z"|/az+z2dz.-—
1

3 :
— | V@ P = SV = (VR 1)
a”| 15
1,,=_;va¢*+£¢1=% A

-—% [#Va® 4 2° 4 a*In (z 4 llaz—|—:cz}|‘ﬂ=

_ s 1 )
-3 (.i‘{,..—}-lnvr_z_!_‘l .

Introduciendo los valores obtenidos en las formulas que deter-

Fig. 175

U_ﬁ_zw_ypa Pa

El 3 ET

5 a

b\;.@:_vz_“i“'.. Pa ,__0‘1511)_"1‘

El 15 E

Pr 1 = 1 Pd* Pa®
6, = II'i=—(3 2 ) ~0.’-2~———.
=7 =5 PV V241 52 ET
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Problemas 774-787. Determinar los desplazamientos generali-
zados indicados en las figuras.

En todos los problemas donde se caleulan los desplazamientos
generalizados, aqui y en adelante, considérese que las rigideces de
las secciones de las barras son conocidas. Si no liguran indicaciones
suplementarias, considérese constante el modulo de elasticidad del
material y las caracteristicas geomélricas de la seccidn de todos los
elementos del sistema y de todos los tramos de las barras. En los
problemas 782 y 783, caleilese la flecha, considerando también la
influencia de la fuerza cortante.

Y
o
o
A
P a a
dl;? &hZ? E
778 777
M
Ar=? of
¢
Ve
718 u Mg 779

\%
P,
jl
3 7
Y
|\ =
g
:: Er=1




M=4pb
——

6o ? By=7 077 G?
3’4:? EA:?
Problemas 788-790. Determinar la variacion de las distancias
S.ap entre las secciones A y B.

7é8 7%
2a —

L, q iy A

ITTRIREIIY]

A B oy 8
] <2 £,
Problemas 791-793. Determinar los desplazamientos verticales

& de la seceion A.
791

4 r
ST

Problemas 794-796. Delerminar los desplazamientos lineales &
de la seccion A en direccion a la fuerza P, aplicada a esla seccion.
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94 745 98

deb, G=%¢
Problemas 797-805. Determinar los desplazamientos lincales
vertical 6, y horizontal &y, asi como también el desplazamiento
angular 0 de la seccion C.
En el problema 801 determinese el dngulo de giro de la seccién
sitnada a la izquierda de la articulacion.




Problemas 806-811. Determinar los desplazamientos & del apoyo
movil y los desplazamientos verticales 8, de la seccién C.
En problema 811 determinese solamente la magnitud de 8.

pei)

Carga distribuida uniformemente
sobre la tangente al arco

SRHINIREN

g
Largu distrituida um formemente
sabre la proyecc vertical

=

Problemas 812-816. Determinar los desplazamienlos verticales
& le la seccién A.
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Problemas 817-819. Determinar las variaciones de las distancias
Sap entre las seceiones 4 y B.

8I7

Problemas 820-821. Determinar el valor del dngulo o sabiendn
que las seeciones € se desplazan solamente  en direceion vertical.

820

.| ;{2"_‘

Método de multiplicacion de los disgrmmas, Hegla de Vere-
sehaguin

Si la rigidez de 1a seceion transversal de la barra en el Lramo os
constante, entonces cada integral de la Formuola de Maxwell —
Mol (185) puede caleularse como el producto del drea o del diagrama
del esfuerzo correspondiente a las fuerzas dadas (fig. 176) por la
coordenada & del diagrama del mismo esfuerzo pero debido a la
Tuerza ficticia generalizada unilaria (este diagrama debe ser Torzo-
samente lineal) sitnada (la eoordenada) enfrente del centro de gra-
vedad del primer diagrama,

Pricticamente, esta regla de Vereschaguin se emplea para el
cileulo de los desplazamientos lineales y angulares, en sistemas
constituidos por vigas y porticos, originados por los momentos [lec-
tores, La formula que determina el desplazamiento se escribe en
la forma siguiente:

o @k
2=
&1

donde la suma se lleva a cabo para todos los tramos del sistema.

(191

6=
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Los tramos se deben diferenciar no solamente por la carga que
sobre ellos actiia, sino también por los signos de M o M y por la
seccion transversal, constante en cada tramo. En el caso de diagra-
mas M y M de igual signo el producto g >0y en el de diagramas
de diferente signo, ok < 0.

Por lo tante, la posicion de los diagramas M y M respecto a las
lineas de valores nulos en los tramos puede ser cualquiera, pero
ateniéndose a que las partes situadas al mismo lado tengan el mismo
signo.

Si los dos diagramas M y M son rectilineos, entonces es igual
en enal de los dos se obliene el drea o y en cual de ellos la coordenada &,

L]
W Cg. q
e o f 1
T | i
| “FahN !
| opots | :
! 1
& L]
' Eand Dl

Fig. 176 Fig. 177 Fig. 178

Bl diagrama de M de confignuracion compleju, se puede descom-
poner en partes, hallando después las areas g, s, Oy ...
(fig. 177) v los centros de gravedad. Bajo eada centro de gravedad
de cada parte se debe hallar Ta correspondiente ordenada &, En,
Ex ... . Entonces,

ok = o) + 053 + @38 + ...

En aquellos casos cuando el diagrama de M esti representado
por nna misma reeta en varios tramos de la barra (fig. 178), resulta
posible multiplicar el drea @ de todo el diagrama de M por la co-
rrespondiente coordenada £ del diagrama de M.

Si o lo largo del tramo de la barra varia la seccion transversal,
entonees se ealeula no el drea real @ del grifico del momento flector
M, sino el drea reducida,

I
M=M=,
[

siendo 7y el momento de inercia de la seccion constante al que con-
vencionalmente se reduce el tramo y I el momento de inercia de la
seceion variable.

aH



Ejemplo 97. Dado: P, a, F e I (fig. 179, a).

Determinar 6,4, desplazamiento horizontal de la seccion A.

Resolucion. En la figura 179, ¢ y d estdn representados los diag-
ramas de los momentos flectores: el diagrama rayado corresponde

b)
e-at -
!
) A
i A=t
I
d & &,
)
fla‘ﬁ (l},
@5
a
Fig. 179

a las fuerzas dadas y el otro, a la carga ficlicia Py = 1 aplicada a la
seecion A (fig. 179, b) y dirigida horizontalmente hacia la derecha.

Puesto que,

o Pa Pd*
j= b= 5 e = Ea=

Pad* a 2
Wy = s =a; Dy = — = — Pa;
3 3 Es wy D) &, 3

2

a 4
Wy =—7; — — Pa,
5= &s 3

teniendo en cuenta la convencién sobre los signos, obtendremos por
la formula (191) el desplazamiento que se busea,

3
84 ==Ef}(031§1 + 028 — @3y — 0,8, 4 05k = :—2%
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Ejemplo 98. Dado: P, a, F e I (fig. 180, a).

Determinar 0, y fe.

esoluecion, En la fignra 180, b estd representado el diagrama M
correspondiente a la carga dada P,

I la fignra 180, ¢, el diagrama M correspondiente al momento

ficticio My = 1 aplicado a la seceion A y dirigido segin las mane-
aj
I

b e @m0
Diagrata de M l [Of
I

AT

a5

. |
1 ! |
& : [ AT | :
| 1 mr | | ~
O AThd ' F
1 v, I a
& | piagrima de M ! 5
- b ! i _*_
.}_ | r 3 |
g ——=H ) : =
Digyrama de M (worafy =1 ) ELH II | i ;
(S | el —]
= ] 4 | e
[ o ~d L)
‘e‘l

Fig. 180 IFig. 181

cillas del reloj y en la figura 480, d, ¢l diagrama M correspondiente

a la fuerza ficticia ) = 1 aplicada a la seccidn € y dirigida verti-
calmente haecia abajo.
Como
Pa* & 5 S a P
oy = ' =3 Sl =3 Wy = ——,
4 1 3 2
& il i Yo Pa* 7
B=— Be=—ar wy= : Ey=—i
! i 4 12
e
.0 y . & 1 P -
E:‘zv—_ﬂ: i'q:;“a“, Eyg=— E=—_—4a,
6 3 3

(teniendo en cuenta los diferentes momentos de inercia de las seceio-
nes en este tramo), por la formula (191) obtendremos para los despla-
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zamientos en enestion,

| 1 20 Pa®
U,\ZE 011§|+E("’z§2+ ‘93§3+‘“a§ﬂ}]=};§‘g—a{i

1 " 1 . ; : 17 Pd®
f(_?=a {lﬂngl + E(Web -+ w3 4 "‘aEa)] =£%

Ejemplo 99. Dado: I, E, o] y una viga de igual resistencia de
altura constante & (fig. 181, a).

Determinar 0, y f,.

Resolucidn. De las propiedades de la viga de igual resistencia
se deduce,

I M
Wy="-=—"%,
Tk o]
2
Iin la seccion peligrosa,
=‘2_{=MT'|“'1¥
h [o]

Si convencionalmente reducimos la viga a nna seccion constante,
entonces /o = I y para el momento [lector reducido oblendremos,

M. = M, do _ M pax = consl.

3
Il diagrama del momento reducido (Fig, 181, b) esti representado
por un rectingulo de altura,
21 |a]
h

En la figura 181, ¢ y d se dan los diagramas de M correspondien-
tesa My — 1y Py = 1 aplicados en la seccién A y dirigidos My =
= 1 en contra de las manecillas del reloj y Pp = 1, verticalmente
hacia abajo.

Mnmt .

Como m=Mm;,,£=2!![°] L E=1y E :;, los desplaza-
()
mientos que se buscan serin,
o= O Muanl _ 200)L . 0F  Mual _ [o]F
EI El Eh El 2ET Eh

Problemas 822-826. Determinar las flechas / y los dngulos de
giro 0 de la seccion €,
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qa? q

I -
okl [ R %]

& = 2 P
P Pt a a
4 Py
i = 5
A P P
LR P S 15 [y S

Problemas 827-830. Determinar los desplazamientos verticales
8¢ v horizontales 6y, de la seccion de aplicacion de la fuerza 7.

4) B8
43
[ | a IP £ -
! ' J
Lhe '-*

Problemas 831-833. Determinar los desplazamientos 8 del apoyo
articulado maovil.

831 832 &3
lP Z'Pl 22, £ Fid
I z
T a ..\._.-2 o -\ o v E‘T

13| T a o

] e - ~ 4n P
1 ) |
A / =y '

§ 2. Cadewlo de sistemas hiperestaticos
Principio del trabajo minimo

Ll cilenlo de los sistemas elisticos hiperestiticos se puede reali-
zar basindose en el principio del trahajo minimo. Segan este prinei-
pio los valores de las incognitas superfluas constituidas por fnerzas
generalizadas son tales que realizan el trabajo minimo posible.
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La resolucion de los problemas se realiza segin el esquema
siguiente.

El sistema hiperestitico se libra de las ligaduras superfluas
hasta converlirse en isostitico y cinematicamente invariable, obte-
niendo el asi llamado sistema base.

Para que el sistema base sea equivalente al dado, el primero se
solicita por todas las fuerzas P; que actiian sobre el sistema dado,
mis todas las fuerzas generalizadas X; superfluas desconocidas que
constituyen las incégnitas.

Se determina después la energia potencial de la deformacion elds-
tica del sistema base en funcion de segundo orden de P; y X;.

Puesto que los desplazamientos generalizados correspondientes
a las fuerzas generalizadas superfluas desconocidas son ignales a cero,
se plantean las ecuaciones siguientes,

O 0 Geed, 385 (192)
aX,

De estas ecuaciones se determinan todas las fuerzas generalizadas
superfluas desconocidas X,.

Las ecuaciones (192) constituyen las condiciones del minimo de
la energia potencial de la deformacion elistica del sistema en fun-
cion de las fuerzas generalizadas superfluas desconocidas.

En el caso de sistemas constituidos por barras las ecuaciones
del principio del trabajo minimo pueden ser expresadas por la
formula de Maxwell — Mohr.

Si el sistema consta de elementos rectilineos sometidos a traccion,
compresion, flexién recta y torsién, entonces cada ecuacion (192)
se podra escribir en la forma siguiente,

NN . MM Q0
L el | da
ES EF ‘“”f EI x"'z‘j e =t

+ EIde=O (193)
G-{lur

siendo N, M, ¢ y M, los esfuerzos correspondientes en una seccion,

cualquiera de cada tramo del sistema hase equivalente, originados

por todas las fuerzas dadas P; y las fuerzas generalizadas superfluas

desconocidas X3

N, M, (7 y M, los mismos esfuerzos en el sistema base pero
originados exclusivamente por una de las fuerzas generalizadas
superfluas desconocidas X; = 1.

Asi, pues, para resolver un problema hiperestitico de grado de
hiperestaticidad » se deben analizar n + 1 estados: el estado bésico
equivalente correspondiente a la accién de las fuerzas P; y X; y n
auxiliares cada uno de los cuales corresponde a la accién de una de
las fuerzas X; = 1.
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En el caso de sistemas planos constituidos por barras articuladas
con fuerzas aplicadas en los nudos, las ecuaciones (193) se simplifi-
carin considerablemente,

> I %n‘x —o0. (194)

Iin el caso de sistemas planos constituidos por vigas y porticos
en los que el valor de los esfuerzos axiales N y de las fuerzas cortan-
tes () es pequeno, se puede emplear la ecnacion simplificada,

= j ‘?"!{ M o (195)

o

En los sistemas cuyos elementos estan sometidos a torsion exclu-
sivamenle,

p) j i‘_'“”' dz =0. (196)

tor
Fn las barras hiperestiticas planas de curvatura pequena,

¥ j L (197)
El

4

Al precisar el edlenlo, las ecuaciones se deben planlear teniendo
en cuenla también los esfuerzos axiales,

NN S MM
s ds4-3 | MM 45 o, 198
j pF T2 w5 e

La eliminacion de las ligaduras superfluas en el sistema esta-
ticamente indeterminado debe realizarse de manera tal que el sistema
base resulle lo mas simple y comodo posible para el cileulo.

Los sistemas geométricamente simétricos solicitados por cargas
simétricas (fig. 182, a) o antisimétricas (fig, 183, a) conviene librar
de las ligaduras superfluas, cortindolo por el plano de simetria.
Esto conduce a la disminucion del niimero de fuerzas generalizadas
superfluas desconocidas y s6lo permile analizar una de las partes
seccinnadas del sistema (fig. 182, b y fig. 183, b).

lin la seccion que coincide con el plano de simetria, en el caso
de carga simétrica, desaparocen los esfuerzos antisimétricos (0 y M, y,
en el easo de carga antisiméltrica, los esfuerzos simétricos N y M
{fig. 184).

En los elementos rectilineos del sistema, las integrales que
figuran en la ecuacion (193) pueden caleularse multiplicando los
diagramas.

Si la hiperestaticidad del sistema ha sido vencida, entonces el
desplazamiento generalizado de enalquier seccidn se puede determi-
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nar, analizando el sistema dado o cualquier sistema base equivalente
posible. Conviene escoger el sistema base de tal manera que la deter-

Q) a
4
M
7 T
b) b
b)
/1;(, Xy
4
.
Fig. 182 Fig. 183

minacion de los esfuerzos originados por la fuerza generalizada fic-
Licia unitaria resulte lo mis facil posible.

Ejemplo 100. Dadog P = 8 tf, a =1 m, B, = 30°, P = 60°,
El’ = E“r = E“lf = E = 2'10" kgfa'r(‘.lll.:! {[lg. 185‘ ﬂ).
Determinar oy, 31, rrr ¥ 04-
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Fig. 165 Tig. 186

Resolucidn. Puesto que los elementos del sistema dado tienen
igual rigidez de la seccién y estédn sometidas solamente a esfuerzos
axiales, que son constantes a lo largo de las barras, para vencer la
hiperestaticidad recurrimos a la férmula simplificada (194)

SNNI=0. (a)
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Iiscogemos en calidad de sistema base equivalente el representado
la en figura 185, b. De las ecuaciones de la estitica se obtiene para
el sistema,

Nl D __ Y 2
i B Bk o B o o
Zeos V3 Zeosfy

De las ecuaciones de la estalica se halla para el sistema auxiliar
(fig. 185, ¢)
= i I =

Ny=— =——; Ny= =1, Nyp=1.
2cos By Va3 2eosfy '
Pan i @ ; a 2
leniendo en cuenla que {; = =2 m, I = =-—=m,
sen iy senf. Y3

1 2

Iy =a(ctg B —cl.g[;sg}=ﬁ— ﬁ:m m,

transformamos la ecuacion (a) para la determinacion del esfuerzo
superfluo desconocido, como sigue,

P 1,
Vi V3

ax 2 4 x 2 2oy 2+3YIX]=0
FIX o X = T2+ 3V XI=0,

2!\";?\";;1 e 2;‘\"”&'”!:“ + ;\-’“,-N”, z;” =—2 2 +

de donde se ubtiene
- ) 2p fos
}i = ,-'\(”; =:\1” == m ~ U,....?S)“

2p
243V3__ 8P omip.
V3 2433

Las lensiones normales en las secciones transversales del sistema
serén,

1

Ne=
: X  0.278-8.10° N

O =0 = & __2—_=1112 kgf/em?; U,:w;,‘m
417-8.

o 2T 10 4 668 kgtfom?,
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Para determinar el desplazamiento vertical 8§ , del nudo A emplea-
mos el sistema isostitico de la figura 185, d.
B y a la carga ficticia uni-
24-3)/3
taria /7 = 1 aplicada al nudo A en direceién vertical hacia abajo
Eﬁ = !-/1—'.,‘ , obtendremos para el desplazamiento

Puesto que en este sistema Ny =

corresponde Ny =

que se busca

, 2 2 3P 22 2.0,417-8-10%.2.10°
é_-t ='T"'Vl"vl{l=-'_" 2 === = e = o
£l EF 24 37/3/3 2.10°.2.1,732

~ 0,19 cm.

Ejemplo 101. Dado: ¢, [, E e I (Tlig. 186, a).

Determinar f 4.

Resolucidn. Puesto que las rigideces de las secciones transversa-
les de los tramos vertical y horizontal del semipdrtico son iguales,
para vencer la hiperestaticidad del gistema recurrimos a la ecuacion
(195)

= § MM dr = (b

Los momentos flectores My v Myp en los tramos del sistema hase

equivalente (fig. 186, b), Jﬁj v M penlog tramos del sistema auxiliar
(fig. 186, ¢ y d) son respectivamente,

Mi=Xox—2, M;;=X214 Xox—2q0" — g%,

My—=a: Myy =21, M;=0. Mj; ==z,

Planteamos dos ecuaciones (b)

2 |
I (X,af — q—f‘)r de - 21 J (X2 4 Xox — 291F — ga®) de =0,

i
V(X204 X — 2l — i) x dr =10,
[l
U vez cealeuladas  las integrales  oblendremos

20X, 43X, —20ql =0,
12X, 4 4X; — 15q1 =0,
de donde se halla,



Para determinar la flecha f, de la seccion A caleulamos M en

el sistema base equivalente y M en el sistema auxiliar (fig. 186, ¢)
en la seccion que se encuentra a la derecha de la seccion A a una
distancia az,

M=X|2I+X2(§l- -{uz)-—-quz—q(% -i—.r)“:
— _424(405_ 160r — 1),

M= —z
Por la formula (188) hallamos la flecha en cuestion,
e
q 2 . 2 5q1 ¢
=— 4ha” —16le — ") zdor = — ;
f“ WL ;,Y ( ) 2112E1

Ejemplo 102. Dado: P, p, £ e Iyy = 20} de una barra de cur-
vatura pequena (fig. 187, a).

Determinar los desplazamientos horizontal 6, y vertical 6, de
la articulacion A y construir los diagramas de los momentos flectores.

Resolucidn. 'uesto que las barras son de curvatura pequeiia
y los modulos de elasticidad longitudinal des sus materiales son
iguales, para vencer la hiperestaticidad del sistema recurrimos a la
formula simplificada (197),

EéiMb_fdsz-U. (c)

Interpretamos como incognita superflua X la reaceion horizontal
en el apoyo articulado, Mediante las ecuaciones de la estitica y apro-
vechando la existencia de la articulacién flotante A, expresamos
las reacciones en los apoyos del sistema base equivalente (fig. 187, b)
a través de la fuerza dada P y de la inedgnita superflua X. En el
sistema auxiliar (fig. 187, ¢) solicitado por la fuerza X — 1, aparece
solamente una reaccién horizontal en el empotramiento.

Los momentos flectores en los tramos I y IT del sistema base
equivalente y del sistema auxiliar son respectivamente.

My = 4Pp — P2p (1 — cos ¢) — X2p sen g = 2Pp (1 — cosq) —
— 2Xp sen ¢, My; = Xp sen ¢, My = —2psen ¢ y My; = p sen g
Ya que los elementos de los ejes geométricos de las barras son,
ds; = Zpd‘p, d‘?” =P dCP. I” = 21;.

obtendremos para la ecuacion (c),
n

SI[Xsenq: —P(1 +c.05cp)]sentpdcp—|—-12XIsenzq,\dtpz{).
(V]
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y una vez calculadas las integrales,
gnx — 167 =0.
De aqui hallamos,

34
x— 9% p1,108p.
17n

Para determinar los desplazamientos horizontal &, y vertical &,
de la articulacién A recurrimos a los sistemas auxiliares represen-
tados en las figuras 187, d y 187, e

Teniendo presente que en el tramo /1 de estos sistemas no surgen
esfuerzos, analizamos solamente el tramo I. Los momentos flectores
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en este tramo son: momentos originados por las fuerzas dadas,

My =2Pp(l 4 cosq) —2Xpsen ¢ = 2/p (‘1 Jeosp — 16-4 sen (p) ;
in

momentos debidos a la fuerza Py = 1 aplicada horizontalmente.
;’I:.’_, = Z2psen ¢
¥ momentos originados por la foerza vertical £, — 1:
My =4p — 20 (1 — cos q) = 2p (1 + cos qh

Por lo tanto, los desplazamientos en cueslion serin,

a n
2pj‘ o 8Pp° ( (4 )
Oy = MMdp=——\|{1-4cosqg — —senyp |sen ¢ dip —
B0 R AN RAp= ene jmupdy
» 3 3
=100 oonte
17EL EI,
n 3:[
o [ s =8 [ oy
Sy =— | MM, dp= | 4 cosqp——seng | x
VR =7, J Lt T

Py’
~ 18,5 2.
Ef; I‘.)(j

Los diagramas de los momentos flectores M; y My estin dados
en la figura 187, ¢,

. B 3
X (1 - cosq) rIq.-:S(-in - ﬁ) i
2 17

Método de las fuerzas

Para vencer la hiperestaticidad de los sistemas elasticos por el
método de las fuerzas se plantean y resuelven las ecuaciones cand-
nicas,

81Xy 4 812Xz 4 813X+ ... 81, X, + 01, =0, )
Oy X'y 4 820Xz + 82aXs + . . . + 82, X, 4 82y =0, ‘
63’X1 + 632X2 + 633X3 + e + aaleﬂ + 63;1 — Ul (195])

ﬁ.M.Xl. + 6HZX2 + 6n3x'3 "’_ ™ ‘f‘ 6rm-Xn + ‘Snp= D

Cada una de estas ecuaciones expresa la condicion (192), es decir,
la igualdad a cero del desplazamiento generalizado en el sistema
estiticamente indeterminado, correspondiente a cada una de las
fuerzas generalizadas superfluas desconocidas X, X,, X, . ... X..

Los términos independientes de las ecuaciones &;, y todos los
coeficientes 8;; y 8; son desplazamientos generalizados en el sistema
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base, en direccion a la fuerza generalizada superflua desconocida
i (primer subindice) X;; &;, se debe a la accién de todas las fuerzas
generalizadas dadas P, §;; y 6;; a cada fuerza generalizada super-
flua desconocida nnitaria X; =1 6 X, = 1 indicada por el segundo
subindice.

Todos estos desplazamientos generalizados se pueden obtener
por cualquiera de los métodos conocidos o por las tablas, si esto es
posible.

Los desplazamientos &;, pueden ser mayores o menores que
cero e incluso iguales a cero. Ellos dependen de las fuerzas
dadas, de la configuracion del sistema y del sistema base esco-
gido.

Los desplazamientos &;; v &;; no dependen de las [uerzas dadas,
sino que ge determinan plenamente por la configuracion del sistema
v por las incognitas superfluas elegidas. Los coeficientes principales
6;; son magnitudes positivas y diferentes de cero; los coeficientes
auxiliares, 8;, = ;. pueden  ser mayores, menores o iguales
acero,

Al escoger el sistema hase se debe tender a que el mayor nimero
posible de coeficienles auxiliares sea igual a cero. Cuando se trata
de sistemas simétricos resulla conveniente eliminar las ligaduras
superfluas como esto se indica en la pagina 337,

Se analiza n -~ 1 estado del sistema de grado de hiperestaticidad
n: el basico correspondiente a la accion de todas las fuerzas generali-
zadas dadas y n auxiliares correspondientes a cada fuerza generali-
zada superflua desconocida unitaria,

Si el sistema hiperestitico se somete solamente a una variacion
de la temperatura, entonces los términos independientes de las
eenaciones canonicas serdan 8. desplazamientos generalizados corres-
pondientes a la Tuerza generalizada superflua unitaria i en el sistema
base y originados por la variacion de la temperatura, Si sobre el
sistema aclian simultineamente una carga y una variacion de la
temperatura, entonces los términos independientes de las ecnaciones
candnicas seran la suma 8;, — 0,

Durante el montaje, para lener en cuenta los errores cometidos
en la fabricacion de los elementos del sistema, se introducen en los
términos independientes de las ecuaciones candnicas las magnitudes
8;a que expresan los desplazamientos generalizados correspondientes
a la fuerza generalizada superflua i en el sistema base, originados
por los errores A de fabricacion.

Se escoge el signo positivo o negativo de estos desplazamientos
8;¢1 v 6;4 segiin coincidan o no las direcciones de los desplazamientos
con la direccion admitida para Xy,

[in el caso de sistema de un grado de hiperestaticidad la ecuacion
candnica del método de las fuerzas sera,

SNy b by = 0



resultando para la fuerza generalizada superflua desconocida,

s 208, (200)
8y

Si se caleulan sistemas formados por vigas y pérticos de un
grado de hiperestaticidad o sistemas de elementos curvilineos de
poca curvatura, en los cuales la influencia de los esfuerzos axiales

vy de la fuerza cortante es pequeia,

p entonces
MM, M
a) r—r_! 61,,=2j‘?d.¢, 6,,=EJTds

. q 5| N
i -]—'—(—rr = Yy
: 1E 1y i—\[ I { 4 J (. MM
i ! - a ) Ej K1 ds
=4 ,——" Xy—m—— o (201)
Frrt i EI
o |
i L‘I N | siendo ds un elemento de la longi-
1 I I tud del eje geométrico del tramo.
i r Ejemplo 103. Dado: P, g y a
c) | (fig. 188, a).
; Caleular el sistema hiperestatico
E considerando solamente la deforma-
Ui L cion originada por los momentos
flectores.
Fig. 188 Resolucion., Escogemos en cali-

dad de incdgnita superflua X,
M M
7 ds#%=0y j‘Hd:.:;éU

solamente en el tramo de longitud Za, y en este tramo del sistema
base (fig. 188, b) y del sistema auxiliar (fig. 188, ¢) M = —P (a |-

reaccion en el apoyo movil. Puesto que

2
+a) — % y M = z, por la férmula (201) obtendremos,

2a a3
jM'—d.r E[P(a—}-x)-f-q%  dx E‘Pa’-{-i!qa‘

0 _3 —
Xy=— s o — T —
| 7o s 3¢

0 0

— 7 (1P 4-3q0).
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Ejemplo 104. Dado: ¢, a, E e I (fig. 189, a).

Construir el diagrama de los momentos flectores.

Resolucion. Para vencer ln  hiperestaticidad seccionamos el
portico por la mitad del dintel (fig. 189, b).

El sistema base esta representado en la figura 189, ¢ y los siste-
mas aunxiliares con los diagramas de los momentos flectores corres-
pondientes a X, = 1, X, =1y X; = 1, en la figura 189, d, ¢, v /.

a

a) g — €

= | e e S

d) r - &

,"/Il ‘..\-.
LR s
Ja Ja

Fig. 180

Puesto que los dingramas de M orviginados por Xy = 1y Xy =1
son simétricos, mientras que el diagrama de M debido a X, =1 es
antisimétrico. los coeficienles auxiliares 8, = 8z == 0, 8y =
= 8,4 = 0 y enlonees las ecuaciones candnicas del métado (e las
fuerzas  serin,

84Xy + 843Xy + 6y =0,
B Koyt B 0]
83X, + SN+ Syp = 0.



Determinamos los coeficientes 8yy, 832, 833 ¥ 815 = 83 multiplicando
los grificos correspondientes,

Efﬁ,,=2-3-a%3a=18&3;

E16u=2(a%.:_§a-}-mBn-a):%f—Ja’;

E!633:2(I-a-l-}-I‘Ba-’l)zﬂﬂ;
EIS ;= EISy =2-1:3a-+ 2 .3q = 9a°
Determinamos los términos independientes por las integrales

de Mohr,
da

} g o
; G 7
Elbyy = — | & zdp——_=
* j 18a " luqa
1
Aa
A (
Elb.l._v—j%adr_—%qa,
" a
I
EISy, = I LA MR .
i 18a g7

Una vez introducides los valores obtenidos en las ecuaciones
canonicas y después de ciertas transformaciones hallaremos,
20aX, + 10X, = 3qa®,
160){2_27:;&
72aX, + B4X 3 = Yqga’,

de donde se obtiene,

3ga* m’
Dga g9 __ ¢
- Oga” (4 192 — 90 ga ~ 0,1821qa;
20a 10| 1280 — 720
T2a 64

27
X,=—qa= 0,16 .
1b0q¢z 88¢qa;

20a 3qa”
Xs _ | 72d Qqa — 180 -_— 216 2 - 0.0643‘}&2.
560a 560



Por el método de superposicion oblendremos los diagramas de
los momentos [lectores M en todos los tramos del portico (fig. 189, g):
en la seccion A, M =0,1688ga.a — 0,0643qa*-1 = 0,1045qa2,

en la seccion B, M = —0,1688¢a .a — 0,0643qa*-1 =
= —0,2331qa2,

en la seccién ¢, M =0,1821ga-3a — 0,1688qa-a — 0,0643qa* =
=0,3132¢a?,

en la seceion D, M = 0,1821ga-3a -+ 0,1688qa -a — 0,0643ga* —

— 4 2740 — —0,8492¢a?,

150
en la -4L'cmun £, M=0,1821ga-1,5a-|-0,1688qa .a —
. 27
— 34 -.___ 2 8 e Q0D 02
0,0643qa* 8 B¢ 0,1902qa*.

Ejemplo 105. Dado: a, b, c. d, E. G, lol, 2 y A® =0
(fig. 190, a).

Plantear la condicion de resistencia del sistoma en el tramo e,

Resolucidn, 11 sistema base de configuracion deformada por la
elevacion de la temperalura At grados, esti representado en la figura
190, b y el gistema auxiliar en la figura 190, ¢

Puesto que,

a -]

P,,: —abAt, v ﬁ“:%—{—l‘lf(jx da - a*b j‘x‘:dw) -+
(1]

a‘c b 1 ( a’ 2 c* ) a‘e
—_— = —_——Fatb— , oblendremos,
ten, Tt m\z Tty ) e, K
P % - abAiL
Oy b q. 1 ( + a®h + _) + ae
Er T EI ar,
ad ad ad
siendo F——, =—y p=——
4 G4 32

En la seecion peligrosa de empotramiento del tramo e ¢l momento
flector sera M = X,c y el torsor, M, = Xa.
La condicion de resistencia se eseribe asi,

Var ' X, Ve + nay
W 1%

<[],

siendo W = o = Fen la tercera hipotesis de resistencia o 1 =

’32

— ) 0,75, en la cuarta.
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Ejemplo 106. Dado: P, p, Ey, I}, Eqy, Fy; y una barra de peque-
fa curvatura (fig. 191, a).

Determinar 6, desplazamiento del apoyo mévil.

Resolucién. Separamos los elementos I y IT por la articulacion
mavil (fig. 191, b). Los sistemas base y auxiliar estin dados en la
figura 191, ¢ y d.

Como,
n/2 .
2 P Pp
Sip=——— 1| —p(l —cos ssen @-pdp = — L
i EL )z p( 9) p-seng-p dep ST,
¢ nf2 3
2 7 2,
61.———_“ *sen’ - p dg +- P e,
ET J F,,F’" 2E:f: By Fyy
resulta,
Yo ﬁ.;._Pps_ 1 _ P 1
T s 2B wp® 20 w4 Bl

, +=
260 Epky T PZEHFU

[i] desplazamiento en cuestion & se determinard como el alargn-
miento absoluto del tirante 74, es decir,

Xy2p  2Pp 1
Luln ki Fyy 1 i £l
n sz':ul"u
Si el tirante I7T no existiese (es decir E;; F;p = 0), entonces,

6 =-

3
X,—=0 y 6=2F_,
20,1,
Si los dos apoyos foesen inmoviles (es decir, Epp Fpp = o0)
¥
X|:—£— A §=0.
7

En el primer caso (£ = 0) el momento flector en una seccion
cualquiera  sera,

M:—gp(l —cos ).

El diagrama de M esti dado en la figura 191, e
En el segundo caso (£;;F; = o0) el momento flector en una
geceion arbilraria serd,

seng 1 cosq
M=pp(228_1  c009),
# |’ 2 + 2
El diagrma de M correspondiente esti dado en ln fig. 191, f.
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3. Caleulo de anillos planos de paredes delgadas

Se entiende por anillo plano de paredes delgadas cualguier
sistema elistico plano de barras cerrado, cuyas longitudes de los

S

Fig, 192

tramos saun  muche mayores que las
dimensgiones de las seceiones Lransver-
sales. Isle sistema es de triple hiper-
estaticidad. Son incdgnitas saperfluas
el momenta flector, X,, ¢l esfuerzo
axial X. y la fuerza cortante Nj, es
decir, los esfuerzos interiores (e sur-
gen en o seccion transversal que se
traza para obtener el sistema base,
(Fig. 192), Asi, pues, los sistemas ce-
rrados son de hiperestaticidad interna.

La hiperestaticidad de los anillos

se puede vencer ya sea por el prin-

cipin del trabajo minimo o (lo que es mis comodo) mediante
las ecuaciones candnicas del método e Jas Fonerzas. Puesto que los
anillos son de paredes delgadas, al plantear las ecuaciones para voncer
la hiperestatlicidad es suficiente considerar solamente la deforma-
cion vriginada por el momento flector.

Fig. 193
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Si el anillo y la carga son simétricos respecto a uno de los ejes
(fig. 193, a),. entonces en las secciones transversales que coinciden
con el eje de simetria, las fuerzas corfantes serdin iguales a cero.
Por 1o tanto, seran incognitas superfluas solamente el momento flec-
tor (X, 6 X)) ¥y el esfuerzo
axial (X, 6 X}). Se puede a) Yy q
analizar pues solamente la 1

mitad simétrica del anillo en
lugar de analizarlo todo (fig. i } Q
193, a v b). ) % x

Si el anillo y la carga
son simélricos respecto a dos
ejes (fig. 194, a), entonces en
as secciones siluadas en los
cjes de simetria las fuerzas
cortanles seran iguales a cero
y las fuerzas axiales se podrin
obtener de las ecunaciones de
la estatica como la suma de
las proyecciones de las fuerzas
y esfuerzos aplicados a la
milall de anillo, sobre el eje
de simetria correspondiente,
IEn este caso, solamente el
momento flector (X; 6 X)
serd incognita superflua, Asi
pues es suficiente analizar en
lugar de todo el anillo sola-
menle la t-.um'tiu parte ubicada Y=l
entre los ejes de simetria (fig. r P
194. 4 a cj}. A Jiagrama_ 7070 3P -0,2695"

Si el anillo tiene mas de ™ g
dos ¢jes de simelria, entonces
se podra analizar solamente la
parte del anillo ubicada entre
las seeciones que se encuen-
tran en los ejes contiguos de
simelria. Fig. 195

FEn estas seceiones las fuer-
zas cortantes serian nulas, los esfuerzos axiales se obtendrin de las
ecuaciones de la estitica y s6lo el momento flector serd incognita
superflua,

Ejemplo 107. Dado: ¢, p, E, I y el anillo de paredes delgadas,
simétrico respecto a los ejes z e y (flig. 195, a).

Determinar 8§, el acercamiento de las secciones medias de los
tramos rectos del anillo,
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Resolucién. Analizamos la cuarta parte del anillo (fig. 195, b).
En las secciones situadas en el eje z, la fuerza cortante es igunal a cero,
el esfuerzo axial es gp y el momento flector X, se interpreta como
fuerza generalizada superflua desconocida.

El momento flector en las secciones arbitrarias de los tramos
Iy IT del sistema base (fig. 195, ¢) y del sistema auxiliar (fig. 195, d)
serd,

My = —qp* (1 —cos ¢);

My =—a0(0+2) +9753 Mr=1; My =1.
Como,
n/2

F n
EIS,, = j MM, ds + s My My dz = — gp® j (1 —cosq) dp —
0 [] 0

P
_ BN PP Y (£ §
q![n(p+x} 2]d-r— 90(2+3)

¥
n/2 p

= 2]
EIﬁ,.:jﬂfds-{»j]TJﬁdx:p j' dqw+5dx=p(%+1),
o [ ] U]

el momento flector X, resultara,
X|=—v&-=q‘p2————3n+2
By (a4 2)
Una vez vencida la hiperestaticidad del sistema, obtendremos,

~ 0,7T4qp"

M,-=_qp2[1_?i:'7 |22)_c03q)]’,:-_-;—qg)2(0‘26_c03[p):
2 32 .,
M __: 2 .__x —_— "] ~—_— 0,20 2 _0!5 2 »
1= q[p+px 7 3w 2)9 7(0,26p" 4 pz z7)

y por lo tanto,
M; =~ 0,T490% M, ~ 0,45q0%; M, ~ — 0,26gp%
g=0 n

Q=

p= =

2

L]

My =~ —0,26g0% My, ~ — 0,64qp% My = —0,76gp%
x={ * ] x=p
-2
En la figura 195, e esta representado el diagrama del momento
flector.
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Para hallar ]a magnitud del acercamiento de las secciones medias
de los tramos rectilineos del anillo aplicamos en la secciéon donde
actfia gp una fuerza ficticia Py = 1 dirigida verticalmente hacia
arriba. Los momentos flectores en las secciones arbitrarias de los
tramos [ y I, originados por esta fuerza serin,

My = —p (1 —cosq) Yy My=—(p+ 2),

y por lo tanto, el desplazamiento en cuestién resultard,
s (]

6=£(IM;J'T4; d$+ SM;UE’H d-r):
El
L] a
n/2

2qp

i
E] jl (0,26 — cos ) (1 —cosq) dp -
0

2(,* I -] 2 - qp‘
. 0, 260" wr — 0,527 (p + 2)de = 1,722,
+El’( "+ ) (p +2) 7l
1
Ejemplo 108. Dado: P, = (si(-lldn 20 = %), p, E, I,y F

(fig. 196, a).

Determinar Ap, y Apg, variaciones de los radios del anillo en
direccion a la linea de accion de las fuerzas y en las secciones silua-
das en el eentro del tramo entre las fuerzas, respectivamente.

Resolucién. Analizamos la parte de la pared del anillo que se
encuentra entre las secciones transversales trazadas en el medio de
los arcos entre las fuerzas (fig. 196, b).

Iin eslas secciones los esfuerzos cortantes son iguales a cero,
mientras que los esfuerzos axiales Ny se obtienen de la suma de las
P
Z2sene’

Los momentos flectores y los esfuerzos axiales en una seccidn
arbitraria del sistema base (lig. 196, ¢) y del sistema auxiliar
(fig. 196, d) serén respectivamente,

Pcosg ==

» _
£ (1 —cosgp), N=—"-", M=1, N=0.
2sena 2sena

Puesto que,

proyecciones de las fuerzas y esfluerzossobre el eje vertical, No=

M=

_ Pt
2671 sen o

5”,-2

o
J MM dp = —

U

}i‘.]? I(‘l — cos ) dp =

Pet ( o 1)
T 28T \senn ’
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@
5 =£J.M’d gt
11 7t P pEI
1]
obtendremos para el momento,
xim b _Po( L 1)
By 2 \senez @

El momento flector en una seccién cualquiera del anillo resulta,
M—Pp( 1 cos ¢ 1 1_)_@(1_ cosq:)
T 2 \senae seno  sena o 2 \a sena/

Para obtener Ap, aplicamos P = 1 en lugar de la fuerza P.
Entonces hallaremuos,

h—f:%(j__cnsqa)l & cose

o Se1 0 2sena

y

(] [+
2p j - 2p j -~
App=—-\ MMdp++— | NNdp =
Pr E‘(u i‘+t§.£,‘.,f P
i

T

2
Po* I( 1 cos lj‘)2 Pp J‘ 2
s i dyp - cos” @ dp.
21 o oseno 2o 2EF sen o i

i} n

Definitivamente,

Pp? (c'l,gor. o { ) Pp ( o )
Ap, = —_— ——\ctge — .
Z 2ET 2 * 2sena o = AEF g sen” o
Para hallar Ap, aplicamos una fuerza radial p = 1 en la seccién
inclinada un dngulo e respecto a la vertical (fig, 196, €) obteniendo,

M = —psen ¢, N = sen ¢

y
3 P 1 p “
Po S(cns I ) P I
Apy=—— — — ) sen ¢ dy —— | cos g sen ¢ dp.
= omr J\sena @ ' p+2EFsena' s e G Ay
1]
Definilivamente,
Pf)3 [Scn o i ] ~p
Apgp—=—"—|—— + —(cosax — 1 s :
0o YT, ) -l " ( ) —}—4Equurx

Ejemplo 109. Dado: P, a, b, E, I, y un anillo de paredes

delgadas, simétrico respecto a los ejes z y y (fig. 197, a), Determi-
nar A, y Agn.
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Resolucidn. Analizamos la cuarta parte del anillo (fig. 197, ).

Iin las secciones situadas en el eje z la fuerza cortante es igual a cero
J')
y el esfuerzo axial, -,

Los momentos [lectores en una seccion lransversal cualquiera
de coordenadas del centro de gravedad z e y del sistema base
(fig. 197, ¢) v del auxiliar (fig. 197, d) respectivamente serdn,

P .
M= = (a—a) v M=1.

— 2
Comao, K10, = j MM ds = £ I(a —a)ds =
0 0

9
=

L] E

—__-—I:(a J' ds — J.rds):—;:-(ax—&,}=
a 2 '

[ [
r S, Z
_—_Ts(a——'-’)z 3 s(a — z,),

siendo s la longitud del arco del eje geométrico de la pared de la cuarta
parte del anillo,

(¥ ]
Sy= S wds el momento estitico del arco s respecto al eje y;
(1]
8, )
T, = - la absciga del centro de gravedad del arco s vy EIS;, =
.
L ]
= j M ds — J ds = s,
(1] 0

obtendremos para el momento flector en la seccion A,

& P -
X|= ——Iﬂ-v:—l)—(&f‘; —ﬂ).
8. 2

El momento flector en una seccion arbitraria del anillo sera,

M=t @—a+ %(x —O == Myma= 2 a—a)

)
si a>x,, entonces My <07 M,._. = 0 M=y= -% x. =0,

En la figura 197, e esta representado el diagrama del momento
flector para el caso enando a — r, <= 1.
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Para obtener la variacién de @ en la seccién A de la cuarta parte
del anillo, aplicamos la fuerza horizontal Pp = 1 dirigida hacia el
centro 0.

A esta fuerza corresponde M = y y, por lo tanto,

P P
Aa=ﬁ!{xc~r)yds=m(xgjy$—!Iyd$)=

B /o
= (S — Ip) = — —
2ET el 2EI Tzae

"
siendo Sy={ yds el momento estdtico del arco s respecto al eje z,
]
&
L= { zydsel producto de inercia del arco s respecto a los
0

EjBS I, U,

Iiy,=1e,—28:= 15, —xcyes el producto de inercia del arco
s respeclo a los ejes xgy, que cruzan el centro de gra-
vedad de la cuarta parte del anillo y son paralelos
a los ejes zy (fig. 197.e).

Para determinar la variacion de b en la seccion A de la cuarta
parte del anillo, aplicamos la fuerza vertical Pp =1 dirigida verti-
calmente hacia abajo. _

A esta fuerza corresponde M = a — z y, por lo tanto,

& 8 L]
Ab—-ij{x x)(a—x)ds—-—-})—(a.rjds—a-[zds
T2Erd T S 2Tt J

2
—xcixds-;-szds)=2-—E-}(axcs—aS,-—-ch,+I,,):
a

P P
PR 211 R o L o,
2E1 " 7T
siendo 7, ={ 2% ds el momento lineal de inercia del arco s respecto
0

al eje y,

I,,=I,—xS,=1I,—zis el momento lineal de inercia del arco
s respecto al eje y,.

Casos particulares. A. El reticulado cuadrado se tracciona por

la diagonal (Fig. 198, a). Puesto que (fig. 198, b) 2. = y = -g-—,
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resulta,
4] 3
M:ﬁ(f-—a:): Mx=..=!—ﬁ: Mx=r|=_£_a"
2 4

4

El diagrama del momento flector estd dado en la Tigura 198, e.

Fig. 198

Si nos referimos a los ejes zyy,,

Ty = — Ifo, ds = CﬂInVE = dyo‘l/f'.
y por lo tanto,

ala
2
Ty, e T s |3 j z:dx.,=11’_ga“ vt -
~af2
a/2 5
_ 3,
=2 I .rﬁdxuz—%a".
-2 =

Por las formulas del ejemplo 109, el acortamiento de la semidia-
gonal horizontal del reticulado y el alargamiento de la semidiagonal
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vertical del mismo son de igual magnitud,
P b a
K ‘ﬁa,_“/Z' Pa®
2ET 24 24 EI
B. Anillo que consta de dos arcos circunferenciales de radio p
y de angulo central 2e (fig. 199, a).
Como (Tig. 199, b,
ds = pdyp, s=px, a=p(l—cosa)
x = plcosq —cosa) y y = psenw, resulta,

b = psen o,

5 (1]
8, = | wds=p* | (cos g —cosa) dp = p* (sen & — cxcosa);
n 0

+
8y
L=

- (sen o — e cosa);
s

£ o«
S, = j yds=p® S sen ¢ dp = 0* (1 — cos a);
0 1)
A o
fyy= \ ayds=p" .( (cos g — cosa) sen ¢ dp =
" 0

3
1)
=%— (1 — 2coso 4 cos*a);

] [

I,= j dds=p* 5 (cos @ — cos o) dp =

3
=% (200 + A cos® o — 3 sen 2a).
i

Por las formulas del ejemplo 109, oblendremos,

g il
X, = ]—{r —a)= i (sen o — ),
2 2o
) ’) Qi
M= i— (. — 1) = Q (ﬂ — DY q-) .
2 2 3

g -
(a:tb_f —_ [‘.!,) —

It (sona sen 2o costa 1)
_ L]

s
=0T I\ a % 2
P . Py (a sen’ o sen%c)

Ab— L iRt [ il
=S =g\~ T3
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Ejemplo 110. Dado: a, b, E, I y ¢, presién interior sobre la
pared del anillo simétrico respecto a los ejes = e y (fig. 200, a).
Determinar Aa y Ab.

HResolucién. Analizamos la cuarta parte del anillo (fig. 200, b).
En las secciones situadas en el eje z la fuerza cortante es igual a cero
v el esfuerzo axial, ga.

Los momentos flectores en una seccion transversal arbitraria,
de coordenadas del centro de gravedad z e y, del sistema base
(fig. 200, ¢) y del sistema auxiliar (fig. 200, d) son respectivamente,

M=qa(a—r}—%{a-—x)z—g*y’=

=4 1@ =@+ =T @ — ),
siendo p = V2% |- ¢ la distancia de la seceién en cuestion al origen
de coordenadas y M = 1.

Como,
L]

ElS = I Mﬁds:%j(nz—pnjds=
o

0
8

='32- (ajds—]pzds)=%(as—1p},
o

1
siendo s la longitud del arco del eje geométrico de la
cuarta parte del anillo,

L]
= { p* ds el momento polar de inercia del arco s respecto al
i

origen de coordenadas y [E7d,={ Mrds— [ ds—s; el
1] 0

momenlo flector en la seccion A serd,

Xlz_ﬁﬁzi(iﬁ—az).
611 2 s

El momento flector en una seccion arbitraria del anillo,

e 2”’%(%""2)— 5 (1” 92),

=2 (e _p L (T 2)
ez (2 ). s ().

Si p crece continuamente del valor a al valor b > a entonces,
Mymo>0; My—p<<0 vy M ———0
el v 1
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Fig. 201

Fig. 200
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En la figura 200, e estd representado el diagrama del momento
flector para el caso cuando b >a.

Para hallar la variacidn del tamaiio @ en la seccion A de la cuarta
parte del anillo aplicamos la fuerza horizontal Pp*= 1 dirigida
hacia el centro O. )

A esta fuerza corresponde M = y vy por lo tanto,

5

q . I 2 q (I, a
Aa = — v[(—"—-p)_r,.rds:—-—(-—-’.[_;,:ds—jpg,.rrb;)z-_
2ET s 2ET\ s J

o 0

7 (S. j‘ ) q
== ——.l(,—- 1 :—fl:[.-—!_r,
ZE!(s ’ “”” ogp Welr — 12

L
siendo S, = { yds el momento estitico del arco s respecto al eje z e
U]
S
ycsz la ordenada del centro de gravedad del arco s,

&
Ie= ] p* yds.

0
Para hallar la variacién de b en la seccion A de la cuarta parte
del anillo, aplicamos la fuerza vertical P = 1 dirigida hacia abajo.
A esta fuerza corresponde M = a — 2z y por lo tanto,

&

M____’Lj(ﬁ_,,2)(a_x)ds_i(££aj‘ds_
261 \s 261\ ")

—a j p*ds — IT” jxds-}- S F'F.tds) =
o [1]

i

q (I, I, 7
= e (Zos et =25, 4 1)) =gt — 2,

L] [ )
siendo 7, = { p2rds, S, = { xds el momento estitico del arco s res-
i

pecto al eje y;
.t,-———;’-— la abscisa del centro de gravedad del arco s.

Caso particular. Anillo constituido por dos semicircunferencias
de radio @ y dos rectas de longitud 2a (fig. 201, a).
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Como (fig. 201, b) s= 242-“0; ny=a; yy=y; dsy=dy;

xy = acos @y y»=a(l+sengq) ds; = ady;
pt= a4+ y* y pi = 2a* (1 + sen g),

obtendremos,

a an
o Ec a E
34n
S,\'=j‘y1dsl+ !fzd$z=j‘ydy+“2j-(1+59"¢}d@=%az;
[ " 0 o
n T
a Tz‘u L3 E
Sy=\Yxds,+ | .rzdxg=a5rly+a2§cnsqadtp=')aa.
n L] 0 L1}
I' f y *.
Ir:‘:S_y= L v Ul:zﬁ:i_{_na;
s 24m g8 24mn

fi= j Y ds; + Ys ds, —

" [

ydy 4+ a* | (1 4 sen ¢) dp =

A e 15
e LB

R | 1
= 28 - Un o
12
T a
a _2“ “a E
i LN
Iy j‘.ﬁ ds, - o ds, = a° j dy + a® 5 cos ¢ dg = - —Z L a*;
n o 0 n

10 4 3n o

]

byt dye=

i a

I.= j piyyds 4 | phyads; = _( (a* 4 y*) y dy +
o

1) [

|

EI - .
(1 + sen ¢)* dyp = 194 o a'

- 24"
+ 2a .

o By 101
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a
a 28 a
I,= 5 pirydsy 4+ | pazads,=a | (a* + ") dy +
o o 1)
€
. 13 .
4 2a*\ (1 senq)cos pdp = g a-
L
En el tramo recto,

2 2 2
- i3 1) ut€(1s00-L);
2 N6 3n a 2 a”
14 4-3n 8
My = ————— qa” == 0,759qa";
M=o 6{2-1-;1); g

=t () (1t

4 o

Wiy — —— qa° ~ 0,259qa".

Hy 3@+ " Yga

En el tramo curvilineo,

My=1 (ﬁ - o”)=qa2(
2 \s

—5 ~ ¢a* (0,259 — sen ¢);
61 3n sen 1[1) ga- ( sen )

oy g = ————— @ == 0,259 a
A= F e ) ?
243
M g
g = -

= qa* ~ — 0,741qd>.
32+ )

El diagrama del momento flector correspondiente a la cuarta
parte del anillo estd representada en la figura 201, e.
La variacion de a sera,

6 — 171 — 6a° qa* ga'
Age=L -yl = A4~ 08647,
a= g Wl — =5 EI El
y la de b,
14 & 4
T B S N sk IOSI CT
2E1 12(2 4+ n) ET EI
Ejemplo 111. Dado: g, p, E, I y un anillo de paredes delgadas

solicitado simétricamente respecto al eje y (fig. 202, a).
anillo.

Determinar 6, variacién de la longitud del didmetro vertical del
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Resolucién. Analizamos la mitad del anillo (fig. 202, b). |En la see-
cién que se encuentra en el eje y, la fuerza cortante es igual a cero; el
momento flector X; y la fuerza axial X, se interpretan como fuer-

zas generalizadas superfluas desconocidas.

Las ecuaciones candnicas del método

de las fuerzas son:
841Xy 4 82Xz 4 81p =0, }
Oy Xy 4 020Xy - 85p =10,

Caleulamos el momento flector, en una
seccion transversal arbitraria determinada
por el dngulo ¢, debido a la carga dada ¢
(fig. 202, ¢).

Puesto que la fuerza elemental que
actia sobre el elemento del arco ds del eje
geométrico de la pared del anillo, es dp =
= gds = q pda, el momento flector elemental
que ésta ocagiona en la seecion de inclinacién
p seri,

dM = dpp (senp — sene) =
=gp* (sen ¢ — sen a) do.

El momento flector en la misma seccion
debido a todas las fuerzas que actfian sobre
el arco de angulo central ¢ resulta,

M :qp2 T (sen p — sen ) do. =

0

= qp* (psen @ 4-cosp —1).

En los sistemas auxiliares (fig. 202, d y e)
los momentos flectores en la misma seccién
serin My = 1y M, = p (1 — cos g).

Puesto que,

&
ElSp= | MM, ds =
i}

—gp® 5 (psen g 4cosqp — Ddp =10
b

s

Elagp = g ﬂfﬁs ds =

o

=qp" I (psen @ --cos p—1) (1 —cos ¢) dp =
o

11 A,
= TQP!

Fig. 202
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Ely = § ﬁfds:prs‘dcp=np;

o o

EIby— Izﬁ%ds=p9I(1 _cosqa)zdcp:%"
o [

3
i)

f

Yy E!6|2=E1621=Sﬂ-’ilﬁzds:pzs(i —BDSq}) dtP:J"[[:z,
0 [

obtendremos para las ecuaciones canénicas del método de las fuerzas,

X, 4 pX.=0, ;
; 3
XI+EPX2 —-q%.
de donde se obtiene,
2
Xlz—ge“ ¥ 2=q—p-
2 2

El momento flector en una seccién arbitraria de la pared del
anillo es,

2 2
M =qp* (¢ sen ¢ +cosg — 1) _5’[_2‘ -f-{":;—{i — o8 () =

2 1
=qp°| ¢ sen q.'-{-Ecosrp—i :
Por lo tanto,
‘?l'[l;-=0 = — 0‘5[)‘[1.2;

o - ) L i
M n =qp° (iﬁ —l-—v—f-— - 1) ~ — 0,0012g0%

M$=%=qp2 -121—1)%0 aTlgp5
3n Y2 12 ) . 2
e 2(_._..___1 ~ 031297
orda P \7 2 T 22 e

El diagrama del momento flector estd representado en la figu-
ra 202, f.

Para determinar la variacion de la longitud del didAmetro vertical
del anillo, en la secciéon que coincide con el eje y del sistema base
(fig. 202, b), aplicamos la fuerza vertical Py = 1 dirigida hacia
abajo. El momento flector originado por esta fuerza en una seccién
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arbitraria es, 1 _
. M = p sen g,
por lo tanto, el desplazamiento que se busca seri,
8 n
: jMfTi‘ds a0’ j (l:psentp-f- ! cos p 1)sen de
= — = — — -
£ £l ) 2 %
2 . &
n qp ap
= ——2)——'::50467—.
(4 Br- Y R
Problemas 834-835. Determinar los esfuerzos axiales N en los
elementos numerados del sistema.
La rigidez EF es igual para todas las barras.
Empléese, segiin se desee, en estos problemas hiperestédticos

v en los signientes el principio del trabajo minimo o el método de las
fuerzas.

L 835

Problemas 836-837. Determinar los momentos reactivos en los
empolramientos de los extremos izquierdos de las barras,

3
838 ma 837
3ma 2/ o ZM oM
/ 2d
7 ; 4t
Qfe——3 ot L1

Problemas 838-841. Caleular las reacciones en las secciones de
los apoyos A y los desplazamientos verticales 6 de la seccion €
de las vigas.

En el problema 841 determinese también el momento reaclivo
M en la seccion A. Considérese conocida la rigidez EJ.

838 83
9 g
A FﬂTr’h_m 4 i
& a A
2a a Za a |

[ - i |

26—615 369



840 8w M=qa3
i

B #
: l [ ERRELTREN!
4 L & B W C :
l,_'- % —
e 20—l a ) a

Problemas 842-845. Calcular las reacciones en el apoyo articulado
de los sistemas y los desplazamientos lineales de la seccién C.
En los problemas 842-843, 8y son los desplazamientos verticales

y en el problema 844-845, 8, los horizontales®.

Bu? 8u3 q
g —= : é
| 1 | .
g T - o ———0—o]
L 1 .L-L——g_
,.‘K, . p g i
844
i o
[4 o —ste—0
__J-ﬂz----——fa—”@’T
] q

—2a
o

Frorrcerd

Problemas 846-847. Determinar las reacciones en el apoyo 4
v los desplazamientos verticales § de la seccion situada en el eje

de simetria de los sistemas.

16 &7
| o -
ST
;"q o L~ JRCE P 7
EREERRERIN) i
2a a e 20 ——f— 2z

* En los problemas 842-866 prescindase de las deformaciones longitudinales
de los elementos del sistema y considérese iguales las rigideces EI de los ele-

mentos flexionados.
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Problemas 848-851. Determinar las reacciones horizontales de
apoyos en los sistemas.

17 QR ——

849
g

P =] p Vd
I[ J IEERREERERERRRARARY)
q“ﬁ

Lﬁ—ﬂ——-—

Problemas 851-857. Calcular las componentes de las reacciones
en el apoyo A de los sistemas.

24* 37



Problemas 858-861. Determinar el momento f[lector miéximo,
en valor absoluto, en los sistemas aporticados.

458 r r &9

._rz-ni«-an-i!--a—- T )
I i 1
BN ikavama:
T ‘T etimle gt 20—kl nd
p e

860

= q

Problemas 862-870. Determinar las componentes reactivas en la
seceion de apoyo A de los sistemas,

En los problemas 868-870 determinese también los desplazamien-
tos verticales 8§ de la seccion €, admitiendo que la seccion en todos
los tramos de los sistemas es cireular v el material es el mismo;
G = 0,4E.

863
= e—a—g

-

i
P
]

201+

2a

t— 4a —-lat:-




865 866 867 .
865 e
A IR 4 gj
J%ﬁ
. AL

—a . a ] t,l i &

?a 2a Ta;% E > oA
69
2 m o
P A P
& A o i?:'_ 74 lf,
—-1-—-(1—-4-”
a——a—= - ¢

Problemas 871-875. Calcular las tensiones normales mdximas
que surgen en los elementos del sistema al elevarse la temperatura
A C.

Considérese solamente la deformacién originada por la flexién.
Las secciones simétricas de altura k, asi como el material de £ y o
dados son iguales para todos los elementos de cada sistema.

811 &m

I, ; A,

!
i
i
A

Problemas 876-879. Determinar las tensiones de montaje méaxi-
mas en los sistemas si la longitud del elemento €D es mayor que
la prevista en el proyecto en A.
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Considérese solamente la deformacién originada por la flexién.
La seccién simétrica de altura k asi como el material de E dado
es igual para todos los elementos de cada sistema.

&% &
ple— 8 —e—a

2 ——|

g—wtme g ]

v

Problemas 880-884. Determinar la reaccion en el apoyo articu-
lado derecho y el desplazamiento verlical § de la seccién € de los
sistemas *.

Considérese en el problema 882 que la carga ¢ esta distribuida
uniformemente en direéeion horizontal,

863 bi)

. L 1 i
&za—-l ’%—Zaﬁ’ 20— =]

* En los problemas 880-915 ha de tener en cuenta silo las deformaciones

originadas por el momento flector, considerar las rigideces £EJ de todos los
elementos del sistema iguales.
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Problemas 8853-889. Determinar las componentes reactivas en
los apoyos izquierdos de los sistemas,

(=]
o

—_—

Problemas 890-895. Determinar el desplazamienlo vertical
de la seccion de aplicacion de la fuerza P.

Problemas R896-809. Determinar los momentos flectores en la
seccion € de los sistemas,
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Problemas 900-906. Determinar las componentes reaclivas en
la seccion de apoyo A de los sistemas.

En el problema 902 la carga ¢ esti distribuida uniformemente
sobre la horizontal.

“ g

Problemas 907-910. Determinar cuintas veces, en los sistemas ¢
indicados, el momento flector maximo en valor absoluto y el des-
plazamiento vertical de la seceion media son menores que los corres-
pondientes a la barra curva isostatica (figura del problema 907, a).
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Problemas 911-913. Determinar los momentos reactivos en el
empotramiento y los desplazamientos verticales de la seccidn

media de las barras curvas.
Las secciones transversales de las barras son circulares

vyG=04E.

Problemas 914-915. Determinar las dimensiones necesarias de
las secciones transversales de los anillog circulares,
La tension normal admisible del material de los anillos es lal,

XIII. CALCULO DE TUBOS
DE PAREDES GRUESAS

§ 1. Tuwbo cilindrico

Iin el caso de un tubo de longitud ilimitada sin fondos sometido
a presiones uniformes radiales interior py, y exterior p, (fig. 203),
en un punto arbitrario de la pared situado a la distancia p del centro,
las tensiones normales circunferenciales (tangenciales) o, y las
tensiones radiales o, se determinan  por las  [ormulas  si-
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guienles:

ptr?(f - ::iz) —Pzri(i +‘§&)

0= = : (202)
L Soauitf §
Pirf('l —LZ ) —pars (1 = riz)
0, = s 5=3 gy (203)
2— 14

La tension o, <= 0 independientemente de los valores de p y p,
mientras que la tension o; puede ser mayor o menor (que cero segdin

Py

@
IEEREEEERENER
LELBILE

i

R
Fig. 203

FITTT
la relacion entre las magnitudes py y pa.

2
. T
Si p> '?—2 (—2 -+ i) , entonces o, >0,
2 \nf
En este caso los diagramas de o, y o sobre el grueso de la pared del
tubo tendrin la configuracion dada en la figura 204,
Los valores maximos y minimos de las tensiones serdn,

max o, =0, = — P2
p=ry
mino, =0, = —py,
pe=ry
i — 2p,75
maxo; =0 =wl (204)
p=ry Ta—Ty
; 2piry — pa(rs 4 1)
zﬂ . e ——————————.
minay 'l'-‘='l‘| rg_r;:
P 1 ]
Si p,=7"(—}+1), entonces mino; =0.
ry

En los puntos peligrosos de la superficie interior del tubo
(fig. 205) la ecuacion para el caleulo por la quinta hipdtesis de re-
sistencia (hip6tesis de Mohr) serd,

max a; — v min oy < [Otracly
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de donde se obtiene

Tz iy [Gh'ac] i (1 CEa v}Pl (205J
ry [O1rac] — (1 4 v)py +2Pz’
giendo
v =[Utrn{!].
[Tcom]

En el caso del material que resista igualmente la tracciéon que

max Gy Biagrame de S
min G¢
AT = max Gp
min6p ¥ picgrami de |
-
—

Fig. 204 Fig. 205

la compresion, [oyael = [oeom! = lol, v =1 y la ecuacién (203)
se escribird asi,

kN, | S (206)
ry [U] —2p 4 2p,

s 2 N .
Siopr<< p:, , entonces o, << (. In este caso los diagramas
1
1+7'
2
de o, y o, resultan como los de la figura 206.
Los valores méximos y minimos de las tensiones serin,

max U,.=|:|r,.p=rI =i,
min cr,.=o',p=h= — Pa,
maxe, =0, = 2pyri ;’g:‘-’i(:’f + i) ) (207)
mincr,=cr,n=r ___f_’lir‘z‘_‘i;_rﬁrz;?{’gﬁ’.
! 22
J
Si p= 2P ! entonces maxo, = 0.
1
1 -|--F?
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En los puntos peligrosos de la superficie interior del tubo
(fig. 207) la ecuacién para el cdleulo por la quinta hipdtesis de resis-
tencia serd la siguiente,

—vming; = |Oyracl
de donde se obtiene
_1:2_= V [U:um]‘_'pi " [208)
y [Ucom] +py— 2py

Cuando la relacion de las presiones se encuentra entre los limites

z(r'-:““pﬁz r§+)

los valores de oy resultan de signo opuesto en el grueso de la pared
del tubo.
Si py = py = p, enloneces o; = 0, = —p.

El desplazamiento radial 8 de un punto cualquiera de la pared

mindg
Fig. 206

del tubo se determina por la férmula,

=}%(ﬂt ——!-‘-Ur)=mp_—rﬁ {P:ff [1+%—p(1 -—%)] -
APENARY

siendo £ y p el médulo de elasticidad longitudinal y el coefi-
ciente de Poisson del material del tubo respecti-
vamente.
La variacién del radio interior del tubo es,

147
mt =2 (2 4) -

r3 210
o (210)
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v la variacién del radio exterior,

z2— "N

Si sobre el tubo actia solamente nuna prestén interior py, entonces
en las férmulas (202-211) debera considerarse p, = (.

Los diagramas de o, y o, serdn andlogos a los indicados en la
figura 204, pero con p, = 0.

Si sobre el tubo actia solamente una
presion  exterior p., entonces en las
férmulas (202-211) deberd considerarse
pr = 0.

Los diagramas de o, y op seran ani-
logos a los indicados en la [figura 206,
pero con py = 0.

Ejemplo 112. Dado: p, = 1 MN/m?,
ry =4 cm, ra= 8cem, o] = 30 MN/m?,
[Gpam] =120 MN/m?, £ —1,2.10° MN/m*
¥y n = 0,24 (fig. 208).

Dctormmm p1, Ary ¥ Ary considerando que py = pa.

Resolucién. Por la for mula (205) se obtiene,

Fig. 208

rz [ﬂlrn]+(1_v)p
r [G1eac] — (1 4 ¥) py + 22
Como v = .IU' rac] = (0,25 ¥ L 20 introduciendo estos valores
[Gcom) Ty

vy degpués de elevar los dos miembros al enadrado, obtendremos:
’ 30 4 0,75p,
L ) i B
30 —1.25p 42

de donde resulta, p; = :’?5 ~17 MN/m®. Por Ia férmula  (210)
7

hallamos,
4
Byt [17(ﬁ4+16+0,2a)_2 & ]m
1,2-10° 64 — 16 G4 — 16

~0,99-107% cm & 0,01 mm,
y por la férmula (211),

P 8 [2.17. 16 _(644—16__0.24)]%
1,2-10° 64— 16  \B4—16

~0,66-107* em & 0,007 mm.
Problemas 916-918. Determinar las magnitudes senaladas en las
condiciones de los problemas.
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En los problemas 916, 917, 918, a empléese la tercera hipétesis
de resistencia y en el problema 918, b, la quinta.

917

816

= 2000 kyffom? ri=[0em

h=llem ry=15em ,

[6]= 8000 kgffom? [o]= S%H N [m
_ = =10,

- Jﬂ tgier £~ 2 10° MNjm?

,l: iy P~ 7

- A1
an=1?

a) b)
p, = 2000 kgtfem?  p=>p,
= 500 kgflem? " pp= 1,5 MNfm?

_______ =10 om ri=§em; 1= 10em
E=2-10 koffom?  [ppgel-30MN)m?
4=03 [ Gggml=120M0[m?
[6]- 8000 kg¥fem?  E=1,2-10° MN|m?
re=? p=0,25

It e
Iry” =
Problema 919. El punzin cénico absolutamente rigido de peque-

fio dngulo B de conicidad se introduce en un anillo de paredes grue-
sas de longitud . Determinar la  presion  p, que aparece entre

ar=r an=? g2

-

971

B, Absalutamente rigide
by

i I
A SEml i\ §

a9 AT
lL Absolutamen-
4 terdgido




la cuiia y el anillo en la seccién media del dltimo CD, cuando la
cufia penetra en toda la altura a del anillo. Calciilese también las
tensiones maximas que aparecen en la seceion CD del anillo.

Problema 920. Determinese el dngulo de conicidad f del punzén
en cufia del problema anterior que origina en la seccion media del
anillo un incremento del radio de la superficie exterior de Ary =
= 0,2 mm, sir; = 10 cm, r; = 30 em, £ = 10° kgf/fem?, p = 0,34
ya=>5cm.

Problema 921. Determinar el dngulo de conicidad f del punzén
conico introducido en el orificio interior a la magnitud a, necesario
para que se cierre el espacio libre entre los tubos I y IT y para que
surja una presion mutua de p = 100 kgf/em?®,

Realicese el cdlculo para la seccién media €D suponiendo que
ry = 10 ecm, ry = 30 em, ry = 40 cm, £ = 10° kgf/em?®, p = 0,34,

ga=>5cmy A=04 mm.

Problema 922. Determinar la presion p, entre el tubo de hormi-
gon y nucleo absolutamente rigido y comprobar la resistencia del
tubo por la quinta hipdtesis de resistencia. Admitase Eyop =

= 2.10° kgflem®, ppor = 0,106, [ogomlnor = 20 llcg'l'
= 4 kgflem®.
322

¥ 10taclhor =

em?

Problema 923. Determinar la magnitud de la presion interior
maxima p que se puede aplicar al tubo de hormigon zunchado por
una ciscara absolutamente rigida y la presion limite p,, si
Enor = 2105 kgflem®,  pnor = 0,16,  logomlner = 50 kgflem?
¥ |0iraclhor = 5 kaffem?®,

Problema 924. Determinar la presion limite py entre el anillo
y la ciscara absolutamente rigida si se conocen los valores de g,
ry, rp v u. Considérese que el modulo de elasticidad del material
del anillo es pequeno.

Problema 925. Determinar la presién p, entre el anillo y el
nicleo absolutamente rigido considerando dados ¢, ry, ro ¥ p.
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§ 2 Tubos cilindricos compuestos

Cuando " actian grandes presiones interiores se cemplean tubos
compuestos por dos o mas cilindros prensados o ajustados en caliente.
La resistencia de la unién de los tubos y las tensiones iniciales que

|

|

1

I

I

1

1

|

1

|

-

1

1

I

;;\1
]
1

o

Fig, 209

,I

-np,, -

l]'

]||| III!II!'!-
i

Fig. 210

surgen en sus paredes son consecuencia de que el didmetro interior
del tubo exterior es una magnitud A menor que el didmetro exterior

del cilindro interior (fig. 209).

Cuando los ¢ilindros que se unen son de igual longitud, la pre-
sién de contacto p, se distribuye uniformemente sobre la superficie

384



de ajuste y tiene el valor siguiente:

2.
2ry
— F m 5 1 212
" L(ré_Jrr?_“)g_(er‘.) @
Evd—A "/TE\E=AT"

sicado £y, Es, uy ¥ pa los modulos de elasticidad longitudinal y los
covlicientes de Poisson de los materiales de
los cilindros interior y exterior.
Si los cilindros son del mismo malerial, entonces

Ey= L, =FE, g = Ha

vy
AE (A= o
= 213
Po 4t 7 (213)

Las tensiones iniciales en las paredes de los cilindros que se unen,
originadas por la presion p, se obtienen por las formulas (202) y (203).
Se debe tener en cuenta que para el cilindro interior de radios ry
y ry la presion de contacta py os presion exterior (la presion interior
es igual a cero) mientras que para el exterior, de radios ry y ry, la
presiaon de contaclo pg resulta presion intevior (la presion exterior
es igual a cero).

Los diagramas aproximados de las lensiones a, y o, originadas
por la presion p, en las uniones de los eilindros estan representados
on la Tigura 210 por las lineas punteadas ab y ed.

Cuando gobre el tnbo compuesto actia una presion interior grande
Py una presion exterior pequena pa las tensiones o, y 0, se obtie-
nen por las formulas (202) y (208), es deeir, como en el caso de un
tubo monalitico de radios rp oy ry.

Los diagramas aproximados de estas tensiones estin dados en
Ia figura 210 por las lineas continuas finas ef.

Las tensiones resultantes en el tubo compuesto se oblienen por
el método de superposicion de las tensiones, representadas porlos
diagramas ab, ed y ef.

Los diagramas resullantes aproximados de las lensiones o, y o,
se dan por las partes rayadas de la figura 210,

Si los cilindras componentes del tubo son de material que res
igualmente la traceion que la compresion, entonces, segin la ter-
cera hipatesis de resistencia la relacion dptima entre los radios y la
magnitud de la apretura e establece por las formulas:

o

ro=Vrirs, (214)
-
A "l_f;(,,-i — ). (215)
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La presién interior maxima, excesiva serd,

max (py — p2) = > —*[a]. (216)

T3
liste método de caleulo es valido también en el caso de tuhos

compuestos por tres y mas cilindros. Partiendo de la apretura

a) . entre los dos primeros cilindros se

establece la presion de contacto enlre
elles y a partir de esta presion, las Len-
siones iniciales en estos cilindros. Par-
tiendo de la segunda apretura, entre el
blogque compuesto  por  dos cilindros
(interpretado como un solo cilindro de
iguales dimensiones) y el tercero, de ma-
nera andaloga, se determina  la nueva:
presion de contacto en la superficie de
encaje y a través de ella, las tensiones
iniciales en el blogque compuesto por dos
cilindros y en el tercer cilindro.

Lag tensiones iniciales resultantes en
el bloque de tres cilindros se obtienen
por el método de superposicién de las
lengiones iniciales obtenidas correspon-
dientes al primero y al segundo ajuste.
Las tensiones originadas por la presién
de trabajo en el bloque constituido por
tres cilindros se obtienen como en el caso
de un tubo Gnico macizo de dimensgiones
generales. La suma algebraica de estas
tensiones nos dard los valores de las
tensiones para comprobar la resistencia.

La adicion de un cuarto o mis cilin-
dros conduce a la necesidad de determinar
una presion de contaclo nueva y unag
tensiones iniciales suplementarias.

£ Al encajar un cilindro vacio en macizo
Fig. 211 la tension de contacto se determina por la
. formula (212) 6 (213), suponiendo ry= 0.

Ejemplo 113. Dado: p, = 2000 kgffem?, p, =0, r, = 8 cm,
E = 2.10° kgf/em? y lo] = 3 000 kgf/em?® (fig. 211, a).

Disefiar un tubo compuesto por dos cilindros de dimensiones
optimas y comprobarlo por la tercera hipdtesis de resistencia.

Resolucién. Por la formula (216) determinamos el radio exterior
del tubo compuesto,

_ felr __ 30008 ..

" =lo]—p: 30002000

Diegrama
de Gy
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Por la formula (214) hallamos.el radio de la superficie de encaje

del tubo,
ro= Vrioa= V824 =87V3 = 13,856 em.
: 14 em. De la formula

Para simplificar el cileulo admitimos ry
(215) hallamos la magnitud de la apretura necesaria,

A2, 214 5 490,028 em.
P 3 TG

¥

y de la férmula (213), la presion de contacto,

MEGIEAN

7\ 4y
a1 - (4]
8-2-10° | ~ 500 kgf/em®,
414 (‘)’

1-— oy

Determinamos ahora las tensiones iniciales correspondientes a la

presion de conlacto py.
En la pared del cilindro interior
De las formulas (207), para p; = 0y py = pp hallamos,

ry 4
l+(r ) H’(?)
MaAX0y=0; = —po — ) —xy=— 000 .
)T
7
Tz
~ — U85 kgl/em
minag, = a, = —2pq : = — 10° 4 ~
)
ry i

~ — 1485 kgl/em®,
— po= — b0 Lg[!’cm

=0, mino, =0,

maxo,=o,
p=rg
Los diagramas de o, y o, estin dados en la Tigura 211, b y ¢ por

las lineas punteadas ab.
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En la pared del cilindro exterior.
Por las formulas (204), considerando p, = p,, P2=0,r,=r,
¥ Iy = ry, obtendremos,

. ry 2 7 2
14 r_ 14 s
=P 3 ;=900 —— ~ 1016 kgf/em®,
)
s

()

max o, =o,
n

: 1 ¢ 1 s el e
]IIlJlG’;:Ugr’:r:!:%ﬂn( ;-3 )2 = 1[}‘(12)2 ~ 016 kgl;’cnl ¥
31 1 =1
Ta ?
maxo, =0, =0,
p=r

mina, =a, = — py= — 500 kgflem®

p==ry

Los diagramas de o, y o, estin dados en la ligura 211, b y ¢
por las lineas punteadas cd.

Caleulamos las tensiones en la pared del bloque compuesto por
dos cilindros (como un solo tubo) correspondientes a la presion inte-
rior py.

Por las [ormulas (204) para p, — 2 000 kgl/em?® y p, = 0, consi-
derando r; — ry y ry = ry hallaremos,

+(0) )
') 00— 2L 9500 keffem?,

maxo; =a —— i
t (D=r, ™ (r1 )2 ( 1 )2
1 —|— 11— -:‘E-
Ty b

1

1

ming, —o, =2p g =2:2-10" = = 500 kgt/em®,
n=ry (_r?..) - 37 e
T
max o, =0, =0,
p=rs
ming, =0,  =—p=-— 2000 kgf/lem®.
1

Por las [6rmulas (202) y (203) para p, = 2 000 kef/em?, p, = 0,
ry = 1y ¥ rs = ry hallamos las tensiones en los puntos de la superficie
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de ajuste,

+
¥ e N
|t |
—
[
o
—
o
-
-
Y
SR

2
+ )
— 7 ~ 985 kgl/em?,
3 1

2 2
(5) e (F)
Ll A T L~ — 485 kgflem®.

%rpmr, =Pt (=) e
= —1
Ty

Los diagramas de o, y o, estan dados en la figura 211, b y ¢
por las lineas continuas ef.

Hallamos las tensiones resultantes en la pared del cilindro inte-
rior,

L 1485 2 500 = 1 015 kgf/em®;
O = 985 - 985 =0.
g, = —2000kgl/em? o, = — 500 — 485 = — 985 kgllem®,
= pEry

y en la del cilindro exterior,
o,  =—1016 - 985 =2001 kgf/em®;
i

o, =516 4 500 =1016 kgflem®;
P=ry

o, = — 500 — 485 = — 985 kgf/em®;
p=ry

T, =0.
p=ry

Los diagramas de las tensiones resultantes o, y 0; se dan en la figu-
ra 211, b y ¢ por las dreas rayadas.

Las tensiones equivalentes, segin la tercera hipolesis de resisten-
cia, resultan:

en los puntos de la superficie interior del cilindro también inte-
rior,

Oy =04 —0,  =101542000=3015 kel/cm ,

p=r, p=r,
en los puntos de la superficie interior del cilindro exterior,

ey =01 _ —0r _ =20014985= 2986 kgl/om®.

p=rs

La desviacion insignificante de la condicién de igual resistencia
del material en los puntos peligrosos de los cilindros es debida a que
el valor de ry introducido en el cdleulo, no es exacto.
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La condicion de resistencia Ooppp = lo] se puede considerar
cumplida ya que la sobretension constifuye solamente el 0,5%.

Problemas 926-930. Determinar las tensiones normales radiales
o, y langenciales o, y las presiones en las superficies de contacto
po en los tubos compuestos, originadas por la presion interior p,
(problemas 926, 927), por el calentamiento AL°C (problema 928)
y por el ajuste a presion de apretura A (problemas 929, 930).

En los problemas 926-928 admitase: FE,. = 2.10% kgf/em?,
Pae = 0.3, g = 12,5-107% E., = 1.10% kgllem®, p., = 0,34,
G = 16,0-10°% ry = 10cm, ry = 20cm y ry = 40 em.

En los problemas 929, 930 determinese solamente p.

926

iy

Y -
=200kt om? p=2000 kgfjem? Atg=aty =100°C

930

Bandaje

Problema 931. Para el tubo compuesto doble determinar:
1) las tensiones originadas por el ajuste a presién de apretura
A = 0,4 mm;
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2) las tensiones originadas por la presién interior po =
= 2 000 kgf/em®,

3) las tensiones totales,

4) la disminueion, en por ciento, de la tension efectiva corres-
pondiente a la tercera hipotesis de resistencia en el tubo compuesto
en comparacion con el Lubo macizo de las mismas dimensiones.
Admitase r, = 10 em, ry = 25 em y ry = 50 cm.

Problema 932. Diseiar el tubo compuesto doble de dimensiones
oplimas por la tercera hipotesis de resistencia.

Considerar dados: r, = 10 em, E = 2.10° kgflem?, p = 0,3,
o] = 4 000 kgl/em®, p = 3000 kgifem®.

Problema 933. Determinar para el tubo compuesto triple,

1) las tensiones originadas por los ajustes a presion Ay y Ag,

2) las tensiones originadas por la presion interior p;

3) las tensiones efeclivas por la tercera hipdtesis de resistencia;

4y el porcentaje de reduccion de las Lensiones efectivas en el
tubo compuesto en comparacion con el tubo macizo de las mismas
dimensinnes.

91 5
Vg
1 & ¥

v o I8 =3
n=80 mm; 6 .’WW];
n=t0mm
7, =200 i
A=008mm, 2.=0/2mm
P=2000 kgliem®
E=2.240" kgl fem?

XIV. ACCION DINAMICA
DE LAS FUERZAS

§ 1. Caleulo de solidos (sistemas) en novinviento
(considerando Tas fuerzas de inercia)

La accion dindmica de las fuerzas se caracteriza por la existencia
de aceleraciones en los elementos del solido en cuestion (sistema).
Segtin sean las aceleraciones que gurgen, varia el cardeter de la defor-
macion y de la destrucecion del solido.

La exislencia de aceleraciones conduee a la aparicion de fuerzas
de inercia en gentido contrario a las aceleraciones. La fuerza de
inercia efemental dP; se obticne como el producto de la masa dm de
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un volumen elemental del cuerpo dV por su aceleracion a,
dPy—=dm-a = ; vV,

siendo y el peso de la unidad de volumen del material del salido,
g 1a aceleracion de la gravedad.

En Lo figora 212, @ esti representado el easo de un movimiento
de traslacion no nniforme y en la figura 212, 6 el do una rotacion
uniforme.

i durante el movimiento, los elementos del solido sufren acelera-
ciones constantes, nada de particular ocurrird en el comportamiento
del material del solido. En este caso las tensiones y las deforma-

ciones se podrin oblener como en el caso de
solicitacion estilica por [luerzas exteriores
y Tuerzas de inercia.

Si el sélido que Heva fijos ciertos pesos es
suficientemente rigido, entonces por la ley del
movimiento del solido se establecen las acele-
raciones de sus elementos y de los pesos y por
éstas las luerzas de inercia. lstas fuerzas de
inercia se suman al peso propio del sdlido,
a los pesos fijos v a todas las fuerzas exteriores
aplicadas y se considera ¢l solido en reposo. El
caleulo se realiza entonces por los mismos mélo-
dos que se establecieron para el caso de soli-
cilacion eslitica.

Si el peso de las masas fijas que leva el
s0lido es grande, en comparacion con su peso
propio, y las luerzas de inercia del sdlido son pequeiias, en com-
paracion con las de las masas Tijas, entonces al caleular el solido
por resistencia y rigidez se podri Illt“-ill’llhI‘ de su peso propio.

En los casos cuando las orientaciones [ll' las aceleraciones a del
movimiento del solido dado coinciden con Ya linea de accion de la
aceleracion de la giu\’[‘d.ld g el Lipo de deformacion originada por
las fuerzas de inercia coincide con el de la deformaeion creada por
el peso propio y las masas que Heva. Si aparte de éstas no existen
otras fuerzas aplicadas al sélido entonees log esfuerzos generalizados
dindmicos P4, las tensiones pg (normales aq y tangenciales t4)
y los desplazamientos 64 (teniendo en cuenta las foerzas de inereia)
convendra calcularlos en funcién de las magnitudes £, p y 6 corres-
pondientes a la solicitacion estilica sin las fuerzas de inercia y el
coeficiente dinamico,

Fig. 212

kg=14 -g (217)
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por las férmulas,

Py = -Il‘up,
pa = kup, (218)
ad — {\'|||3<

En los casos cuando las orientaciones de las aceleraciones a del
movimiento dado del s6lido no coinciden eon la de la aceleracion
de la gravedad g, el tipo de deformacion del cuerpo,
originado por las fuerzas de inercia ya no corres- __*”
ponderi al de la deformacion debida al peso propio
y a las masas que lleva. Al calcular el silido en esle
caso se deberdan considerar las tensiones y deforma-
ciones correspondienles a. cada Lipo de deformacion o
comuo esto se realiza para lag solicitaciones estilicas. HJ

g
|

Ejemplo 114. La barra prismitica de longitud [ by
que soporta dos masas de peso (J; y @ se encuentra  jue
en movimiento nniformemente acelerado vertical (haeia
arriba), recorriendo en los primeros ¢ segundos el g
espacio S (fig. 213). g
Determinar el drea necesaria # de la seceion frans-  Fig. 213

versal de la barra y su alargamiento dinamico si el
peso por unidad de volumen del material de la barra es p, el médnlo
de elasticidad longitudinal E y la tensién admisible a la trac-

cion, lal.
Resolucidn, Bl esfuerzo axial estitico maximo en la scecion

superior de la barra es,
max N = @, - @y + yFL
La tension maxima normal eslilica,

max N Q4

i1,
F 7 +1

maxo =

. - 28 .
Como la aceleracion del movimiento dado a= &2 estd dirigida

verlicalmente hacia arriba, el coeliciente dindmico resullara,
a
T . .
4= -
g
La tension maxima dindmica sera,

) )
max og = kg max o = ky (('+1<2 + "91) .
Sexiin la condicidn de resistencia,

max oy — kg max o < lol
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Jrlfd

maxoc=

De aqui se obtiene el {irea necesaria de la seceidn transversal de
la barra,

F> Q'+ Ox
lo]
Lt RN
kg
El alargamiento de la barra de drea /' cuando las ferzas aclian
estalicamente es,

1
Al=|0 .
@ (( ’ + )M‘
T L1 alargamiento dindmico de la harra serd entonces,
L Alg = ka Al

Ejemplo 115. Un resorte helicoidal cilindrico de

paso pequeno, de loongitud 1 = 30 em, de radio de la
g espira B = 2 cm, de radio del hilo r = 0,2 em y de
ng = 10 espiras, soporta sobre su extremo una masa de
peso ) =1 kgl y gira en el plano vertical alrededor
de la arliculacion inmavil realizando n = 200 revo-
luciones por minuto (fig. 214).

Determinar la tension tangencial dindmica mixima mix 14 en
la seccion del alambre del resorte y el desplazamiento miximo
Al del peso @ sioel madulo de deslizamiento del alambre es G =
= 8-10° kgl/em® y el peso del resorte es muy pequeio en compara-
cion con el de la masa (.

Resolucign. La  fuerza maxima de traceion dinamica Py =
= k) actia sobre el resorte cuando el peso @ ocupa la posicion
inferior extrema.

Debido a la poca rigidez del resorte, al determinar la fuerza
centrifuga, se debe tener en consideracion el alargamiento  del
eje del resorte.

Asi, pues el coeliciente dindmico sera,

Fig. 214

2
k=142 =142 14 A
a=1+5 =1+ (148D
siendo la velocidad angular

2 2"
b I 20 oty OB o g
30 PR



4P Rnq 4.8:10 Py
AI= =P = — CH.
art 48.10°-16-10% 4

Hallamos pues,
Py=0Q [1 S S (z+ St “0)] — Q[1 + 0,45 (30 4 0,25P4)] &

~ (14,5 4 0,11Py),

de donde se obtliene,
14,50
P I r—————
1=1_0110

La tension tangencial dindimica méxima en la seccién transversal
del alambre del resorte serd,

2PyR  2-171.2

ar'  a8.1070

~ 171 kgf.

max Ty = ~ 2720 kgf/cm®

y el desplazamiento dindmico miaximo del peso,
:M:—Pﬂ=ﬂ~43 cm.
4 4

Ejemplo 116. La barra prismilica de longitud / que soporta
en su extremo superior el peso ¢, estd empotrada en el extremo infe-

Fig. 215 Fig. 216

rior en una pieza absolutamente rigida que se mueve bajo un angulo

al plano horizontal con aceleracion constante a (fig. 215, a).
Determinar los valores maximo y minimo de las tensiones dind-

micas normales en la seccidn peligrosa de la barra, si su drea y su
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mddulo de la seccion son respectivamente # y Wy el peso por unidad
de longitud, q.

Resolucidn. Durante el movimiento del sistema, sobre la barra
acliian: el peso (J, el peso propio g, dirigidos verticalmente hacia

A : ; Qa . . .
abajo; la fuerza de inercia concentrada = la carga de inercia uni-
P, L
f g qa . : . n
formemente distribuida % orientada bajo un dngulo - — o al

2
eje geométrico, en direccion opuesta a la del movimiento (fig. 215, 5).
En la scecion peligrosa empolrada de la barra aparecen las ten-
siones normales originadas por las [uerzas signientes:
Mwerzas de gravedad @ y g que ocasionan compresién axial

o QO 4ql ;
F

componentes de las Tuerzas de inercia que actian a lo largo del
eje geomélrico de la barra y que ocasionan compresion axial,

- (@4gqhasena
B

y componentes de las fuerzas de inercia que aclian perpendicular-
mente al eje geométrico de la barra y que ocasionan flexion,

0

(()I - —; qlz) acos o
ew '

Las tensiones normales dindmicas miximas y minimas en la sec-
cion peligrosa de la barra seran,

1
s (Q -+ 5 rﬂ!) alcose 0 4 gl (1 + “ qemx)
min gl-V o g

Elemplo 117. Una barra de longitud {, inelinada respeeto al
plano horizontal el dngulo e, soporta en su extremo libre una masa
de peso () y gira alrededor del eje vertical OO con velocidad angular
@ conslanle (fig. 216, a).

Determinar la tensién normal dindmica mixima en la seceion
peligrosa de la barra si el peso por unidad de longitud de ésta es g,
el drea de la seccion transversal, /' y el madulo de la seccion a Ia
flexion, W.

Resolucién. Teniendo en cuenta las fuerzas centrifugas que apa-
recen, escogemos el esquema de caleulo representado en la figu-
ra 216, b.

G”‘ == :E
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En la seccion peligrosa empotrada de la barra actian:
1) momentos f[lectores
debidos al peso propio de la barra g
2
M= 9°_cos o}
2

al peso de la masa
M: = Ql cos o

a la fuerza centrifuga concentrada Q—mz.’. cos o
g
2
@
M_,=Q—£zsan 2a;
2

a la carga centrifuga distribuida linealmente de intensidad méixima

E 1 w*l cos o
4

M;—T—DIS sen 2e;

2) esfuerzos de compresion, originados por el peso propio g
Ny = — gl sen a;
el peso )
;'\"3 = —(_) sen o,
3) esfuerzos de traceion originados por la fuerza centrifuga con-
)
centrada 2 w*l cos o
g
1 ”u}
Ny="—1lcos" a;
g
la carga centrifuga distribuida linealmente de intensidad mixima

{ a
-'L w* cos o

2
LU |
.'V,; :q’ i‘t:uszfx.

o
=
I momento [lector resullante serd,

My=My -+ My My M, =
22
— (() =l qu) leoso - ((J + lr;!) o sen 2o,
2 4 2p
K1 esfuerzo axial resultante,

.-'Vd = ."\‘rl —f—- N:’_ + 1’\'{3 —i— ;'\‘r,g = (() + — q![)

o'l cos o — () 4 ql) sen e
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La tensién normal dindmica méxima en la seecion peligrosa de
la barra sera,

My
W

=H(«+~§-w)
+ller54)5

Ejemplo 118, El sistema representado en la figura 217, a gira
alrededor del cje vertical 00 con velocidad angular constante w.

Determinar ¢l nidamero admisible # de revoluciones del sistema
por minuto gim = 1 kg, p = 10em,d — 1 em y la] = 160 MN/m®.

Se puede preseindir del peso propio del sistema y de la influencia
de L variacion de Ia distancia entre los pesos m sobre la magnitud
de Ia fuerza contriluga.

flesolucion. Considerando la fuerza centrifuga se obtiene del
esquema de edleulo representado en la figura 217, b.

In la seccion peligrosa empotrada
aclian un eslierzo axial de traccion
Ng = mw?p y un momento flector

cosa — (O - ql) sen c.:] +

1 sen 2o -+ (f} |- —)U:‘:a]

My = mgp | mo*p2p = mp (g + 2a?).

La tension de Lraceion  dindamica

omaxima en la fibra interior de In see-
cion empotrada sera,

Ny A!ll
max oy — — Sy =
=g T
_m m. P | mp (g - 20°n) "
r W

d 1

Como cuando — = —

0 10

-

el coeliciente o, = pmi

d

T

Fig, 217 2p
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la condicién de resistencia en la seccién peligrosa serd, maxoyq=

3 1 2p mpg ;
= My p(F b= W )+ W < [o] de donde se obtiene,

s l/

a0

/T eote — 01981
- 'r 60-10 =5 110~

1 2.0.1 )
10| ——— 4+ —
((1,8-1U"+ﬂ,i-10_"

3 _
e : 1750 & 270 rev/min,

~~ )/ 750;

h Y

Problemas 934-936. Determinar las tensiones normales o en las
secciones transversales de los elementos indicados de los sistemas
en movimiento, originadas por la accién conjunta de las fucrzas
de gravedad y las fuerzas de inercia,

En las figuras, la diveccion del movimiento se indica por [lechas
acompanadas del indice a.

9 936
| I \%¢ 45

a yrrr:.-:“
I = =lom®

; m=310%y i D:da
¥ 7
I o2 e PO R P ..

Gyp=7

|a=gmfs=

Problemas 937-950. Determinar las magnitudes indicadas en
las condiciones de los problemas, debidas a las fuerzas de inercia que
surgen en los sistemas que giran.

En las Tiguras los ejes alrededor de los enales gira el sislema
estin indicados con flechas acompaiadas de los indices @ 6 n. Si no
se dan las dimensiones de la seceion transversal y £ del drbol, enton-
ces considérese éste absolutamente rigido. Los elementos absoluta-
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mente rigidos de los sistemas, excluyendo los ejes de rotacién, estin

representados por lineas dobles con rayado.

En todos los problemas a excepcion del 942, considérese que la
rotacion es uniforme. Prescindase de las deformaciones de los ele-
mentos del sistema al caleular las fuerzas de inercia.

En los problemas 937 y 938, aparte de las fuerzas de inercia,
considérese también las fuerzas de gravedad.

f!.ﬂ,m'. E A’g‘”ﬁmz

Fr,mm= Fom® 6y g =7

4
Bt o (oShgf
S
L (e
mF iy o 5ig
5'!'15_// R'er_m
) -
--:—:m—-‘-—m—-J

L= 1000kg1em?, d=? b=?

&
£x20%gten’ 0, E)
L= t500kgH o

Arpm=7

9

400

i
T.#
i

&7ln

24 d

-

T
P
1

A

P TLIT IS e
\s=§;"¢=f, 1 pare-2

(EP 7= 1008 rp.m.

100 —=

Owzigt 0 @‘L

maxG ¢ g=?



1 =1200rp.m.
‘ LR

y=0gffem®

= . s
i | sgiwse 3 ﬁ]?w ifs
?IEJ S1-0=7?

48 ek
e s

Er"Iﬂ‘:@ffcm& 16} fﬁﬂﬂ.ﬁ'ﬁf{ﬁmz \ é}' 20 maxGy=?

oy ”

3R ——
a’l, max 67
™!

Problemas 951-953. Determinar la velocidad angular o 1/s
(0o el niimero de revaluciones por minuto n) de rotacion del eje que
conduce a la pérdida de la estabilidad del elemento comprimido
del sistema.

Considérese que las tensiones criticas no superan el limite de
proporcionalidad del material,
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93t 4z £ i

5
g=dngf 300~
E:210%kgtfem?; n=?

por_m-i

§ 2. Oscilaciones elasticas

Se denominan escilaciones eldsticas las desviaciones periodicas
del sistema eldstico de la posicion del equilibrio estable, Si el sistema
se saca de su posicion de equilibrio por la aceidén de un solo impulso,
entonces se obtienen las asi llamadas oscilaciones libres o propias. Si
sobre el sisterma actia una fuerza generalizada que varia periodica-
mente en funcion del tiempo (fuerza perturbadora) obtendremos enton-
ces las oscilaciones forzadas.

Las oscilaciones libres, como consecuencia de las fuerzas de
resistencia, son de hecho oscilaciones amortiguadas, es decir, osci-
laciones que ocurren con amplitud que disminuye con el tiempo.
Si la frecuencia de lag oscilaciones libres coincide con la de la fuerza
perturbadora, entonces surge la resonancia, fenémeno que consiste
en un aumento rdpido y continuo de la amplitud. Puesto que el
aumento de la amplitud de las oscilaciones estd relacionado con el
incremento de las tensiones, la resonancia puede conducir al sistema
a un fallo prematuro.

Todo sistema elistico tiene una infinidad de grados de libertad,
puesto que el niimero de coordenadas independientes que determinan
la posicion en el espacio de las masas distribuidas en los elementos
del sistema es infinitamenle grande.

Si la masa propia del =istema no se considera, o se considera
reduciéndola a uno o varios puntos, entonces se puede estimar que
el sistema tiene uno o varios grados de libertad. Cuando se prescinde
de la masa propia del sistema, se considera que éste tiene un grado
de libertad si soporta una sola masa cuya posicién en el espacio se
determina por una sola coordenada. Si la masa propia del sistema
se puede concentrar, con suficiente exactitud, en el punto de aplica-
cién del peso que soporta, entonces se considera también que con-
vencionalmente el sistema tiene un grado de libertad.

Aqui se analizan solamente las oscilaciones propias sin amorti-
guamiento del sistema de un grado de libertad y se prescinde de la
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masa propia del sistema, La masa propia se considerara solamente
en los problemas mis simples que se refieren a las oscilaciones de
harras prismadlicas.

En todos log casos, la masa que oscila se considera constante y el
sistema elastico, lineal, es decir, que la fuerza generalizada de recu-
peracién P que aparece en un momento dado es proporcional al
desplazamiento  generalizado correspondiente 8,

P = (8, (219)

siendo € la rigidez del sistema, fuerza generalizada que origina
un desplazamiento generalizado igual a la unidad.

La configuracion del sistema deformado durante las oscilaciones
se considera la misma que la que corresponde a la solicitacion
estiatica del sistema por la correspon-
diente Tuerza generalizada aplicada en

el punto donde se fija la masa y que G
actia en la misma direccion en que b
ocurren las oseilaciones,
Ca
2

Oscilaciones libres de sistemas eldsticos
prescindiendo de Ya masa propia

En el caso de sistemas lincalmenle
deformables, el desplazamiento gene-
ralizado 6 del punto de suspension del
peso, correspondiente a la aceion esti-
lica sobre este mismo punto de la
correspondiente fuerza generalizada P
se obliene Ficilmente por ecnalquiera
de los métodos conocidos y la rigidez
¢ del sistema por la expresion,

C=—. (220)

La rigidez el gistema con conexion
paralela, en seric o mixta de sus cle-
mentos eldsticos conviene determinarla
recurriendo al mélodo siguiente.

Si los elementos elisticos del siste- Fig. 218
ma. derigideces C;se unen en paralelo
(esquemas de Ia fig. 218, ay b) entonces la vigidez del sistema sers,

¢ = z¢, (221)
si se unen en serie (fig. 218, ¢),
2 |
L= i (222)
i
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y si se unen de manera mixia (fig. 218, d) de tal forma que parte de los
elementos de rigideces €'; estin unidos en paralelo y la otra parte
de los elementos de rigideces (' en serie, entonces la rigidez total
del sistema sera,

Cm— 1 (223)

1 1
et g
= i
Cuando se prescinde de la masa propia del sistema, la frecuencia
circular de las oscilaciones libres w (nimero de oscilaciones en 2n
segundos), la frecuencia de las oscilaciones N (nimero de oscilaciones
por segundo) y el periodo de las oscilaciones T (tiempo necesario
para realizar un ciclo completo) se determinan por las formulas
siguientes:
a) en el caso del movimiento alternativo (de avance y retroceso)

del peso, .
we Pl VE,
m H
N— 1 ‘l/‘_ - g (224)
2n m In b
T =2n Vﬂ =2 E f
¢ 3

’ i) y : q
siendo m =-— la masa del peso (), kgl.s*cm (en el sistema S1 m es

la masa en kg que se determina compardandola con la
masa palron de 1 kg; el peso @ en newtones, ) — mg);
6 desplazamiento lineal del punto de aplicacion del
peso, correspondiente a la accion estialica de la
fuerza @ orientada segin las oscilaciones, en cm(m);

C =£‘)— rigidez del sistema, en kgf/fem (N/m 6 kN/m);

b) en el caso de un movimiento alternativo de rotacion,

= A\

W= —
m

1 /¢
~ 225
o (229)

fﬂl
T s 24 ]/L
C

N=
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siendo [, = {p""‘ dmr—%j{#dl" el momento de inercia de la

o
w

v
masa del peso respecto a su eje de rotacion kgf-cm-s?
(en el sistema S1 7, - \ p*dm = p, \ p* dV kg-m?);

v peso por unidad de volumen de la masa fija V en kgf/em?;

po densidad, masa por unidad de volumen de V en kg/m3
(en el sistema S1);

o distancia del elemento de volumen dV al eje de rotacidn,
en cm(m);

C = % rigidez del sistema en kgf-cm (N-m), donde M es el

momento que aclia estilicamente sobre la seccidn
de suspension del peso en la direccion de las oscilacio-
nes, en kgf-em (N-m) y ¢, el desplazamiento angular
de la seccion de aplicacion del momento M originado
por o aceion estatica de éste, en radianes.

Fig. 219

Ejemplo 119. Dado: ¢ — 16 kgf, ¢ = 2 em, £ — 2.10" kgllem?
y I = 0,4 s (Tig. 219). Determinar [,

-

Resolucidn. Como el periodo de las oseilaciones es 7'~ 2n )/ % ;
Tg
sulta & =
resulta 7
La Tlecha del extremo libre de la viga originada por la fuerza Q
. = FIL]
aplicada estiticamente es § ?(—E'il_ y por lo lanto,
op_ 1 T 3ET Y/ 1.981-3.210°-2°
AL S P L T
SET Ax ArtQ) 1041612
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l_‘:jctnplo 120, Dado: m = 20 kg, & = 8 em, [ = 40 em, N =
= 20 wscil/s y G = 8.10" MN/m?* (fig. 220). Determinar a.

Nesolucign. Como N = ‘1-1 —-(‘— y I = 2mb*, obtendremos,

2r fiz °
C = 4n*N2,, = Br*Nimb®.

Puesto gue la vigidez de Ja barea o la torsion es
_f;;.t.r%(;'-u,ma‘
T l

siendo [, L,14 a* ¢l momento de inercia a la torsion de la sec-
cion cuadrada de lado a, resultari,

Lot 4 ) R MG a2
040G _ oo e, :‘/ SN mb*l
t : 0,146

¢

1

& = = = =
l/.“‘a<tl!.f,.1t]‘-2t)-[;.1.|H Y40.107%

TTRETL —1,95-107%*=1.95¢cm.
) 14810

Ejemplo 121. Dado: Q, a, I, £ ¢ I (fig. 221). Delerminar o,
NyT.
Resolucion. Puesto que el dngulo de giro del peso @ alrededor del

centro de la arliculacion del apoyo izquierdo es ¢ = la rigi-

BET’

dez de la barra resultara,

A4 3E1
G B0,
P {
El momenta de inercia de la masa del peso vespeeto al eje de
e
)
1 m= i— a’.

Por las férmulas (225) se obtiene para la frecuencia circular de
las oscilaciones,
o Y Ot 7/ 3 E

!rﬂ a OI

para la frecuencia de las oscilaciones,

]

[0) 1 3Bl g

9n 2na Ol

N:
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y para el periodo de las oscilaciones,

1 -l/ Q1
T=_=2 e——t
N e 3EIg

Ejemplo 122. Dado: ; I; las caracteristicas D, d y n del resorte
(n es el nimero de espiras), G y que la barra AB es absolutamente

=
0
=7
4
B .nu—n;a,;ln? A & ﬁ_i
Fig, 222 Fig. 223 Fig. 224

rigida e imponderable (fig. 222); determinar la frecuencia circular
de las vscilaciones © en funcién de la posicion del peso @, es decir,
en funcion de la distancia z.

gz ; x
Resolucién. La fuerza que tracciona el resorte es P=0Q . El

i

desplazamiento vertical del punto A,

8Ph*%  8QD% =z

W= =G T

el desplazamiento vertical del punto €,
ﬁezﬁdﬁ=8003n-—xi

l Gd* I

y la frecuencia circular de las uscilauilmeq del peso,

g
o ]ﬂ
Se 2D..~: Z.(JDn

Este problema se puede resolver también partiendo no del movi-
miento de traslacién, sino del movimiento giratorio del peso Q.
Entonces se obtendra,

6
para el desplazamiento angular del peso, rpzT";

para el momento de recuperacion, M = Pl;
g ; Pl:
para la rigidez del sistema, € =—=——
P Oa
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para el momento de inercia de la masa del peso respecto al eje
de rotacion,

y para la frecuencia circular de las oscilaciones del peso,

. ¢ 1/ /re ]/ Cy
Vi oz Vo,  20x ¥V 2000

Ejemplo 123, Dado: para las barras, I, dy, G, Lo, do v Go;
para el disco y (peso por unidad de volumen), D y kb (fig. 223).
Determinar la frecuencia eireular @ de las oscilaciones del disco.
HResolucién. Las rigideces de las barras a la torsion son,
G, Gmund c Golp, Gynd;

R 321, =, 321,

Puesto que las barras estan unidas en paralelo, la rigidez del
sistema oscilante se obtendrd por la férmula (221), es decir,
(Gd‘ (‘zd;)

&l Bl
1+Cz 3

El momento de inercia de la masa del disco cilindrico respecto
al eje de rotacion es,

A +Zz

b2 D/e
1m=lj‘p2dV=1 IpEnpkdp:’nvkjp dp = ﬂ?hU
g £ g ) P

Por la [ormula (225) hallamoes Ia frecuencia cireular de las vsci-
laciones del disco

B /G | Gudh
o VE_LY b b
I~ D* Ty

Ejemplo 124. Dado: para la viga {,, £, y [I;, para la barra,

lay, Ey, Fp y Q llig. 224).

Determinar 7.

Resolucion. La rigidez de la viga sobre dos apoyos solicitada por
una fuerza aplicada en su seccion media es,
48E,1,

g’
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la rigidez de la barra a la traccion,
02 =E2F2
by

Como la viga y la barra estan unidas en serie, por la férmula
(224) obtendremos la rigidez del sistema oscilante,

€= 1 1 B : 1
1.1 & b
Ci-l CZ 48E1I1+E2F2

Por la férmula (224) se halla el periodo de las oscilaciones del

sistema,
3
T=2n e = 4N V-—Q(L—*- I‘lz‘).
C g \A8EI,  E.F,

Problemas 954-965. Determinar las magnitudes que se indican
en las condiciones de los problemas para los sistemas oscilantes.

La direccion de las oscilaciones se indica por flechas situadas al
lado del peso.

394 a6
o “

| ¢ |

& s -'

X 4 r

| ‘ \_"

I - | :

e £=1225 Njm rer \

{ =g m:H@
957 | 958 }
g

50 1 IN £ |

-‘EE—-*—ZU ——jl L—Gi 2a &D —‘

T=?
Le masy  oseitn sincronizudamente
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£=10%gffem?
n=>5espiras  G=8 fﬂ'jkgﬁrmf
g=435 kgt T=?

2=100

d64
363

i

d &

|
=208 kol G
£=2410 :g-',cmf .-g. I 4

G=8:10 kgtfem? b

=5 kgf 7

» (L L T=7 TR

|15em
ey |

6=8-10%gtfer?
g =104gf

w=7

Oscilaciones libres de sistemas eldsticos considerando la masa propia

En las oscilaciones libres de un sistema eldstico, la masa distri-
buida propia m, del sistema puede considerarse de manera aproxi-
mada, desplazindola al punto de suspensién del peso y suméndola

con la masa m del peso.

Se entiende por masa reducida m, la masa concentrada en el punto
de suspension del peso cuya energia cinética es igual a la energia
cinética del movimiento del sistema de masa my. La magnitud de
la masa reducida es proporcional a la de la masa real del sistema y se

determina por la férmula,
my = ke, -my.
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I2l coeficiente de reduccion de la masa k,, depende de la ley de
variacion de las velocidades del movimiento de los elementos de la
masa mg y se establece de la igualdad de las energias cinéticas de
los movimientos de my y mg que nos lleva a la expresion siguiente,

2
e (%) dm, (227)

i,
Uv

siendo & y &, los desplazamientos generalizados del punto de sus-
pension del peso y de un punto arbitrario del sistema originados
los dos por la accion estatica sobre el sistema de una fuerza genera-
lizada que corresponda al tipo de deformacion del sistema en las
oscilaciones, aplicada al punto de suspension del peso y orientada
sephn las oscilaciones,

Iin ¢l caso de barras rectas de seccidn transversal constante los
coelicientes de reduccion de la masa se obtienen por la formula,

i

1 5.\
i o Ox 228
}J'N . l j‘(a) d‘t? { )
(1]

siendo de el elemento de longitud de la barra,
I su longitud.

La frecuencia cireular w, la frecuencia N y el periodo 7' de las
oscilaciones libres del sistema elastico en el caso que se Lenga en
(noulu la masa propia, se obtienen por las formulas siguientes:

a) en el Inn\lrll]l']ltu alternativo,

i Y B
- m - k,my h O,
! IF{ ' I “}‘ 'I"HI %
/& __1
V o4 Lo
Pt 1 o 2 __ b, /4 1
T og m -+ k, wMy  2m l.f" 8§ J,
L do— 0 (220)
- 1 _,. q 1
- )_ ,"I o +
20 l b 1 +].m ny,
T | 2:’[ Vﬂ___’- + _’ll.mnhl = 2n l/i (1 —]' ku: &) ==
% g 0
o V1),
g s




siendo () = mg y ¢y = myg los pesos de la masa aplicada y del
sistema,
6= % el desplazamiento lineal del punto de suspension
del peso, debido a la accion estatica sobre el sistema de
la fuerza @ orientada segin las oscilaciones,
b) en el movimiento alternativo de rotacion

' i s
+ !fl'l “’_ km‘rmo
2] .
1 C
N N V) (230)

2n l"m + '!"'m;m., '

Y' = 2:‘1 V‘}j + Il"“!”k“ .
z

J

3
—

siendo Iy y I, los momentos de inercia de Ia masa
del peso m y de la masa del sistema

b) = mg respecto al eje de rotacion.
Veamos algunos ejemplos donde se considere la

I masa propia de las barras prismdticas, en el caso de

‘ las oscilaciones libres mds simples.

L=

|

-
——
=hod - g —

Ejemplo 125. Oscilaciones longitudinales. Dado:

O, v, £, a, byE (en el sistema SI se considera dado,
la masa del peso m en kg, la densidad de la barra p,
* , en kg/md, F, a, by E, Iig. 225, a).

g Determinar 7.
Resolucidn. Cuando la carga () actiia estilicamenle,

c) l la relacién entre los desplazamientos lineales (alarga-

g mientos y acortamientos) de dos secciones arbitrarias

I (determinados por las coordenadas z, y ) y la
o seceion  de  suspension  del peso, son respectiva-
f mente,

5:\'; Ty 5 5.\"_- Ty

_—t=— Yy —=—.
Fig. 225 6 & b

De la expresion (228) hallamos el coeficiente de reduceion de la

masa,
a b
~l [ Y ot [(5) an] =3
km_a-|-bu'(a d‘t""u R b g

o
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Puesto que los tramos de la barra se unen en paralelo, por la
férmula (221) hallamos la rigidez del sistema,

VI L L] L o]
a b ab

La masa propia del sistema es my = -.g- (a + b), y la del peso,
m= 2[(en el sistema 81 my=poF (a 4 b)].
g

Tor la formula (229) hallamos el periodo de las oscilaciones
libres del sistema,

7 =2n ]/ngn ]/ Q _ab (l+ﬁ_a.+b)
¢ EFg a+b 30

en el sistema S|

Dy ~|/m-f—:"a’,,,.*.rit,_‘l m_ab (1+[|.;F_a+b)‘
EF a+tb 3

m

Casos particulares (se analizan en el sistema técnico de unidades).

Si el peso () se suspende sobre la barra de longitud a, mientras

que la de longitud & no existe (fig. 225, b), entonces, suponiendo
EF

s

(0, obtendremos

G v /(} o I
{,":Lf, m"_—.ifa y T'=2n v va (1+1!‘a)'
@ 4 EF;{ 3(}

Si el peso () descansa sobre la barra de longitud b, mieniras que
la barra de longitud a no existe {fig. 225, ¢), entonces

2 o v b T
g—:( C:Q, m,,:ih y '=2=n ~§—-—(1 }—-——3)
a b g EFg 30

Ejemplo 126. Oscilaciones transversales. Dado: @, v, F, I, E
y 1 (Tig. 226).

Delerminar 7.

Resolucién. Cuando el peso  aclia estiticamente, el desplaza-
miento lineal (flecha) de una secciéon eualquiera situada a una dis-
tancia x del empotramiento izquierdo se determinari por el método
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de los parimetros de origen,

1 2 0 xs)
'5“=E(M”2 2 8/

De la condicion de simetria de la viga se deduce,

2

) W

de /*=+ EI 2 16 "N
(43 7

y My= 8

y por lo tanto,

3 2 3
ax=i(3"_2 . 4%);
WBET\" T i

4 L ! .
(I“‘ E~ &J | =
<TT
My 5, &
y T
Fig. 226 Fig. 227

Hallamos por la férmula (228) el coeficienle de reduccion de la
masa de la viga,

2 & e 5%
m:i (é_x) d¢=% (3i_4:"_.) =1_3,
8 i J I B 35

[
El peso propio de la viga es Q = yFL.
El periodo de las oscilaciones libres de la viga se obtiene de la

expresion (229),

—am Y2 Q) _= __(”3( 13 yFL
P g(1+km0)_4 31z \' T30 )
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Ejemplo 127. Oscilaciones torsionales. Dado: @, D, v, d, a,
b y G (lig. 227, a).

Determinar 7.

Resolucion. Durante la accion estitica del momento de rotacién
que actia sobre la seccion de suspension del disco, las relaciones de
los desplazamientos angulares (dngulos de giro) de secciones arbitra-
rias (determinadas por las coordenadas z; y x,) y la seccion de sus-
pension del disco son respeetivamente,

8_.\-! . 'i_\. . Ty v 61'-_» 'F.\‘g ]

& W a b I b

De acuerdo con la formula (228) el coeficiente de reduccion de la
masa de Ia barra seri

‘ I L 1) . I
f’n,‘,=“+h[>[( ”) d.n+j( h) iy =

Puesto que lns tramos de la barra estan unidos en paralelo, por
la formula (221) hallaremos la rigidez del sistema
_ﬂ_’;",._f_(,_ —ar, a4 b nr{ rr_|-..’J

a b ab 32 ab

r_':

El momento de inercia de la masa de la barra cilindrica respecto
a su cje geométrico sera
T Y ou
L= 3y d* (a 1 b).
El momento de inercia de la masa del disco cilindrico de peso
¢y de diimetro D es,
o DF
"(Hr —_———
g 8
Por la formula (230) se obtiene el periodo de las oscilaciones
libres del gigtema,

T—9n |.1' fm—i_km!mu:gn V Imﬂb_(l "l_ 1 ]m.,)=
54 3 Iy

Gl (a4 )

_ a2 1] QO ab (l nd.‘\,'_a{—b)
SR nGg a--b 120 pt )’

J!
Caso parficular. Si -2 = 0 (fig. 227, b), enlonces

ot

a - 32g
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S

_ Tuo(y 1 Ine)_4n 2 ﬁ(l M‘va)
= fp(1+’§fm)_’”f ¥ '

I
G aGg 120D*

Problemas 966-970. Determinar los coeficientes de reduceion
de la masa kp, de las vigas, considerando que la masa se desplaza a la
seccion K.

568
X
. |"L
L_*___l
}-'-? ~Ea -
69

e

|_.._

Problemas 971-975. Determinar los periodos 7' de las oscilaciones
libres de los sistemas,

11

(=32049f

g LL




Oscilaciones forzadas sin fuerzas de resistencia

Si las oscilaciones forzadas del sistema de un grado de libertad
resultan de la aplicacion sobre peso de una fuerza generalizada de
perturbaecion arménica

Py = Py sen wgl, (231)

siendo Py el valor miximo de la fuerza perturbadora P ;
wy la frecuencia circular de esta fuerza;
t el tiempo;
entonces la amplitud de las oscilaciones forzadas A se determinara
por la formula signiente,
§,
A =—"— —p5, (232)
]
P

Iin la Tormula (232) 6 es el desplazamiento generalizado del
punto de suspension del peso, originado por la accion estitica de la
fuerza Iy, @, la frecuencia circular de las oscilaciones propias del
sistema y

ﬁ=—1—,, el coeficiente de aumento de las oscilaciones. (233)
[oh
T @

Siowg 3 o, entonees A — 0 y el peso que descansa sobre el
sistema eldstico permanecerd pricticamente en reposo,

Si wg € o, entonces 4 — O, y las oscilaciones del peso ocurrirdan
con una amplitud igual al desplazamiento originado por la acecion
estitica de la fuerza P,.

Si wy se aproxima a w, entonces la amplitud A crecerd rapida-
mente.

Coando @y = w surge la resonancia v A — oco. En realidad,
debido a la existencia de fuerzas de resistencia, la amplitud A no
llegari a ser infinita, pero si, puede aleanzar una magnitud muy
considerable.

lin la zona de resonancia, cuando 0,7 q,{%"wﬁg 1,3, las Tuerzas
perturbadoras relativamente pequenas pueden originar deformacio-
nes considerables en los elementos del sistema que oscila, por lo
tanto, tensiones considerables también,

Si la frecuencia de la fuerza perturbadora, al erecer, pasa rapi-
damente la zona de resonaneia, entonces la amplitud no tendra
tiempo suficiente para alcanzar su valor miximo.

Ejemplo 128. Al peso @ = 100 kgf, que descansa sobre el extremo
de una barra prismitica de longitud I = 1 m y de drea de la seccién
trasversal /7 — 1 cm?, se le fija otro peso @, — 2 kegf que gira con
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el brazo p =8 em realizando n = 2400 r.p.m. (fig. 228, a).
El mddulo de elasticidad longitudinal del material de la barra es
E = 2-10°% kgf/cm®.

Determinar la amplitud de las oscilaciones forzadas del peso
prescindiendo de la masa de la barra y de las fuerzas de resistencia.

. LJ 0
b) "ﬂ d ' ! Pp=PE.¢enmg:‘._ _h
N Wt
Fig. 228 Fig. 229

Resolucion. Puesto que el desplazamiento lineal (alargamiento)
del punto donde se fija el peso, al actuar estiticamente la fuerza @
orientada segin las oscilaciones, es

s Qb 100400 1 o005 i,

EF  2.10°.1  2.10°

obtendremos, por la formula (224), la frecuencia circular de las osci-
laciones libres lm!gitudimlos

— ]/ ‘J812102~44J—

Al girar la carga desequilibrada )y aparece una fuerza centrifuga
) ; R 3
Po= ] wip cuya componente sobre la linea de las oscilaciones

constituye una fuerza perturbadora armdnica (fig, 228, ) P, =
= Py sen o, ¢ que origina oscilaciones forzadas.
La velocidad angular de rotacion del peso ¢y es al mismo tiempo
la frecuencia circular de las oscilaciones forzadas y es igual a
an  w-2400 oo |

yYy=——= %2-)1—.

30 30 §
El valor maximo de la fuerza perturbadora es,

2
p0—9w§p=wﬁ103& ket.
g

- 981
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El alargamiento de la barra, orientado segiin las oscilaciones
y originado por la aceién estitica de la fuerza P, es,

Pl 1030100
TOEF T 2.10%1

Como el coeficiente de aumento de las oscilaciones que se obtiene
por la formula (233) es

8y ~ 0,052 cm.

1 1
= = ~ 1,47‘
P " ﬂz, 2512
w* 443*

In amplitud de las oscilaciones forzadas del sistema serd,
A = fb; = 1,47-0,052 = 0,08 cm.

Ejemplo 129. En la mitad del dintel del pértico representado
en Ia figura 229, a se encuentra un motor eléctrico de masa m =
965 kg. La parte desequilibrada del motor esté constituida por un peso
concentrado de masa m; = 4 kg que gira con un brazo p = 4 ecm
alrededor del eje del motor haciendo n = 1 500 r.p.m.

Determinar la amplitud de las oscilaciones forzadas del portico
si L 1 cm. el momento de inercia de la seccién transversal del
dintel y de las columnas es 1 = 400 em* y £ = 2.10° MN/m?®,

Prescindase del peso propio del portico.

Resolucion. La fuerza de gravedad del motor eléctrico y su parte
desequilibrada es

Q = mg =940 N; Q) = myg = 38,2 N.

s

Las reacciones horizontales en los apoyos del portico originadas
por la aceion estitica del peso () se obtienen por la férmula (200)

de la ecuacién candniea del método de las fuerzas X| = — —g’f- Como
11
t
0 3
5161,1:_252&2@__ A
2 2
o
!
E)rﬁ” =2 j :rfdxl + 2!3] =,—§ P,
J £
resulla
Qr3 3

3
= 0 =—940=176 N,
16

2.8 716

La flecha del punto de suspension del peso () originada por su
accion esliatica se obtiene por el método de la Tuerza unitaria
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ficticia
!

3 3
52 I( ){I-[--—O—zz)zzdz v b EdDd -
El 2 96 EI  96-2.10"-400-10°

—0,857-107" m = 0,857 1072 cm,
La frecuencia cireular de las oscilaciones libres del portico resulta,

it —
©= ]/ ]/ 81 - =.",38-1—-.
0,837-107" ¢

Al girar el peso desequilibrado ¢ aparece la fuerza centrifuga
Py = muwio cuya componente sobre la direccion de las oscilaciones
(fig. 229, b) constituye una fuerza perturbadora arménica P, -
= Py sen @,f que causa oscilaciones forzadas de frecuencia circular,

. _a- 1500 - ‘1
Wy =—— =157 —
: 30 s
El valor miximo de la fuerza perturbadora sera
Py = 4-157*-4-107 = 3 940 N.
Esta fuerza, aplicada estdticamente, origina en la seccion media
del dintel la flecha signiente:
7 3 7.3940- L
6,,:;‘ Pol == ! 3;?‘“ _1 _s=.5,(-'10 “m
a6 EI 96-2.10".400-10

Como el coeficiente de aumento de las oscilaciones es

1 1
- 1,28,
p wj {_ 157°
o’ 338"

la amplitud de las oscilaciones forzadas del sistema serd
A = B8y = 1,28:3,7-107% — A,7.107* m = 0,047 cm.

Problema 976. Determinar el namero de revolueiones ng del
muolor (que puede LIL-Splanr=c sobre las guias) en cuyo eje se encuenlra
el excéntrico de peso () si se conoce la amplitud A de las oscilaciones
forzadas del motor. El peso @ incluye el del motor y el del excéntrico
Q,. Prescindase de la masa de las barras.

978 977
q Ckgffem

= m=5ky F=2cm?

E=1,96-10°MN[m2; A=0t5mm  Fp=Fm tFpSnegt  A=?
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Problema 977. Determinar la amplitud A4 de las oscilaciones
del émbolo del indicador de la maquina de vapor que se mueve sin
friceion en el cilindro de didmetro D si la presion que actiia sobre
el émbolo varia segin la ley

Py = Pp + Pgsen oy,
Problemas 978-980. Determinar las amplitudes 4 de las oscila-

ciones forzadas de los sistemas.

En los problemas 978 y 979 considérese también la masa de las
vigas.

979
i1 jf{cm ]
motor = -05kof
=51 kgf . Ei?r:‘2?.‘r .ﬁqp P %
Yy skt m &
__a=50cm a d-542em
E=2-10%gffem?  A=? E=t0%kgtfem? a7

Problema 981. El punto de suspension del resorte helicoidal
realiza un movimiento armonico oscilatorio de acuerdo a la ecuacién
@y = 10 sen 20 t,

Determinar la amplitud A de las oscilaciones forzadas del peso
v las tensiones dindimicas max tg si el didmetro de la espira del
resorte es D = 10 em, el diametro del alambre del resorte, d = 1 ¢m,
el nitmero de espiras n = 25 y G = 8-10° kgl/em®.

980 981
— T =60kt -6m 52 0

£=8-10%gtlem2  M,=1000sen fit hgt-om
A=? maxTy=7?

Determinacion de las tensiones y caleulo de la resistencia

1)1 desplazamiento generalizado dindmico 8y de un punto cual-
quiera del sistema en un momento ¢ arbitrario del movimiento oseci-
latorio consta del desplazamiento generalizado constante §, que
corresponde al tipo de deformacion que surge durante el proceso
oscilatorio pero que es debido a la accidn estitica del peso ¢ y del
peso propio del sistema, y del desplazamiento generalizado variable
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originado por la carga perturbadora
Py= Pysen wgt, esdecir, 8g = 6 fig sen wgl. 234)
Ln el caso de sistemas lineales, de manera aniloga, se determinan
también las tensiones dindmicas generalizadas pg (o4 0 14) en los
puntos de los elementos del sistema. Es decir,

Py = p-+ Bposen o, (255)
siendo p la tlension generalizada (o 0 1) correspondiente al tipo
de deformacion que surge durante las oscilaciones, pero originado
por la accién estitica del peso @ y del peso propio del sistema y p,,

la tension generalizada debida a la

Pd accion estitica de la fuerza mixima
[nurl.m'lmdtu'n P

| N\ f Rk Los  valores extremos de las
3 ..I. |H ‘l a "! (* i ; L & I‘ I:{_
maxp, tensiones aparecen durante las de

viaciones maximas del sistema de

< 7 —
ES
3

{ ¢ la posicion del equilibrio estdtico
! y son

Fig. 230 max o

* min P4 =P + Bpo- (236)

Puesto que durante las oscilaciones las tensiones varian perid-
dicamente (fig. 230), en el caso de procesos de larga duracion, el
cilculo de la resistencia de sistemas oscilantes debera realizarse por
los métodos establecidos para los cileulos de cargas allernas eiclicas.

Cuando se trata de procesos oseilatorios de poca duracion y cuando
max pg — min pg

3

&

la amplitud de las tensiones variables ( )os pequena,

el cileulo de la resistencia puede efectuarse a partir de las lensiones
maximas de la misma forma que éste se realiza para las cargas cons-
tantes.

Como el desplazamiento miximo generalizado dindmico es

maxéd=.~|5-|-|36U=5(1—f—ﬁ%1)=6k,,, (237)
siendo
i.‘d-.:i—;-ﬁ%:i—f-% (238)
el coeficiente dinimico de las oscilaciones, la tensién dindmica
generalizada méxima serd,
max pg = pkq. (239)

La condicion de resistencia se podri plantear en la forma
siguiente,
max pg = pha < Ipl (240)
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pt?, (241)
kea
siendo [p] la tensién generalizada admisible (lo] 6 I<).

Ejemplo 130. En la seccién media de una viga de seceidn rectan-
gular F —=bxh=12x1 cm*® de longitud I =1 m se encuentra
un motor eléetrico que pesa @ = 20 kgf. La parte desequilibrada
que gira estd constituida por un peso concentrado ¢y = 1 kef ubicado
sobre el eje del motor a una distancia p = 4 em (fig. 231, a).

Determinar el namero de revo-
luciones por minuto n para que la
tension normal méaxima en la viga
aleance el valor max gg =
— 2000 kgf/em? El peso de la
unidad de volumen del material
de la viga es y =8 gf/fem?, el mo-
dulo de elasticidad  longitudinal
E — 210 kef/fem®.

Resolucién. Bl peso propio de la
viga,

Og—yFI=8-10-3-12.1.102 9,6 kgf.

11 momento de inercia de la seecidn transversal de la viga respeclo
al eje neutro y el médulo de la seccién son respectivamente,
bR 1241 bh* 1241
J=—=—""=1 cm!, =_—=2 em®,
12 12 G G
Durante la accion estatica de la fuerza concentrada @ y de la
distribuida @y sobre la viga, la tension normal maxima Gy.x ¥ la
flecha miaxima o,y serin,

Ol Qul

M A8 _L( &)_
Tmax = w = W ——,}w Q-+ e

Fig. 231

( uﬁ"”) 310 kgf/om®
] M —_— = 148 1,
2 9 s

OF 5 QfFf P ( -5 )

ASET 384 EI  48El O+ 80" -

)" 5-0.6
_ 10 . (20 5-1.6
4821071 8

6!“«1!‘ E—

) ~ 0,27 cm.
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Puesto que el coeficiente dindmico es, segiin la formula (238),

kst _ma\crd__ZOUU ~ 645
‘ Smax  Omax 310

la amplitud admisible de las oscilaciones resultara

Al (M s 1)6“,_.1, = 5,45.0,27 = 1,47 em.
UITI-'I)(

Durante la aceidn estitica sobre la viga de la [uerza concentrada
€, la flecha &, en una seceion cualquiera sitnada a la distancia «
del apoyo izquierdo, y la flecha 8§ en la mitad de la viga serin respec-
livamente

3 4 A 3 « o r
Or (3 LY ) B 01 20 10 5

= 3= — 4= - - — — CH,
=8I\ T TP ASET  A8-2.10°1 2%
por lo lanto
k3
Yo gl gl
s T

v el coeficiente de reduceion de la masa de la viga, segin la formula
(238), serd

et [ 2 5o ety

De la l'urmuln (229) se obtiene la [recuencia circular de las
oscilaciones libres de la viga:

/ BL2h
. .ii._____- Ll __[_%(5-1,8 \s.
' l 1796

1 4 kp
3 20
Coma consecnencia (l.ul desequilibivio del pesa €y que giva, se
desarrolla la fuerza centrifuga P, - i-'— wgp cuya componenle ver-

tical (fig. 231, b) P, = Py sen o, i es una [uerza perturbadora
arménica que origina oscilaciones forzadas de la viga, Aqui v, — a0

es la frecuencia circular de la fuerza perturbadora P, el valor
maximo de esta fuerza.
Cuando la fuerza Py actia estiticamente fa flecha maxima de ta
viga resulta
pB O, 1-10°%.4 - o
== ]

0= == 0 o

W5 = ' _ em.

ASET ~ 48EIg ' 48-2.10°-1.981 ' 24.951
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De la férmula (232) se deduce,

2 5 5
©o 61,8 :00 o -_2-_ ’
94-981(1_ vh ) =54.981 61.8 — o2 T
i 61,8°
de donde se obtiene

y BOENAAT —618 V4 <586 1/
Wy = Y @y="bl, 163~ ) 3.

1,47 =

1,63
Asi, pues, el nimero de revoluciones por minuto en cuestion es,
= EJ = ——— el 2~ 560 r.p.m.
i T

Problemas 982-983. Determinar las tensiones dindmicas maxi-
mas en los sistemas sometidos a vscilaciones forzadas.
El peso Qg estd incluido en ¢

o & M= M, 52
fg=200 ram Q7 & kgt = § : . =M 8 Nyt
Q=2004gf Y p=1dcm : =i

| |

—
% C= f&ﬂﬁgﬁﬁﬂ? § ’ i }m:jﬂk_q,‘.gm,r;
: T fe——b0cm ——t=30om =
| = /
f fi m "l @y =105 My=2000 kyf-cm

max ;=7 G=810%gffem?; maxTy=?

§ 3. ITmpacto

El fendmeno impacto ocurre cuando varian bruscamente las
velocidades de los cuerpos, de los sistemas o de sus partes, que
entran en contacto,

Analizaremos solamente los casos mis simples de choque de un
cuerpo en movimiento con otre inmovil, o con un sistema inmavil,
y admiliremos las suposiciones siguientes:

1. El enerpo que galpea es absolutamente rigido.

2. I cuerpo golpeado Liene un grado de libertad y sus desplaza-
mientos generalizados son proporcionales a las fuerzas generalizadas
correspondientes, tanto en el caso de aceién estitica como en el
de aceion dindmica.

3. El choque no es elistico (se considera gue durante el choque
no se separan los ecuerpos que entran en contacto), mientras que las
deformaciones generales del cnerpo golpeado son elasticas.
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4. Ll aspecto de la deformacion del cuerpo golpeado es idéntico
al de la deformacion originada por la accion estatica de la fuerza
generalizada correspondiente, aplicada en el lugar donde ocurre el
impacto y en la direccion de éste.

5. La velocidad del cuerpo que golpea es pequeiia en comparacion
con la veloeidad de propagacion de las ondas de choque y el tiempo
que dura el impacto es bastante mayor que el necesario para que las
ondas de chogue se propaguen por todo el volumen del cuerpo
golpeado.

Admitiendo estas suposiciones, los esfuerzos dindmicos gencra-
lizados Pq, las tensiones pg y los desplazamientos 84 del cuerpo
que sufre el golpe pueden ser obtenidasg, de manera aproximada, por
las formulas siguientes:

Py=1IkyP,
Pa= kdp; (2ﬁ2)
Ba = kqb.

En estas formulas P, p y & corresponden a la accion estiatica
sobre el cuerpo golpeado de una fuerza generalizada aplicada en el
lugar del choque y en direceion a éste, y &g es el coeficiente dindmico,
adimensional, mayor que la unidad.

Si el cuerpo que golpea pesa @ y al chocar con el cuerpo golpeado
de peso (Jy se mueve en direccion de la fuerza de gravedad con la
velocidad vy y si en los elementos del cuerpo golpeado surgen despla-
zamientos de avance, entonces el coeficiente dinimico se obtendri
por la formula.

o

/ v 1
V"o
Q
- T vl
e -1+"°(’-—-1—=1+ i 1+%-—-1—-——.
Qg 1 + k On —'/ 1 + "‘"m _(,)_['_
Q‘
(243)
siendo § = % el desplazamiento lineal del punto de impacto

cuando actua estiticamente el peso @ en la direccion
del golpe;

C la rigidez del cuerpo que se golpea y que corresponde
al tipo dado de su deformacion;
km coeficiente de reduccion de la masa del cuerpo gol-

peado al punto donde ocurre el impacto, que se ob-
tiene por el mismo procedimiento que en el caso de
las oscilaciones;
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¥ = Tgh energin cinética del movimiento det peso ¢ en el
instante del impacto;

08 ) 2 i s

U 5 energia  potenecial de 1o deformacion clistica del

cuerpo que ge polpea, correspondiente a la aceion
estitica del peso (.

En el sistema SI la energia cinélica serd 7' = mientras la

2

fraccion g‘f deberid sustituirse por My .
0 m

De la Tormula (243) se deduce que cuanto mayor sea la rigidez C
del cuerpo gue se golpea, tanto mayor seri la magnitud del coeficien-
te dimndmico fg,

Cuando la carga () se aplica instanlineamente, es decir, cuando
e = U,

kg = 2. (244)

Si durante el impacto se preseinde de la masa del cuerpo golpeado,

cuando 1y < (),
Lo Vie L, s
k=1 —-;_——_1 + _1—[— 1 —i--—E-l-. (245)

Al preseindir de la masa del cuerpo gnlpumlu crece el coeficiente
dindmico en comparacion con el mismo coeliciente que se obliene
cuando no se prescinda de la masa (243) y entonces el cileulo con-
tribuye al aumento de la reserva de resistencia.

] 2 .
gp Sb =£:L> 10 entonces
g6 Qg U

el coeliciente dindmico se podrd oblener por lTa formula aproximada,
E-'::. t:':':(b T

ka=1+ ]/;:1 ]/J__—i ]/_ 246

a=14 2 + g + T (246)

comeli¢ndose un error inferior al 5%

= 10 entonces se podra admitir

% JE /T
]/ < B ]/‘“‘ - ]/—, (247)
g U

cometiendo un ervor wenor del 10%.
Se debe tener en cuenta que el eilenlo por las ormulas (246)
y (247) no contribuye al aumento de la reserva de resistencia,
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Cuando el peso propio del cuerpo golpeado es muy grande (Q, —
—_— 00), Ki— 2.

n el caso del impacto horizontal la expresion (243) deberd ser
sustituida pur la formula,

d_]/ B /v 1

e (»'n ]/ s, +,‘m

- %-—1—_ (248)
1 +I.~m&'~

En este caso, al prescindir de la masa del cnerpo que recibe el
impacto aumenta la reserva de resistencia incluso si kg se delermina
por la fdrmula (247),

3i el peso propio del cuerpo golpeado es pequeno, y si Heva fijo
un peso considerable ¢ que recibe el impacto del peso ), entones
en las formulas (243) 6 (248) el valor de k0, deberd sustituirse
por Q.

Al calenlar los sistemas que chocan cuando sus elementos se unen
en paralelo, en serie o de manera combinada, la rigidez del sistema €
se puede determinar por las formulas (221), (222), (223) respectiva-
mente,

Si el cuerpo que golpea se encuentra en movimiento giratorio
y si en el euerpo que se golpea aparecen deformaciones determinadas
por los desplazamientos angnlares, entonces se pueden emplear las
formulas anteriores, sustituyendo en ellas la velocidad lineal v,

) p
por la angular o, y las masas = y (ﬁ' por los momentos de inercia

de las masas I, e I, respecto a los ejes de rotacion.

El edleulo por resistencia en el impacto se realiza por las [or-
mulas establecidas para el caso de solicitacion estatica.

La condicion de resistencia puede escribirse asi,

max pa = kal max < Ipal, (249)

siendo max pg la tension dindmica generalizada mixima;
P max la tension generalizada maxima correspondiente a la
acecion estatica del peso (;
[Pg4] la tension dindmica generalizada admisible corres-
pondiente,

En los edleulos pricticos se debe considerar que durante la soli-
citacién por impacto el cuerpo tiende a destruirse de manera frdgil,
dependiendo en alto grado esta propiedad del contenido y de la
estructura del material del sélido, de la velocidad de solicitacion,
de la temperatura y de la concentracion de las tensiones,
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En los problemas que analizamos se supone que estos factores
fundamentales que influyen sobre la resistencia durante el impacto,
se han considerado al escoger las tensiones admisibles.

Ejemplo 131. Dado: m = 10 kg; h = 4 em; }, = 20 em; Fy =
=2 em? l,=40 cm; F,=4 cm?;, E, =FE;,=
2108 MN/m?2 (fig. 232, a). Se prescinde del peso propio
de las barras.

Determinar o4y, Ou, ¥ O4.

Resolucién. Caleulamos el peso del sélido que golpea,

Q = mg = 10-9,81 = 98,1 N.
EF,
&y

se unen en paralelo, por la férmula (221) ha-

Puesto gque las barras de rigideces ') =
ls
Hamos la rigidez del sistema,

C=C3+C2=EF!+E’—?=£‘(£L+.&)=

Iy Iy Iy [
2.407* . 41074
=2-10“( ):4-10" N/m.
020 T 040 2

Teniendo en cuenta que al legar el impacto, la
velocidad del peso ¢ que cae libremente de la altura &
es vy — 'V‘Egh, oblendremaos,

2 @ » — B

v 20C 2410774100,
= = T a2 32.6.10%
Vg 0 08,1

Esta magnitud es tan grande que el coeliciente
dindmico se puede obtener por la formula (247),

’2
Kies ]/%Q —V/32,6-10° = 571.
4

Como durante la aceion estitica del peso Q el despla-
2 G 25 ) N N
zamiento del punto de su aplicacion es 6§ = -g-— o PG 5
o & i€,
esfuerzos longitudinales en las secciones transversales de las barras
seran,

Fig. 232

los

: ) 0 )
Ni= 2(,‘1 = ¢ y N,= -~ Cy= ¢
1 +C;2 C Cy

Cl 2
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Las tensiones normales dinidmicas en las secciones transversales de
las barras resultan,

04, 3% i =k:f O 7 — 5T 98;11{ = 0.90 =
E F(i “) 2.10‘“(1 it _“)
W\ Pl LR 0,40
— 140.10" N/m®= 140 MN/m*,
; ) 08
og = Vo g G 15,1 .

3——11‘ ky= 2 lg k(l —— 9 10‘—& 0.40 o=
2 F«,(i _'_I_) {.-llj"'(1 ;)
A\t * t4105.0.20

=70-10° N/m*=70 MN/m’.
L5l desplazamiento dindmico del punto de impacto seri,
10
bg =Ly = 1098 ot 14107 ] —0,014 cm.
c 4-108

Casos particulares.
1) Si €, — 0 (lig. 232, b), entonces

B, 20"

C=Cl=£—=ﬁ)—-0'02-10_2m2-103 N/m;
1 3
. 1/2kCl= ]/2-4-1(}‘2-2-1u“~4_102_
= © 98.1 - 2
i
ay, =% -.s=£(':_ﬁ-4-102% 200-10° N/m® &~ 200 MN/m%
v, a9,
6,| —_-%""d =2981‘:)B'4'1(]2M 2'1“_‘ m =z U.I)2 ocm.

2) Si €, = 0 (fig. 232, ¢), entonces
EFz_z-lO“-ﬂi'iU"

C=C==—_——=2-108 NI'I'II; kd:d-ioz;
ls 0,40
B %kﬂ___ 10':"8’.4.10@ 2.10° N/m? — 200 MN/m%
2 +

6d =%kﬂ=2'10_‘ m= 2'10_2 cm.

Ejemplo 132, Dado: @ = 4 kgf; B — 4 cm; dos resortes de paso
pequeiio de caracteristicas: D = 2 em; d = (0,4 em, n = 4 espiras,

430



= 8:10° kgf/em?® y una viga de caracteristicas: ! = 40 em, a =
=3cem, b =1cmy E = 2-10° kgf/em®
(fig. 233). Se prescinde de los pesos de
los resortes y de la viga.

Determinar max 14 en el resorte,
max o4 en la viga y 84, desplazamiento
del punto de impacto.

Resolucidn. Como los resortes de rigi-

1 C,= Gd) stan unidos en paralelo
aeces 1= SDhn estan un pé

. L. . 48ET
y la viga de rigidez 5 = - se une

a ellos en serie, la rigidez del sistema se caleulard por la férmula
(223) correspondiente al caso de unién mixta de los elementos,

1 . 1 - 1
t 1 4D P 4-8.4 6410712
5, V0, G " ASEI  8.10°-256-10~* | 48.2.10°-3-1
~ 112 keflem.
Por la formula (245) hallamos el coeficiente dindmico,

—pe ]/|+“"C 14 ]/1+ AL 1B,

Puesto que =
1 d

C:

0, / =0, para el coeficiente de anmento de las

tensiones en el resorte como consecuencia de la curvatura de la espira,
obtendremos

— . 025 0615 475 0615
Bamsdl == il Sor OV e A AT
D | D 4 3
d d

Las tensiones dindimicas miaximas en los resortes y en la viga
serin,

) 42 2
max Ty =~k i(D - g = 1,31 ;_; 16 ~ 3 340 kegflem®;
- 64-107°
(@] A-40- a
max o, =‘—l e LADS 16 =~ 1280 kgf/em®,

4w " 4.341
Il desplazamiento dindimico del punto de impacto seri,

4
By -L kg =2 162 0,57 6m.
c Tz
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ASET

Si no existicsen los resortes, C = Cy= P 375 kegflfem y
2h( 2.4.375
by =1 ]/1 T ]/1 RS o B
d ~+ (} |“ 4 4
4-40-G ) 2
Grny = ———- 28,4 2= 2 270 kgliem®.
mix 4-3. 1 l:\
Ejemplo 133. Dado: @ — 20 kgf, b — 2 em, p — 4 em, [ =
fy =1y =1 =20cm, d =14cm, dy, =12¢em, dy=1emy

72 8.10° kelfem?® (fig. 234).
Preseindase del peso propio de la harra escalonada.
Determinar 8, desplazamiento dindmico del punto de aplicacion

%

Nt del |.msa‘ ();‘ Max Ta, , ; l_..%»usil_mus lnuj
A geneiales dindmicas miximas en los
g tramos de la barra.
4 % 5 Resolucidn. Las rigideces de la Lor-
—

{—_ sion de los escalones de la barra son
respectivamente,
\ \
_6!-”1 __6!!": (r'_,{”m
= = (="
! !
Los dos primeros escalones de la barra se unen en serie y, por
lo tanto, la rigidez total sera,

Fig. 234 C, A

Puesto que en la seceion donde se aplica el par exlerior de fuerzas,
ol tercer escalon de la barra se une con los otros dos en paralelo, la
rigidez total de toda la barra interpretada como un sistema de ele-
mentos unidos en paralelo, serd

; 1 1 G,
C=(4"+C-t—_-l——1+63=_!—_l_+ ; =
(_‘l—f-c._z GTPI-!-GIP:
G 1 G 1
\Ipt IJJ.‘. (r: dj
2,8.10° 1
=0,1—"— 1) = 3200 kglfem.
20 T iﬁ+ gifem
1,4"1"-'-1,26
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La energia cinética del cuerpo que golpea, en el momento del
impacto, sera,

7 — 2% _ 0h kgi-cm.
2g

El dngulo de giro estitico de la seccion donde se aplica el par de
fuerzas de momento M = Qp, serd

M Qp 204 8

La energia potencial de la deformacién eldstica en la torsidn
estitica es,

v _Me_ O
2 2

Como la relacion
T Oh 2 2hC  2.2.3290

U~ 0% Qp®  20-16

~ 41,1,

es pequeia, el coeficiente dinimico se hallara por la [ormula (246)

e ]/1+ :; =14+Va21215.

El dngulo de giro dindmico de la seccion de la barra, donde se
aplica el momento exterior originado por el peso que cae, serd

8'7; ~ 0,182 rad.

Pa = lP""::l =

y el desplazamiento lineal dinimico del peso (),
8g = pya = 0,182.4 = 0,73 cm.
Bl momento reactivo en el empotramiento derecho de la barra,

debido a la aplicacion estitica del par exterior de momento M =
= (Jp resulta,

GI,, 8 2810°-0

Ml.‘,l': C:
dor =9 =0 =" 20

~ 34 kgl-cm,

2] momento reactivo en el empotramiento izquierdo de la barra,

My,=M— Mg = 20-4 — 34 = 46 kgf-cm,
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y las tensiones tangenciales dindmicas miaximas en los tramos de las
vigas,

AB
maxty = My, kg =~ _—-—lh— 7,5 ~ (28 kel/em?;
' 5 0.2-1,4*
40 .
max 1y, — My kg == % 7.5 2~ 986 kegl/em®
B 0,2.1,2
ﬂflh‘_‘l‘ 34 . 9 2
ax =——Nhg - 230 riem .
max Ty, ey 021 7= ) kgllem

Pa
Ejemplo 134, Dado: m = 1 kg, vy = 4 m/s, my = 20 kg, d —
=2cm =04 myE= -:‘;-\G = 2.10" MN/m?* (fig. 230, Il
impacto va dirigido horizontalmente. Se pres-
cinde del peso propio de la barea,
Delerminar max oy, max Tg v S,
Resolucidn. Caleulamos el peso correspon-
. 7 diente a la masa m: 0 = mg — 9,81 N. Comao
~— (D el sistema estd sometido al impacto de la
masa m que se mueve horizontalmente, el
coeficiente dindmico ge deberd determinar por
la formula (248) * sustituyendo la magnitnd
feymy por la masa my, es decir,

/ ) o0 1

fid—: 7] 4 —_—,
Fig. 235 /! e
2. 235 l 8y m

m

Puesto que el desplazamiento horizontal del punto de choque,

originado por la torsion de la barra vertical por la fuerza ¢ que

actia estiticamente y que va dirigida segin la direccion del impacto,
es,

8 At Glia Ml I— or ’
G, GI,
el sistema golpeado se puede interpretar como un sistema con union
en serie del elemento flexado horizontalmente, de rigidez ¢ 3);{1 g
y el elemento vertical torsionado, cuya rigidc?: referida al desplaza-
miento lineal del punto de choque es ., - %

* Como el problema se resuelve en el sistema 51, en la formula (248) debe

oeT] . k
sustituirse la fraceion %@ por ’:':l".
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Por la férmula (222) hallamos la rigidez de todo el sistema,
1

1 1
C"= - _
i 4 B P P P
ate 3mr 5.1 1ar
3.5 65Ty
Gl, _ 8-10".0,1.0,02*
T

— -~ 16-10° N/m.
1,27.0,4
Para el coclicienle dindmico se obliene

3
by / 16-16G-10% 1 _ua
] 0,81

Cuando la Tuerza () actia estiticamente en la direccion del impac-
to, la tension normal maxima o, en la barra horizontal, la Lension
tangencial mixima 1., en la barra vertical y el desplazamiento
lincal & del punto de chogue serdn respectivamente

0l 9.81.04
G e —~

max =

R D 5-10% N/m®* =5 MN/m”
W 0,1.0,02
! 9,81-0,4

Tmax = O ~ :

A~ 2 25.10° N/m® = 2,5 MN/m’*,
W,  0,2.002°
)F

0 _ 98I

‘ i6: meIJGH 107% m =0,0613 cm.
[N i

Las magnitudes dindmicas que se hallan resultardn,
max oy kiOmne = 11,2:5
max Ty = KaTpax 11,2-2,5

8g = kyd = 11,2.0,0613

= 56 MN/m?,
28 MN/m?,

~ 0,69 em.
Si el sistema no llevase fija la masa m, enlonces

16-16-16° 16-16-10°
kg =

0l
U;{ flbl 9,81

max oy = 51,65 = 258 MN/m”%,
51,6-2,5 = 120 MN/m; 64 = 51,6-0,0613
Ejemplo 135, Tmpacto longitudinal,
=& gifem®, [ =2 m, F=4cm? £
= 1 000 kgffem?® (fig. 236).

nmax T, =

= 3,16 em.

- 8 kgl
kel/em?®, logl

Dado: ) =
= 2.10°

28% 435



Determinar k, considerando la masa de la barra y prescindiendo
de ella.
Resolucidn. Como en el caso cuando la carga ) actia estiticamente,

o 8
0 =——=—=2 kgl/em®
4
el coeficiente dindmico obtenido por la formula (249)
resultara
T, 1000
by =100 _ 1000500,
o 2
Por otra parte, como la velocidad del nm\riminul,u
del peso @ en el momento del chogue es vy - V 2gh,
Fig. 236 & gz EF
la rigidez de la barra a la traccion, € = e el peso

propio de la barra, ¢}y = yFl y el coeliciente de reduccion de la masa
de la barra al trasladarla al punto de choque, ky, :_-% {viase ¢l

ejemplo 125), por La formula (243) obtendremaos,

2hts 1'

ky=1 P
‘ +]/ T ,@&
30

2h.2.10%4 1 ]/ 3-10°

- ? I Rl Sl PR S 14225

* TS 1 64 * + 38

1+

h ()
Asi, pues, H00=1 |- ‘/1 ! j—l— h de donde hallamos h =

4992
= M ~ 31,5 em.

J.101
Si se prescinde de la masa de la barra,
; v 2h-2-10%4
Feg = 500 — e ‘”‘“ ]/ o t—10*Vh

0 2407

y por lo tanto h = 25 cm, lo que quiere decir que, al prescindir

del peso propio de la barra, se reduce el valor de la altura no

peligrosa de caida del peso en
31,5 —25

100 = 21%.
AN,5
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Ejemplo 136. Choque transversal. Dado: h = 5 em, I =1 m
= 2000 em?, W = 200 ecm®, @, = 25 kgf, £ = 2.10° kgffcm’
y logl = 1200 kgi/em® (fig. 237).
Determinar D considerando la masa de la ¢

viga y prescindiendo de ella, b ad
Resolucion. Cuando el peso  actiia estiti- J {

camente, la flecha del extremo libre de la

: - QF . 1 flecha d - Fig. 237

viga serd & = o5 ; la flecha de una seccién

arbitraria de la viga, situada a la distancia z del empotramiento,
por la férmula del método de los parimetros de origen,

01z* O.z)_ (JF(.; 2 “ﬂ)

5t ( B
T El 2 ] gL N2 8 2 7

Por lo tanto, el coeficiente de reduccion de la masa de la viga al
concentrarla en el punto de chﬂqno resultari

-] a [
L0 /WY {05
1 2P 140

y el coeficiente dindmico, por la farmula (243),

M3ET 1
k = 1 1 *
e=1+ ]/ ToF D O

140 Q
2.5.3.2.10%2.10° -1
—_— 1 - w
M(} Q
&
wrlid ]/1 12.10

Tote

Por otra parte, como el peso () al actuar estiticamente origina
en la viga la tensiéon maxima normal,

gL Q100 Q K
w200 2
el coeficiente dindmico serd segin la formula (249)

I log] 1200.2 2400
=== :

Omax Q Q
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2400 12.10%
Por 1 — =1 Pl B
or lo tanto, 0 1 - 1/1 016 [

1308 — 6-10°Q — 36-10* = 0,
de donde se obliene

0 :11_3 (3-10* - V9-10' 1 36-10°) ~ iJ—;_3_7 10°.

De estas dos raices s6lo una satisface las condiciones del problema,
6,7-10°

T3

Prescindiendo de la masa obtendremos,
2-400 2h-3ET

- QF

== 52 kgl

y, por lo tanto,
0= 24 10% P 24°-10%-10°
T 2k3-EI T 2.5.3.2.10%.2.10°

Asi, pues, si se prescinde de la masa de la viga, entonces el peso
no peligroso de la masa que eae, se reducird en

52 — 48

= 48 kgf.

100 =~ 8%.

Ejemplo 137. Impacto torsionante. El peso O — 3 kgl gira sobre
el brazo p = 8 em alvededor del eje horizontal & con velocidad angu-
far constante wy v choca con la
parte sobresaliente de la barra
cilindrica de longitud ¢ — 40 cm
y de didmelro d = Gem (fig. 238).

Determinar el nimero admi-
= sible de revoluciones n del peso ¢/

Fig. 238 por minuto, si el peso de la uni-

dad de volumen del material de

la barra es y = 8 gf/fem?® el mddulo del deslizamiento G =

= 8.10° kgf/lem? y la tension j admisible tangencial [t4] =
= 400 kgf/em®.

Resolucion. Cuando la carga ¢ actia estaticamente sobre la
barra en ésta surgen las tensiones tangenciales miximas siguientes,

. [
o o
Ty =— — =" 3= a3— '—-q kgl’fcmz.
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El coeficiente dinimico resulta,
[ta] 400.9

Como el momento de inercia de la masa del peso Q respecto al
eje de rotacion es

Q ., 3-64 %
Ip=—"p"=— 202 kgl-cm.5",
g g 981 ke
el momento de inercia de la masa de la barra,
—3
o o P 8107 6440 ~ 0,042 kgf-cm.s%,
32 g 981

el coeficiente de reduccion de la masa de la barra (véase el ejemplo

127), ky, == ; , la energia cinética del movimiento giratorio del
peso,
I,08

{ - ~ 0,102 kgi-cm,

2

y la energia potencial de la deformacion eldstica en la torsion de la
barra al actuar el peso estiticamente,

U— Qp’l 9-64-40 1
o261, T 2.8-10°.0,1.6* 9.10°

por la férmula (243) hallaremos el coeficiente dindmico,

T 1 0,1-w5-9-10°
Sy VgAY W= =
1+ Jey =2 14—

1, 3.0,2

~ 14 V14 84w
Comparando estos coeficientes dindmicos obtendremos, 719 =
= 1 + 841 !, de donde hallamos,

kgf-cm,

~102
mﬂzﬂm ]/ﬂj—m% y n-—_—@‘25ﬁ240 r.p.m.
30 841 T

8i =e prescinde de la masa de la barra,

7
bg="T20= ‘f —=230
d 7 Wy
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y por lo tanto,
an 720 3024

= —=—=24 n—=—
RETIET) ¥ n

22 230 r.p.m.

Asi, pues, al prescindir de la masa de la barra, el niimero admisi-
ble de revoluciones del peso que golpea se reduce en

240 — 230

100 ~ 4%.
240

Problemas 984-1003. Determinar las magnitudes indicadas en
las condiciones de lus problemas para los sistemas eldsticos sometidos
al impaeto.

Prescindase de la masa propia de los elementos de los sistemas.
En los problemas que se resuelven en forma general el coeficiente
dinamico se deberd caleular por la formula aproximada,

2
Uy

kd: T—
£6

lin los sistemas aporticados y en las barras curvas solo debe
considerarse la deformacion originada por la flexion.

984 s 465
e % g=100N n
X F=fom? F=2em?y [F] g Ntl-
% (61=1500 Agt/em? \ = T
£=2:10%gtfem?. | 2| G
é vF Geesss e } g ?
i =160, £=210%wnin? A

[ SR ey, .

Rigidez del resorte I-G, J kgt
Rigidez del resorte II-Cy | om
82-2
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~oeim 10— ETiWila] h=?
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q q
hte g Pg -l -

J=160N

10

10cm

3m
max=Gy 7 E=10“MN[m?
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¢lp  8=2

Problema 1004. Demostrar que para las barras indicadas, las
tensiones dindmicas maximas, obtenidas prescindiendo de la masa
de la viga, no dependen de la manera de apoyo y de la magnitud a.

Considérese que k> 5.

1004 T

E <=
E L)

L —
O ),

|e——

L]
Problema 1005. Determinar @ para que la tensién max o, sea

minima. Prescindase de la masa de las vigas y considérese que k> 6.
Problema 1006. Determinar la tension max 14 en el eje que
gira con la velocidad angular  y que soporta el volante de momento
de inercia de la masa I,, cuando se para el eje bruscamente:
a) en un solo cojinete; b) en los dos cojinetes simultineamente.

1008

—~Im

™ @ gz

[

L
2 2
Gkgflomz - Im= #lmy=Iry G hghfom?
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Problema 1007. Determinar max 14 en el drbol del sistema trans-
misor cuando frena sibitamente el extremo del drbol en el cojinete 4.

Problemas 1008-1011. Determinar las magnitudes indicadas
en las condiciones de los problemas para los sistemas sometidos al
impacto.

Considérese el peso propio de todos aquellos elementos que lo
tienen indicado. Ténganse en cuenta las observaciones hechas en los
problemas 984-1003.

T i 1008
i E-Hfgf
A S Q)
E - F=lom? ! EF f
T s |1 5
S | Ly-sgtem | Z <
. { ? tr=09 fc . f . 5‘4‘ 7 R
=] — 0
£=2-10% gffom? ;"_ ,
max Gg="7 -
1010 o1 0=20kgt
I, &=20kf 7T 1\
x s % S | 07450
(:‘_.. IE’D,_ ~ i
2 \B8 r / . nao8
Lir Y- 4 4 _ \ga=”8kgu I
=20 E=10%kgtfem® = 4m
64=7 F= 3 cm? E=2-10%gf{om?
6’3‘1:? max qf: ?

Problema 1012. Resolver el problema 993 considerando la in-
fluencia de la masa de la viga. Su peso es (.

Problema 1013. Determinar max T4 en el drbol, originado por
el impacto torsionante gque surge al conectar subitamente el embrague
M,.. Este embrague conecta el sislema en movimienlo giratorio
de la parte derecha del drbol con la parte izquierda inmdvil.

Problema 1014. Delerminar y comparar las lensiones o4, 04,
O4,,, en las barras I, IT, ITI, que surgen durante el chogque del
mismo peso ) que cae de la misma altura 2 = 10 cm,
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E=2-10° kyffem?

XV. TENSIONES
ALTERNADAS

En este capitudo se analizan las tensiones que varian periédica-
mente durante un largo lapso de tiempo.

El econjunto de valores consecutivos de las tensiones alternadas
durante un ciclo se denomina ciclo de las tensiones.

Cuando sobre el solido acttian sistemdticamente tensiones alter-
nadas, en los lugares de méaxima concentracion de las tensiones
pueden aparecer grietas que conducen a la destruccién fragil del
solido. El proceso de surgimiento y desarrollo de las grietas en el
material del solido, originado por las tensiones glternadas se deno-
mina fatiga del material.

La resistencia del material a las tensiones alternadas se denomina
resistencia del material a la fatiga. Las tensiones méximas de variacién
periédica que el material puede resistir indefinidamente se deno-
mina limite de resistencia a la fatiga.

Generalmente se calcula el limite convencional de resistencia
a la fatiga basindose en un niimero limitado de ciclos, por ejemplo,
en el caso de los metales ferrosos (5 <+ 10)-10° ciclos, en el caso de
metales no ferrosos, (50 = 100).10° ciclos, ete.

El ciclo se caracteriza por el coeficiente de asimetria r que se
obtiene como la fraceién algebraica

r=Pmin_ i (250)
Pmax

siendo puax (Omax ¥ Tmax) ¥ Pmin (Omin ¥ Tmin) las tensiones maxi-
mas y minimas del ciclo.

La magnitud pm=w (251)
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se denomina fensién media del ciclo y

Pa— ﬂ“ﬂ‘# A (252)

amplitud del ciclo.
El limite de resistencia a la fatiga es

Pr=Pmax =P + Par (253)

siendo phax, Pm ¥ Pala tension méaxima, la tensién media y la
amplitud del ciclo correspondiente al caso cuando el material tra-
baja en su limite de resistencia a la fatiga.

e
y Prmin Tiempo

Fig. 239 Fig. 240

T"a Tiemps

Fig. 242

Si el ciclo es simétrico (fig. 239), entonces
Pmax = —Pmin; Pm = 0 r=-—1; Pr = P=1-
Cuando el ciclo es de signo constante posilivo y asiméirico
(fig. 240),
Pmax =0, rmm >0 0<r<1.
Cuando el ciclo es asimétrico y de signo alternativo (fig. 241),
Pmax = 0; Pmin < 0; "'1 <r< n‘
Cuando el ciclo es de pulsacion (fig. 242),

Priax ,

r T=0; Pr=Pyg-

Pmax = 0; Pmin= 0; Pm=Pa=



§ 1. Factores principales que influyen sobre
la resistencia del material a la fatiga*

Cariicter del ciclo y tipo de deformacion

[n el caso de un ciclo simétrico el limite de resistencia a la [atiga
del material (cuando las otras condiciones son idénticas) adquiere
su valor minimo. El limite de resistencia a la fatiga en el ciclo
simétrico p_, (o_; 6 1.;) se determina por la curva (fig. 243) que se

P kollmm?

Fig, 243 Fig. 244

construye por los dalos experimentales. Para ello, en la parte dere-
cha de la curva, alli donde se convierle en horizontal, se traza una
tangente a la curva. La ordenada que determina esta langente se
admite como limile convencional de resistencia a la fatiga.

Se han establecido las siguientes relaciones aproximadas entre
los limites de resistencia a la fatiga en la flexion simétrica, o_;
en la traccion — compresion simétricas 6_qime ¥ en la  torsién
simélrica T_, por una parte y el limite de rotura o (resistencia) por
otra,

para el acero, .

oy =~ (0,4 = 0,6) 05 0_yrac = (0,7 = 0,8) o _4;
Ty~ (04070

para el hierro fundido,
o, (0,4 = 0,5 05 Ty = (0,709 oy
para los metales no ferrosos

oy =~ (0,25 + 0,5) o,.

En el caso de un ciclo asimétrico, el limite de resistencia a la
fatiga puede obtenerse por la curva experimental de las amplitudes
limites, construida en el sistema de coordenadas

Pmy pa (lig. 244).

# En este pargrafo s6lo se da el material necesario para resolver los pro-
blemas que figuran en el libro.
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Se entiende por p., en la figura, el limite de resistencia del
material, correspondiente al tipo de deformacion dado del sélido.

o 4 . . Pmin .
Dadao el coeficiente de asimetria del ciclo r = ——% se delermina
max
y ] 1—r .
la magnitud de (g p = y del dngulo .
P S

Del origen de las coordenadas se traza una veela inclinada un
ingulo p respecto al eje p,,. Sumando las coordenadas pl, y ph del
punto de interseccion de esta recta con la curva del diagrama se
obtiene el limite de resistencia a la fatiga,

T r
Pr="Dn +Pu-

Ejemplo 138, Dado: el acero marea 40 en estado normalizado
y el diario de las observaciones de los ensayos por Tatiga para el caso
de Ia flexion de ciclo simélrico: g MN/m?* 300; 290; 280; 270,

G MN/m?
300

Gg hoffmm?

Fig. 245

260, 250; 2407 235; 230; 230, N—T:—.F.- 0,52; 0,71;, 1,21; 2,32; 3,44
4,82 0.
a destru
Determinar o _y.
Hesolucign. Tor los datos obtenidos en los ensayos se construye
la enrva de |il u‘-i»lvm'ia a o fatiga en el sistema de coordenadas

T H,SI; =10; =10 las dos probetas dltimas no legaron

=e.

g ORI = Wrs (N es el niimero de ciclos) (lig. 245).

Trazando la tangente en la parte extrema derecha de Ia curva
establecemos, sobre el eje de coordenadas, ¢l limite convencional
de resistencia a la fatiga o _; = 232 MN/m®

Ejemplo 139. Dado que el material es acero Cr. 3, los valores
experimentales de o, = 38,8 kgl/mm?®, o_, — 18,5 I\;:fhmu' v de
las amplitudes limites del ciclo o] correspondientes a las Lensiones
medias ap, dadas,

of kplf/mm2 10 20 30

o kef/mm?2 17,5 14 8,5
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Determinar gy, 5.

Resolucidn. Por los datos experimentales construimos la curva
de las amplitudes limites en el sistema de coordenadas o, — g,
(Tig. 246).

Como el limile de resistencia a la fatiga que se determina corres-
ponde al ciclo asiméirico de coeficiente de asimetria r = 0,25,
resulla
1 —0,25
140,25

Trazamos por el origen de las coordenadas la recta inclinada
P = 31° respecto al eje o,,. Las coordenadas del punto de interseccion
de esta recla con la curva de las amplitudes limites son,

1gp = =06 y pa3t.

o 2 225 kef/mm® y 5% & 13 kaf/mm®,
y el limite de resistencia a la faliga que se busca,

ooy = O 4 00 22,5 413 — 35,5 kgl/mm®.

Concentracion de tensiones

Se entiende por conceniracion de tensiones ¢l aumento local de
las tensiones en las proximidades del foco de concenlracién (es
decir, alli donde tiene lugar una variacion local de la configuracion
del solido, en forma de agujeros, surcos, ranuras, aristas huecas,
challanes concavos, ete.).

La razén entre la tension local mixima p; (o, 6 ©f) y la nominal
plo & 1) en la seccion debilitada por el foco de concenlracién
(pero obtenida sin considerar la concentracion), que corresponde a la
carga estatica y que se determina suponiendo que el material es
absolutamente homogéneo, isdtropo y eldstico, se denomina eoefi-
ciente ledrico de concentracion de tensiones,

aPt. (aﬂ:--c—‘ych:—tl). (254)
a

El coeficiente o =1 refleja solamente la influencia de la con-
figuracion geométrica del foco de concentracion sobre la magnitud
de la tension méxima local.

En el caso de tensiones alternadas seeintroduce también el con-
cepto de coeficiente efectivo de concentracion de tensiones,

=221 (a‘;:“a;' y a:=‘c;‘). (255)
b= 0—y T4

que es la relacion del limite de resistencia a la fatiga en el ciclo
simétrico de una probeta lisa p _, al limite de resistencia a la fatiga
de otra probeta de las mismas dimensiones pero con un foco de con-
centracion pc,.
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El coeficiente o, refleja no solamente la influencia de la confi-
guracion geométrica sobre el valor del limite de resistencia a la
fatiga, sino también la influencia del material de la probeta.

La razon,

g —1

g=—— (256)

a—1

se denomina coeficiente de sensibilidad del material a la concentracién
de tensiones, 0 < q < 1.

En el caso del hierro fundido ¢ = 0, en el de los aceros para
construceiones g = 0,6 = 0,8 (ek valor menor se refiere a los aceros
do resistencia media y el mayor, a los aceros de alta resistencia)
y en el de los aceros de

or = 130 kgl/mm®, ¢ =~ 1;

(en el apéndice 5, on la Tigura 1 se da el grifico de los valores apro-
ximados de g para el acero en funcion de or y a4 sin considerar la
influencia de las dimensiones de los sdlidos).

Como ¢ depende también de la forma y dimensiones del sélido
en los cileulos pricticos es mas seguro partir de los valores de a,
establecidos en los ensayos.

Factor de escala

La influencia de lag dimensiones absolutas de los solidos sobre
el limite de resistencia a la fatiga se denomina factor de escala.

La disminucion del limite de resistencia a la fatiga, al aumentar
los vilores absolutos de las dimensiones del sélido, so evalia por el
cocficiente de escala ¢, <2 1 v ¢s igual a la relacion del limite de resis-
tenecia a la fatiga de Ia probeta del didmetro dado D al de la probeta
patron de didmetro d,

_(-)D

e= , (257)
(p'-l)il

(en el apéndice 5, en la figura 2 se da el grifico de los valores de g,

en Tuncion de I para los aceros al carbono y aleados, en los casos

de diferentes tratamientos de las superficies de las probetas, Este

grafico puede emplearse para una determinacion aproximada de g,

tanto en el caso de flexion como en el de torsion),

Si el coeficiente efectivo de concentracion de tensiones se obtiene
del diagrama que considera también el factor de eseala, entonces
no hay necesidad de introducir en los cileulos correceion alguna que
considere las dimensiones del solido.
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Estado de la superficie

La influencia del estado de la superficie del sélido sobre el limite
de resistencia a la fatiga se considera, introduciendo el coeficiente de
sensibilidad superficial, £ << 1, que es la relacién del limite de resis-
tencia a la fatiga de una probeta con el estado dado de su superficie
(p 1), al de otra probeta igual, pero de superficie pulida p i,

og = P=1) 1 (258)
P—1

(en la figura 3 del apéndice 5 se da e; en funcién de o para los dis-
tintos estados de la superficie de las probetas).

El efecto de consolidacion del batido (endurecimiento por defor-
macién en frio) de la superficie, del temple de la superficie, de la
cementacién, de la nitruracién y de otros factores tecnoligicos se
evalia por el coeficiente B, que se obtiene de los manuales correspon-
dientes y que se introduce como factor del coeficiente &g

§ 2. Caleulo de la resistencia en el caso de un estado
tensional lineal y del deslizamiento puro (torsion)

Se supone que al variar la carga, no varia el cardcter del estado
tensional en el punto del sélido que se analiza y que los ciclos de
lag variaciones de las tensiones permanecen semejantes (r = const).

Iin el caso de un ciclo simétrico de las tensiones alternadas, el
cocficiente de seguridad se establece por la magnitud del limite
do resistencia a la fatiga de la pieza. La influencia de los laclores
esenciales (concentracion de tensiones, factores de escala y estado
de la superficie) sobre la resistencia a la fatiga de la pieza se pucde
apreciar por el coeliciente general

g 00 (259)
ml!

Por lo tanto, el coeficiente de seguridad con que trabaja la pieza
en el ciclo simétrico se puede evaluar por la expresion siguienle,

PR o B (260)
plﬂilx
siendo pyay la tension maxifna (nominal) en la pieza.
La condicion de resistencia serd cnlonces,
Pumax Ilﬁ”-—'l (2“1}
y la magnitud de la tensidn admisible,
[P B, (262)
(7]



siendo [n] el coeficiente de seguridad admisible (recomendable).

En el caso de un ciclo asimétrico de variacién de las tensiones,
1—r
147
de seguridad por fatiga puede determinarse por el diagrama simplifi-
cado de las amplitudes limites que se construye por el limite de
resistencia a la fatiga p.; correspondiente al ciclo simétrico y por
el limite de rotura (resistencia) p, para la traccién estatica (fig. 247).

cuyo cocficiente de asimetria es r (6 tgp = ) el coeficiente

8 I :
D -
|_ } ¢ %
e g =
by . U5°NE T A
ol 7. P
r
-ﬂL pf
- - pr PR
Fig. 247

Si el ciclo de trabajo se caracteriza en este diagrama por el punto
C y el ciclo limile semejante a éste, por el punto D, entonces el
coeficiente de seguridad por resistencia se delermina graficamente

o analiticamente,

por la relacion n = @
oc’

=B (263)

IEn el caso de tensiones alternadas de amplitud pequefia, puede
ocurrir que el estado limite del material plistico se determine no
por la Taliga, csino por la Muencia (lramo EM del diagrama) y entonces
el cocliciente de seguridad se obtendrd por el limite de fluencia

VR . SRR . (264)
Pmax Pm +Pa

Al comprobar la resistencia se recomienda comparar las magnitu-
des de los cocficientes de seguridad, obtenidas por las férmulas
(265) v (264) y admitiv Ia menor de ellas. 51 coelicientle de seguri-
dad admitido debe ser no infevior al admisible. De Ja formula (263},
igualando n = [nl, pm+ Ipnly pa = Ipel, se obliene Ja magnitud
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de Ja tensién admisible correspondiente al ciclo asimétrico [p.l,
2[!’—1}“7] , (265)

1)

A =D [Pl+ (1 + )P f-

[Prl e

siendo Ipl (lol 6 [7]), la tensién admisible para la carga estatica.
La condicion de resistencia serd,

Pmax = Pm + pa<< lpl. (2066)

Para mayor simplilicacion de los edlenlos y para favorecer al
coeficiente de seguridad, se puede emplear el diagrama rectificado
de las tensiones admisibles (e Zoderberg (fig. 248).

Pm or |
—pe

Fig. 248

Segiin este diagrama, el coeficiente de seguridad serd,

L e S (267)
P— Pa
—Pm =
Pr + £
y la magnitud de la tension admisible,
2 £
[p]= [P1lP-4] (268)

(1 =n[pl4+ U +1[p]

Ejemplo 140. La barra de seccion circular de didmetro d = 40 mm
y de superficie esmerilada es de acero Cr. 4 para el cual, o, =
480 MN/m?® y o _; = 200 MN/m2.

Determinar el coeficiente de seguridad n, con que trabaja la
barra sometida a la flexién alternada segin un ciclo simélrico,
si Mpay = —Mpp, = 640 N.m.

Resolucidn. Las tensiones mixima y minima del ciclo son,

M 640 i
o =5 W"‘:::s 0‘1_43"10%:103 N/m® =100 MN/m®.
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Del grifico de la figura 2 del apéndice 5, para la barra de seccién
circular de didimetro d = 40 mm, de acero al carbono y de super-
ficie esmerilada el factor de escala es e, = 0,86.

Por Ia formula (260) se obtiene para el coeliciente de seguridad,

e oy  0,86G-200

n= ~—a11.
Gia 100 ' ip
Ejemplo 141. La barra escalonada de seccidén efreular
de didmetros D = 80 mm y d = 40 mm (fig. 249) es |
del acero 40X, para el cual o, = 1 000 MN/m? y 0_gippe = @
250 MN/m2. En el chaflin concavao, -g = (,2. La super- d

ficie de la barra estd minuciosamente esmerilada.
Determinar el valor maximo de la carga axial alter-

nada P, que varia segin ol ciclo simétrico, =i se guiere 4F‘
garantizar un coeliciente de seguridad de [n] = 1,8,
Resolueion. Del grafico de la figura 4 del apéndice 5
) p . Fig. 249
se  obliene, para b i 0.2, para el acero de o, =
1 000 MN/m®, interpolando, el coeficiente efective de concentracion
de lensiones e, — 1,7. Ln el caso de un esmerilado minucioso,
gi.= 1.
La tension admisible serd,
[0t trac) = 2=ttre 250 0o MN/m?,

[n]ee  1,8-1,7
el area minima de la seceion de la barra,
nd®

4

ﬁ‘:

=4 12,6 cm®,

y la fuerza maxima axial alternada,
Pax = o qimel # = 82.10°.126.10-* — 103 000N = 103 kN.
Ejemplo 142, Ll drbol de seccion  circular de didmetro

d — 50 mm de acero al carbono, para el cual ap = 60 kgf/mm?,

Crg O

Fig., 250

y de superficie minuciosamente esmerilada tiene un agujero cireu-
lar, que lo atraviesa, de didmetro ¢ = 10 mm y se somele a la tor-
sion alternada de ciclo simélrico con max M, = —min M| =
= 90 kgf-m (Iig. 250).
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Determinar el coeficiente de seguridad con que trabaja el drbol.
Resolucién. Admitimos que aproximadamente o 4y = 0,4 o, y

Ty =0,50_ = 0,2-60 =12 kgf/mm?2.

Del grafico de la figura 5 del apéndice 5, para el acero de o, =
= 60 kgf/mm® se obtiene el coeficiente efectivo de concentracion
de tensiones que considera ya la influencia de las dimensiones abso-
lutas del drbol @, = 1,77.

El médulo de la seccién en la torsion de una seccion circular,

debilitada por el agujero ?a =0,2 segiin los datos de los manuales es,

W;—n{ia084~206 cm®.

Cuando actia max My = 90 kgf-m.,

X 2
ORI e My 90-10 ~ 437 kgilem®.

W, 20,6
El coeficiente de seguridad serd,
Ty o 12'102

n= %1,55.

GeTmax  1,77-437

Ejemplo 143. Determinar la tension admisible en la flexion alter-
nada de caracteristica del ciclo r = —0,6 si se calcula una pieza de
acero aleado para construcciones de o, = 100 kgi/mm* y o, =
= 80 kgf/mm? con un coeficiente de seguridad [r] = 2. La pieza es
de seccion cireular de didmetro d = 40 mm y tiene un foco de concen-
tracion para el cual el coeficiente tedrico de concentracion de len-
siones es g = 1,6. El coeficiente de consolidacién originado por el
endurecimiento superficial por deformacion en frio es ff — 1,4.

Resolucién. Admitimos o _; = 0,4; o, = 0,4-100 = 40 kgfi/em?®,
Suponiendo que el coeficiente de sensibilidad del material es g =
= 0,8 hallamos por la férmula (256) el coeficiente efectivo de con-
centlracion de tensiones,

=1+4gqg(@e—1)=1+08(1,6—1) =1,48.

El factor de escala g, se obtiene por la curva § correspondicnte
al acero aleado con concentracién moderada de tensiones del grafico
de la figura 2 del apéndice 5, es decir, g, = 0,65.

La tensién admisible correspondiente a la carga constante es

a 80
[0'] = :

[—]‘_—. ?_—_ 40 kgffmm'.
n



Por la férmula (259) se obtiene el coeficiente de influencia sobre
la fatiga de los diversos factores en el caso de un ciclo simétrico,
_ e.pes i 0,65-1,4-1 ~ 0,615,

Cg 1,48

por la férmula (262), la tensién admisible correspondiente al ciclo
simétrico,

e

eg—, _0,615-40

oy]=— =12,3 kegf/mm*
[0-4] o 3 gf/mm
y por la formula (265), la tension admisible en el ciclo asimétrico
de coeficiente de asimetria r = —0,6,
2[o][o—]

[0-06]l = =

(1 =)o) 4+ (1 + o] 2

B 2.40-12,3
T (140,6)40 4 (1 —0,6)12,3-0,8

Ejemplo 144. Comprobar la resistencia del drbol escalonado de
seceion circular de didmetros D = 60 mm y d = 30 mm (lig. 251)
de acero al carbono, marca 45, con o, = 9y
—= 70 kef/mm?, ;= 22 kgfl/mm?®y 1, = :
=16 kef/mm?, si el coeficiente de segu-
ridad es [n] = 1,6. En el chafldn céncavo, !

—2— = 0,1 y el coeficiente de endureci- Fig. 254

~ 14,5 kgl/mm?.

miento  debido al chorreado con per-
digones, p = 1,1. El arbol se somete a una torsion alternada de
max M, = 48 kgf-m y min M; = —24 kgi-m.
Resolucion. La tensién tangencial admisible para la torsién
no allerna es,
[r]=t =22+ 13,8 kgf/mm®.
(] 16

Del gr.;'lfico 6 del apéndice 5, interpolando, para % = 0,1, para

el acero de o,— 70 kgf/mm?, se obtiene el coeficiente efectivo de
concentracién og =~ 1,28,

El coeficiente que considera la influencia de todos los factores
sobre la resistencia a la fatiga es,

=£m£—w0.85,
as 1,28



la tension admisible para el ciclo simétrico,
a'r_l 0,86-16

T = = 8,6 kgl/mm?;
[ = l ] 16 g 1
la caracteristica del ciclo dado,
min M, 24
= = =05
max M, 48 .
la Lension admisible, por Ia formula (268), cuando r —0.5,
[r] {T_l] - 2.13,8.8.,6

ool = ) AT ™~ G 09 138 11 0585~

~ 0.5 kal/mm® ~ Y50 kel/em®
y la tension de trabajo maxima origivada por max M,
x 4810 . il
Tmay = 1&:% = I—'- ~ Y006 keliem”™.
W, a3
16

Ask, pues, queda garantizada la resistencia del drbol.

§ 3. Caleulo de la vesistencia en el caso de un estado
tensional complejo

Veamos solamente el estado tensional plano indicado en la
figura 252 y correspondiente a un malerial plistico.

La condician de resistencia se escribe de acuerdo con la Lercera
o la enarta hipolesis de resistencia en la forma cliptica signiente,

- %
= Oy |||n <. G
; = —max : (269)
9._1 1_6_ lo.F " o
—~ Aqui Opax = Om | Oa; Tmax = _Tm — Tas
lo.l v lt.] son las tensiones admisibles nor-
Fig. 252 mal y tangencial que se oblienen por la for-

mula (265 o 268) de acuerdo con las caracle-
risticas de los ciclos de variacion de las tensiones normales
y tangenciales.

El coeficiente general de seguridad n de In pieza cuando sobre
ella actian simultineamente las tensiones alternadas o y T se oblicne
de la expresion

nﬂn[

T Ve fnt

siendo n, y ny los coelicientes de seguridad parciales correspondien-
tes respectivamente al caso cuando sobre la pieza actian solamente

(270)
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tensiones alternadas ¢ y al caso cuando actiian exclusivamente
tensiones alternadas 7. Estos coeficientes parciales de seguridad se
determinan por la formula (263) 6 (267).

Ejemplo 145. Ll drbol de acero (Cr. 5) se somete a la accién
de momentos flectores que varian periddica y sincronizadamente
Mpax = 400 N-m, My, = —160 N-m y de momentos torsores
max M; = 640 N-m y min M; = 320 N-m. El drbol es esfalonado
de didimetros 2 = 50 mm y d = 40 mm; el radio del chaflin céncavo
es p = 0,25 em. El acero Cr. 5 tiene las caracteristicas siguientes,
or = 840 MN/m* o; = 280 MN/m?, = = 350 MN/m?, ==
= 180 MN/m*, a_; = 240 MN/m? y 1, = 140 MN/m?2.

Determinar el coeficiente de seguridad n con que trabaja el arbol.

Ilesolucion. Interpolando en los grificos de las figuras 6 y 7
del apéndice 5, =e ul‘;ticm:n los coeficientes de concentracion de ten-

p 0,25

siones para g7 =0,0625 y o = 540 MN/m?,
(x?“. ~ 1181 vy a:“ ~ 1!‘12-
. D 5 .. .
Como en este caso Y il e 1,25 << 2, se deben corregir los

valores de af, ¥ o,

Del grifico de la figura 8 del apéndice 5, se obtienen los coeficien-
tes de correccion Ly = 0,83 y & = 0.79.

Los valores definitivos de o, v as se caleulan por la formula
dada en la figura 8 del apéndice 5,

al=14E(al —1) m 14 0,83(1,81 — 1) & 1,67

ce=1+4Ecloi, —1) =1 +0,79(1,42 — 1) = 1,33.

De la curva 3 del grifico representado en la fignra 3 del apéndice
5 par g, — 40 MN/m? se obtiene el coeficiente de sensibilidad
superficial &, (), 58,

Los coeficienles generales que reflejan la influencia sobre la
resistencia a la fatiga de todos los factores son:
e, (0,88 - £ 0.88
— = = ;“.:‘,(J,J-; Y ET=_1= —
oLy 1,67 Lo 1,33

Las tensiones mdximas y minimas, normales y Langenciales,
correspondientes a la Tlexion y torsion allernadas son:

— ~ 0,66.

y 4
Oupag — Mmax _ Muwnx 400 _ 6/ 108 N/m?— 64 MN/m®;
W ad 62810
32
G M __—160 o5 5 108 N/m?— —25,5 MN/m®

W 6,28.107%
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max M: max M, 640 8 2 2
T - = — 51.10° N/m®— 51 MN/m?%
" W, nd® | 12,56-40°° J
16
min M 320 [ 2 roz
Totn = - —25,5.10° N/m2— 25,5 MN/m?
e Ty, T 12,56-10° : = &

Las tensiones medias y las amplitudes de los ciclos de las tensio-
nes normales y tangenciales serdn:

Oy TmaxtOmin 64 —25.5 0 ppvyme
2 2
_ 4
Oy o itz — Tt Gh4-25,5 A 44,7 MN/m®
2 2
o o .21. T _ 514255 _ o5 o pin/m
i Tmax — Tmin _ 51 — 25,5 ~ 12,7 MN/m®.

2

Por la formula (263) hallamos los coeficientes de seguridad por

tensiones normales y tangenciales,

Y
Ng = g-i =230 240 W 2,59
T O, Al 3
ik F,) == —19
o; wik £ 540 +053
Ny = el = 140 ~ 4,06
AR VPN Y
o e 350 V0,66
El coeficiente general de seguridad se halla por la férmula (270},
Roliy 2,50.4,06 ~ 2.18.
WEtnt V259 1 406
Ejemplo 146. La pieza de la figura 253 es de acero Cr. 6. Dado:,
o = 60 kgi/mm?, oy = 32 kgf/mm? 1 =22 kgi/mm?* o =

= 25 kgf/mm®, t_; = 15 kgf/mm?, D = 80 mm, d = 40 mm. p =
= 0,2 cm, 1 =40 em, ¢ = 10 cm, P, = const = ib kgf y P que
varia segiin el ciclo simétrico de Pz a Py = —Lmax-

Determinar el valor admisible de £, si se requiere que la pieza
tenga un coeficiente de seguridad [#] = 2. La superficie de la pieza
estda torneada toscamente.
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Resolucién. De los graficos de las figuras 6 y 7 del apéndice 5 para

P_92_ 005 2 _ 2 cuando o;=60 kgi/mm?,
d- 4 d

se oblienen los coeficientes de concentracién de las tensiones en el
chaflin concavo .

ol ~ 2,07, og~1,56,

Por la curva 4 de la figura 3 del apéndice 5 para o = 60 kgf/mm?*
hallumos el coeficiente de sensibilidad superficial ey =~ 0,8. Los
coeficienles generales que reflejan la
influencia de todos los factores sobre
la resistencia a la fatiga son,

o T I8 g
ol 2,07
0,8
gr=——2 0,512 Fig.
¥ 156 ig. 253

1

v las tensiones normales miximas y minimas en el challin céncavo,
originadas por la flexion alternada segiin el ciclo asimétrico,

) H ¢]
- Py - Pmax! - 16 -+ I maxs0 100 ES 62v5‘pmax kgifcruz:

w 0,1-64
2
Ot = Lo = Prnx 10 — Prmax 40 _ 100 — 62,5Ppay kellem?.,
w 0,1-64

Las lensiones tangenciales maximas y minimas en el chaflin cén-
cave originadas por la torsidn alternada segin el ciclo simétrico
serin,

J’ﬂ]-'l! Pmal’ 2
Toax = 10 = 0,732P 50 kelfem®,
max =y N 0,264 58
Prnr!x 2
Tomin= — —% g ag — 0,732P s kgflem®,

W;.

Las tensiones medias y las amplitudes de los ciclos de las tensio-
nes normales y tangenciales resultarin,

e ‘1&% — 100 kgf/em®;

=

oa=cn"’"4;°“1’—"=62.51’m, kef/em®;
Tt = 0; To= 0,732 Ppay kgilom?
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Por la formula (267) se obtienen los coeficientes de seguridad por
tensiones normales y tangenciales,

e 25 N 25 ‘
25 (o 0625, T 0,732 £ 1,62P 0y |
32 0,386 "
£.Ty 0,512-15 105
Mmoo

Ta 007328 45 Pryax .

Como el coeficiente general de seguridad, segin la féormula

(270), es

. natte 25105
n=— .a — = = vz = b4
IVH.E - rﬁ ‘“m:lx (("n 732 -+ 1ab‘3plu:\x)
1
X - — =
25° 1(]52
V ot
(0,732 -+ 1, G2P s} m:n
. 25105
Vo5 PE e 4 105° (0,732 4 1 nzpm)
9,0 o 3 21" . =
252924 + 105%(0,732 4 1,620 nax)? = -’zlﬂ
0

Pnzmx + U,8851"’|,,“ -_— 5H|1 o U:
obtendremos para la mixima fuerza admisible que se busca,

Prax & — 0,442 £ V04425 1 58,1 & — 0,442 + 7,63 kel
Las condiciones del problema se salislacen solamente cnando
Prax = 7,2 kgl
Problema 1015. Determinar mediante los limites inferiores de
las funciones empiricas el valor aproximado del limite de resistencia
a la fatiga en la torsién allernada segin el ciclo simétrico de las
probetas de acero cr;m foco de con-

g m*n!l'nci{m si == 960 MN/m?,
2 K/ o, — 1,6 Yy g= Ug
P P l’mblenm 1016. Una barra esca-
—— —

lonada de seccion circular de dia-
melros d = 36 mm y D = 72 min se
somete a traccién — compresion alternada por £ .5 = —min = St

Determinar el radio minimo admisible del chaflin concavo p, si
gy = 40 kgl/mm?, oy yue = 12 kgl/mm?® y si el coeliciente de
seguridad necesario es [n] = 2.
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Problema 1017. La barra escalonada de seccién circular de
diametros D = 60 mm, d; = 30 mm y d, = 32 mm es de acero
20X para el cual o, = 80 kgl/mm® y o_ (rac =

24 kef/mm?®, En los chaflanes concavos -3'— =03y 00 1

t P
P2 0,1. La superficie de la barra estd minu- .
ds £

ciosamente esmerilada.

Determinar el coeliciente de seguridad n con que
trabaja la barra en aguna dulce, si se somete a una
fuerza axial alternada P,y = —Pun, = 3t que 2
varia segin el ciclo simélrico.

Problema 1018. Determinar la fuerza flexionante
maxima P,y con que el drbol de acero escalonado
en rolacién puede trabajar de acuerdo con el esque- IP
ma de la figura y con un coeficiente de seguridad
de [n] = 1,8.

Considérese, o, = 1200 MN/m® o, = 360 MN/m2, D =

=70 mm, d = 30 mm, % =045, { =60 em y a = 40 cm. La

superlicie del drbol estd pulida.

= P

i —

e ___k_ By
a Jil \Q

Problema 1019. Il drbol escalonado de D = 60 mm, d =

= 50 mm y % = 0,05 trabaja en agua dulce sometido a torsion
alternada segiin el ciclo simétrico con el coeficiente de seguridad
In] = 1,5. La superficie del arbol estd pulida. Determinar cusl
de los dos drboles serd mds resistente, el de acero Cr. 5 (o, =
=52 kaf/mm® y 1 = 14 kgf/mm®) o el de acero 40X (o, =
=100 kef/mm? y 1 = 22 kgl/mm?).

Problema 1020. Dado: un acero 30XM de caracteristicas o, =
90 kgl/mm?® y 0y 4p = 36 kegf/mm? y de amplitudes limites
para los valores medios dados de las tensiones of,

a

o), kgi/mm2 20 40 60
o kgljmm2 32 26 16
Determinar 0.y g.
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Problema 1021. Determinar o_y; para el acero cuya curva de las

amplitudes limites (en los ciclos dados o, = 0) se da aproximada-
ar \2
mente por la ecuacion: of = 20 [1 = (4—3) ]

Problema 1022. Determinar el coeficiente de seguridad con que
trabaja una pieza de acero somelida a tensiones allernadas de trac-
cion — compresidn, si o, =90 kgi/mm®, or=70 kgl/mm?*, o_; {40 =
= 30 kgl/mm® op.y = 16 kgf/mm?, oy, = —6 kgf/mm?, o, =
= 4,5, 6= 07 5 =08 37 p=1.,3.

Problema 1023. Una pieza de acero debera trabajar a [lexion
alternada de amplitud de las tensiones ¢, = 200 MN/m* con un
coeficiente de seguridad [n] = 2. Cudl debe ser el coeficiente de
asimetria del ciclo 7, si o, = 1 100 MN/m?, o; = 900 MN/m?,
o = 480 MN/m? a, =1,2, g=09,6=08,¢e, =1 y § = 1,4

Problema 1024 . Determinar el valor minimo de la tension admi-
sible en una pieza de acero que trabaja a traccion — compresion
allernada de caracteristica del ciclo r = —0,4 y con un cocficiente
de seguridad [n] = 1,4. El material es acero al carbono para el cual
gp = 90 kgf/mm?® y or = 24 kgi/mm?®. La picza es de seccion circu-
lar de didmetro d = 30 mm con un foco de concentracion para el
cual ag=2. Ll coeficiente de consolidacion debida al endurecimien-
to de la superficie por deformacion en frio es i = 1,2,

Problema 1025 *). El drbol de acero de seccion cireular de did-
melro d = 40 mm tiene un agujero transversal que lo cruza de dia-
melro @ = 6 mm y trabaja segin el ciclo pulsante (r = U) con un
coeficiente de seguridad de [r] = 1,8,

1025

Determinar la magnitud del momento torsor alternado miximo
max M, si el drbol es de acero 30XTCA para el cual o =
= 110 kgf/mm?, 7y = 51 kgf/mm® y 1., = 23 kgl/mm?

Problema 1026.*) Determinar el cocficiente de seguridad »
con que trabaja la pieza sometida a traccion y torsion alternadas,
si esta pieza es de acero 45 y a, = 60 kgl/mm?, o = 32 kef/mm?,
Oot trac = 20 kgf/mm?, 1 = 22 kegf/mm?, 1., = 16 kgl/mm?,
al =17, at = 1,4, 6,=0,7, gs=1, p =1, Opax=1 000 kgl/cm?,
Gmin = 200 kgf/em?, Tpax = 400 kel/em?® y Ty, = —100 kef/em?®.

* [y los prollemas indicados con asteriscos se debe recurrir al diagrama
simplificade de Zoderberg.

462



Problema 1027.%) La barra cilindrica de acero de seccién circu-
lar de didmetro d = 30 mm estd empotrada en sus extremos. Sobre
la parte sobresaliente de esta barra actia la fuerza P que varia segtin
el ciclo simétrico.

0z

Determinar el valor de la fuerza maxima Ppay, si el acero es de
la marca 40XH para el cual o = 900 MN/m?, o_; =400 MN/m?,
T, = 240 MN/m2 El diametro de la barra en su parte media es

D = 60 mm, 72_ =041,l=23%2cm, a=10cm, p =1,2y[nl=16.

Problema 1028.*% El drbol escalonado de acero de seccidn circular
de didimetros D = 60 cm y d = 50 mm y de radio del chaflin conca-
vo p = 5 mm se somele a flexién y torsion alternadas.

Determinar el coeficiente de seguridad n con que trabaja el
arlol, si en la seccion peligrosa de transicion surgen los momenlos
flectores Mypax = 3kN-my Myp = 1,5 kN-m y los momentos tor-
sores max My = 2kN-m y min M; = —0,5 kN-m.

Il drbol es de acero 40XH para el cual o, = 900 MN/m?,
ar = 700 MN/m?®, o = 400 MN/m* 7 = 390 MN/m* y 1, =
= 240 MN/m?,

Il ¢feelo de endurecimiento de los factores tecnoldgicos se consi-
dera con el coeficiente fi = 1,3,
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Apéndice 5
Datos para el cdleulo de la resistencia a la fatiga

q

10
TACE ‘| Fig. 1. Grificos de los coeficientes
08 LREN | de sensibilidad a la concentracidn
' g de tensiones para el acero
| |EL 32218
gy~ Zin
04 5%/‘.’/ | .
J
s e =
a2t
i /_-_ _ 5
o LI

40 60 &0 180 120
G, kf |mm2(G, 17K fmY

Eese

10T Fig. 2. Grificos de los faclores de
- o escala en la flexidn:
8 1, acero al carbono, pulido liso; 2, acero al
o sl i curhono. esmerilado liso; 3, acero aleado,
~ y ulido liso; 4, acero aleado, ecsmerilado
43 e B Is0,_acern al earbono eon concentracion de
5] tensiones; §, acero aleado con concenlraciin
-

o4 ™ de tensiones moderada tu:-c 23 6, acero
T3S 10, 20 30 40 5060 BY iU dmm para construcclones (o, - 63 kelfmm? 0

T < 50 MN/m?), drhol con pieza prensada
Es de acern no prensado;  acero aleado con

10 ! fuerte concentracidn de  tensiones  cuando
8 o <2 G0 mm.
_—1 """—2---.
048 ——] :
\ —— ]
I

ificos de la sensibilidad

08 \
Qﬁ_\.\"‘_‘tz...._‘_.____{_: Pig. 5. G

“""\—-.________- £ superficial para los aceros:
0,2 t 1, pulido minuciosoe; 2, pulido basto: 1, e3-
\"“\. 7 merilado fino o torneado fino: 4, esmerilado
— hasto o torneado basto; 5, cosayo en arua
dulee wdo hay concentracion de tensio-

Uw &0 &0 100 120 f4f nes; 6, ensayo en agua dulce cuando no

iuqr' concentracion de tensiones; 7, ensayo

a. ffgf,fmm‘!{ﬁr 10 MN[m?) en ' agun salada cuando no hay econcentri-
cidn de tensiones

a
e Fig. 4. Grifico de los coeficien-
2,0 tos electivos de concentracion de
AN | tensiones para drboles escalonados
1,8 ‘\ o en el caso de traceidn (compresion)
16 1= \\ de —'FE)-—_-E cuando & = 30+ 50 mm,
2 . 7 gy a8 el
= 7 2, para
12 I~ ™ de 0, = HO kgf/mm? 6 o, = 800 MN/m*;
; =] 3, para ¢l acero de o, = &0 kglfmm* ]
o, = 400 MN/m*
W57 07 05 05 08 ip/d r




Fig. 5. Grafico del coeficiente efec-

tivo de concentracién de tensiones tl:
para drboles con un agujero transver- 20
sal en el caso de la torsién:
18 7‘L
1 [ |
a M, 16
—1=0'05 0,25, 1= T——ournd:- a
¢ t neto 14 i qE
=30 + 50 mm ? ﬁl Ul
12 —
10 ]
W s 60 W &0 S0 100 10
G, kgffmm?(-10MN/m?)
Fig. Grificos de los coeficienles -

:-lcctwnc de concentracién de lensio- Pe
nes  para arholes escalonados en el 30

caso de torsion cuando—gsz yd=725

30 = 50 mm: 20
1, para ¢l acero de a, = 120 kgl/mm?* “,'
[§} ’Jun MN/m®); £, para el acero de
.= 50 kgrfmm‘ (501\ MN/m#) ;ﬂ
T
e
30
Fig. 7. Grificos de los coeficientes Mg X
efectivos de concentracidn de tensio- 25 . ﬂﬂ M,
nes para arboles escalonados en el 20 t
p o, ! 1
caso de flexion cuando —d—::A y d= 5 \ | !
L - — e d. —
30 == 50 mm: z\rx-..
1, para el acero de o_= 120 kgf/mm? 10
{1 200 MN/m?); 2, m}a el acero  de q ﬂ,i [.2 03 P/d
6, =50 kgf/mm?* (500 MN/m?)
b
Fig. 8. Grificos de los coeficientes do /
5 Do, . 015 A
correccibn para - <2 correspondien- 7
tes a las figuras Gy 7: a5
. Nexién; 2, torsidn, Si P . 2, enton- '
eesa sedeterming por la formula = g
\{a,."—l )y siendog, el coeficiente ohtenido 02 w5 1y D

de los griificos de las riguras 6 & 7

Yad =615 481



Soluci de los problemas

1 2. 3
— e BOKN —— it
4OKN ORI
v il —» BN -J
f<iz0u
5 .

U,EtF

Lo

I3
i

9:0,15 mm; 2,75 J. 10: a) 0,5 mm; 3,33 1; b) 0; 0,833 J. 112

. Tn?‘if

1 mm; 120 kgf.cm.

12: ~l],a‘ﬂ mm; ~ 56,8 kgf-em. 13 ~ 0833 mm; ~ 76,7 kgf-cm.
14: ~ 1,067 mm; 28"-' 7 kgf-cem. 15: ~ 0,87 mm; ~ 4,35 J 16; ~ 1,36 mm;

~272 I, 17: _‘}‘". L8 -Eiab 19: 0,00 mm;
i1—2p P . l—.!p. 9. o 121
xizi . B o 312 a2 2 IR

Al

i

Ilmm“lﬂun..,_

|

il
o
it

]

=1 ]
'a-.__:
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0,003 mm. 20: —; X

23:

1

G

__:é:
=
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13. 16.
FEMkyfkm’ ]
1943, {628y ES
| [y =
el
8 N
{1 - 4‘? =
B IR
LE -
e - & F
N jﬁr!}ﬂtﬂlz-— ' i
fore =
J =l
24: 3750 kel. 23 M, = F (1373 bx= ,E (B—V3); o
T ]
=-1/E£-v%-;ﬁ1,:%A 26: b, ~ 1,36 mm; Oy = 0,53 mmy o~ 440
poienbl e RBBL Viaya P-VZqa r . P
~ 470 kgljem?. 27: TR Vo V?'n’ .28 ___-F.’f‘uosﬁ[ix
P r . V? Pu Pa
¢ ison _9y. L ] . -3 8, 2- 2):
H{sen? fi - 2) 7 g B 7o 20: By 5T =5EF 2+ VI
r _r . 30: 8 4 Pa Wa P 3 _I_‘_ 31 (2P +-qa)a
var ' ¥ x =T EF CWTER F ' 2TF AEF T
2P 4 qa 42: by =0, ir or 33: Pa P . l(lf’u . 2P AP
3 =Ly =TFF F° ol 3R, T B R R

35: &, = 5,4 mm; by, ~ 1,8 mm; ~ 900; ~ 1800; ~ 1200 kgl*cm- 36: Sa min;
1L O00; 500 kgffcrm dn‘ 39 mi; w 150 MN/m2. 38: &, 0,7 mm; b =0,35 mm;
80; 40; 20 MN/m2 39: &, 2125 mm; 8y = 008 mm; IIJU!iJ.I 75 \[l}mﬂ.

"6 . ALY 3 A I @ - !
A0; ~ 5,6 mm;  ~ 142; 164 MN/m?2. 4l: Vi IU] 21/3 [“I “01
§ P ar i Tqa V [ — & g
A2y — A3 — — . M . AD: 5 em?, 4fi: 5,33 cm2,
2 o] A3 30T ¢ 1ol Ak ﬁ[“] o }P 5: 5 em?, 46: 5,33 cm
KT 40 ot B o B By e B e B s - 49 0 kN 0: 66 kN,
8" 4 el
58,
o ?*?ﬁ" i 6. '
| —={ 1000

T
nl1
- |

3+ 483



51: :755 kgf. 52: 2,07 m. 53: 894 kgf/em? 54:d= ]/W

-t (T“”‘)' 55: Aa=-E,-[-—ﬁ-,-+? (1—7)]. 56: 3 m% 617 m¥

~ 0,4 em, 57: 2500 cm?; 2620 em?2; 19,6 tf. 58: 600 800; —B800 kgf/ecm?2
59: —200; 343; 300 kgf/cm?. 60: 130; —20; —120; 5 kgf/em?, 61: max 0;—
=2 4 mzntr;,,:—-%-?a. 62: —1040; —1560 kgliem?. 63: ~ 1164;
~ 875 kgl/em? G4: ~ 61; ~ 87 kgffem? 65: ~ 70,7, —~141.4 MN/m2
66: 120 MN/m?2, 67: ~10; ~ 7,4 MN/m2 68: 25; 1000 kgl/em? 69: ~ 390,
~ 2 kgffem? 70: ~ 903; ~ 903; ~ 452 kgl/em?. 71: ~ 33 mm. 72: ~ 35,7 cm.
73: i TET Th: ~739; ~ 261 kgi/em?. 75 300; 200 kgf/em?. 76: ~ 1091;
~ 545 kgl/em®. 77: %ﬁm B 5f conB. 78: ~ 16,4; ~ 15,4 ~ 16,4 MN/m?.
79: 20 40; 60 MN/m2. 80:~ 764;~ M7;~ 1070 kgl/em?, 81; ~ 87; ~302 kgl/em?.
82: 1?2: ~098; 1000 k Ucnﬂ B3: ~ 596; ~ 43 kgljem?2 B84: 35 MN/m?.
85: --5‘13 ~ 726, 1025 kgf/em2,  86: ~6; ~104; ~ 10,4 MN/m2
87: —~ 106 MN.Fm’. 88: 800; 600; 1400 kgffcn'b 120: 200; 160 kgf/em?.
89: 800; 450 kgf/em®. 144: 192 kgf/em2. 90: 500; 1500 kgf/em?  576;
192 kgl/em? 91: 400; 450; 550 kg[}nm*: 228; 432; 144 keljem2, 92: 50; 37,5;
75; 62,5 MN/m2; 48; 36; 12; 6 MN/m2 93: 130; 10; 50 MN/m?; 16; 32;
16 MN/m?2. 94: ~ 19,1; 27,5 tl; ~ 671; 322; 168 kglf/em? 95: P=P' =2 14,3 t.
oy == 147 kgi/em?; crnfza”%a:% kgffem?, 96: ~ 9,06 t; ~ 11,53 tf; — 220;

--‘294 280 kgi/em?. 97: ~ 7,14 tf; 8,74 tf; — 93; 93; 54 kglf/em?, 98: 5.2 tf;
6,4 ti; 72 kgf/em2. 99; ~ 63 kN; ~ 82 kN. 100: 2,05 (f; 2,8 tf; ~ 300,
225 kgi,!cm‘-‘ 101:~ 28,3 kN; 32 kN; ~16,3; -;81 5,4 MN/m2. 102: 1 000 kgf/cm?;

9=100 kgf/em. 103: a;:%btga. be dtga; g 208 o op o
+-byE;). 104: a) 217; 290 kegl/em?; 17,4 kg[;cm‘3 b) 369°. 1ll.; 60 kef/em?.
106: £ (m&t—%) . 107: 0; =077 =1333 kgi/em®.

O | Ta l T, t Ta | | To
N,.grﬁ:f T T2 T3 en los planos paralelos al | o0 T
w:ﬂ:e' eje 1 | ejez | eles
kgf/om?
108 0| 4600 | 4-600 0] 0| 300|520 900|520 |694| 400| 566

109 | 600 | =600 0| —300| --520 | —900 | 520 0 0694 |—400 566
110 | =200 | 2600 | +-400 300[ 173 300|520| 1000|346 |730| 533| 500
411 | 2500 | £750 | 4250 | —250| 4-433 | —625| 649 | 375 | 216 | 645 |—167| 624
112 | =100 | =4-300 | =200 | —450| 87| —450| 260 | —100 [ 173 | 416 |—333| 249
113 | 2400 | =400 0 600] 346| 200)|346| 800| 0654 533 377
114 0| =500 | 4500 [—1000 0| —750|433 | —250| 433 | 817 | —667| 471
115 | =100 | 4300 | +-200 350 87| 3950|260 700|173|529| 467) 249
116 | =400 | 700 | =300 346 | —250 | 606 | 650|260 | 589 | 133| 573
117 | =200 | 500 | £+=300 | —300] 173 | —350 |433| 250|260 | 432 [—133] 411
118 | +100| 300 | +200| —850] 87| —850 | 260 | —500| 173|775 |—733 249
119 | =450 | =450 0| 375 390 —75(390) GOO| 0519 300 424

[=]




U“l‘“l 9, | T, l Oy l e

]:_ng:{ | fz | T3 en los planos paralelos al To % T
il ejet | elez | ees
MN/m2

120 | O [ 450 50| —80| 0| —55 | 43,3 | —5 | 43,3 | 66,5 |—46,7 47,1

121 | O 0 0 50(0 500 0 50 0 50 50 0
122 | 0 0 0|—-70{0(—70| 0 =70 | 0 70 |-T70 0
Namero L ez Ea % o ['Iur; U;ol
del pro-
blema
O kgl -cm/em3
108" 0,060 —0,018 | —0,048 0,024 | 0,36 0,312 0,048
109" 0,018 0,018 | —0,06 | —0,024 | 0,36 0,312 0,048
110° 0,054 0,002 | —0,024 0,032 | 0,328 0,243 0,085
11’ 0,04 0,0075 —0,05675 —0,010 0,388 0,379 0,009
112° 0,015 —0,011 | —0,024 | —0,020 | 0,094 0,061 0,033
1137 0,028 0,028 | —0,024 0,032 0,224 0,139 0,085
14" 0,03 —0,035 | 0,085 | —0,04 0,350 0,217 0,133
115" 0,031 0,005 | —0,008 0,028 | 0,126 0,061 0,065
116" 0,046 0007 | —0,045 0,008 0, 326 0,321 1,005
17’ 0,032 —0,007 | —0,033 | —0,008 0,170 0,165 0,005
1187 0,007 | —0,019 | —0,032 | —0,044 | 0,222 0, i1 0,161
119’ 0,0255 0,02556 | —0,033 0,018 | 0,202 0,175 0,025

Niimero £l £y £ % g ul ugol
del Bro-
blema " T/
1207 0,034 | —0,031 ] —0,031 | —0,028 |28,2-10% | 21,7103 | 6,5-108
121 0,01 0,01 0,01 0,03 T,5-108 | O 7,5-108
122° —0,014 | =0,014 | —=0,014 | —0,042 | 14,7-103 | © 14,7-100
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—— ey %eqy %erpy %erv Doy
problen
hgliene?
108" 1200 1200 1200 1 200 1200
109" - 60 1200 1200 (]
110" 1206 1 05 1 200 (VI 1 200
i 500 Kl (T 1320 (R
1zr — a00 (EN 230 300
i 800 S B B0 S0
14" — Titny 1000 11000 o
115" a0 20 oo D0 700
16" & 420 1 Adich 1220 1100
1" 00 40 1000 S70 00
118" — 140 il a0 100
19 100 a0 9 aon 700
[ m n w I
Noamero del bl i 1 £ Y pid
prrohlema
MN/m2
1207 20 [Eh] 1004 100 (it
121" o 20 4] 0 o5
122" - —_ i 1l 0

125 a) 661075 mmE kel 50100 kgliaams b)) 960005 mme kel;
1,04 008 Keefomm2, ) UG 10-5 mm2/kelh 0685100 kel imm®, 124: 0 —pp,
I n2 wp Aaply I

—m - Ip\r.-.: 7 ph"_ 125: 13 _‘——_(k'urlh AR, ) =
_ (=2 b ApaE - Eaal - AK R ) L A2 0oy ur —
‘ )

Eg (b A Fp) T 7 =
I fl “1

og= —p. 12T 901 _:2_ 1__';;2 ;03— —p :3;;=_g'_;4]{'%§%& 3 AP

=-(l—|—;i-)—:—:-:;)¢ 128: o, —=0,=1000 kpgliem?, a;=0; 7,=1,—
=500 kgl/em?; 13=0; AD =035 mm. 129: 25 mm, 130 Tl'g]?c-m_m’
E;%. 131: 15 mm; 11,1 em2. 132: o 0% = 75 kel/em?; 6§ =0 (en la
superficie  interior o= — 0,3  kgfem2);  of' =100 kgfiem?; of!'—

=83 kgf/ems; Gﬁ“:ﬂ {en la superficie interior o' = 0,2 kel/em?); 05—

S Coywlge (00 2 N yph—pllge | yph—y)ige
=67 lgl/cm?. “_;3' 25 cos o (!l 3 y) g S cosa ) 0 cos o

cuando 0< y .g—fl—h. 134: 69,3; 40 MN/m?. 135: 0; -4- 80 MN/m?2 136: 50; 70;
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20 MN/m2; 0,625-10-%; 0,785.10-3; 0,25.10-8, 137: 20; 100; 80; 84,9 MN/m?

0,25-10-8; 1,25.10-3; 10-3; 1,061.10-3. 138: 500; 0; —3500 kgf/em?; 0,625.10-3;

0,27-1073, 139: a) 12,5 kgl-cm; b) 0,86 kgi.em. 140: 0y = "U"ZT‘?D&{—‘&— H
e

a, = |My] = 157 kel-m; (Mg)p = 236 kel-m. 1412 dp =~ 1,589 em; d == 1,35 em;

&= 0,74 emy b= 1,35 em, 1420 d = 2.8 emy a—3 em; h=06 cm; =373 cm;

e—1 cm; f =125 emy; k=120 cm. 143: 4 em; ) =56 cm; dy = 6,9 em;

fp= 2 emg dp - 14 em. W4 d= 3,0 em; oy =437 em; o x1,00 em; dy
=485 cm. 145: b =487 em; =597 em; & =019 em; A =797 cm;
=206 cem; =299 cm, 46 ¢ =306 em; = 1,06 em; e¢=1,19 em;
b= 946 em?; I = 11,56 em. 147: o =3,16 em; ¢ =106 em; by =387 cm;
b0 em; o =087 em. 148: o =357 em; =21 em; b=214 cm;
fa= 18,0 em, 149 d = 3,25 em; &y = 1,92 em; 8, =144 em; b =975 cm.
150 . — LAy g —=4a. 1M re— 20, ye=38. 152: re=12u; ye—=13Ta.

o+
(J o3 -,;{::l'n-z)

1533: 2. =0,0a; o= —a . 154: rp =030; ye—0,6 b, 135: 2,=
ey e I TR i

= 17,79 ey g — 11,88 cm. 16 —_I-r;-bl. 157: Et—;-u‘, -Eﬁ-i-rr\, 1o 1y ===

ST RO emdy Ly, — 0 150 Pty 12 40, 1602 5ADTY, 558200, 16G1: 0,726019;

: = s R . 20802

OGTEMY A62: 525ad; 10708, 163 57910 em?; 11590 emt. 1G8: ‘t”.’ X )R

el (it

fot fés.

Diageama e My
DHugrama e My

i | I : = =
+ [T s 15
Soae. e

3 .

158, Diagrama de My

~ I
s oAl =

Diagrama de




110.  Diagrama de My 171, Diagrama de Mg

172 Jiagrama de My 173.
E
i
s
Bl
=13
- "
g
EE
L4060 1A CO8ON ., 133 o, 15,3mi | 262my
100: =5— . “gp - 110 o Nk Zgge 3 1L S T
16\ M ﬂ)mi . . m23
172: i 785 - 17 o188 o 1Tk ~ 407 com,
175: ~4 em. 176: D«.BM em; d=~342 ecm. 177: ~ 3,64 cm.
178: ~ 2,9 cm; dy =~ 4 cm; qJ::::Q,i'.. 179: d,_d3~29| cm; dy = 3,72 cmy;
5.10-2 rad. 180: a~288 cm; d,.,JEM cm; ¢ = 0,41° 181: dy =8 cm;
ety o ¢~ 2,06 182: d~ 2,5 om; ¢ = 0,98° 183: d & 2,5 em; ¢ = 6,7,
B 250 7 p. e 126 kgijomd, 185 ~5 C, V.; 127 kgfjem?, 186: ~ 4,48 kef m;

~ 105 kgf/cm?. "187: ~ 354 kgf/em?; 2,38°. 188: ~ 70 kgl-m;  ~ 0,18°

189: ~383 N.m; ~ 77,2 MN/m2; ~ 3.10-2 rad. 190: 81,25 kgf-m;

~ 318 kgf/em?, ~ 1,64°, 191 ~ 24,6 kW; 1,41.10-2 rad. 192: ~ 19% r, I.om.;

~ 1,18°, 193: ~ 448 kgf/om®; ~ 2°. 194: 400 kgffem?, 195: T; 1% :

196: ~ 35 kgfiem?; ~ 2° 197: ~ 51,3 N.m; —~ 27,5 MN/m2. 198: 78,5 kef;

5 mm (hacia arriba); 30 mm (hacia uhﬂ]o} 199: ~ 425; ~ 1..3 200: ~ 0,98;
B2M

- P 2.~ 4 :m? = T Ph=
1,22, 201: 693 kegf/cm?; 400 kgf/em? 202. d= EOR [
‘—‘_1{2%9& *;2{:!' 203: ~ 394 cm; ~0/48. 204 ~197 cmj 0.
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A a =8 1%
vf d +0.% 1 d7 e (e =1 egh (v--1)qb o
vd d #6928
£ 1] £ vh sif xg
ob » 892 U £ee T s 062
od i 192 (nzg'o=p exed)
20 b 992 z1begcoto zerto i iu.rm. w =
u g ny 9% ¢ @l !
8 4 St d@ (144
8 & ¥ . .
) vb 9z 2 X -
@ ¥ ot by 6v2 8 % I
=3 o €98
T
aublo1 '] vbg +298 P » 8v2 Na an LT
(ig1z‘no—v opurna) v s 2ib b
a1bgzino 15120 #6C8 vb 72 . 8
Zoblge'e vheg'e el 4278
v b 0 g att
zvb b — 9z | oA
5 eAs _ - ;
1= vvd 91 o =T o +¥ag
|N\ﬁ. «ua ﬂ. oh AM We
91 £ ] ¥
b 10 = Wy n &2 alh 1 e
xem xum, .:w_u__.,:u m,_ xew xuuly EH ﬂ“ q .on d xem xE, :__hu.n_.w g“mn
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205: ~ 217 kN.m; 1,48-10-2 rad; ~ 16,1 J. 206: ~ 126 kgf.m; ~ 0,215%

~ 23,5 kgl-cm. 207: ~ 573 kegf/em?; ~ 0,41°, 208: ~ 780 kgfiem?; ~ 1,197,

209: ~ 33,3 MN/m?; ~ 6,2-10~* rad. 210: b= 1,28q. 211: 270 kgl/cm?.

212: ~390 N-m; ~ 2,81-10-% rad. 213: ~ 12,7 mm; ~ 0. 214: ~ 3,17 cm;
d

~ 581079 rad. 205t Ty =M— —— . 26 ~306; ~ 38 kal/em?.
9 '}1

217:  ~ 750  kgllem?; ~ 37 kg‘l‘cr:l:.2 ~ 1,447 218: ~ 1000 I\gEcm2

T ' M an M ;
~ 100 kglf/em? 219: tyax = 0,052 5 O = 3.4 —+ %u = 0,45 .‘Ilf'“ §
Gap = 0 1?( ‘m” . 220: ~ 402 keglf/em?; ~ 134 kelem?; ~ 0,213°, 221: ~ 468;
~ 742, ~ 883 kegliem?; ~ 2,57 —~ 2,43

294, 225.
Diagrama de { Diagrama de ]

“'W ﬁ*ﬂm s

Ewg'awn' de

Diagrama. de §
| ATELD s
=zl ] NS
b‘!hl BRM é’?M m:‘ L
il .‘;-.' g
e, r_l T
o & a
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258 i
=, Diagrama de 7 b
5 =
o @ N\
S1 | s
= i Higgrama L=
oo L &/'1'
B =
£ z
(=] o
285, Jiugrama de { Z?H',E?zhgmma de | M=

| L o

[T ST =~

© Diggrama de M

iﬁfr.'yramuf de M

&
< I

EE -
= e

> 5
286: (,082H8, 287: 0018349, 288: %m, 289: 9% (11,542 44Y). 200: 229 emd,
]

200: 0,0507a%, 202: 0,070623, 293: 359,3 em®, 294: 79 em®. 295: 0,042523. 296:
O 47a%, 207 07403, 208: 206 em?. 204%: — 737 em™. 300, ~ 663 cm3, 30M:
(L3060 em®, 302: 0,470 cmd. 303: 1,865 emd 304: 0,780 cm. 305: 1,478 cm3,
06 2770 emd. 307: 1190 keliem2, 308 91,7 keliem? 309 865; — 432 kpl/em®,
] ¥ 3
310 —‘1}“_‘ ML B ~ 3,83 :FT:’ 0. 312: 1200 313: ~ 0,080500. 314 a—35 om.
M3 b =19 em. 36 N 25a, MT: D=293 cm. 318 H— L34 em. 3HY: n=4
harras. 320: Ne 33. 320: N 140 322: N 450 320 =32 em. 324: 16 cm.
325: N 50, 326: a—1 em. 327: b—20 em. 328: by 1777 cm; iy =383 cm,
20 0 L em. 330: P 1067 kgl. 331 P—= 1400 kel 332: - 453 kel 333:
=330 kgf/m. 334: P = 214 i 335: P =216 t{. 336: M~ 1,92 kN.m. 337:
Mo 540 kN-m. 3380 g- 9,36 kKN/m. 339: ¢—3,75 kN/m. 340: ¢ = 384 kgfiom.
3l P — atog, 3420 P =1 tlL 352: d =8 emy Tax = 16 kef ‘om® 3533: A= 242 cm;

348,

d2e 49



3u7. 349, 350, 8% | aan
= . '

04T e Q{f%

056% f L G,

T 075%, ¢ | g,

0,82% . B 2™

Trmax — 0,0 kul/cm?, 354:

Ne 97&, Tmax=125 kgl/em?,

Eluu

=3 M} Tmax—

=65 kng,cm Jo6: 2,79 MN/m?. 357: H=¢8,0 em; Tyae=1,82 MN/m2 do8:
1,2a. 359: ~ 6,65 em. 3607~ 1 W034a, 361: ~0,702a, 362: —(I r18\2'.l'r 363 0,762,
364: 1?4. 7 kgf/cm?; o= 26%. 365%: 11 3; —120.3 kgi/em?. 366+ 370,
—5 kgl’,.-’cmﬁ. 367+ 26; —0,4 kef/em?. 368: P =49 tf. 360: N 24. : N A0,
374: H=15,7 em. 372: Ne 56. 373: Ne 50. 374: 1,59. 375: 1,4. 376: 'i 377 1.28,
378: 1,70, 379: 2. 380: b=20 mm; 4 =17,5 mm. I81: u’milj em: d" =84 em.
382: q—z 93 I.I"m q'=4,16 tf/m. 383: P=1,47 tf; P'=1,66 tI. 384:
g=10,7 kN/m; q' 12 2 kN/m. 385: P —=8,05 kN; P'—l’ 56 kN. 387: Menos
PR 232 233 224 225 240
B qit T g% - gld | 18 g4 nf
! 0BT 120 7 ~—00T Er | T BT | TE
0 - gl gt - ql® yld i
L1 12E1 Andd 10£1 1E!
ool 227 238 239 230 231
e L, il - qlt gl _l}'—“-_ M
! 0,000204 ET £,00080° T nikf 164K
6 ql3 aft ql3
! T20ET a0E7 LT e 5
9 Coqis i3 qis ank/l
g T T20ET ET BNy
de 0 D.)% 388: 1000 60%. 389: 33%; 28%. 390: 25%; 22%. 391:

27,3%; 23,8%.

Nota. En las soluciones de ]u-» problemas 392-443 se dan solamente los

a?  Pad 6 qat ) . . )
valores de los cuat'mu.n;es de —— ff ; ;ﬁ = " el caso de las [lechas
y los coeficientes de % ~ i 5 2o , en el caso de los dngulos de giro.

* Las tensi corresponden al alma, en el lugar de variacion brusca
de la anchura de la seccitn
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392: —s —2.393: E,-—‘a.:ﬂm: o Ty 395, e e
s00: —30; —3. o7 —2; —. s —2; 11, s00: 2 -5
mu:r —.i;; gg..ﬁm)i, léaiuz: i —o- 403 =g %. 404:
409: _4—5;; 50 410: -5 —1. 411: _ﬁ'; -5 412: —17; 2. 6!3:—-i§:
—%. e —%, %. at5: o;-—%m: % % M7 ;2 _%. a8
~2; L. ao %,5—%~ oo =2 g T
-5 426: _S_; .: &?:r3. 2. 428; T8 429: T —431] -4—; T 431
R N . T 0. e 3, —33- 485 —2; —11
36: — . 43T: — a8 — 2 e L L 400 % — At —
a2 13 as: —13- 444 1,31 om. 645: 3,55 cm. 46: 1,35 om. 447:
1,20 om. 448 1,6 cm. #49; X 22, 450: N 22 (16). 45t: N 27. 452: 12 20 o,
453: 20 cm. 454: T 455: TR 4562 - - 457: 4,4. 467: 160 kgf; 4 cm.
458,

2 Jgl¥
d=d,'rraxh{}a; H'r"””x:ﬁffiax

i

Elnax

27 .
at i 1Flmax=32 (g_£,13)

.l
|f | o 2L
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4635,

_ 2hmax 7, A2 qit S
h-_ﬂ-_ L~z gy 6% Elmgx Elm
4G4,
gi4
il T

Las tensiones langenciales no influyen sobre la forma de las vigas. 1 =co.
Ya que en las proximidades de los extremos libres de las vigas la cnrvatura
i.-—_‘;— es grande, en este cazo, no podrei aplicarse la ccuncion aproximada
fe la linea clistica,

3, ¥ 2 81 206 !
40 1) 302 2% 0 ATIN ) S8 2) i~ 2082~ 2012, 4728 )
a . o

3
b
2) ~1,10; ~ 2,420; ~ 3,251, AT3*: 1) !T‘ 2) j ~ 2.841; ~ 3,271; 4T4%: 1) !T ;
a2 32 Mo,
2) 'f— 2 S a7y i, 2) f— ~ 2808 4 y 2. AT6: 1061 AiMAX  par
27 3 2 27 Wnax

z=0,3826{. 477: 1,294 ﬂl‘:““"‘, para &= 0,2665/.

max
Nota. En las soluciones de los problemas 478 — 491 figuran los cocficientes
3 Py P Mga Pa?

numéricos de on el caso de las flechas y de

Elyax ' Elmax  £/max £ max
Mya 4 ,
[ BT , en el de los dngulos de giro.
*lmax 4 5 1 . 4
AT8: o A79: — . 480: %(J—-’:ln 2) = 0,1516. 481: —. 482: '3 AR3: 10y
AT T NL . e, s e
5 484: Ti7: 485: T3 ABG: 3; 2. 487: ST 488: 108" 18" A8 ik

* La distancia se indica desde el extremo izquierdo de la viga.
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1M, 255 Lo 98 14 ) . i
5 490: w0 491: 8 9 492: iMlma:v—ﬁ'Q‘“" | @ |max= 53 9¢

13 49 [a = 4
493 | M ax =7 00% | Qlmax =7 00+ 494: 0= Gor . 495: f=gp7-

5 1 M 4
496: | M |max=l—- M; | @ I"'“"—F_a . 97 | M |pax=Pa; |0 |mnx=?P-

9 57
498: | M |max =33 qa%;, | Q |mnx='(: ga. 499 | M |pax="Pa; |Q|max=F.

500: (M) =3,14 tlm. 01 [M)=285 thm. 302 [Pl=173 tf. 303: [P]=
—11,6 Lf. 504 [g]=T,& ti/m. 503: [g]=5,2 I.f;m 506: Ne 12. 507: Mo 14.

508: N 18 500: N 0. 510: 5> M. 51 i—ipn 512: 3 gat. 513: %Pa.
514 :j‘:; 515 e 516: Eii‘f . 51% ;—“:. 518: z_:;T' 519: g‘é}
520: 720 kgf. 521 Var,m 522: 47 kgi. 523: 172 kgf. 524: E-Etf 525: 2,56;
3,2 kN. 526: 0,=109 MN/m?. 527: ,\-3=5“3‘f’ . 528: —7.5; 15 MN/m?,
520: 288,5; 43,3 kefiem?. 530: B_.J_:L,r, ;1;rn1ﬂ,=%13: 531 .By—-—.P; Be=
:%; Munax = Pa. 532: B‘(={_§p; ,-um,.—_i%fa 533: By= '"; Mppg=
__.’331. 534 N =25 kgl; Mmax=750 kgf-cm. 535 N=98 kgf; Mpax=
=1440 kgf-cm. 536: ¥ =%rm, Hm“._{“z ga®, 537: La presion en la arti-
culacion es N =23 Py Mppge—=2t. 538: B,=22000; B, =2 p,. 530: Be=
q;: ! . s40: \gd——_‘“;ﬂ;ﬁ‘:;’_?‘_‘,?f;" ! 544: N =180 kgt 542: ﬂtf‘ﬁ‘f 1
543: Hx_—_jz—aijﬁf- . 544: Sobre el apoyo intermedio Mg=1,5 tf-m. 545: Sobre
los n];oyfi_i_ntermcdins My=— 11, Pa; Mz:%-g-!’a. 3462 3—%.
547: V T;f 348: No 16, 549: N 18a. 550: 6,28 tf/m. 551: 5,9 ti/m.
552: ~ 2.6 tf-m. 533: 1,86 LE/m. 534: 19,6 kN.m. 535: 24,3 kN. 556 _.%.
55 _Tﬁs'%' 558: 0,707P1; 0,2931; 0,7071. 539: 0,662 tf-m. 560 ~%. ‘g:
561 % 562: 2 t1. 563: 5,65 tf. 64 S0 % 565 v o). 506: S,

567" 2 o] (f—i—v‘"w) . 568: 17,6 cm; 8,8 cm, 569: 14 em, 7 em. 570: 9,2 em;
4,6 em. 571: 9,2 cm: 4,6 em. 572: 1,97, 573: 1,62, 574: 3,06. 575: 1,6.

* Aqui F es el drea de la seccidn transversal de la barra diagonal.
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576:

e 223 223 224 223 226
U gaIb 18725 {3-1- 82y 2o 134215 ms
aURES 2016087 192457 1 620K GET
P 227 228 220 230 231
i 2o s gHs ndg2is "
GO AB0E S 2502E7 AAES GAET

: . iy e N 3P%ad

577: U85 kgl.cm. 578 200 kgl.cm. 579 3565 kef.cm.  580: —SaE "

581: i'filffe Vibglol. 582 Up:Us:Uy—1 1—-'; 10,25, 583: En la viga de ignal

resistencin U es 1,5 veces mayor. 584 1) 1,2; 2 :B;T ~3) i + 4) 2 0) 2.4

6) 1,8, 385: (577) 7, =535 kgl-cm, es decir, el 359, de U; (578) Us=1 kgl-em.
es decir, el 05 % de U; (379 Ury=314 kgl-cm, es docir, vl "11.43% de U,
586: 1104 kgf/em?; B=67°35". .)8" 1454 kgfrem?; f=50°5 fo=1,13 cm;
h=0,63 cm. .188- "}.1 Lgl’,i’m- —= 61738, 589: 1009 kgllem?;, [=84"20,
590: 18,9 kef/em? A9°06, 'iE!I' 1240 kglf/em?; f=T7435", 502: 82,6 kef/em?;
f=1& 06 . 593: 9 1-5 \[N /m?; f=82°50"; f,=1,080 em; Py=T7"11,6’ respecto

a la direccién de la [uerza Py, 594 ~ 4 i]".}u—!: B=75" 595: 9 MN/m;

?— 14°56%, 596; 160 kegl; B=23°58"; f—=1,334 cm; By =34°06" respecto o la
inea vertical, 597: ﬂ""(l kel; T"f’zh' 598: 47,5 kN; p =230, 599: 12,9 kN;
p=7537" =077 cm; =88°11" respecto  a la  linea  vertical.

600: 44,92 "’_1‘ B—26°47". 601: 0,0205 Z-19L [“‘ s = 15937, 602: ~ 12 % 18 cm?;

=52°25', 603: N 27; Pa=B84°52', 604 ~ 18><2’| eme; fi=36°15" f= 1,9 cm;
Pas
By~ 417307, G03: D =12 em; B 70°54%, 608: frax =50 E:l 3 ~ 407 respecto
) s
a los lados del rectingulo. 609: amuxzﬂ-«— , cuando - desde el
16 )/5 a8 &
extremo libre. G10: Gy, = 0,453 'f:: yotuando o= 03170 desde el apoyo.
Pa? o4t
611 fimax = 17,8 7 i ~ 152",

Nota, En las soluciones de los problemas 612—620 la posicién de la
linea neutra se determina por los segmentos yy v 2 que la linea neutra corta
sobre los ejes prinecipales de inercia de la seccion, 612: (v 40 kgf/em?,
yo=00; =15 em. 613: —3,51:. —4,63 kpl/lem?; oo 363 cm. Gf4: 25!
—350 kgf!cm‘l' o —6,67 cm' —8 cm 615: ']d, — 386 kgf/em?, —12,5 em; cx:\'
B16: 26,6 13 —27.5 ’; P —. 617 1285; —1355 kef/oms; 0,29 om;
1,47 em. 618: 17,6; —14,4 MN/m2, —0,834 em; 0,625 em. 61%: — 4.88p.
—7,37p; 6,20; oo. 620: 9,3; —11,3 MN/m? —4,67 em; —1,43 cm.
621: 630 kgf/cm?; za=—-_;T. 622: 44,7 kgf/em?; yy = %; Ig= ;_‘:, .
623: 300 kgf/em?; py=8,3 cm; zp=7,8 om. 624: 85,8, —80,8 kgf/em2
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625: 79,3 -&2— i —93,5 Tf? . 626: 58,4; —63,6 MN/m2, 627: 1122; —1034 kgf/cm?.

P . 3 P .

628: Bab " para a,=da; -—ﬁ, para 13?“' 629: ) para dy=2d,
125P 53 P PR . Ne 22a:

— g1 bara dy=12d. 630: « }Zl/-ﬁ—l—v. 634: o = 4 cm. 632: M 22a;
d~1,26 cm. 633: N 27, 634: d = 17 l/-l—i_]— . 635: d~1,5¢cm. 636: t; =~4,65t.

637: d=3 m. 638: 64 kgf. 639: 9040 kgi. 640: 2780 kegf. 641: 18550 kef.

642 4180 kgl. G43: 360 kgi. 644: 6000 kgf. 645: 368 kgf. 646: m‘;"
647: 4590 kel. 648: 8,68 KN <P < 12,15 kN, 649: P,—8P; om,,,=_3?%.

Nota. En las soluciones de los problemas 650 —655 se dan las coordena-
das (en cm) de los vértices del contorno del micleo central en el sistema YZ
formada por los ejes centrales principales de inercia.

650: cuadrildtero; 0,160a; 0; —0,072e; O; 0; 2= 0,166a2, 651: cuadrilitero 0,697a;

0 —0650e; 0; 0; =+ 0,532a. 632: octigone; 0; == 0,107q; - 0,107a; 0;
4 0,08a; - 0,08, 653: lexigono; 0,226a; 0; —0,43a; 0; 0; == 0,107a; 0,086a;
q 4 3

a; = 0,113a. 654: rectingulo; f-i—]’,—3, + 12a; -3—1.]{—'5; + 122, 6353: cuadri-
: 13 13 13 5. e oo BB N

; a2, 2P 26: 5 % 57 a
latero; .'-iﬁb‘ 0; 45&'. '3 156 73 -‘_—565. 636G: 51 o 657: 1075 kgf/em?,
658: 91,6 i—: 659: 75%. G60: 1000 kgffem?. G661: ~ 407 MN/m2,
662: = 4.9% , para z & 0,448/, medido desde el extremo libre. 663: 19,4 %;l i

]
664: ~ 1040 kgfiem?, 665: Ompax, = 827 kgf/em?; Fmin, = 223 kef/cm?;
Omax,, = 1755 kef/em?; Opin, , = — 35 kgliem?; §,=0,53 mm. 666: d >

max

o371 P ga7: 5335 |/ L. 608: dar40 mm. 669: d 60 m
= 3y i : b=3,30 _— i H = 4l . 1H = m.
< V To] [T

670: d =~85 mm. 671: dy =22 mm; »=~22 mm; dy~36 mm. 672: a=
2P 3 P

=3 ,/[T] 673: d > 2,46 !/ oy 67 d=50 mm. 675 d 38 mm;

B 22 mm. 676: dy =545 mm; oy~ 064 mm. 677: d =70 mm. 678:d >
a7 3

= 1.84 l’/-'ro—ﬂ G79: d = 24,2 mm. 680: o =80 mm. 681: P = |[:]|l:i

0,082 [a] 4

= 5

682: ¢ 683: M < 0,026 0] D3, 684 q.= 1,4 kN/m. 685: P <<

-
=100 kgi. 686: P 20,556 (0] % 687: M = 117 kglf-cm. G688: P = 6,4 kel
680 apy = ATd—or. 600: 0pp =120 kgi/em®. 691: oprp 1510 ketiom®.

¥ i)
692: 0; 7y 89 T!F 693: 96 és < [o]. 694: s,mbi!h: (0] 695: 1570 kgf/em? <

< 1600 kgijem2. 696: =12 cm; h=28,3 em. 687: oy =85 em; dy =85 em;
dy =~ 6,1 em. 698: o — 6 em;  b6=3,63 cm; dy— 5,71 em; c=272 cm.
699: T15 N; Tmax =085 MN/m?. 700: %g%-_n.?z.; S 088, 701: maxt=
=955 kgf/em?, max 1, =2550 kgf/em?; & =26 cm. 702 Tnax— 4 760 kgi/om?;
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n=15; 83==8,1 em. 703: max 1, =128 kgf/em?; max 1, =417 kgf/cm?. 704: P ~
a‘.:BG(} kgf. ?ﬂd. 10%. 706: Py—=902 N. 707: d =1 cm; n=10. 708: P =109 kgf
709: P=50 kef. 710 43 kel, 20,5 kgf/em?, 711: 1325 tf; 2630 kgf/cm?,
T12: a) 1070 kgf; 713 kgl/em?; h) 3460 kel 2310 l-:gf_.-’l:-m'-'. T13: a) 171 10,
4530 kegfem?; by 124 tf; 3300 kgf/em?. 'IM 1210 kegfy 192 kgl/em?,

745: 5,47 U3 17,1 kgljem?, 716: 7,4, T17: 2. 718: — L}j'—"ﬁ 719: 9.5 m.

720 - l/-—'fl 720: a) 31,9 em; b) 17,8 em. 722: 82°. 723: a) 37,5 ; b) 10,1°.

724: h.1° 725: ﬂ’ 13,5 em. 726; d =06 cm, 727: d =1l cm, 728: N: 220, 729: so-
hretension 339, 730: sobretension 2,4%,. 731: sublension 24%,, 732: sublen-
sion A8%. 733: sublension 14%. 734: 9.0 t1. 735: 54,6 UL TaG: 177,60
T37: b~ 11,3 cm. 738 b=280a. 739: b—2a, T4AD: N 30. T4l: N 20 (16),
T42: b= 10 em. T43: 20 em. Th4: d =8 em, 7TA5: N 14; B=14em: 4y - 40 em.
T46: N A6y B =22 em; =70 cm. T47: N 10 (10); B=39 em; fp— 60 em
(una de las posibles variantes para ¢=081). 748 No 10(7); B=34 cm; Iy —
=G0 em (urm de las varianles posibles, para @ =0,81), 74% 4,91 cm;
1462 kgl/em?; 750: 1096 cm; 1074 kgliem® 751: 1,30 em; 67,1 kgf/em?®.
752: 0,303 em; 1240 kgf/cm?2; 2,52; 1,84, 753: 229 em; 1275 keflem?2; 2,27;
1,78. 754: 80 % 50 % 6 (una de las variantes posibles). 735: d — 16 cm.

Nota. En las soluciones de los problemas 756 — 765 figuran las magnitudes

siguientes; Nyax, Umax ¥ Mpax. 7obi: 2P, 2P %Pu. 757: Py AP 3Pa.

758: P Y2, P Y2 2Pa. T59: qa V25 qa /35 24104¢at. 760: L T "‘_‘{'.
3 3 )

€
761 FP.' TJ.P: 2Pa, T62: 2qa;3qa; :T)jqu‘-’-. T63: Zga; ga; 2qe T64: ga; 2qa;

5,1 3qat, T65: P; P, 'T‘Pa. T66: 127, —206; 111 kgf/em2 767: 105; —87;

—48 MN/m2. 768: 1050; --700; —382 kgliem2 769: 805; —403 kgf/em?2
F70: P=208 m. 771: .H'l—i 23 kgf-m; M,=303 kgf-m; My;=—=128 kgi-m;
My=134 kgl-m. 772 782 < 1600 kgfjem®  773: 360 <2 1600 kgf/em?.

17Ph 1,73Ph Pa Pa gre Ma
I et oo . 2 E 1o el . 8L A
774: ok TF 775: 2,42 = 36— T T76: BF 777 4 Gt
28Ma 41 gad T Pa? qat qa¥ qat 1Tgus
. T = == H T e RERTT
T en o T mErt TR % %Er ETT TV TaETY T80ET
2 r,ltl“ qu 768P
P O e Y 8. ¥
7ol 3 Er’ sk GF - B3 bE
Iin las soluciones de los problemas 784 — 790, 797 —819 y 822 — 824 [iguran
los coeficientes d 2et L r'm* en el caso de desplazamientos linea
03 coelicientes de T ' Er (4] (Il i de desplazamientos linea-
. Ma Pu2 . qad : proRe
les) v los coeficientes de =T EF Y Er (en el caso de (jl)&[lfd’:dl‘l‘.llal]tus
T i I N wo e . 8 . :
angulares). 784 16 (? v)' 8 2 ™5 2(g+ M,) TS
786: = ’ 1 L Y2 (11+ ;2 (9 1+L 788: 4 (3---—L)
: iy 2::31“)‘ Y ) P2e m')' A ey I
al 1 Pad —— e Pa3
789 24— e 790: 5 791: Eav 792: B v 793: 39,1 Fav "
. 80Pad , d2 _ 170Paq3 ( P s . 96,9Pa3
W g () ™ g (Ve ) Wy g

12 s b wien
x(1+ 56.9«2)' T07: 13,6; 5 ; 6,85 798: ; 1,45; . T99: 39; 19,1: 20,1,
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800: uas.é 0,57. 801: 0,071; 0; 0,142 802: %; 0,010; 0,028. 803: 0,47;

0,85; 0,24, 804: 8; 37.4; 4n. 805: -L 0,0927; 0,0181. BOG: %; 1,225, BOT: —g-:
dn

0,302. 808: 5,14; 3.14; 809: - _',_ 810: 1,1; —:- 811 0,312, 812: 0,071.

813: 0,355. 814: 00,0198 I-l 3,57 E— I . 815: 12,4, 816G: l::IB 817: . 813:—12;.
i & _a_{ 11 s B
819: 7.24. 820: 45°. B21: 48°15'. 822: IR TR 823: o7 824: T 9"
gr 28 '{'i!l ‘.T -)".<r ‘23. i i [ . A
8252 ot o 5 826: |2 s 2.5. 8272 57 3. 828: 14; 8,5 829: 0,5, 0.
830 3,1, 831: - 832: 1 833: 2 3’ 83 0; & senB & 5-cos . 835 ~—0,739P;

el
aGan ., =, 9 . E PR Silbly ? o r'Ja.‘ . (E,f .
~ 0,360P, 836: ma, B37: 2,TM. B38: ' 7 F', 8§39: — T 5 BT B40: T
Ma? c2n o gal . ‘l 3 . ‘1'.]!.'.1’ O
W,Sﬁl. 6 7% TRET e Sqﬂ 842: 1“ TR . BA3: F0 R
3 M Mat s F 3 !,rr." f]l'ﬂ qat e
846 oS- i Gy O Taa 846 T 5 ~ 0437 T sam P
Pl »
NP g Y g —qﬂ 850: ~ 0,162, 831: - 5 40 852 A, =0; _-;vz%_

5ET " B
¢ 32 25 9
i .k ga. B35: 14,—1;1',-", Ay = iqrx
3

853: Ay = Ax=1- - 854 Ay =3z 03 Ax=3¢
y 9
Yo pe—emp. 8510 Ay=—A,=2. 8s8: —P. 859: ~ Pa.

|v

7 qa‘

S %
=19 B 6 5 C
) » ) 3P Pa . 2
860: 0,1642ga2, 861: (,0634ga2, 8B62: Ay =0; dy=— T M, = 863: A1, =71
57 ya, 866 A= Ay= ap . 865: .4,,_f£l)gu Ag 7" Zqaa. 866 4, =

_qa, ga? = 2 f- 15 A . 68 Pad
Ax=751 Ma=Tg- 867 Ay=-g: Ax=g5 P “"s-ﬁ B0 R
., 10, 191 Pad 19 .. o P - h .
69: 55 P | ET 870: EP ~ 0,07 3 BT 0T ka!\r—, 872:

I/ : 7

« Eaat . 873 0.3Eaat | 874 ﬁerx_\r 5 2 w\t 876: 5 AER

a it Bl 11 a?
. SAER . AERL . BAER , -1 Pat N e
877: 'IHT . 878: Tt - 879: TR 880: T YWt ET 881 0,0472qa;

qn 5 o qat G R : _o Pa?
0188 Tr . 882 qa; 5z 883: 0.0638P; 01052 -

4
nu.ﬂ 885 R,,_-_— Rye—=0500q2. 886: Ry=-—; Re=0,786/. 887: R, =

kr]l'(l

83t:

. BBA: 0,1867qa;
P -
5

. BR8, Ry —nqa; Ry—3qu. 880 Ry——i Ro=0,722P; Mp=

.,-

—0; Ry—
—1,077Pa. 890: 3,44 ’;: . 8O ‘; LEIF 892; n.r,aﬁ% 893: 0,25 %-;.
894; ’—’_‘ ’;‘; 895: 0 0994‘—,??. 896: 0,369Pa. 897: 0,273qa2. 898: 0,620Pa.
899: 1.452Pa. 900: A, —0,216P; 1, = 0433P, 901: A, =0,961P; A, =0,774P.
902: .-1_.,:% gy Ae=TL0. 903 A, =02T0q0; Ac=02TTg0. Wk 1,,=%;
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Ax=10,0522P; N=0,437TP, 905: A,=0,519%a; A,=0,339a. 906: A, =0,214ga;

Ae=0T01ga; M ,=0,569q7a2,
8,52, 910: 3,30; 15,20, 911: M,:,i‘_; Mg

My =0,5650a; ﬁ

014 d ~ 1,3ﬁu

917: po— 111 MN/m%; Arp—
Ara=019 mm; b) py =

MAX 0y = pigy j_____

rs Ty

907: 2,414; 2,515,

908: 2%, 9,40, 909; 248,

Pa

) iy . P -
. 8—0,208 M EI Loz My =10

Pa? 4
m,:hﬁ M3: My=2ga% M,=0,934ga%; §=1,435 %.
a4

l"‘l’ 915: b~ 1,371 )/ (o0 M6: 1y =17,3 cm; Ary =0,23 mm.
— 0,19 mm. M8: a) ry=14,1 cm; Ary=0,23 mm;

920: f=

24 MN/m2. M9: p =

2ry[r+ri+

afiE (r§i—ri)

G RE]
(i3] rtp (3 —rp) =

;max o, | = pg;

0,017 rad = 1°,

921: B 0,008 ~ | 60, 922 po—1Ti4 kef/em?; ag, =174 kgfjem?. 923: p=
=8,0 kgfiem?;, py=23.8 kelfem?, 924: py= e }_’:‘i . 925 pp=0.
e
i
0, kuf/em? . kgl/em?
Tubo Tl
e 1 1 11 i
loms kgf/em?
probitma Puntos Puntos
1 2 a 1 2 2 3
926 —2000 | —577 0 1 800 am aG2 385 a7
027 —2000 | —248 0 2670 920 413 165 248
028 0 —173 0 —AG0 | —290 | 290 115 173
929: py = o F,L” {1-—-?&’)(1—n,},wandon|— —, na=—, A=(1—nin3) (E;+
+Em-t ("*'—"q) (FBpp—E) —(1—nj) (1—nj ) (ll:-‘:u— IU:EU
o, kgfjom? oy, kgliem?
Tl Tuba
X i i [ o |t
del Ia tensidn
problema Piitites Puntos efectiva
1 2 i 1 2 2 ‘ 3
931 —2000 | —825 0 M7 | —309 | 1201 57 30%
932 —3 000 |—1 500 0 1000 | —500 | 2500 | 1000 -
ra=20 cm rg=40 cm A=0,6 mm
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Tubo I 11 1
033
Puntos { 2 2 3 1 4

- kgf/cm? Tubo simple 5717 |3 650 | 3650 | 1860 |1860 | M4
Tubo compuesto F615 | 2304 | 3624 [ 1852 | 3365 | 1654

6"5 - e
930:  py = P W . 934: max 0y = 3p/; max oy, =606yl 935: 0;=

2ry (‘F"'Ii' ;g_rlz n

=216 MN/m2; o;; =10,8 MN/m?2.

Ccos® o
937: a) op=oap =008 0= Q

(1-]-2cos?ex) F

936: 0; =181 kgi/em?;

;=287 kegflem?,

(H-WT!): b) Unr=%=

) il
)  _ (4. L "”) . 938: ~ 66,8 MN/m2. 030: P20
Vi (3-V3)r g gd®
940: d— 14,3 em: =12 cm. 941: 250 r.p.m, 942: wr'm Ve ol 943 ~ 03¢
Jntrl
5 l_/r(:{"[—r;l L 9% max o;=1420 kgf/em?;  wmax o;;=2 220 kgf/em?,
N o B . Chotpd
945 ~ 1350 kef/em?, 96G; ST (Je--8).  ®47: 195 ropon., ~ 1,59 em.
3 2 o2 2 ot iea
gag: JOQDR o4, 410 m_ 030 49Q‘"R° 28,5 QR g5, —‘-*i>\
and3 ad gl
o/ Enbga . /.‘!L' 053 (7 2 - A N T
b4 I/ or 9"2 T ; 50 - 953: 672 ropam. 954 a) S0 s b) 0.6 s,
T S0 '/ Oa¥ / (Ja?
Er. Vi 56:  92: 3 o . .05 4
955: l 700 956 1Igrxl o a957: ,5 ¥ 158 ‘Ll i
( v
959: 1/40s. 960: 5L |/ / UL a61: 0,106 s. 962: 1,47 I/”“. 963 0,075 5.
Elg Ca
. 2 Gz a5 LS BPP = ) 1
Wik: o l/zo"‘ 965: 282 175, 966: = 967: 7. 068: S N6 o
070: & omt: oashs w2 047 s 93 21 1) SOE (1 p o )
S e By UpeRetd J V' iwEs o)
Ima ’?f it
o75: 2n)/ Ima (1 200N oo
/ T . 975: ...11' %I, ( SR ).97(). 2000 T, pom.
] (0 1 = v / )
' .-J.Fq >
977 A= Tr— 0ot - 978 .65 mm. 979: 0.8 mm. 980 0,04 radd, 981: 20 em;
2160 kgl/em?, '-IS2 550 kelfem?2, 983: 510 kgfiem2, 984 2.0 kel 985: 12,8 em,

1 _’ S OhE
906: 0y =5%,=V @ P o=
({ 45 /‘l l_..lf"ﬂr

I/ 40ha
EF "

S I/" L AC

): [1y] UI//(:I."' c) ?,—»sona (i,— i/-:

(2,
180h _ geq. n}%x

__'E"_) .



9g0: 19122 g0, ]/ W00 901 001/ 5. 902 33,2 ket 993: 1OBWH

2QET 2gET * GQET
ok ;I’A Q.u' g95: 1 tnl/Qnu_ 006: 746 '/Q.fnﬁ‘ 97: T!_}\
B 3 s
,/“’Q"" go8: o]/ QOITIRE goq 1883 SORET 4400 g 5 M.
TTRET W u
i 3,840 Qrms i V Qha o 1
1001: ]/T' I/ 1003 2/ . 1005: 1) o=y
= 4 Ly
2) a=(2— V3L 1006: a) — A V!”‘G. b —:1' ——J:;' 1007: 3;'—’
. L/
5
]/"'“‘" 1008: 1260 kgf/em?. 1009: | ’L@%. 1010; 337 kef'em?; 0,78 mm.
W2l (o]2 3¢
1001 336 kglem? 10120 J .—_—m\.}%(I —% -ﬁ;’); con mayor  exaclitud
W a2 13 Qg Q1 a. TG i
_L_W (1 Yoz Q) (1_m] R U1 ET mV =T Ly" siendo
- " L

= SR W T 5 Llngis e
'l-"-—--‘;l--.‘ 1014 t‘lF = 366 kgf/cm?; n",”-__.-l.j kef/ems; n"!j“_?_’ll kgfrem?.

1045 1 MN/m?, \liih ~ 42 mm. M7 ~ 1,74, 1048 6,25 KN, 1019 es mis
resistente el drbol de acero Cr. 5. 1020: 0_g ; = 80 kef/mm?; dy 4 = 80 kgl/mm?.
1021: ~ 26 kgf/mm?2. 1022: — l 38, 1023: ~ — 1024 ~ 7.8 kgl/mm2.
1025: ~ 118 kef.m. 1026: ~ 1,3, 1027: ~ 9,2 kN, 1028: ~ |47,
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