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PROLOGO

La Resistencia de Materiales, es una ciencia sobre los métodos de calculo a la resistencia, la
rigidez y la estabilidad de los elementos estructurales. Se entiende por resistencia a la capacidad de
oponerse a la rotura, rigidez a la capacidad de oponerse a la deformacion y estabilidad a la capacidad de
mantener su condicion original de equilibrio.

Por lo general, los textos base de Resistencia de Materiales, son muy voluminosos v,
principalmente, se centran en la descripcion tedrica, lo cual dificulta el proceso de aprendizaje a través
de trabajos domiciliarios e investigacion, conducentes a un mejor dominio de la materia.

El presente libro nacid, después de comprobar las grandes dificultades mostradas por los alumnos
en la realizacion de sus trabajos domiciliarios.

Es por ello, que tomé el reto de escribir un libro, que haga mas did4ctico el proceso de estudio
individual, describiendo, para ello, la teoria en forma sucinta, seria y con el rigor cientifico, resolviendo en
forma detallada 155 problemas tipo, propiciando de manera mas amena la convivencia con la
Resistencia de Materiales.

En el presente libro, se tratan temas que en la mayoria de programas de las universidades se
analizan y que son muy importantes en la formacién profesional de los ingenieros civiles.

Como base se tomé la experiencia adquirida en el dictado de los cursos de Mecénica de
Materiales en la Universidad Peruana de Ciencias Aplicadas y Resistencia de Materiales en la
Universidad de San Martin de Porres y Universidad Privada Antenor Orrego.

En mi modesta opinion, el presente libro es Unico en su género, tanto en la forma de su
descripcion tedrica, como en la forma de resolucién de problemas; asi como en su contenido, que no es
una repeticion de otros textos, editados anteriormente.

El presente libro consta de 10 capitulos y bibliografia.

En el primer capitulo se analizan estructuras determinadas e indeterminadas, sometidas a traccion
y compresion, efectos de temperatura y errores de fabricacion o montaje estructural.

En el segundo capitulo se estudian los esfuerzos en los estados lineal, plano y espacial; asi como
la aplicacion de la Ley de Hooke generalizada y las teorias o criterios de resistencia como forma de
comprobacion de destruccién de los materiales.

En el tercer capitulo se analiza el efecto de torsibn para estructuras determinadas e
indeterminadas de seccion circular y no circular; asi como resortes helicoidales de paso pequefio.

En el cuarto capitulo se analiza la flexién de vigas determinadas, calculando los esfuerzos normal
y tangencial para vigas de uno y dos materiales, como es el caso de vigas de madera reforzadas con
planchas de acero y vigas de concreto armado.

En el quinto capitulo se calcula la pendiente y deflexién para vigas determinadas e indeterminadas
por el método de la doble integracién, método de los parametros iniciales, método del area de momentos
y método de la viga conjugada.

En el sexto capitulo se estudian los métodos energéticos del trabajo virtual y teoremas de
Castigliano, resolviendo armaduras, vigas, porticos y arcos.

En el sétimo capitulo se resuelven estructuras indeterminadas por la ecuacién de los tres

momentos para vigas continuas y método de las fuerzas para vigas continuas, porticos y armaduras.
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En el octavo capitulo se analizan los efectos de flexion desviada; flexién y carga axial; carga axial
excéntrica; flexion, torsidon y carga axial, comprobando la resistencia de los elementos estructurales
sometidos a los efectos combinados.

En el noveno capitulo se analiza la estabilidad de barras, sometidas a flexiéon longitudinal y el
efecto combinado de flexién longitudinal y transversal.

En el décimo capitulo se calculan los esfuerzos y deformaciones para estructuras sometidas a las
cargas dinamicas de impacto.

El presente texto esta dirigido a estudiantes de ingenieria civil y docentes que imparten los cursos
de Resistencia de Materiales; asi como a ingenieros civiles, postgraduandos e investigadores en el area
de estructuras.

Este libro se lo dedico a mis alumnos de Mecanica de Materiales de la Universidad Peruana de
Ciencias Aplicadas y Resistencia de Materiales de la Universidad de San Martin de Porres y Universidad
Privada Antenor Orrego; quienes con sus consultas me motivaron a escribir el presente libro y con su
energia renovada me permitieron culminar con éxito este trabajo.

De manera muy especial, dedico el presente libro a mi cufada Susana, por haber sido un digno
ejemplo de lucha diaria por alcanzar los ideales familiares y desde lo alto, le pido siempre me guie por el

camino del éxito, para seguir aportando al desarrollo integral de la sociedad.

Ph.D. Genner Villarreal Castro

genner_vc@rambler.ru

Lima, Agosto del 2010
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CAPITULO 1
TRACCION Y COMPRESION

1.1 DEFINICIONES Y DEPENDENCIAS PRINCIPALES

En la figura 1.1 se muestra un caso sencillo de traccién y en la figura 1.2 el caso de compresién. En
traccion y compresion, las fuerzas internas son elasticas y surgen en las secciones transversales de

las barras. Las fuerzas internas son conocidas como fuerzas axiales o normales y se los denota por

N, o N.
AP
J1 1

A ) y A A A 3 : A
| | I I
I,
| | | |
| | A | |
I I | |

L, | | L | [ L

| | | [
e L.
A | |
I<—a1—>| Iél

! l 4 | I 4
| I | |

v | _ v 11 |

A A
v P o) vp )
Fig. 1.1
P P
\4 A4 A\ A\
(2] (2=}

_ATT — _a _____ "I Y T _____ ; _____ 1]
| fe | | | > |
| | | |

|- L. | a, | L1 I a,y I
|« >| > >|
[ | | |
[ | | |
[ | | |
v v | ] v | |

WL LTSRS S A A

P
Fig. 1.2

La fuerza axial N, se determina por medio del método de las secciones, por la cual numéricamente

es igual a la suma algebraica de las proyecciones sobre el eje longitudinal (OX) de las fuerzas

externas, ubicadas a un lado del corte (figura 1.3). Se considera que las fuerzas axiales son positivas

en traccién y negativas en compresion.
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Fig. 1.3

En las secciones transversales de las barras cargadas en traccién o compresion, solo surgen

esfuerzos normales, los cuales se determinan por la formula 1.1.

c= A (1.1)

Donde:

A - area de la seccion transversal de la barra

Los signos para los esfuerzos normales son los mismos que para N, y las unidades de medida son
kgf /cm?, Ib/plg® o N/m?>.

Al alargamiento relativo en traccién (o acortamiento relativo en compresion) de la barra, se le conoce

como deformacion longitudinal y se determina por la férmula 1.2.
)
e=— 1.2)
L

Donde:

0= (L, —L) - alargamiento o acortamiento absoluto de la barra
L - longitud inicial de la barra

L, - longitud final de la barra

A la deformacién relativa de las dimensiones transversales de la barra, se le conoce como
deformacion transversal y se determina por la formula 1.3.
cooad, —a
g =—+—
a

(1.3)
Donde:

a - ancho inicial de la barra

a, - ancho final de la barra

En traccion se considera que €>0, en consecuencia g <0 y en compresion sucede lo opuesto.
A las magnitudes € y € también se les conoce como deformaciones lineales.
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A larelacién entre € y € se le conoce como coeficiente de deformacién transversal o coeficiente de

Poisson y su valor es adimensional, calculandose por la formula 1.4.

€

n= (1.4)

El coeficiente de Poisson para materiales isétropos es 0 <pu<0,5.
Entre el esfuerzo normal y la deformacion, existe una dependencia lineal, llamada Ley de Hooke y se
lo determina por la formula 1.5.
oc=Ee (1.5)
Donde:
E - médulo de elasticidad longitudinal o médulo de elasticidad de primer género
La unidad de medida de E es la misma que para el esfuerzo normal.
El alargamiento o acortamiento absoluto, cuando A =const y N, =const, se determina por la

formula 1.6.

N, L
8= (1.6)
EA

Cuando N, y A varfan por la longitud de la barra o una de estas magnitudes, entonces el

alargamiento o acortamiento absoluto se determina por la formula 1.7.

N, dx
j (L.7)
Para el caso de barras escalonadas o cuando la fuerza axial es constante en cada tramo analizado,

se recomienda utilizar la formula 1.8, para determinar el alargamiento o acortamiento absoluto.

|nN |_

8= Z (1.8)
Cuando A y N, son constantes, la energia potencial de deformacién se determina por la férmula
1.9.
_NiL

X 1.9
2EA 19

En el caso, que N, y A varien a lo largo de la barra, entonces la energia potencial de deformacion

se determinara por la férmula 1.10.

X (1.10)

Para el caso de barras escalonadas o cuando la fuerza axial es constante en cada tramo analizado,

se recomienda utilizar la férmula 1.11, para determinar la energia potencial de deformacion.
i=n NXIL
= (1.11)




La condicién de resistencia es:

N _.
max
Crp = <|o] (1.12)
A
Donde:
O - €sfuerzo normal maximo en la seccién mas peligrosa

N, - fuerza axial maxima en la seccién mas peligrosa

A - area de la seccidn transversal mas peligrosa
[(5] - esfuerzo normal permisible o admisible

Cuando se trata de barras escalonadas, se recomienda analizar cada tramo, ya que el esfuerzo

normal maximo puede surgir donde la fuerza axial no es maxima, pero el area la menor.

Para determinar la fuerza axial permisible [N] o el area minima requerida A se obtienen

min

despejando dichos valores de la formula 1.12.

ESTRUCTURAS ESTATICAMENTE DETERMINADAS
PROBLEMA 1.1 Una varilla de acero de 100cm de longitud y 5mm de diametro esta sometida a

traccion y se mide que su alargamiento es 0,3mm vy el incremento de volumen AV = 2,28mm?.
Determinar el coeficiente de Poisson L.

Solucioén:

Se sabe que para barras prismaticas se cumple:
5= N, L _ PL

EA EA
Donde:

P - carga de traccion a la que esta sometida la varilla

Reemplazamos valores y obtenemos:

P1 =0,3.10"°
E." 5210
4
De donde:
E =5,89.10"°
E

Luego, aplicamos la formula de variacion de volumen:
o
AV =V, —(1-2p)
E
Donde:

V, - volumen inicial

Reemplazamos valores:

P
22810° =AL—(1-2
EA( 1)



2,28.10’9 = 1.5,89.10’9.(1— 2;,1)
De donde:
= 0,306

PROBLEMA 1.2 Se disefiara un tirante de acero para resistir una fuerza de traccion de 50 toneladas,

siendo la longitud del tirante 50 metros y la seccion transversal rectangular con proporcién de lados

en relacion 2/3. Considerar que el esfuerzo de fluencia del acero es o, = 4200kgf /cm?, el factor

de seguridad N =2, el médulo de elasticidad E = 21.10°kgf /cm? y el coeficiente de Poisson

p =0,25. Determinar las deformaciones longitudinal y transversal.

Solucién:

Esquematizamos al tirante sometido a la fuerza de traccion y su seccidn transversal.

SECCION
TRANSVERSAL
v
P P =50T 7 3a
«—— —>
7
. L=50m y 2a
A A
Fig. 1.4
Se sabe que:

[G]_ﬁ_4200
n 2

= 2100kgf /cm?

Como, por condicion de resistencia se debe de cumplir que:

c< [G]
5%':203 <2100
De donde.
a >199cm
Asumimos:
a=2cm

En consecuencia, la seccién transversal sera:

//
/ 6 cm
Z
4 cm
Fig. 1.5



Calculamos el alargamiento:

_ PL _50.10%50.10°

5 =4,96cm
EA 21.10°.24
La deformacion longitudinal sera
4,96 B
g=—= ~=992.10"
L 50.10
La deformacion transversal lo obtenemos a través de Poisson:
K
Ww=i—
€

&= nle/=0,25.9,92.10™ = 2,48.10™*

PROBLEMA 1.3 Se tiene la siguiente estructura, cuyo cimiento y sobrecimiento esta construido con

concreto ciclépeo, el muro de albafiileria con ladrillo s6lido macizo y la viga de concreto armado.

Sabiendo que el peso de la estructura es de 9142kgf, determinar el radio “r’ del agujero circular y la

capacidad portante del terreno.

MATERIAL

PESO ESPECIFICO

Concreto ciclépeo

2300 kgf/m®

Muro de albanileria s6lido — macizo 1800 kgf/m®

Concreto armado

2400 kgf/m®

i

< 025m
1 | | 1
I : I I I : I I I
a i C T T T 1
C T T 1
C T T T 1
C T T 1
C T T T 1
C T T 1
1 : [ : [ I I I I
-
C T T T 1
0,5\ i
S N T T T 1 l
3 | [ [ | | [ [ | | | | [ | [
N ~ o2 SOBRECIMIENTO
,8 m t: ) A
g o9 @@
7 X Qo
: EINOA CIMIENTO
Q o~ o
05m QQO A
Q
4m
S
Fig. 1.6



Solucioén:

Calculamos los pesos de cada parte de la estructura, conocido como metrado de cargas. En este
caso se trata de la carga muerta, es decir, el peso propio de la estructura.

P A imento N eimionto = 2300.0,5.4.0,8 = 3680Kgf

cimiento Yc .

p = 2300.0,5.4.0,25 = 1150Kgf

sobrecimiento

P ., =1800.0,25.(4.2 — m.r*) = 450.(8 — m.r* )kgf

Piga = 2400.0,25.0,35.4 = 840kgf

Sumamos todos los pesos y obtenemos:

3680 +1150 + 450.(8 — m.r’) + 840 = 9142
r=0,3m

Ahora, calculamos la capacidad portante del terreno, que viene a ser la resistencia minima del suelo:

P _ 914§ — 4571kgf /m? = 0,457kgf /cm? (SUELO FLEXIBLE)

qa:A

contacto "

PROBLEMA 1.4 Graficar los diagramas de fuerza axial o normal, esfuerzo normal y determinar el

acortamiento de la barra mostrada, si E =2.10°MPa y A =2cm?.

Z

B C =
A ‘ P= 10KN
‘ P,= 30KN P,= 20KN D

4

v

/ 0,4m 0,4m 0,2m
> >« >

Solucioén:

@ i}) (kN)

20

5 2 5] ©
50 (MPa)

100

Fig. 1.8
Previamente graficamos el diagrama de fuerza axial o normal y determinamos los esfuerzos para
cada tramo de la barra.
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3
0y = a0 =—20'1(_’4 = —100MPa
A, 210
3
G = Nec =%=50MPa
A, 210
3
_Nep __1010° o

G p—
CD —4
A 2.10
Luego, calculamos el acortamiento de la barra como una sumatoria, ya que las fuerzas axiales varian

a lo largo de la misma.

S NL,  10.10%0.2 1010°04  20.10°04 _ . 0 g15mm

0= =- +
izzl“ EA 2.10°.10°.2.10* 2.10'.2.10° 2.10"2.10"

El signo (-) corrobora que se trata de un acortamiento total de la barra.

PROBLEMA 1.5 Graficar los diagramas de fuerza axial o normal, esfuerzo normal y determinar el

alargamiento total. Considerar E,, =0,7.10°MPa, E, =10°MPa, E, = 2.10°MPa.

N ©

(kN)  (MPa)

PP P SO S SIS II IS IS -
o]
@ A3=4 cm? 1m 60 150
| Ps=30kN
N 7L — =
74 A,=3cm? == —
[} A 30 =
8 -
S = —{ 100
= A=1cm? —
E 1 m 10 _—
S =
- | ]
= 4 —
\
P=10kN
Fig. 1.9

Solucion:
Graficamos el diagrama de fuerza axial o normal y determinamos los esfuerzos en cada parte de la

barra escalonada, por ser de areas diferentes.

3
o, =210 _100mPa
10
3
o, = 229" _100mPa
3.10
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60.10°
Ca =7
4107

Luego, determinamos el alargamiento de la barra escalonada, analizando cada material por

=150MPa

separado, en virtud de tener diferentes fuerzas axiales y material.

10.10%1 30.10°.1 60.10°.1

= + + =3178.10°m =3,178mm
0,7.10°.10°.10* 10°.10°3.10“ 2.10°.10°4.10°*

PROBLEMA 1.6 El cable de acero AB tiene un area A =5cm? y sostiene a la viga CD. Determinar

el esfuerzo normal en el cable, asi como su alargamiento y graficar el diagrama de fuerza axial para

la viga CD. Considerar E = 2.10°kgf /cm?.

Fig. 1.10
Solucién:
Hacemos un corte en el cable AB y determinamos el equilibrio en la viga CD.

Fae

Fig. 1.11
D> M.=0 = (65en65°)(L5)+ (1.5en65°)(3) — (Pngsen45°)(2) =0

De donde:

P, =7,69T (TRACCION)
Luego, determinamos el esfuerzo en el cable:

3
Gpg = @ =1538kgf /cm? (TRACCION)

12



Ahora calculamos el alargamiento, para ello, utilizamos la ley de senos para determinar la longitud
del cable AB.
Lae = 2
sen65°  sen70°

= L, =1929m

Luego:

_7,69.10%.1,929.100

NS =0,148cm

2.10%5

A

Fig. 1.12

Posteriormente, graficamos el diagrama de fuerza axial o normal en la viga CD.
N,z =—1.c0s65° =-0,422T

Nge =—1.c0565° —7,69.cos 45° = -5,86T

Ng. =-1.c0s65° —7,69.cos45° —6.c0s65° = —8,396T

PROBLEMA 1.7 La figura muestra un cartel publicitario rectangular de espesor constante, cuyo peso

especifico es "y" y volumen "V". Dicho cartel estd sostenido por tres cables (1), (2) y (3) que
tienen la misma area de seccién transversal "A" y son del mismo material con moédulo de

elasticidad "E".
De las siguientes afirmaciones, diga cuales son verdaderas y justifique su respuesta:
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V
a) El mddulo de traccion en el cable (1) es ?y

2\Vycosa
b) El médulo de traccion en el cable (3) es Y
3(cos Bsena. + cos asenf3)
g o VyLtgB
c) La deformacion longitudinal en el cable (1) es —————
6EA
VAIIABIIBVIII NI NI IR IIR IS
Jo. Bl
(1) @ ©)
p’ 3L/4 ¥ L/4 ¥
Fig. 1.14
Solucién:
Efectuamos un corte y analizamos su equilibrio:
AT P, Ps
o B
c D
P=YV
L/2 L/4 L/4
K 14 Y y
A A A A
Fig. 1.15

a) YM,=0 = —Pl(%j+yV(%j=0

P, = % (VERDADERO)
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b) D F = = P, cosp = P, cosa

Ccos
p, —p, S0P
cosa

D> F,=0 = P +P,sena+Psen=Vy
ﬂJ{ 3 cosf

—jsenoc + P;senp = Vy
3 cosa

B 2Vycosa
* " 3(cosBsenc. + cos asenp)

(VERDADERO)

c) Calculamos el alargamiento del cable (1):
ﬂ Ltgp

5 :P1L1 _ 3 4 :VYLth

' EA EA 12EA

(FALSO)

L Ltgp
tgf = —2 - L, =2
9 L/4 g

p

/4
Fig. 1.16

PROBLEMA 1.8 Determinar el alargamiento de la barra, si es de espesor constante t =0,4cm y su
ancho varia de 2cm en la parte inferior hasta 4cm en la parte superior. Considerar
E = 2.10°kgf /cm?.

, 4 cm ,

I "
PSS EOISL IS P54 L

Fig. 1.17
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Solucioén:
A una distancia X del extremo libre, se tendra:
, 4 cm ,

b, =2+2m=2+2(ij:2+i

200 100
Siendo:
m 1 X
- = = m=—
X 200 200

Luego, su area de seccién transversal sera:
X X
A =bt=]2+—--1(0,4)=08+—— =08+0,004x
100 250
De esta manera, el alargamiento se obtendr4 como una integracion:

=0,0866cm = 0,866mm

6_.TNde_Zj20 10%dx _In2
EA 2.10°(0,8+0,004x) 8

0 X 0

PROBLEMA 1.9 Determinar el desplazamiento del nudo D, si los mddulos de elasticidad del acero y

cobre son E, =2.10°kgf /ecm?, E_ =10°kgf /cm?.




Solucién:
Por ser la estructura simétrica, las reacciones en B y C son iguales a 1T.

Analizamos el equilibrio del nudo B de la estructura:

P,

0
B 65

1T
Fig. 1.20

>F =0 =  Psen65’ =1
De donde:
P, =1103T (COMPRESION)

Ahora, analizamos el diagrama de desplazamientos, sin considerar la barra AD.

o
Fig. 1.21
_PL, -1103.10°.15.100

5, =-0,0413cm (ACORTAMIENTO)

"EA, 10°.4
De la relacion de triangulos, se tendra:

5, c0s25° =35,
3, =0,0455¢cm |

Luego:

2.10°.1,6.107

8y =8, +8, =0,0455+ o - 0,1255cm ~ 0,126¢cm 4

PROBLEMA 1.10 Una barra uniforme AB de longitud “L” se suspende en una posicion horizontal,
mediante dos cables verticales fijos a sus extremos. Ambos cables estan hechos del mismo material
y tienen la misma area de seccion transversal, pero las longitudes son L; y L,. Obtenga una formula
para la distancia “x” (desde el extremo A) al punto sobre la barra donde debe de aplicarse una carga

“P”, para que la barra permanezca horizontal.

17



A B
LoX %

P
i L

Fig. 1.22

Solucién:
Ejecutamos un corte en las barras AC y BD y analizamos su equilibrio:

P R
A 4
A B
. X {
P
- L »
Fig. 1.23
> F, =0 = P,+P,=P
> M, =0 = Px=P,L
_PL
P

Por dato del problema 0 ,. =0z

De donde:
PlLl _ P2L2
EA EA
P — P2L2
1 Ll
Reemplazamos en la primera ecuacién de equilibrio:
P,L
22 4+P, =P
1
De donde:
PL
P, = —1
L, +L,
Luego:
= LL,
L, +L,
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PROBLEMA 1.11 Determinar los desplazamientos horizontal y vertical del nudo B del sistema

estructural mostrado en la figura, debido a la fuerza P = 400Ib, si el miembro AB es una cable de
acero (E, =30.10°psi) de 0,125plg de diametro y el miembro BC es un puntal de madera

(E,, =1,5.10°psi) de seccion transversal cuadrada de 1plg de lado.
s 3 pie

< >

A
b

P =400 Ib

4 pie

Fig. 1.24
Solucioén:
Analizamos el equilibrio del nudo B.
Pab
< B
53°
Poc \/
P=400 Ib
Fig. 1.25
> F, =0 =  P,sen53° =400

P,. = 500lb (COMPRESION)
D> F =0 = P, =50000s53°

P,, =300lb (TRACCION)

En consecuencia:

C Pula 300.3.12
ab — -
EnAu 30_106%.0,1252

=0,0293plg (ALARGAMIENTO)

P,Lye  500.5.12

8 = =
*© E.A, 15.10°12

=0,02plg (ACORTAMIENTO)
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Por lo tanto, el diagrama de desplazamiento del nudo B sera:

B Oqp B,

Fig. 1.26
88 =5, =0,0293plg —>
55 = 5, sen53° + 2pe 0893 FOw 5 g9, 00206400293 10100
ctg37° 4/3

PROBLEMA 1.12 Dos barras AC y BC del mismo material se unen para formar un sistema
estructural, como se muestra en la figura. La barra AC tiene una longitud L, y area de seccion
transversal A;; la barra BC tiene una longitud L, y area de seccién transversal A,. Las cargas P, y P,
actian en el nudo C en las direcciones de los miembros AC y BC, respectivamente. ¢ Cual debe ser

la relacién P,/P, de las cargas para que el nudo C no presente deflexién vertical?

%
I/B L2 CI/\
N A F1)

Fig. 1.27

Solucién:
Si analizamos el equilibrio del nudo C obtenemos:

P. =P, (TRACCION)
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P, =P, (TRACCION)
Luego:

PlLl
5, = = (ALARGAMIENTO)
EA,

P2L2
8y = —=—2 (ALARGAMIENTO)
EA?_

En consecuencia, el diagrama ficticio de desplazamiento sera:

d,.c0S 6 Oy~ 0,,COS 6

Por dato del problema:

5, send— Op, — 8, COSO _
tgo

d,.5en0.tgd =6, — 9o, cosO
J,. (senB.tgb +cos0) =5,

PL, [\/Lzl_l-zz \/Lzl_l‘22 +i}_ P,L,

PL (Li-Ly+L5 | _PuL,
Al

De donde se obtiene:




PROBLEMA 1.13 Determinar el espesor de la pared del tubo, si [G]
P=80T

l

comp

D =300 mm
|
|
|
|
|
|
|
|
S A
t
Fig. 1.29
Solucion:
Se sabe que:

N
6= K < [G]comp

Reemplazamos valores y obtenemos:

P 80.10° <900
. [302 - d?]
Efectuando célculo tenemos:
d <28,04cm
Luego:
d, . =28,04cm

Entonces, el espesor de pared del tubo sera:
_D-d_30-2804
2 2

t =0,98cm

22
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PROBLEMA 1.14 Determinar el didmetro del cable, si el esfuerzo de fluencia es ¢, = 30kgf / mm?

y el factor de seguridad N =2.

SIS
& &

NTITIT T TT 13"

w=25T/m
< = g

Fig. 1.30

Solucién:

Hacemos un corte en ambos cables y analizamos el equilibrio de la parte cortada:

B\c =“6,25 T FED =‘?,25 il
A B
A \4 v v v v \4 v
w=25T/m
le sm N
I i
Fig. 1.31
Luego:
o, =30kgf /mm? =3000kgf /cm?
Ademas:
c
[6]=— = 3000 =1500kgf /cm?
n 2
Entonces, analizamos cada cable:
3
6,25.10 <1500
T g2
4
De donde:
d > 2,303cm

Por lo tanto, el didmetro requerido de cada cable sera:
d=d,, =2,303cm
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PROBLEMA 1.15 Determinar las dimensiones de las secciones transversales de la estructura

mostrada en la figura, si los esfuerzos permisibles para el acero y la madera son

[6], =1400kgf /cm? y [o], = 50kgf /cm?.

Fig. 1.32
Solucién:
Determinamos el valor del &ngulo ACB.
Pa
go
=330
P
v
8T
Fig. 1.33

tgo = % = o= arctg@j =33,69°
Ahora analizamos el equilibrio del nudo C.
YR =0 = P_sen33,69° =8
P =14,42T (COMPRESION)
D> F=0 = 14,42.c053369° =P,

P, =12T (TRACCION)

Luego, determinamos las secciones para cada barra por separado:

ACERO
3
1210 <1400 = d >3,3cm
42
4
Asumimos:

d=d_, =33cm
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MADERA

3
% <50 = a>16,98cm

Asumimos:

a=a,,;, =16,98cm

PROBLEMA 1.16 El cartel publicitario de la figura tiene un peso especifico y = 650kg/m3, se pide
disefiar los cables 1, 2, 3 y calcular sus deformaciones, sabiendo que tienen un mddulo de
elasticidad E = 2,1.10°kg/cm?, esfuerzo de fluencia c, = 4200kg / cm? . Considerar un factor de

seguridad de 1,5 y un espesor del cartel de 45cm.

ﬂ_/ﬂ - 3

@ @ @ 3m
53° 37°

1,5m

e

0,5m

T

Solucién:

Calculamos el peso del cartel:
P =V = yAe=6505.35-2.0,5]0,45 = 4826,25kg
Efectuamos un corte en las 3 barras y analizamos el equilibrio:
> F =0 =  P,c0s37° =P, cos53°
_3R
4
Z F,=0 = P,sen53° + P, + P,sen37° = 4826,25

o2 )+p, +[ 3] 2) - 482625
5 4 \5

5P, +4P, =19305 (b)

P, @)

> M. =0 —  P,.(35)+P,sen37°.(5)—4826,25.(2,5) =0
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3P,

3,5P, + (T].(S) —-12065,625=0

2,25P, +3,5P, =12065,625 (c)
Resolvemos (b) y (c), luego, reemplazamos en (a) y obtenemos:
P, =227118kg
P, =1987,28kg
P, =1703,38kg

P1 P2 P3
53% 37

4826,25 kg

g 2,5m ” 2,5m v

A A A
Fig. 1.35

Ahora, calculamos el esfuerzo admisible de las barras:
c 4200
[6]= = = == = 2800kg/cm?
n 15

Calculamos las areas de los cables y sus respectivos alargamientos:
CABLE 1:

o, < [G]

|:>1
—<
<ol

J P 207118
' [o] 2800

A =0,81cm?

Asumimos:

A, . =0,81cm?

1,min
El alargamiento sera:

_PL, 227118375

S =
' EA, 21.10°081

=0,50cm =5mm
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CABLE 2:

A, > Py 198728 0,7lcm?
[c] 2800
A, i =0,71cm?

_P,L, 1987,28.300

9, = - =0,40cm =4mm
EA, 21.10°.0,71
CABLE 3:
A s Ps 170338 o0 me
G| 2800
A, i = 0,61cm?
P,L .
§,=—""2= 1703’3:3 S0 _ 0,66cm = 6,6mm
EA, 21.10°0,61
PROBLEMA 1.17 Determinar los esfuerzos que surgen en las secciones I-I, lI-Il y llI-lll de la

cimentacion mostrada en la figura, si es de seccion cuadrada. Considerar y:2,4T/m3. No

considere la influencia del suelo alrededor de la cimentacion.

P =80T
_ |
L ILAA 14 /)
, 1M /
2m * I ¥
ke I ! | [//
2,5m :2’"
d Il i ny/
2.5m | 2:3m
L,/ | Il
7 LTLTILL LTS LA LSS
Fig. 1.36

Solucion:

Consideramos el peso propio de la cimentacién y calculamos las fuerzas axiales en cada tramo.
P, =P+y.Ah=80+2411%2=85808T

P,_, =85,808+2,4.2%.2,5=109,808T

P,y =109,808+2,4.2,4%25=144,368T

Luego, determinamos los esfuerzos normales en cada uno de los tramos anteriores.

~ 85,808.10°

=7,092kgf /cm?
112.10* o

G
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109,808.10°

Oy = W = 2,745kgf /cm?
144,368.10°
Su_m = W = 2,506kgf /CI’T]2

PROBLEMA 1.18 Un pilar de un puente consta de dos partes prismaticas, tal como se muestra en la

figura y soporta una carga P = 380T . El peso especifico del material es v = 2,2T/m?, el esfuerzo

admisible por compresion es [0] =10kg/cm? y el médulo de elasticidad E = 24000kg/cm?.

comp

Determinar el acortamiento del pilar.

P

16m

16m

FTLTLEEE T
Fig. 1.37

Solucioén:

Analizamos la parte superior del pilar y calculamos su area A, :

380+22A,16 _,

|
A, >5386m?
Asumimos:

A, . =586m’

I,min
Ahora, analizamos la parte inferior del pilar, calculando su area A ;:

380+2,2.5,86.16+2,2.A,,.16
AII

<100

A, >9,05m?
Asumimos:

A =9,05m?

II,min
Para calcular el acortamiento total del pilar, aplicamos el Principio de Superposicién de Cargas e
integramos en el caso del peso propio por cada tramo, asi como el efecto de que el peso propio de la

parte superior después de su accién se convierte en carga puntual para el otro tramo.
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16 16
380.16 380.16 +J-2,2.5,86.de 206,272.16 +J-2,2.9,05-XdX ~1333.10°m

= + +
240000.5,86  240000.9,05 + 240000.5,86 240000.9,05 ¢ 240000.9,05

0

0 =13,33mm

Nétese que el valor de 206,272kg es el resultado del peso propio total de la parte superior, que se ha
convertido en puntual para el tramo inferior.

PROBLEMA 1.19 Determinar las areas A,, A,, A, en las bases y los volimenes de las

estructuras mostradas en la figura, si [G]Comp =10kgf /cm?, y=25T/m°.

P=120T P=120T P=120T
a) b) c)
A
A
10m
L=30m
10 m
10m
& /“Al /‘AII AIII
HLL LISl VoL
Fig. 1.38

Solucién:
Analizamos cada caso en forma separada.

a) El esfuerzo permisible sera:

[6].ome =10kgf /cm?® =100T/m?

Determinamos el area A, de la barra prismatica, en base a la condicion de resistencia:

120+2,5.A,.30

<100 = A >48m’

Asumimos el &rea como la minima:
A, =4,8m?
Su volumen sera:
V, =4,8.30 =144m°
b) Analizamos la parte superior de la barra escalonada y determinamos el area A, :

120+25.A,.10

<100 = A >16m’

1

Asumimos:

A, =16m?
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Analogamente, analizamos la parte intermedia de la barra escalonada:

120+2,5.16.10+2,5.A,.10
AZ

<100 = A, >2133m?

Asumimos:
A, =2133m°
Posteriormente, analizamos la parte inferior de la barra escalonada:

120+25.1,6.10+2,5.2,133.10+ 2,5.A,,.10
AII

<100 = A, >2844m?

Asumimos:
2
AII =2,844m
Finalmente, calculamos el volumen de la barra escalonada:

V, =16.10+2133.10 + 2,844.10 = 65,77m®

120T
_7L
10m [~
7L
10m — A
_7L
10m
y /“AII
T AIPTITTI77747
Fig. 1.39
c) Determinamos el &rea de la seccién de la parte superior del pilar:
P 120
—<olow = A2 -=12m’
A, 100
Luego, el area en la parte inferior sera:
v 2,5.30
A, = Ayl =120 100 —254m?
120T

30m

a 1]

Fig. 1.40
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El peso del pilar es:
Q=A, [6lom —P =254.100-120 =134T
El volumen total sera:

V:Q:g:&?’ﬁm3

Y 25
PROBLEMA 1.20 Obtener una férmula para el alargamiento 8 y la energia potencial de

deformacion U de una barra cénica de seccion transversal circular bajo la accién de su propio peso,
si la longitud de la barra es L, el peso especifico por unidad de volumen es vy y el médulo de

elasticidad es E.

. d |

Fig. 1.41

Solucioén:

Analizamos el valor del diametro a una distancia “x” del extremo libre:

g, - &
L
Luego:
X X X 2 2 3 2,3
szjAde:jEdidx=IE(d—xj dx = | X7 | mdx
° 0 4 v 4\ L 4L°( 3 121
Ademas:
2,3
Pe =7V, =Wd—)2(
121

En consecuencia, el alargamiento sera:

Sszxdx:JLA ynd2x3/12L2)dx_lJL‘i:£
EA, § E(md®x*/4L%) Eq 3

La energia potencial de deformacion se obtendrd mediante la siguiente férmula:

U~ T P2dx _I(ynd2x3/12L2)2dx _ v’nd’ Tx4dx _yimd?’L’
)2 2E(nd®x?/4L%)  T2EL® 4

X
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1.3 ESTRUCTURAS ESTATICAMENTE INDETERMINADAS

PROBLEMA 1.21 Una columna cuadrada de concreto armado se comprime con una fuerza axial P.
¢, Qué fraccién de la carga soportara el concreto si el area de seccién transversal total de las barras
de acero es un décimo del area de seccion transversal del concreto y el médulo de elasticidad del
acero es diez veces el del concreto?

Solucion:

Como se trata de una columna de concreto armado, esto implica, que ambos materiales forman una
sola estructura y, en consecuencia, la carga total de compresion sera soportada por ambos

materiales, esto es:
Pa + PC =P @
Donde:

P, - carga que soporta el acero

P, - carga que soporta el concreto

Asimismo, como se trata de una sola estructura y su trabajo es conjunto, en consecuencia, el

acortamiento de ambos materiales sera el mismo. La longitud del acero y concreto también es la

misma.
0, =90,
Luego:
P.L PL
E.A, EA,
=g ®)

Reemplazamos (b) en (a), obteniendo:
P.|1+ A _p
E.A

Como, por dato del problema, se tiene:

-
A, 1
A, 10
En consecuencia:
P, 1
P 2

Esto implica, que el concreto soporta el 50% de la carga total y el otro 50% lo soporta el acero.
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PROBLEMA 1.22 Una columna cuadrada se forma por una cubierta metalica de 25mm de espesor

(dimensiones exteriores 250mm x 250mm y dimensiones interiores 200mm x 200mm) llena de
concreto. La cubierta tiene un médulo elastico E; =84GPa y el relleno de concreto tiene un médulo
de elasticidad E, =14GPa. Determinar la maxima carga permisible P sobre la columna si los

esfuerzos permisibles en el metal y en el concreto son 42MPa y 5,6MPa, respectivamente.

Considerar que los esfuerzos en el metal y en el concreto estan uniformemente distribuidos.

P

~__ Concreto
~_ Metal

Fig. 1.42

Solucioén:

Resolvemos en forma analoga al problema anterior:
2R =0 = P+P,=P (@
Donde:

P, - carga que soporta el metal

P, - carga que soporta el concreto

Ademas:
0, =0,
P,L B P,L
ElAl E2A2
P, = S, P, (b)
E2A2

Reemplazamos (b) en (a):

E,A
P{H#jzp

2A2
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En consecuencia:

o, < [6]1
E,P [ ]
- 1
E,A, +E,A,
De donde:
p< [cs] E,A, +E,A,
<|ok —E1
9 9
P <42.10° 84.10 .0,0225+914.10 .0,04 —1225000N
84.10
P <1225kN
Siendo:
A, =(250% —200%)10°m? =0,0225m’
A, = 200%.10°m? = O,O4m2
Ahora analizamos el caso del concreto:
o, <o},
E,P [ ]
- 2
E,A, +E,A,
p < [o] (E1A1+E2A2J
- 2
E2
9 9
p 35,6.106 84.10 .0,0225+;L4.10 .0,04 — 980000N
14.10
P <980kN

Luego, como solo existe una carga, debemos de ver el rango en el cual se cumple para ambos

casos y de ahi se determina el valor admisible de la carga, que es:
P .. =980kN

980 1225
Fig. 1.43

34



PROBLEMA 1.23 Para el sistema mostrado en la figura, determinar las reacciones en los
empotramientos, graficar el diagrama de fuerza axial o normal, diagrama de esfuerzos y calcular la
deformacion de la barra B, indicando en el punto de aplicacion de la carga la orientacién de su

7]

desplazamiento. Considerar que la barra B es de seccion circular de radio “r’ y la barra A también es
de seccion circular, variando sus radios desde “r/2” hasta “r" en el empotramiento. Considerar que las

barras A y B tienen mdédulos de elasticidad E y E/3 respectivamente.

rr
—t

SLLLLL LGS

z N

R |/

v L

r/2|r/2
E L/2
B /

77777777777 7

zleIL*

Fig. 1.44

Solucién:
Eliminamos el empotramiento en la parte inferior y lo reemplazamos por su reaccion R1-

r r

LLLL AL LIS -

L

2 r/2
E/3 L/2
L

W
L e L oy

Fig. 1.45

Ahora, analizamos la variacién del didmetro en la barra de la parte superior:
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0,5r r 0,5r

Fig. 1.46

m 0,5r 0,5rx
—_— = = m=
X L L

Luego:

d, =r+2m=r+r—x=r(1+§j
L L

Como en el empotramiento analizado se debe de cumplir que 8, =0, se tendra:

_ Ry(L/2) _T R,dx +T
(E/3)(m/4)(2r)®> 4 E(n/d)r?@+x/L)* 3 E(n/4)r (1+ x/L)
Efectuando el proceso de integracién obtenemos:
4P
Rl = 7
3P
RZ = 7

Con estos valores, graficamos el diagrama de fuerza axial o normal y el diagrama de esfuerzos en

los puntos especiales.

¢ = (4—I32/7) -0, 1823
mr
of) = - 4P2/ -y, 182 P
r
ol _@&r77) 7)2 =o,54532
n(r/2) r
_GPID) 40P
n(3r/4) r
(3P/7) P
op == 7~ =0136
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3
I @ P/r2
F p=y 0,136
3P
=) +4 7 E 0,242
2 0,545
ap -(—)— 0,182
Z
S/ S C
_4P
Ri=3-
Fig. 1.47

Ahora, calculamos el acortamiento que se produce en la barra CD del diagrama &, obteniendo la

direccion de orientacién del punto de aplicacion D de la carga; avanzando del extremo libre al
empotramiento.

5, - (—4P/7)(L2/2) 073 F>_|_2
(E/3)nr Er

La direccion de la flecha indica el desplazamiento del punto de aplicacién de la carga.

PROBLEMA 1.24 Determinar el &rea de las secciones transversales de los cables que sostienen a la

viga, si son de un mismo material y tienen la misma seccion. Considerar [o]=1600kgf /cm?.

1 é//////(/)///////// /
A
A //////////{///({//////
A
A
A
200 cm 180 cm 120 cm
\ 4 fa} \ 4 faY \ 4 (@)
y 120 cm 430 cm 120 cm &
4 ] A
v
P=20T
Fig. 1.48
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Solucioén:
Hacemos un corte en todos los cables y analizamos el equilibrio de la parte cortada:

F’1 P2 P3
I
g 120cm ;30 cm 120 cm ,,B
1 1 |
v
20T
Fig. 1.49
> M, =0 =  2,7P,+15P,-20.12=0
2,7P, +15P, = 24 @
> F =0 = P +P,+P, =20 (b)

Como podemos apreciar, tenemos tres incognitas y solo dos ecuaciones, por ello, debemos de
eliminar la indeterminacion, a través del diagrama de desplazamientos de la estructura.

Por relacién de triangulos, tendremos:

82 — 83 81 — 83
= = 156, —2,756, +1,26, =0
15 2,7 ' 2 1205
Reemplazamos valores y obtenemos:
1’5 P1(2) _ 2’7 PZ (118) +1’2 P3 (112) — 0
EA EA EA
3P, —4,86P, +1,44P, =0 (c)

Fig. 1.50

Resolvemos las ecuaciones (a), (b), (c) y obtenemos:
P, =558T

P, =595T
P, =8,47T
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Ahora, analizamos cada cable en forma separada:
CABLE 1:

5,58.10°
A
CABLE 2:

5,95.10°
A
CABLE 3:

8,47.10°
A

Como el area es la misma para los tres cables, entonces veremos el valor que cumpla con los tres

<1600 = A >3,49cm?

<1600 = A >372cm?

<1600 = A >5,29cm?

casos, de acuerdo al siguiente intervalo:

111111111117,
Y,
I Y
3,49 3,72 5,29
Fig. 1.51
De esta manera, asumimos que el area es:
A =5,30cm?

PROBLEMA 1.25 Determinar las areas de las secciones transversales de la siguiente estructura, si

A =A=A A;=2AYy [G] =140MPa. Considerar que las tres barras son del mismo material.

of
P=160 KN
a
2] T
3 a
,: +
Fig. 1.52
Solucién:
Analizamos el equilibrio del nudo B:
D> F=0 = P =P,
>R =0 = (P, +P,)cos30° +P, =160
J3P, +P, =160 (a)
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Fig. 1.53
Como existen dos incégnitas y una sola ecuacion, porque la anterior igualdad P, =P, se utiliz6 en la

obtencién de la ecuacién (a), debemos de analizar el diagrama de desplazamientos y resolver la

indeterminacion del sistema:

5,00830° =5, =

(b)

Reemplazamos (b) en (a) y obtenemos:
P, =P, =36,375kN (TRACCION)

P, =97kN (COMPRESION)

Luego, analizamos en forma separada las barras 1,2y 3.

BARRAS 1y 2:
3

w <140.10° = A>26.10"m?

A > 2 6cm?
BARRA 3:

3

97.10 <140.10° = A>346.10"m?

A > 3,46¢cm?
De donde:

[ Y,
2,6 3,46
Fig. 1.55
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Asumimos:
A, =A, = A=346cm?
A, =2A =6,92cm?

ESFUERZOS DE TEMPERATURA

PROBLEMA 1.26 Obtener una férmula para el cambio unitario de volumen € =AV/V, de un

material sometido a un incremento uniforme de temperatura AT . Supdngase que el material tiene
un coeficiente de dilatacion térmica o y es capaz de expandirse libremente.
Solucion:

Analicemos el caso especifico de un paralelepipedo rectangular de dimensiones a, b y c.

V, =abc

V, =[a+a(AT)a][b+a(AT)b][c + a(AT)c] = abc[l + a(AT)

V, = abcll+3a(AT) + 30 (AT)? + o (AT)? | = abcfl + 3a(AT)]

Nétese, que se desprecian los valores de los coeficientes de dilatacion térmica elevada al cuadrado

y cubo, debido a que son magnitudes muy pequenias.

De esta manera, el cambio unitario de volumen es:
oAV _ V-V, _ abc[l+ 30, (AT)]—abc
Vv V abc

0

= 3a(AT)

PROBLEMA 1.27 Determinar los esfuerzos que surgen en las barras del sistema estructural, si

después de haber sido montado, fueron calentados a AT = 40°C. Considerar que sus coeficientes

de dilataciéon térmica y moddulos de elasticidad para el acero y el cobre son respectivamente

1

°c

o, =125.10"7 (icj o, :165.10‘7(

0

j, E, =2.10°kgf /cm? y E, =10°kgf /cm?.




Solucién:
Hacemos un corte y analizamos el equilibrio del nudo B:

Fig. 1.57
> F =0 =  2P,.cos30° =P,
Pa = \/épc

Efectuamos el diagrama de desplazamientos, para resolver la indeterminacion del sistema, pero

basandonos en el cambio de temperatura.

Fig. 1.58
5,c0830° =3,

I PL PL
a,.(AT).L, +—2-2 |c0s30° = a...(AT).L, — <
E.A EA

125.107.40.L+\/§LC6'L ﬁ =165.10"".40. L - Pec L
2.10°3| 2 J312) 10°5\ 4372
De donde:
PC =684,27kgf (COMPRESION)
Pa =1185,19kgf (TRACCION)
Luego:
P
o, == 118519 _ 395,06kgf /cm?
Aa
P
o, = e _B842T )36 85K Jom?
A 5
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PROBLEMA 1.28 Para la barra escalonada doblemente empotrada, determinar los esfuerzos o, y

G, debido al calentamiento en AT , si sumédulo de elasticidad del material es E y el coeficiente

de dilatacién térmica es o..

/17111777777

|

|

|

|

|

|

|
\\\\\i}\ LE Y

(1-n)L nL

Fig. 1.59
Solucién:

Eliminamos el empotramiento en B y lo reemplazamos por su reaccién R .

N
N KA, A
— " .
J- - - STTTICIETT e
N
N

(1'n)L [ nL

4 L

Fig. 1.60

Por ser un empotramiento, el desplazamiento en dicho punto es cero, luego:
Rg.(nL) Rg.(1-n)L

o.(AT).L - 0
EKA
De donde:
RB = o (AI)_IEnA (COMPRESION)
n+=—
k

En consecuencia:
5 - Rg  a.(AT)E

=B =

A n-+ 1=n
k

5 Rg  o(AT)E  o.(AT)E

n= "7 A -

KA kn+l-n  n(k-1+1
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1.5 ESFUERZOS DE MONTAJE

PROBLEMA 1.29 Determinar los esfuerzos que surgen en las barras de acero, después de haberse

efectuado el montaje del sistema estructural, si la barra 2 fue fabricada en & = 0,4mm menor de lo

proyectado. Considerar E, = 2.10°kgf /cm?.

h=2m A

L L L
i v v y

Fig. 1.61
Solucioén:

Efectuamos el montaje del sistema y hacemos un corte en todas las barras:

Py R Py
B |
L L L
/Iv /IV /|V /|V
Fig. 1.62
> M, =0 =  P(L)+P,(3L)-P,(2L) =0
P,—2P, +3P, =0 (@)

Analizamos el diagrama de desplazamientos:

Fig. 1.63
Del gréafico:
A+0,=0 (b)
Por relacién de triangulos:
S—Ll = % = A =29, (c)
Reemplazamos (c) en (b) y obtenemos:
20, +0, =9
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hh_Ph _
EA EA
Pl.(2600) N PZ.(ZGOO) 004
2.10°.10  2.10°10

2P, +P, = 4000

2 )

Ademas:
5 = S = 35, =9,
L 3L
gPh _Psh
EA EA
P, =3P,

Reemplazamos (d) y (e) en la ecuacién (a) y obtenemos:

P, =571,43kgf (COMPRESION)
P, = 285714kgf (TRACCION)
P, =1714,29kgf (COMPRESION)

Luego:
c, = 57143 _ —57,143kgf /cm?
10
G, = 285714 _ 285,714kgf /cm?
10
G,y = (11429 —171,429kgf /cm?

(d)

(e)

PROBLEMA 1.30 En el sistema de barras de acero, la barra central fue fabricada mayor en

8=7.10"L que su longitud proyectada. Determinar los esfuerzos en las barras después de

efectuar el montaje de la estructura en B, con la condicién de que son de &reas iguales. Considerar

E, =2.10°kgf /cm?.

AP A A A I /( P A A AP

Fon B



Solucioén:

Se efectlia el montaje y analizamos el equilibrio del nudo B.
R

ot

Fig. 1.65
> F=0 = P =P,
> F =0 = 2P, cos30° =P,
P, =~/3P,

Dividimos entre el area y obtenemos:

c, = \/§Gl (@)
Ahora, analizamos el diagrama de desplazamientos:
BO 7L 7L
A A

R N 6
B -
5,
® B, = -
Fig. 1.66
Del grafico tenemos:
)
A=—o= b
cos 30° ®)
Asimismo:
§=38,+A
Reemplazamos (b) y obtenemos:
81
= + —
2" c0s30°
P,L P,L
710 L=—""+ L P
E,A E,Acos” 30
7.107.2.10° =5, + —t
cos“ 30

Reemplazamos (a) en la expresién, obteniendo:
c
1400 = /30, + —2
0,7
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De donde:

o, =G, =456,71kgf /cm? (TRACCION)

o, =+/30, =—791,04kgf /cm? (COMPRESION)
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CAPITULO 2
ESFUERZO Y DEFORMACION

2.1 DEFINICIONES Y DEPENDENCIAS PRINCIPALES
Los esfuerzos, que surgen en diversos planos, que pasan por un punto determinado, no son iguales
y caracterizan el estado de esfuerzos en dicho punto.
A través de este punto, se pueden trazar tres planos mutuamente perpendiculares, en los cuales no
surgen los esfuerzos tangenciales. En ciertos casos, tales planos pueden ser muchos. Tales planos

reciben el nombre de planos principales y los esfuerzos normales que surgen en dichos planos, se

llaman esfuerzos principales y se los denota por ¢,, 6,, G5. Los indices indican que se debe de
cumplir la relacion c; 26, 2 0,.
Cabe indicar que o, es el esfuerzo maximo y G, el esfuerzo minimo. Los esfuerzos de compresion

seran negativos.

Si los tres esfuerzos principales son diferentes de cero, entonces el estado de esfuerzos se llama
espacial, volumétrico o triaxial (figura 2.1,a). Si solo dos esfuerzos principales no son iguales a cero,
el estado de esfuerzos se llama plano o biaxial (figura 2.1,b). Si solo un esfuerzo es diferente de

cero, el estado de esfuerzos es lineal o uniaxial (figura 2.1,c).

a) G, b) G;

Fig. 2.1

Los esfuerzos en los planos, pertenecientes a la serie de planos, paralelos a un esfuerzo principal,

no dependen de este. Por ejemplo, los esfuerzos normal y tangencial en el plano paralelo a 6, y

ubicado de tal manera que su normal forma un angulo o con la direccion de o, (figura 2.2), se
determinan por las férmulas:

G, +0O o, —
_ 1 2 1

o, 2 cos 2at (2.1)
2 2

T, = %senm 2.2)

o
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a)

/o

Fig. 2.2

Los esfuerzos tangenciales méaximos para los estados de esfuerzo lineal, plano y espacial se

determinan respectivamente por las férmulas 2.3, 2.4y 2.5.

O,
T méx :? (2.3)
G, —OC
G, —GC
Thax = T13 :% (2.5)

Los esfuerzos ¢, y T, también se pueden determinar en forma grafica, por medio del circulo de

Mohr. El circulo de Mohr es un conjunto de puntos geométricos, cuyas abcisas y ordenadas son
correspondientemente iguales a los esfuerzos normal y tangencial, que surgen en los planos.

De las féormulas 2.1 y 2.2, como caso particular se obtienen las dependencias para la traccion lineal

(06,>0, 6, =06, =0).

o

c :%(1+ cos 2a) = G, Cos” (2.6)

1
T, = Ecslsen 200 (2.7

a

En el caso de compresion lineal (6, =6, =0, 6,<0), en las férmulas 2.6 y 2.7, se reemplaza G,

por G, y para los calculos, habra que considerar que o, es negativo.

Para analizar el esfuerzo plano, se elige un paralelepipedo elemental, de tal manera que los dos

planos opuestos son libres de esfuerzos (figura 2.3).

“Gy
S R
> Ox
& —_—
Fig. 2.3
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Para la serie de planos perpendiculares al lado libre de esfuerzos (figura 2.4), se tienen las
siguientes dependencias:

o, +O o, —O
o, =—— 4+ Ycos2o—1,,5en2a (2.8)
o 2 2 Xy
o, — O
1. =——Ysen2a+1,,C0S20 (2.9)
o Xy
2
> (0.
=
cYX cYX
<
P
Tyx
Oy
Fig. 2.4

La serie de planos analizados, tienen dos planos principales mutuamente perpendiculares, cuya

posicion se determina por los angulos o, y o.,, cuyos valores se determinan por la formula 2.10.

21,,
tg20, = —— (2.10)
X y

Los esfuerzos principales se determinan por la férmula 2.11.

G prine = LZGV i%\/(cx —Gy)2 +412, (2.11)

Los indices de los esfuerzos principales se colocan después de calcular dichos valores. En las

férmulas 2.8 — 2.10, el signo del esfuerzo tangencial se admite de acuerdo a la figura 2.5.

AT AT
T>0 T<0
77777777777 77777777777
Fig. 2.5

Cuando se trata del estado de esfuerzos espacial o triaxial, los esfuerzos principales se determinan
mediante la resolucién de la ecuacién cubica:

o’ -6’ +1,6-1,=0 (2.12)
Donde:

I, =0,+0,+0,

— 2 2 2
l,=0,06,+0,06,+6,6,-1,, —T,, — Ty,

_ 2 2 2
I, =0,0,0, +21,,1,,T,, —0,T,, —C, Ty, —C,Tyy
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A través de un punto dado del cuerpo, se pueden trazar tres ejes mutuamente perpendiculares,
cuyos angulos formados entre si quedaran perpendiculares después de la deformacion y se los
conoce como ejes principales de deformacion y su direccion concuerda con la orientacion de los
esfuerzos principales. Las deformaciones lineales en las direcciones de los ejes principales se
llaman deformaciones principales y su magnitud se relaciona correspondientemente con los

esfuerzos principales de la Ley de Hooke generalizada:

1
€ = E[Gl — (o, + Gs)]
1
€, :E[GZ —u(o; +0,)] (2.13)

1
€3 = E[Ga —u(o, +(52)]

Si se trata de los ejes X, Y, Z, las deformaciones lineales se pueden determinar por la formula 2.14.

&y = l[GX _M(Gy +Gz)]

E
1
g, = E[Gy —w(o, + GZ)] (2.14)
1
€, = E [Gz - M(Gx + Gy)]
El cambio unitario de volumen o deformaciéon volumétrica, se determina por la formula 2.15.
AV 1-2u
e=——=g,+¢&, +¢g, = (o, +0,+0,) (2.15)

0
La densidad de energia de deformacién esta relacionada con los esfuerzos principales, por medio de
la formula 2.16.
1
T 2E

La densidad total de energia de deformacion, puede ser dividida en densidad de la energia por

u [612 +05 +0; —2u(c,0, +0,6, + 03(51)] (2.16)

variacion de volumen y densidad de la energia por variacion de la forma del elemento.

U, = 1;;” (Gl +0,+ 63)2 (2.17)
1
Ug Z% (61_62)2"‘(62_63)2"'(63_61)2] (2.18)

Las teorias o criterios de resistencia se aplican para determinar el grado de destrucciéon de las
estructuras, siendo las méas conocidas las siguientes:

1. Teoria de los esfuerzos normales maximos.

=0, < [G]t, (2.19)

Ge,

2. Teoria de los alargamientos relativos maximos.

Gey =01 — u(csz + 03) < [G]tr (2.20)
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3. Teoria de los esfuerzos tangenciales maximos (hipotesis de la plasticidad de Saint-Venant).
Gem =01, —03 < [G]tr (2.21)

4. Teoria de la energia potencial de la variacion de la forma o teoria de los esfuerzos tangenciales

octaédricos (hipoétesis de la plasticidad de Huber — Misses — Hencky).

2
Gev = g\/(sl — G, )2 + ((52 —G; )2 + (63 - c51)2 < [G]tr (2.22)

5. Teoria de Mohr (hipétesis de los estados limites).

- L”‘ o, <[o], (2.23)

Ocv =0,
5

y,comp

Si los factores de seguridad en traccién y en compresién son iguales, entonces:

Coy =0; — [([;]S]” o, <[o], (2.24)
comp

Para los materiales fragiles y semifragiles:

Lr‘ o, <[o], (2.25)

(&)
5

ev — 01—

r,comp

2.2 ESFUERZO LINEAL
PROBLEMA 2.1 Determinar los esfuerzos normal y tangencial en el punto A de la seccion 1-1y en el
punto B de la seccién 2-2 de la barra (figura 2.6,a), tanto en forma analitica, como en forma gréfica

por medio del circulo de Mohr. Calcular el esfuerzo tangencial maximo que surgen en dichos puntos.

a py (kaf)
),, ) ) 2,5.10°
350 ’/(L
1B
v —O-
P#5,5.10°kgf
7~ T )
AT, b=20 =
| T o
3.10°
P,= 3.10° kgf
Fig. 2.6

Solucién:

En un inicio graficamos el diagrama de fuerza axial o normal (figura 2.6,b), siendo para el punto A:

N, =P, =3.10%kgf
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Correspondientemente, el esfuerzo normal en la seccién transversal indicada es esfuerzo principal
para el punto A.

N 3.10°
(6,), =(0,)a :_Af\ =1 =1500kgf /cm?
En forma anéloga sera para el punto B:

N, =P, —P, =3.10° —55.10° = —2,5.10%kgf

N 2,5.10°
(6,)s =(05), = AB == = ~1250kgt /cm?

En la figura 2.7,a se muestra el elemento del punto A, con sus secciones longitudinal y transversal y

se muestra el plano paralelo a la seccién 1-1, cuyos esfuerzos normal y tangencial se determinan por
las formulas 2.6 y 2.7.

a) ((51 )A

Ny

) \ \"(TQ1)A

/ l\ (Ga1)A
(G}
n

A =1550

% (T,

(Cun

Fig. 2.7
(6,,), =(6,), cos? o, =1500.c052155° =1232,00kgf /cm?

c,,), = %(cs1 )asen2a, = %.1500.sen310° = -574,53Kgf /cm?

El esfuerzo tangencial maximo en el punto A es:

_(o1)a 1500
(Tméx)A_ 2 9

= 750kgf /cm?
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Graficamos el circulo de Mohr (figura 2.7,b), siendo el segmento OK = (cs1 )A. El punto O es el inicio

y el punto K muestra la acciéon del esfuerzo principal (01 )A. Luego, dividimos en dos partes iguales

el segmento OK, obteniéndose el centro del circulo de Mohr, que es el punto O; y a partir de este
centro, con radio O,K graficamos el circulo de Mohr.
A partir del punto K, trazamos una paralela a la normal de la seccién, la cual se intersecara con el

circulo en el punto C, obteniéndose como proyeccién en los ejes horizontal y vertical, los valores de

(0 )y v (z),

Es notorio, que el esfuerzo tangencial maximo, se obtendra trazando una linea de K al punto D, es
decir con un angulo de 45°.

Respecto a los signos, se notara que concuerdan con los obtenidos por el calculo numérico y
respecto a la exactitud de los resultados, depende de la escala escogida.

En forma anéaloga procedemos a calcular los esfuerzos para el punto B de la seccion 2-2, tal como se

muestra en la figura 2.8,a.

(Gal )B = (o, ), C0s” o, =—1250.cos” 215° = —-838,76kgf /cm’

(c.,), = %(GS)BseHZOLZ — 0,5.(~1250) 5en430° = —58731kgf /cm”

(T )y = _((;3)8 - 12250 — 625kgf /cm?

a)




El circulo de Mohr para el punto B, se muestra en la figura 2.8,b. Este caso es analogo al punto A,
con la dnica diferencia que (03 )B <0, debiendo de ubicarse el punto K a la izquierda de O.

PROBLEMA 2.2 En la barra comprimida, el esfuerzo en uno de los planos es ¢, = 75SMPa y

T, = 43MPa. Determinar los esfuerzos normal y tangencial maximos, asi como la carga P.
P

/[\= 1cm?
: - .\\W
WS

Fig. 2.9

Solucién:
Del gréfico se desprende que t,>0 y 6 <0, luego por las férmulas 2.6 y 2.7 se tendra:

o, cos’ o =75 @)

ﬁsen 200=43 (b)
Dividimos (b) entre (a) y obtenemos:
tgo = —0,573
o =—29,83°
Reemplazamos valores en la ecuacién (a) y obtenemos:
o, €0s*(—29,83°) =75
6, =G,, =-99,66MPa
Ademas:
o, = % = P =05,A =-99,66.107.10°
De donde:
P =—-9966N = —9,966kN (COMPRESION)
Asimismo:
T, = —% = 49,83MPa

El signo (-) indica, que el esfuerzo tangencial maximo se produce cuando sen2a =—1
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2.3 ESFUERZO PLANO
PROBLEMA 2.3 Determinar la relacién entre 0,,0,,T,, para que el estado plano mostrado en la

figura, resulte ser lineal.

Ox
Ox ‘ ‘ Ty
(0]

y
Fig. 2.10

Solucioén:
Sabemos que el estado de esfuerzos plano, posee dos esfuerzos principales 6, y ©,, los cuales

son diferentes de cero y cuyos valores se obtienen por la formula:
o, +0O, >
Oy =—"7" —\/ —-0o, F 4rxy

Luego, para que dicho estado de esfuerzos plano, se convierta en lineal, debe de cumplirse que

c, =0, estoes:

cxzcy_%\/(ﬁx_cy)zMTz _0

Xy

2 2 2
(Gx +6y) _(Gx _Gy) +4’ny

Efectuando operaciones se obtiene:

PROBLEMA 2.4 Determinar los esfuerzos principales y el esfuerzo tangencial maximo, tanto en

forma grafica, como analitica, para el estado de esfuerzos plano mostrado en la figura 2.11,a.

T
a) b) NT Tmax
K e Ox

y=265 kgflcm?
o
28 "ny
. Tyy=300kgf/cm? 1o
T Ox ¢ SC
T » Tyx=300
(o)

O




Solucioén:

Uno de los planos esté libre de esfuerzos, por ello el elemento dado se muestra no en su isometria,
sino su proyeccion en el plano paralelo al plano anteriormente indicado. Esto implica que el estado
de esfuerzos es plano.

El circulo de Mohr lo graficamos a escala a partir del centro de coordenados O, siendo el segmento

Oc=o0,, el cual es positivo (figura 2.11,a) y a partir del punto “c” trazamos una vertical, cuyo

segmento cC = Ty (positivo), obteniéndose el punto C (figura 2.11,b). En forma analoga obtenemos

el punto D, siendo el segmento Od=c5y (negativo) y dD=ryX (negativo). Luego, unimos los
puntos C y D, intersecandose con el inicio del circulo de Mohr O.

En este caso, por casualidad el centro del circulo de Mohr concord6 con el centro del eje de
coordenadas O. A partir de este centro O trazamos el circulo de radio OD = OC, intersecandose

con el eje Oc en los puntos My L y con el eje Ot en el punto N, siendo los esfuerzos principales

o, = OM = 400kgf /em? o, = OL = —400kgf /cm? y el esfuerzo tangencial maximo

T = ON = 400kgf /cm?, cuyos valores numéricos se obtienen de acuerdo a la escala escogida.

A partir de C y D se trazan paralelas a los ejes de los esfuerzos normal y tangencial, obteniéndose el
punto K, llamado polo del circulo de Mohr.

Es conocido, que este caso particular de esfuerzos en el plano, donde los esfuerzos principales son
iguales en magnitud, de signos opuestos y diferentes de cero, se llama cizallamiento puro.

Hay que indicar que el esfuerzo principal igual a cero, sera denotado en este caso como G,, por
encontrarse entre los esfuerzos principales o, y 0.

La ubicacién de los planos principales y planos, en los cuales surge T se muestran en la figura

max !
2.11,b.
Ahora, resolvemos el mismo problema, pero en forma analitica, determinando los esfuerzos
principales a través de la férmula 2.11, es decir:

o, 0, 265-265 | 1
Cine =— —\/ P +ar? ——ii\/(265+265)2+4.3002

nnc
P 2

De donde:

o, = 400,28kgf /cm?

o, =—400,28kgf /cm?
Ahora determinamos el angulo de inclinacion de los planos principales, con respecto al inicial,
utilizando la férmula 2.10.

27
tg2o, = — Y = 2.300 =-113
G, —O, 265 — (—265)

De este valor obtenemos dos angulos: OL'O =-24%15 vy oc;J =-114%15 . En la figura 2.11,b se

muestra el angulo o, , que forman ¢, y o,. El angulo o, sera el que forman &, con G,.
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El esfuerzo tangencial maximo sera:

T = ;GS = 400’28_5_400’28) = 400,28kgf /cm?

PROBLEMA 2.5 Para un punto en estado plano de esfuerzos, o, =40MPa, ¢, =-20MPa y

a., =30°. Determinar en forma analitica y grafica los esfuerzos 0,0y, Ty, esquematizandolos

cada uno de ellos.
Solucioén:
FORMA ANALITICA:

Por dato del problema y de acuerdo a la férmula de esfuerzos principales, se sabe que:

o, :GX—ZGy+%\/(GX —Gy)2 +41:iy =40
c, =¥—%\/(GX —Gy)z +415, =-20

Sumamos ambas ecuaciones y obtenemos:

6, +0C
2[_vj:zo
2

c,+c,=20 (a)
Luego:
1 2
E\/(GX —Gy) +4r)2(y =30
(GX -0, )2 +4’E)2(y =607 (b)
Ademas:
21
tg2o, = ——2
G, —O,
Por dato del problema o, = 30°
tg60° = ——~
G, —O,
21
6, -0, =——= (c)

Reemplazamos (c) en (b):

Como toda raiz cuadrada, tiene dos soluciones, las cuales son:

1ra solucion: T,y = 26MPa
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2da solucién: T,y = —26MPa

Ahora, analizamos la 1ra solucién, reemplazando en la ecuacion (c):

G, -0, = _2(26)
SN
c,—o,=-30 (d)
Resolvemos (a) y (d), obteniendo:
c, =-5MPa
o, =25MPa

Esquematizamos los esfuerzos, los cuales se muestran en la figura 2.12

Gy=25M Pa
v |

TXY
O, =5MPa
Gx
Txy=26MPa
T’ Tyx
Gy
Fig. 2.12
Luego, analizamos la 2da solucion en forma anéloga al caso anterior:
2(-26)
o,—0, =———F—
’ J3
o, —o, =30 (e)
Resolvemos (a) y (e), obteniendo:
c, =25MPa
G, = -5MPa

Esquematizamos los esfuerzos, los cuales se muestran en la figura 2.13

Gy=5MPa
l; Tyx

Txy=26MPa
Ox Ox=25MPa
Txy
’ny‘—T—
Gy
Fig. 2.13



FORMA GRAFICA:

2t
. . Z X
Primero, analizamos la formula tg2a., = — 4
G, —O,

, siendo por dato del problema a, = 30°, luego

tg2a,, = tg60° = 3, es decir, es positivo, existiendo dos posibilidades:

lra posibilidad: Si o, <G, siendo o, <0, entonces Ty debe ser positivo para que se cumpla

dicho valor \/5 Hay que indicar que o, es positivo si va en sentido horario, a partir del eje

horizontal Oc y sera negativo si va en sentido antihorario.

Para graficar el circulo de Mohr, se ha seguido el siguiente proceso:

a) A partir del punto O y de acuerdo a escala se traza el segmento OA = o,
b) Se hace lo mismo con ©,, es decir OB= o,

c) Se divide el segmento ﬁ en dos partes iguales, siendo C el punto medio y el radio del circulo

de Mohr sera R = BC = CA

d) Se traza el circulo
e) A partir del punto C se orienta el angulo 20, = 60° y se traza una linea que se interseca con el

circulo en los puntos Dy F
f) A partir de los puntos D y F se proyectan lineas verticales que intersecan al eje Oc en los

puntosEy G
g) Se obtienen los valores c, = O_E G, = & Y Ty = ED , de acuerdo a la escala elegida

El diagrama del circulo de Mohr, para este caso, se muestra en la figura 2.14

A

Fig. 2.14
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2da posibilidad: Si G,>GCy, siendo G, >0, entonces Ty debe ser negativo para que se cumpla

dicho valor \/§

Para graficar el circulo de Mohr, se ha seguido el siguiente proceso:

a) A partir del punto O y de acuerdo a escala se traza el segmento OA =G,

b) Se hace lo mismo con G,, es decir OB =0,

c)

d)

f)

9)

circulo en los puntos Dy F

puntos Ey G

Se divide el segmento BA en dos partes iguales, siendo C el punto medio y el radio del circulo

de Mohr sera R = BC =CA
Se traza el circulo
A partir del punto C se orienta el angulo 2a0 =60° y se traza una linea que se interseca con el

A partir de los puntos D y F se proyectan lineas verticales que intersecan al eje Oc en los

Se obtienen los valores ¢, = O_E o, = OGy Tyy = E , de acuerdo a la escala elegida

El diagrama del circulo de Mohr, para este caso, se muestra en la figura 2.15

T

A

@
M
>

Fig. 2.15

Como se puede apreciar, los resultados obtenidos concuerdan con los del calculo analitico.
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PROBLEMA 2.6 Los esfuerzos en un punto de un cuerpo elastico, en estado plano de esfuerzos,
son o, =800kg/cm?, o, =-600kg/cm?, 1, =400kg/cm?. Determinar la orientacion de los

planos que solo tienen esfuerzo cortante y el valor del esfuerzo cortante en cada uno de dichos
planos.
Solucién:

Esquematizamos en la figura 2.16 los esfuerzos indicados en el problema:
Oy =600kg/cm?
Tyx

Ty [B G

Ox O, =800kg/cm?
A p| Txy=400kg/cm?

Tyx=400kg/cm?

Oy
Fig. 2.16

Para el presente caso, se tendra que analizar cuando o, =0

G, = +———>005 20— T, ,sen2o0. = 0
2 2
800600 800 (-600)
2

_0,+06, G©,-C

cos 2o —400sen2a =0

100 + 700cos 2o, — 400sen20. =0
100(sen’a. + c0s” o) + 700(cos” o. —sen’o) — 400(2senc.cos o) = 0

4c0s? o, — 4senc.cos o — 3sen®a = 0
Factorizamos:
(2cos a.—3sena)(2cos o+ sena) =0

Como se comprendera, tendremos dos soluciones, las cuales las analizaremos en forma separada.

1ra solucién:

2cosa—3sena =0
tga = % = o =33,69°
En consecuencia:

(o) Gy
T, =—-—Sen2a +t,, C0S 20
2
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800 (—600)

Tot:33,690 -

sen67,38° +400c0s67,38°

T

=800kg/cm?

a=33,69"

Esquematizamos la respuesta, tal como se muestra en la figura 2.17

¥
A
9
<
®
E %
o
Y
e
B »X
Fig. 2.17
2da solucion:
2cosa+sena =0
tgo=-2 = o =—-63,43°
En consecuencia:
T e = 20 000) oo _126,86°) + 400 cos(~126,86°)
T, g54p = —800kg/cm?

Esquematizamos la respuesta, tal como se muestra en la figura 2.18

Y
A
A C » X
&
% 63,43°
ONNIZ '
Do 0\“9
oSS
Fig. 2.18

Nétese que oL es positivo si va en sentido antihorario y negativo si va en sentido horario, lo que

concuerda con lo mostrado en la figura 2.4 de la parte tedrica.
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2.4 ESFUERZO ESPACIAL
PROBLEMA 2.7 Para el estado de esfuerzos de la figura 2.19, graficar el circulo de Mohr para la
serie de planos paralelos a cada uno de los esfuerzos principales. Determinar el esfuerzo tangencial

L. . - 0
maximo, el esfuerzo normal y tangencial en el plano, cuya normal forma un angulo oo =30" con la

direccion de o, y es perpendicular al vector 6.

1000 kgf/cm2
800
_»
Fig. 2.19

Solucioén:
El estado de esfuerzos que se muestra en la figura 2.19 es espacial o triaxial, siendo todos los

esfuerzos principales, cuyos valores son o, =800kgf /cm?® , o, =-600kgf /cm® y
o, =—1000kgf /cm?.

Para graficar los circulos de Mohr, trazamos a partir del inicio del sistema de coordenados (punto O),
el segmento OL = o, (hacia la derecha por ser positivo), OK = &, (a la izquierda por ser negativo)

y OM=c53 (izquierda), tal como se muestra en la figura 2.20. Luego dividimos en dos, los

segmentos KL, ML y MK, obteniéndose los puntos O,, O, y O, que son los centros de los

circulos de Mohr. Trazamos cada uno de los circulos, para la serie de planos paralelos a cada uno

de los esfuerzos principales (figura 2.20).

T

A
Tmax
/03
e /10>
10
O
o
p——— S ——— T R S ————— .—»G
MN. 0; AK 0,] 0, L
Os ple O
Fig. 2.20
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El esfuerzo tangencial maximo, lo obtenemos como el radio mayor de todos los circulos de Mohr,

esto es para el circulo de Mohr paralelo a ,, siendo:

T, = (o2} ;GB _ 800—(2—1000) :gookgf /Cm2

El plano, en el cual se pide determinar los esfuerzos normal y tangencial, cuya normal forma un

angulo o = 30° con o, Yy es perpendicular a 64, se muestra en la figura 2.21,a. El circulo de Mohr,
para tal estado de esfuerzos, se muestra en la figura 2.21,b. Para ello, a partir del punto L se
trazara una paralela a ¢, y del punto K una paralela a ,, intersecandose en el mismo punto K,
que viene a ser el polo del circulo de Mohr para el caso especifico. A partir del punto K se trazara

una paralela a la normal 1, intersecandose con el circulo de Mohr de radio O,L = O,K en el punto

C, el cual de acuerdo a la escala requerida nos daré los valores de los esfuerzos normal G 2 Y

tangencial Toa

Efectuamos esta Ultima parte del calculo en forma analitica, utilizando las férmulas 2.1 y 2.2, es

decir:
G = 800 +;_6OO) L _;_600) cos60° = 450kgf /cm?
vy = 200=(600) (o600 — 606, 22kgt /cm®
Go=300
a) b)
2 Tot.=30°
0, =600kgf/cm
I o=30°
» O
C, 6,=800 K
G,

Fig. 2.21
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PROBLEMA 2.8 Determinar los esfuerzos principales y el esfuerzo tangencial maximo para el

estado de esfuerzos de la figura 2.22

Tyx=400 kgf/cm?

ﬁ
Ox=500
#
Txy
/
0,=1200 kgf/cm2
Fig. 2.22

Solucioén:

s .y 2 2
De acuerdo al grafico podemos indicar que o, =500kgf /cm®, o, =0, o, =1200kdf /cm~,

=—400kgf /cm?, t, =0y 1,,=0.

Tyy
Luego, aplicamos la férmula 2.12 y obtenemos:
|, =500+1200 =1700

I, =500.1200 - (—400)2 = 440000

I, =-1200.(-400)* = —192000000
De esta manera, la ecuacion cubica sera:

o°® —17005? + 4400000 +192000000 =0
De donde:

o, =1200kgf /cm?
o, = 721, 7kgf /cm?
o, =—221,7kgf /cm?

Ahora calculamos el esfuerzo tangencial maximo:

1200 (-221,7)

max

= 710,85kgf /cm?

PROBLEMA 2.9 Si 5, =30MPa, 6, = -25MPa, &, =15MPa, 1, = -8MPa, 1,, =12MPa,

Ty, = —10MPa. Determinar los esfuerzos principales y los angulos que forman cada uno de ellos

con los ejes coordenados OX, OY, OZ.

Solucion:

Antes de iniciar la solucidn del presente problema, debemos de tener bien en claro la orientacion
positiva de los esfuerzos normales y tangenciales en las tres caras principales, que en las otras
caras del cubo, seran en sentido opuesto para el equilibrio de esfuerzos. Es por ello, que en la figura

2.23 se muestra la orientacion positiva de los esfuerzos.
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Txy
/ I Tzx
Y
/ Tzy
(028
Fig. 2.23
25|i/|Pa
8MPa
10MPa SMpa
10MPa > 30MPa
12MPa
12MPa
15MPa
Fig. 2.24

En la figura 2.24 se muestra la distribucion de los esfuerzos del presente problema, esquematizados
en las caras principales del cubo, que en las restantes seran opuestas.

Ahora, resolvemos la ecuacion cubica para determinar los esfuerzos principales.

2
o’ -l +1,6-1,=0

Donde:
Il =30-25+15=20

I, =30(-25) +30(15) + (-25)(15) — (-8)* — (12)* — (-10)* =983

30 -8 12
|, =|-8 —25 —10/=-9690
12 -10 15
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Reemplazamos valores, quedando la ecuacién cibica de la siguiente forma:

o° — 200 —983c +9690 =0

Resolvemos la ecuacion cubica y ordenamos de mayor a menor:
c, =38,874MPa
c, =8,956MPa
c, =—27,83MPa

Los angulos que forman cada uno de los esfuerzos principales con los ejes coordenados OX, OY,
OZ se denominan angulos directores y los calculamos para cada esfuerzo principal en forma
separada.

ANGULOS DIRECTORES PARA G
Se resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:
(o, -o,)k-1,,m-1,,n=0
-1,K+(c;, -6, )m-1,n=0
-1,,K-1,M+(c, —5,)n=0
Donde k,m,n son los cosenos directores.

Reemplazamos valores y obtenemos:

8,874k +8m—-12n=0 (a)
8k +63,874m+10n =0 (b)
—12k +10m+23,874n =0 (c)

Resolvemos las ecuaciones (b) y (c), expresando "K" en funcion de "m":
k =—-4,582m

Resolvemos (a) y (b), expresando ''n" en funcién de "m":
n=-2,722m
Por el curso de Dinamica, sabemos que:
kK +m”+n®=1
(—4,582m)% + m? + (-2,722m)* =1

De donde:

m =0,1844

k =-0,8449

n =-0,5019
Luego, determinamos los angulos directores:
k =cosa, = o, =arccos(—0,8449) =147,66°
m = cos 3, = B, =arccos(0,1844) = 79,37°
n =cosy, = vy, = arccos(—0,5019) =120,12°
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Siendo:

o, - angulo que forma o, con el eje OX
B, - &ngulo que forma o, con el eje OY
Y, - angulo que forma o, con el eje OZ

ANGULOS DIRECTORES PARA G,:

Efectuamos un proceso andlogo al caso anterior.

(o, —o)k—-t,,m-1,,n=0
-1,,K+(c, -0, )m-1,n=0

-1,K—1,M+(c, —c,)n=0

Reemplazamos valores y obtenemos:

— 21,044k +8m—12n =0
8k +33,956m +10n =0
—12k +10m—6,044n =0

Resolvemos (e) y (f), expresando "K' en funcion de "'m":

k =4,260m
Resolvemos (d) y (e), expresando ''n" en funcién de "m":
n =-6,803m
Luego:
k*+m?+n®=1
(4,260m)* + m? +(-6,803m)* =1
De donde:
m =0,1236
k =0,5265
n =-0,8408
Determinamos los angulos directores:
k =cosa, =  a, =arccos(0,5265) = 58,23°
m = cosf3, = B, =arccos(0,1236) =82,90°
n=cosy, = y, = arccos(—0,8408) =147,22°

Siendo:

0., - angulo que forma o, con el eje OX
B, - angulo que forma G, con el eje OY

Y, - angulo que forma &, con el eje OZ
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ANGULOS DIRECTORES PARA (O
(c;—o,)k-1,,m-1,,n=0
-1,,K+(c;—c,)m-1,n=0
-1,,K-1,M+(c;-05,)n=0

Reemplazamos valores y obtenemos:

-57,83k+8m—-12n=0 (9)
8k —-2,83m+10n=0 (h)
—12k +10m—-42,83n =0 (i)
Resolvemos (h) e (i), expresando "K' en funcion de "'m":
k =0,095m
Resolvemos (g) y (h), expresando ''n" en funcién de "m":
n=0,207/m
Luego:
k*+m?+n®=1
(0,095m)* + m? +(0,207m)* =1
De donde:
m =0,9750
k =0,0926
n=0,2018
Determinamos los angulos directores:
k =cosa, = o, =arccos(0,0926) = 84,69°
m = cosf3, = B, = arccos(0,9750) =12,84°
n=cosvy, = v, = arccos(0,2018) = 78,36°

Siendo:

0.5 - angulo que forma &, con el eje OX
B, - angulo que forma o, con el eje OY

Y5 - angulo que forma o, con el eje OZ
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2.5 LEY DE HOOKE GENERALIZADA
PROBLEMA 2.10 Un cubo de aluminio de lado a =5cm, se coloca libremente sin holguras en un
cuerpo sdlido indeformable, tal como se muestra en la figura 2.25 y es comprimido por una fuerza
P =180kN . Determinar los esfuerzos principales y deformaciones principales para cualquier punto
del cubo. Calcular la deformacién volumétrica y la variacién absoluta de volumen, asi como la

densidad total de energia de deformacion, densidad de la energia por variacion de volumen y

densidad de la energia por variacion de forma. Considere E =0,7.10°MPa, n=0,36.

Y
P
a=5¢
- X

[ a
2
4,

Fig. 2.25

Solucion:
El cubo se encuentra en un estado de esfuerzo homogéneo (igual en todos sus puntos) y en

consecuencia se puede aplicar la Ley de Hooke generalizada en su totalidad del elemento. El lado
libre perpendicular al eje OZ esta achurado y libre de esfuerzos, esto es 6, = 0.

El esfuerzo en los lados superior e inferior del cubo sera:

P 180.10°
Oy =~ 7= "Tiio7 " ~7,2.10"Pa

El esfuerzo o, se determina a partir de la condicién que la deformacion en el eje OX es cero

(SX =0), debido a que por condicién del problema el cuerpo donde se coloca el cubo, es sélido e

indeformable.

A través de la Ley de Hooke generalizada, tenemos:

€, = é[@x —u(o, +GZ)]= 0
De donde:
o, =uo, = 0,36.(~7,2.10") = -259,2.10°Pa
Finalmente, tenemos que:
c,=0,=0

o, =0, =-259,2.10°Pa = —-2592MPa
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c; =0, =—/2MPa

Ahora determinamos las deformaciones principales:

e, =¢, = —[o, (o, +o )]— [0-0,36(-25,92 - 72)] = 5,03.10*

E lO

ey =¢, = é[csy “u(o, +0,)]= Flloﬁ? [~ 72— 0,36.(~25,92+ 0)] = ~8,95.10*

La deformacién volumétrica sera:
e=g, +g,+¢, =-895107 +5,03.10" =-392.10™
De esta manera, la variacion absoluta de volumen es:
AV =eV =ea® =-392.10"5° =-0,049cm® =-4,9.10°m°®

Ahora calculamos la densidad total de energia de deformacion;

20710‘5 [(-25.92)2 + (-72)? - 2.0,36.{(~25,92).(-72)}| = 3222,97.10 " MNm/m’®

u=32229,7N.m/m?

Las densidades de la energia por variacion de volumen y de forma seran:
, _1-2036
"' 6.0,7.10°

1+0,36

6.0,7.10°
PROBLEMA 2.11 Una abrazadera rigida esta compuesta por dos mitades, unidas entre si por ocho

(25,92 -72)%* =639,22.10 °MNm/m?® = 6392,2N.m/m°®

[(25.92)2 + (—25,92 + 72)? + (-72)2 ] = 2583,75.10° MNm/m? = 25837,5N.m/m’®

f =

pernos, tal como se muestra en la figura 2.26. Ambas partes comprimen a un prisma plastico, con

coeficiente de Poisson uw=0,4. La fuerza que comprime al prisma plastico por su longitud es
P =10T. Determinar el diametro requerido de los pernos, menospreciando su deformacion y el

efecto de torsion al enroscarlo. Considere [G] =1000kgf /cm? para los pernos.




Solucioén:

Debido a la compresion del prisma plastico, sus dimensiones de seccion transversal deben de
incrementarse, pero ante esta expansion se oponen las abrazaderas. Como resultado surgen las
fuerzas de interaccion entre las superficies del prisma y las abrazaderas. Se considera que el prisma
es homogéneo.

Por condicién del problema, las abrazaderas son absolutamente rigidas y la deformacién de los

pernos se desprecia, podemos indicar que las deformaciones del prisma en los ejes X e Y son
iguales a cero. Considerando ademas, que por simetria o, =0, Y aplicando la Ley de Hooke

generalizada obtenemos:

x = &y =1[6x — (o, +Gz)]=0

E
De donde:
Oy (1_ “) = UG,
G, = uG,
1-p
Siendo:
P 10.10°
6, =——=—""=_278kgf /cm?
‘ a’ 60° of
Luego:
G, = _04.2.78 ~1,85kgf /cm?
1-04

La fuerza total que actda en los pernos sera:
Q=allo,|=60.100.185 =11100kgf

Entonces, la fuerza que soportara un perno sera:

Q- Q-1 _ysgy i
De acuerdo a la condicién de resistencia se tendra:
R
Ap
A partir de esta condicion, calculamos el didmetro requerido del perno:
2
md; N %
4 o]
4,
g, > Q, _ 413875 _1330m
o] 1.1000
Asumimos:
d, =133cm
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PROBLEMA 2.12 En la figura 2.27,a se muestra una barra traccionada, en la cual se colocé un

tensémetro AB. La base del tensémetro es S =20mm, con coeficiente de aumento K =1000, y

muestra una medida 85 = 6,5mm . Determinar el coeficiente de Poisson del material de la barra, si

E =21.10%kgf /cm?.

a) 7 b)
&
\4 /
P \/B./S o=30° P=2000kgf
‘_ o) S S A g g —— ’
A
Fig. 2.27

Solucién:

De la barra elegimos un elemento plano, paralelo a la base del tensémetro y perpendicular al mismo,
tal como se muestra en la figura 2.27,b.

El esfuerzo en la seccion transversal de la barra sera:

o =c, =2 =20 _1500kgf 1cm?
AT 21

Ahora determinamos los esfuerzos normales que surgen en los lados del elemento elegido, es decir:

o, =, cos” o =1000.cos® 30° = 750kgf /cm?
=0, cos’(a+90°) = 5,5en’a. = 1000.sen*30° = 250kgf /cm?

G(x+900

Escribimos la expresion que determina la deformacion lineal en la direccién de la base del
tensémetro:

1

Sa = E (Ga - }’LGOH_QOO )

Por condicion del problema, se puede determinar el valor numérico de la deformacién indicada, esto
es:

. .8 _ 85 _
“ sk 20.1000
De esta manera, igualamos ambas expresiones y obtenemos:

ﬁ (750 — 250) = 3,25.10*

3,25.10°*

De donde:

750 -682,5
u -

=0,27
250
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2.6 TEORIAS O CRITERIOS DE RESISTENCIA
PROBLEMA 2.13 Estan dados los esfuerzos ¢ y T uniformemente distribuidos por las aristas de

una lamina triangular. Se pide equilibrar la lamina con esfuerzos en la tercera arista AC y comprobar

la resistencia, teniendo en cuenta que el material de la lamina es fragil. Considerar [G]: 80MPa,

c=2t1=20MPay n=0,25

Fig. 2.28
Solucioén:
Analizamos el equilibrio en AC, proyectando todos los esfuerzos a un sistema de ejes coordenados y

efectuando la suma en el eje vertical.
o, =(2tsen30°).2 + (tsen60°).2 = 3,73t = 37,3MPa
Si proyectamos en el eje horizontal, veremos que el esfuerzo tangencial en dicha arista AC es cero,

lo que implica que existe un Gnico esfuerzo normal y, es por ello, que lo denotamos como o, .

Fig. 2.29

Como se trata de un estado de esfuerzos plano, esto implica, que existe otro esfuerzo principal o, ,
el cual lo calculamos por la formula 2.1, transformada de la siguiente forma:

c,+0O O, —
1 2 .

o, 92 cos 201
2 2

1
6. = [0, +0,)(sen’a-+ 005 @) + (6, ~0,)(cos” o —sen’cs)]

G, =G, C0S” o+ G,5en’al
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Por dato del problema, se conocen los esfuerzos en las aristas AB y BC, cuyo angulo o.=60°,

entonces trabajamos con una de ellas.

Despejamos o, de la formula transformada y obtenemos:

o, —6,008° o 21-3,731.(0,25)
sen‘o 0,75

Luego, comprobamos la condicidn de resistencia a través de la teoria de los alargamientos relativos

=1,421=14,2MPa

G, =

maximos.

G,

, =0, —uoc, =37,3-0,25.14,2 = 33,75MPa<|c]

De esta manera, se comprueba que su comportamiento serd éptimo, ya que se cumple con la
condicién de resistencia.

PROBLEMA 2.14 Con ayuda de la teoria de los esfuerzos tangenciales méaximos, analizar cual de
los estados de esfuerzos representados en la figura es mas peligroso desde el punto de vista de

resistencia.

O O,

a) b)

|/ 1

Txz= Txy=

/
=G

O,
Fig. 2.30
Solucién:
Analizamos cada uno de los casos, sabiendo que se cumple la Ley de reciprocidad de esfuerzos

tangenciales, esto implica que T,, =T, T,, =T, Y Ty, = T,y -

CASQ “a”:
Resolvemos la ecuacién cubica, con la finalidad de calcular los esfuerzos, pero lo expresamos de
otra forma, con la finalidad de no confundir los valores dados de &, quedando la ecuacién de la

siguiente manera:

S$*—1,8*+1,S-1,=0
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0 0 =
I,=0 0 0/=0

T 0 o
Reemplazamos valores y obtenemos:
S*—6S°—1°S=0
S(S* -6S—-1%)=0

Por lo tanto, los esfuerzos principales son:

o, =2+ 2Vo? +47°
2
c,=0
o, —%—%\/ 2 +41°

En consecuencia:
Gy =0; =03 = vo? + 412
CASO “b”:

Efectuamos todo el proceso en forma analoga.

l,=0,=0

I, =—r)2(y——12
0 = O

l,=|t 0 Ol=-ot’
0 0 o

Reemplazamos valores y obtenemos:
S® —6S% —1°S+ot? =0
(S—0)(S+1)(S—-1)=0

De donde las raices serdn ¢, T y —T; motivo por el cual lo ordenamos teniendo en cuenta las dos
formas siguientes:

1lra FORMA: Sio>1 = c,=0
c,=1
C;=—T
Luego:
Gy =0, —03=0+71
2da FORMA: Sio<zt = ;=1
c,=0
O3 =—T



Luego:
Cem =0, —03 =21

Ahora, analizamos la relacién entre ¢ y T, asumiendo, para ello, que o =Kt , siendo "K" una

constante por determinar e igualamos el caso “a” con el caso “b” (1ra forma), obteniendo:

VK?t? +41% = (k+1)1
De donde:
k=15
La 2da forma del caso “b” no cumple con la relacion entre G y T, ya que el esfuerzo equivalente de
la 3ra teoria depende Unicamente de T y no de &, siendo su valor igual a cero, lo que es ilégico,

debido a que por condiciones del problema si existe y es diferente de cero.

Finalmente, llegamos a las siguientes conclusiones:

1. Si 0<o <157 el caso “a” es el mas peligroso, por alcanzar el mayor esfuerzo equivalente
2. Si o =15t ambos casos son iguales

3. Si 6>1,571 el caso “b” es el mas peligroso, debido a que alcanza el mayor esfuerzo equivalente

PROBLEMA 2.15 La figura muestra el estado de esfuerzos en el punto mas peligroso de una pieza
fabricada de material fragil. El limite de resistencia mecanica del material en compresién es dos

veces mayor que en traccion. Determinar como varia la resistencia de la pieza, al cambiar el
esfuerzo de compresién 6, =—Ko, .

O,--kO,

A
J

3
i
[
(%

Tzx

Ve
/

0, =-304

Gy
Fig. 2.31
Solucién:

Resolvemos la ecuacion cubica:
3 2 _
S —I18 +IZS—I3—O
Donde:

|, =0, —Ko, —30, =—(2+K)o,
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I, =0, (-ko,)+0,(-35,) + (ko ,)(-305,) — (155, )* = (2k —5,25)c"
c 0 150,

X

l,={ 0 —ko, 0 [=525kc?
1,56, 0 -30,

Reemplazamos valores y obtenemos:
S* +(2+k)o,S? + (2k —5,25)62S —5,25ks® =0

Luego, las raices de la ecuacion cubica son:

S, =15c,
S, =—ko,
S; =350,
Analizamos los siguientes casos:
ler CASO: Si0<k<35 = c, =150,
o, =Ko,
o, =—3,50,

Luego, aplicamos la teoria de Mohr:

[l

G,y =0y — [cs] o, =150, -0,5.(-3,55,) = 3,250,
comp

Esto quiere decir, que la resistencia para este caso es constante.

2do CASO: Si k>35 = c, =150,
G, =-3,50,
o, =—ko,
Luego:
Cey =0, — [(Ec]y]” o, =156, -05.(-ko,) = (%jax
comp

La resistencia depende de la constante "K" y es mayor que para el caso “a” en

una relacién

k)
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CAPITULO 3
TORSION

3.1 DEFINICIONES Y DEPENDENCIAS PRINCIPALES

En las secciones transversales de barras sometidas a torsién, solo surge una fuerza interna llamado
momento torsor (T).

En cualquier parte de la seccion transversal de la barra, el momento torsor es igual a la suma
algebraica de los momentos torsores externos, actuantes a un lado de la seccién analizada.

Para graficar el diagrama de momento torsor, hay que tener en cuenta, que no existe una
convencion internacional de signos, es por ello, la importancia de conservar la orientacion del
momento torsor hasta el final del problema y lo que nos indica la orientacion de su resultante, es el
giro que se produce en la seccidn transversal de la parte analizada de la estructura.

De ello, se desprende, que en los diagramas de momento torsor, no se colocan signo positivo, ni
signo negativo, debido a la inexistencia de una convencién internacional de signos.

La condicién de resistencia de barras de seccion circular o tubular, tiene la siguiente forma:

Tmax

L [7] (3.1)
Wp

Donde:

T - esfuerzo tangencial maximo, que surge en la seccidn transversal méas peligrosa de la barra

max
T - momento torsor en la seccién mas peligrosa de la barra

[r] - esfuerzo tangencial permisible en torsion

Wp - momento de resistencia polar de la seccién

Asimismo, el momento de resistencia polar para secciones circulares y tubulares es:
SECCION CIRCULAR:

3
W, = nl((]-ls ~0,2d° (3.2)
Donde:
d - diametro de la seccién circular.
SECCION TUBULAR:
W, = nD’ (1-c*) ~0,2D%(1—c*) (3.3)
16
Siendo:
c=do
D
Donde:

D - diametro exterior del tubo

d, - diametro interior del tubo
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El angulo de giro de una seccién respecto a otra, se denomina angulo de torsion del tramo de la
barra entre ambas secciones.
El angulo de giro en torsion de la barra o de un tramo especifico de la misma, se determina por la

férmula 3.4 y su unidad es radian.
L
Tdx
b= I_ (3.4)
0 GIP
Donde:

GIp - rigidez de la seccidn en torsion

G - médulo de corte o cizallamiento

Ip - momento de inercia polar

El momento de inercia polar para secciones circulares y tubulares es:
SECCION CIRCULAR:

nd*
I = ~0,1d* 35
= (3.5)
SECCION TUBULAR:
4
1, = "\;32 (1-c*) ~01D*(1—c*) (3.6)

Cuando el momento torsor T y el momento de inercia polar |p son constantes, el angulo de torsion

se determina por la férmula 3.7.

T.L
=— 3.7
¢ Gl (3.7)
La condicién de rigidez en torsién tiene la forma:
4 T
Or = — <o, ] (3.8)
GIp

Donde:

Sqax - angulo de torsion relativo méximo o &ngulo de torsion méximo por metro lineal (rad/m)

[ O] - &ngulo de torsién permisible por metro lineal (rad/m)

Las unidades de medida de la formula 3.8, para el momento torsor T es N.m, para el médulo de

corte G en Pay para el momento de inercia polar Ip enm”.

Si el momento torsor T esta dado en kgf.cm, el modulo de corte G en kgf/cm2 y el momento de
inercia |p en cm*, entonces el angulo de torsién maximo por metro lineal estard dado en grad/m y se

determinara por la férmula 3.9.

w180 T.100
O ==, < (o] (3.9)
n Gl

p
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3.2 TORSION DE BARRAS DE SECCION CIRCULAR
PROBLEMA 3.1 Graficar los diagramas de momento torsor y angulo de giro en torsién para las

barras de la figura 3.1, sometidas a momentos torsores distribuidos.

)

)

t 2t
; A NN NN NN NN NN
AEERER;
NN
4\/\/\/\/\/
L L/2
< - B
b) 3t
é /\‘ /\\ /\\ /\\ /'\\ ] ) J 2t/ )
7
A
2 NN N N/ N/ XN

L L
< Pl >
Fig. 3.1

Solucioén:

Graficamos el diagrama de momento torsor, tan igual que para cargas distribuidas en flexion,

iniciando del extremo libre hacia el empotramiento, tal como se muestra en el diagrama T de la
figura 3.2, correspondiente al caso a) del presente problema.

3tL
2
m
5 5 10,
20tL? 28tL?

nGd* nGd*

Fig. 3.2
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Ahora, efectuamos el diagrama de angulo de giro en torsién por dos metodologias: método de las

areas y proceso de integracion, iniciando del extremo empotrado hacia el extremo libre, porque es

conocido que en el empotramiento el &ngulo de giro es cero.
METODO DE LAS AREAS:

hp =0
%_'_“_ E 2 2 2
b =\ 2 2 5t 5t  20tL
° 2GI, 8Gl, g5 ™44 nGd’
32
L
th 2 2 2 2 2
b= 1_\2)_ 20 tlf 20ttt 28t
© % 2 Gl, nGd* 4Gl, nGd' o™ 4 nGd’
32
PROCESO DE INTEGRACION:
bs=0
3Lt
‘ CMP@tL/2-tydx 4 g 20t
ol Gl, g M4+ mGd
32
o _20tL2+L’22txdx_20tL2+ t® 28’
° nGd* g Gl nGd* o™ 4 nGd*
32

Una vez calculados los valores, graficamos el diagrama, tal como se muestra en el diagrama ¢ de la

figura 3.2.

En forma analoga efectuamos el caso b) del presente problema, graficando el diagrama de momento

torsor, tal como se muestra en el diagrama T de la figura 3.3.

Una vez mas, graficamos el diagrama de angulo de giro en torsién por el método de las areas y el

proceso de integracion, tal como se muestra en el diagrama ¢ de la figura 3.3.

METODO DE LAS AREAS:

$a =0
o _(BtL+2tL)L T2 Tt
L= - -

ZGIp(Zd) ZGl(zd)4 TCGd4

32
b = 7t Ll 7t . tL? 39t
° nGd* 2 Gl, nGd* 574 nGd*
32

PROCESO DE INTEGRACION:
¢A =0
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3tL?

2
b j-StL sgdx Pt T,
. -
0 p(Zd) i(zd)él T|:Gd4
32
be = 7t T 2udx _ 7t tl® 39tL°
o= -
7Gd* 3 Gl Gd* g g4 nGd*
32
N
"IN

2tL

7112
nGd’

c @

39tl?

nGd’

Fig. 3.3

PROBLEMA 3.2 Una barra sélida de didmetro 90mm es cambiada por una barra tubular, cuyo

diametro interior es 10% menor que el exterior. Determinar el diametro exterior D y didmetro interior

d0 del tubo, si se debe de conservar su coeficiente de seguridad en resistencia. Compare los pesos

de la barra sélida con la tubular.
Solucién:

Para conservar el coeficiente de seguridad en resistencia, se debe de cumplir la condicién de

resistencia, es decir que Wp debe ser el mismo, ya que el momento torsor es el mismo por

condicién del problema.

Wp(sélida) = Wp(tubma.)
16
De donde:
D =128,4mm
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d, =0,9.128,4 =1155mm

Ahora, comparamos los pesos en el cual se debe de entender que se trata de un mismo material, por
lo tanto el peso especifico es el mismo y la longitud de la barra también.

T 2
Py A L , 90)
I:)(sollda) _ Y (s6lida) _ 4 _ 2’57

woutay YA b L %(128,42—115,52)

PROBLEMA 3.3 Tres barras I, Il y lll tienen la misma &rea de seccion transversal, siendo sometidas

a momentos torsores T,, T, y T,. Determinar T,, T, y T;, si los esfuerzos tangenciales maximos

que surgen en las barras son iguales y [r] =T.

I I

&

—d

1

Fig. 3.4

Solucion:

Analizamos las é&reas, las cuales son las mismas para los tres casos, luego el momento de
resistencia polar y a partir de ello determinamos los momentos torsores requeridos.

AREAS:

Por condicién del problema:

2

A=A, = T@-T|eg-L Sk =112
4 4 4

A=A, = §d2=%(kﬁd2—d2) Sk, =141

MOMENTO POLAR:
3
W, =0,2d
Para calcular sz, previamente calculamos la relacion de los diametros interior y exterior de la

d/2
seccion tubular 11, es decir ¢,, = —— = 0,446, luego:

1,12d
W,, =0,2(112d)*(1-0,446*) = 0,27d°
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d
En forma anéloga procedemos con la seccién tubular Ill, siendo ¢,, = —— =0,709

1,41d
W,; =0,2(1,41d)*(1-0,709*) = 0,42d°

MOMENTO TORSOR:

El momento torsor lo determinamos a partir de la condicion de resistencia (formula 3.1).
T, = 0,2d°t

T, = 0,27d%t

T, = 0,42d°%t

PROBLEMA 3.4 Determinar los valores de los momentos torsores T, y T,, si ¢5 =1°, ¢ =2°,

G =8.10"MPa
T, T,
d,=80mm
Z d,=60mm /\
, !
2
7
Vy
A 7 B { C
7
7
f I
; T b
0,8m 1m
/4 /4 y
A Ul 2
Fig. 3.5
Solucion:

Graficamos el diagrama de momento torsor, el cual se muestra en la figura 3.6

I +T;

T,

Fig. 3.6
Por dato del problema:
I
= 10 = -
e 180
1
p—t 20 —_——
e 90
Luego:
(T,+T,).08 T

bg =

8.104.106.3—752.804.10‘12 180
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T,+T,=701838 (a)

(T,+T,)08 T,.1 n

¢c: :%

(b)
8.104.106.3%.804.10’12 8.104.106.3—1;.604.10’12

Reemplazamos (a) en (b) y obtenemos:

T N Tz.l _ T
180 8.104.106.312.604.10’12 90

T, =1776,53N.m
Reemplazamos este valor en la ecuacién (a) y obtenemos:

T, =5241,85N.m

3.3 ESTRUCTURAS ESTATICAMENTE INDETERMINADAS
PROBLEMA 3.5 Determinar la energia potencial de deformacion de la barra escalonada doblemente
empotrada, mostrada en la figura 3.7

T

o} /8

>
AANNNNANNNN

AANNNNNNNNN ANNNNNNNN\K

Fig. 3.7
Solucioén:

Eliminamos el empotramiento en B y lo reemplazamos por su momento torsor T, tal como se

muestra en la figura 3.8

T Tg

>
AANANNNNNNN
w




Como en el empotramiento, el angulo de giro en torsién es cero, se tendra:
¢g =0

Ta(22) Te@) T@) T@) _,
Gliasy Glowy CGloeay Cly

2T, T, T T

+ - - =

01(16d*) 01d* 01(16d*) 01d*
T, =0,944T

En consecuencia, el diagrama de momento torsor sera el mostrado en la figura 3.9

0,944T1

0,056T

Fig. 3.9
De esta manera, calculamos la energia potencial de deformacion:
3 2 2 2 ’ i
_s TL, _(0056T)’a  (0,056T)%a  (0944T)’a oo T a
T 2G;l,, 26l 2G 1 z9) 2Glya0) cd

PROBLEMA 3.6 Determinar el momento torsor permisible que actia en la seccién B de la barra, si

[t] = 900kgf /cm?.

T L/
/) L/
y
7 - 2
Z I = = Z
LY B E| 1\ |C E A
7 P~ =7 Lo “
¢ M | 1] Vs
7 () / © %
A----¥--4----- = .
Vy L/
7
2 \N
400mm 400mm 800mm
Pl P
Fig. 3.10
Solucion:

Una vez mas eliminamos el empotramiento en D y lo reemplazamos por T, tal como se muestra en

la figura 3.11

88



T
f /\
A __
Z \
A7 B ; |o D
; ___________ -
Ve
7
g \)‘
, 400mm  400mm 800mm 0
A 7l i 7
Fig. 3.11
Como el &ngulo de giro en torsién en dicho punto es cero, se tendré:
¢D =0
To(80) , To(80) ~ T(40) _,,
GIp(d) GID(D,d) GID(D,d)
2Ty 2T, T _
0,1(5)4 0,1(7)4 @a- 0,7144) 0,1(7)4 Q- 0,7144)
T, =013T
Luego, graficamos el diagrama de momento torsor, tal como se muestra en la figura 3.12
0,13T
0,87T
Fig. 3.12

Ahora, determinamos los esfuerzos tangenciales para cada tramo y a partir de la condicién de

resistencia, calculamos el momento torsor.

Tps = 30'87T ~< = T <52522kgf.cm
0,2(7)%(1-0,714%)

Tpe = 30’13T << = T <351494Kkgf .cm
0,2(7)°(1-0,714%)

Tep = 0’13T3 < = T <173077kgf .cm
0,2(5)
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Como el momento torsor es Unico, analizamos el rango que cumpla con los tres casos, tal como se

muestra en la figura 3.13.

;m;/

52522 173077 351494
Fig. 3.13

De esta manera, se tiene que el momento torsor permisible es:

T, =52522kgf .cm

PROBLEMA 3.7 Determinar los valores de los momentos torsores T, y T, para la barra ahusada

de seccion circular, cuyo diametro varia desde d, =d hasta d; = 2d y esta sometida a la accion

del momento torsor distribuido linealmente variable desde t,_, =t hasta t,_, =3t

t . =3t

R B
Fig. 3.14
Solucion:
Analizamos como varia el diametro en toda la longitud de la barra.
b)
2d dr2
m
X
—
K L 14
1 7
Fig. 3.15
De la figura 3.15,b se tiene:
m d/2 dx
—=— = m=—
X L 2L
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De la figura, 3.15,a se tiene:

d, :d+2m:d+2[d—xj:d+d_xzd(1+§j
2L L L

Ahora, analizamos como varia el momento torsor:

b)
y
X
—F
o L
A
Fig. 3.16
Efectuamos, en forma andaloga al caso anterior:
t tx
y_ro oo gk
X L L

t, =t+2y=t+2(t—x)=t(1+2—xj
L L

Eliminamos el empotramiento en Ay lo reemplazamos por T, en sentido antihorario.
TB
TA tx=L_ 3t

Fig. 3.17
j‘ TAdX _ Ij‘ AREAtrapeciodX _ O
s Gl % Gl
Donde:
AREA i, - &rea del trapecio achurado, mostrado en la figura 3.16,a
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3.4

{ (1+ 2X}+t}
(t, +t)x L

AREAtrapecio = = =tx] 1+ i
2 2 L
De esta manera, se tendra:
32T, T _32 S tx(L+ x/ L)dx
G d“(1+x/L) nG 3 d*(1+x/L)*
3tL
=
Como sali6 positivo, implica que su orientacion es la misma que la mostrada en la figura 3.17
Luego:
Z o= N ?;;L_(t+23t)L+_|_B:o
T, = 11t
7

La orientacién es la misma que la mostrada en la figura 3.17

TORSION DE BARRAS DE SECCION NO CIRCULAR
SECCION RECTANGULAR. El angulo de giro y el esfuerzo tangencial maximo se determinan por
las férmulas 3.10 — 3.11

TL
o=—" (3.10)
Gl,
T = T (3.12)
max Wt )
Donde:
T - €sfuerzo en la mitad del lado mayor del rectangulo

I, - momento de inercia torsor
W, - momento de resistencia torsor
Los valores de |, y W, se determinan por las féormulas 3.12 — 3.13
|, =B.bh® (3.12)

W, = a.bh? (3.13)
Donde:
b - lado mayor del rectangulo
h - lado menor del rectangulo
El esfuerzo tangencial maximo t,, en la mitad del lado menor del rectangulo se determina por la
férmula 3.14

T, = YT s (3.14)

92



Los coeficientes o, B y v dependen de la relacién de los lados del rectangulo y se obtienen por la

tabla 3.1
Tabla 3.1
b/h 1 1,5 2 3 4 5 8 10 0
o 0,208 0,231 0,246 0,267 0,282 0,291 0,307 0,313 0,333
B 0,141 0,196 0,229 0,263 0,281 0,291 0,307 0,313 0,333
1,000 0,859 0,795 0,753 0,745 0,743 0,742 0,742 0,740

SECCION TIPO PERFIL METALICO. Las barras que tienen secciones transversales en la forma de

perfiles metalicos, el angulo de giro en torsion y el esfuerzo tangencial maximo se determinan por las
mismas férmulas que para la seccién rectangular, con la diferencia que I, y W, se calculan por las

formulas 3.15 - 3.16

1 3
I, =H§Zb5 (3.15)
1 3
2%,
W, = = (3.16)
8meix ns max
Donde:
b - lado mayor de cada rectangulo pequefio, que se divide la seccion transversal de la barra
) - lado menor de cada rectangulo pequefo, que se divide la seccion transversal de la barra
O.u - Mayor espesor de todos los rectangulos pequefios, que se divide la seccion transversal

mn - coeficiente de forma de la seccion transversal de la barra, cuyos valores son:
Seccién tipo angulo (L) n=1

Seccién tipo | n=12

Seccién tipo T n=115

Seccién tipo canal (C) n=112

SECCION CERRADA DE PAREDES DELGADAS. El esfuerzo tangencial estd distribuido

uniformemente por todo el espesor de las paredes.
T

T W =— 317
e 2'A‘Osmin ( )

Donde:

A, - éreaconformada por la linea central de la secci6n

)

Cuando el diagrama de momento torsor es constante por toda la longitud de la barra, es decir, actia

min - €spesor minimo de la pared

un solo momento torsor en el extremo libre de la barra; el angulo de giro en torsién se determina por

la formula 3.18
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TL ds
= — 3.18
¢ 4GAZ Y & (318)

Donde:

ds - elemento diferencial de la linea central de la seccién

La integracién se efectla por toda la longitud de la linea central de la seccion.

Cuando la barra es de espesor constante en toda su seccidn transversal, el angulo de giro en torsién

se calculara por la férmula 3.19

TLs

*=16A%s

(3.19)

Donde:

S - longitud de la linea central de la seccion

Para el caso de seccién tubular, cuando la relacion entre el espesor de pared 0 y el didmetro medio

)
D, deltuboes — < 0,1, se tendra:
Dm

nD’
A= (3.20)
s=1D,, (3.21)

Por los métodos de la resistencia de materiales, s6lo se pueden calcular barras de seccion
transversal circular o tubular y por los métodos de la teoria de elasticidad los otros tipos de seccién
mas complicada.

En la actualidad, con la ayuda de la informatica, se puede analizar cualquier tipo de seccién
transversal.

PROBLEMA 3.8 El extremo libre de una barra tiene seccién transversal cuadrada. ¢En qué
porcentaje la resistencia de esta parte de la barra es menor que la izquierda, la cual es de seccion

transversal circular?

Z .
Z oy ‘y'
7
Z []
e
,// -------------
7
Z \
Z <
7
—d
a a
< >le >|
Fig. 3.18
Solucién:

En este caso se necesita comparar resistencias, es decir, debemos de comparar Wp para la

seccion circular y W, para la seccion cuadrada, cuyo lado es b = \/(O,Sd)z +(0,5d)* =0,707d
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3
w =" _ 0196342
16

p

W, =0,208.(0,707d)* = 0,0735d°
Luego, aplicamos la regla de tres simple y obtenemos que W, = O,3744Wp, lo que en porcentaje

es 37,44%.

Esto quiere decir, que la seccion cuadrada es (100 —37,34)% = 62,56% menos resistente que la

seccion circular, cuando la barra esta sometida al momento torsor T.
PROBLEMA 3.9 A partir de las condiciones de resistencia y de rigidez, determinar la dimension del

lado de la seccién transversal cuadrada de una barra sometida a torsion, si T =120kgf.m,

[t]=600kgf /cm?, [b,]=10grado /m, G =8.10°kgf /cm?.

Solucién:
Aplicamos la condicién de resistencia, es decir:

120
<
0,208b*

b>4,58.102m
b > 45,8mm

600.10*

Ahora, aplicamos la condicion de rigidez de la seccién:

5™ <[0,]

T
G_ltg[ 0]

120 .
8.10°.0,141b* 180

b> 4,97.10’2 m
b>49,7mm

Como la dimension de la seccion transversal es Unica, analizamos el rango que cumpla con los dos,

tal como se muestra en la figura 3.19

45,8 49,7

Fig. 3.19
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De esta manera, se tiene que la dimension minima del lado es b, =49,7mm

Como su unidad de medida esta en milimetros, asumimos b =50mm

PROBLEMA 3.10 Determinar el esfuerzo tangencial maximo y su angulo de giro en torsiéon por

unidad de longitud de una barra sometida a torsién, si sus dimensiones de seccién transversal son

las mostradas en la figura 3.20 y estdn dadas en milimetros. Considerar T =11kgf.m ,

G =2,7.10°kgf /cm? y 1 =1.

100

<
!
A NT 2
Jla o
o
(‘ll A
3|
4l
al
\ 4 A 4
?
< >

Solucioén:

Fig. 3.20

Dividimos la seccion en rectangulos pequefios, tal como se muestra en la figura 3.21 y calculamos

I, y W,, aplicando las férmulas 3.15 y 3.16

I =1.%.[40.23 +94.2° +120.4° +152.6° + 60.43]=15l41,33mm4

W, = w = 2523,55mm*
1.6
Luego, se tendré:
S 11.100
™ 252355.10°°
B 11.100
B 2,7.10°.15141,33.10*

= 435,9kgf /cm?

o

=2,69.10%rad /cm
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f 160
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Fig. 3.21

PROBLEMA 3.11 Una barra doblemente empotrada tiene la mitad de su longitud de seccidn
cuadrada y la otra mitad circular. Determinar la distancia X,, a partir de la condicién, que los

momentos torsores en los empotramientos debe ser igual.

Z A ”
' L
Z - T 2
Z : ' C
7 ! : -~
Z : I Z
B ; ¢ i ....................... ;.
A : \ 1 A
Z ; Z
j i | =
A @ g
Al
X ]
< 2 = > =
< ble >
Fig. 3.22
Solucién:

Eliminamos el empotramiento en C y lo reemplazamos por su momento torsor, el cual debe ser igual
a T/2 y orientado en el sentido opuesto, tal como se muestra en la figura 3.23, graficando su
diagrama de momento torsor.

Se sabe que, el angulo de giro en torsion en el empotramiento C sera cero, por ello se tendré:

bc =0
(T2 _(T12)a-x,) | (T12)x,) _,
GIp Gl, Gl,
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a a-—Xx, X,

- + =0
0,098d* 0,141(0,707d)*  0,141(0,707d)"

De donde:
X, =0,68a

T/2

.
[
\U

o
NOUOANANNNNANNNNN

<A>|
« e

T/2

@

Fig. 3.23
PROBLEMA 3.12 Graficar el diagrama de momento torsor y determinar el angulo de giro en torsion

enC, si G=8.10°MPa
40N.m/m 90N.m 60N.m/m
: VA A AR A

2 T
7 1of of o1 o
A B C Dl ¢+ &+ ¢+ & 1 i E

7 7
Z WEYFT VIO
y 2m . 1m . 1m . 2,5m .
1 /1 /1 /1 /1

9 il |

© R
.80mm 60mm 90mm
Fig. 3.24



Solucioén:

Eliminamos el empotramiento en A y lo reemplazamos por su momento torsor T, , eligiendo su

orientacién como positivo y la del momento torsor T como negativo, lo cual es arbitrario, debido a

que no existe una convencion internacional de signos y se puede cambiar la convencién personal de
un problema a otro, lo importante es conservar dicha convencién desde el inicio del problema hasta

el final.

Ta 40N.m/m . 60N.m/m
IANANATA N AV AV T ataTatal

Te

A B_[C Dl iiiiiF|E
VAV VLY TIITTTTI
> 2m " Tm " 1m " 2,5m ”
1 /1 /1 /1 /1
Fig. 3.25
¢A =0
T,.2 T,.2 T,.25
G.(n/32).80°10 2 ' G.0141.60°10 2 ' G.(x/32).90" 10*12[1 (70/90)*]
_i 40xdx ~ 80.2 ~ 80.2,5 ~
) G.(n/32).80°.10" G.0141.60°.10" G.(n/32).90*.102}1—(70/90)* |
90.1 ~ 90.2,5 T” 60xdx _
 G.0141.60°.10 2  G.(n/32).90*.10 *2[1— (70/90)" J ) G.(n/32).90*.10 12 ]1— (70/90)* |
De donde:
T, =97,486N.m
El sentido del momento torsor T, , es el mismo que el mostrado en la figura 3.25
> T, =0 =  97,486-80-90+60.25-T. =0
T, =77,486N.m

El sentido del momento torsor T, es el mismo que el mostrado en la figura 3.25

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de momento torsor, el cual se muestra en la

figura 3.26
Luego, determinamos el &ngulo de giro en torsion en el punto C de la barra.
be = (17,486 +97,486).2 17,486.1 = 4,77.10rad = 0,027°

+
2.8.10%.10°(n/32).80%.10**  8.10%.10°.0,141.60%.10*
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97,486

77,486
17,486
D
" . 5 : (D
(N.m)
72,514
2m 1m 1m 1,208m 1,292m
/lv /IV /IV /1 /1 /1
Fig. 3.26

3.5 RESORTES HELICOIDALES DE PASO PEQUENO

La condicién de resistencia de los resortes de seccion transversal circular, sometidos a traccién o
compresion, tiene la forma:

T :k@<[r]

e =K 5 < (3.22)

Donde:

P - carga actuante en el eje del resorte
D - diametro medio del resorte

d - diametro de la espira del resorte

k - coeficiente de correccion, que refleja la influencia de la curvatura de las espiras y la fuerza de
: o D
corte. Su magnitud depende fundamentalmente del subindice del resorte C, = — y se puede
obtener por la tabla 3.2.
Tabla 3.2
C, 4 5 6 8 10 12
k 1,37 1,29 1,24 1,17 1,14 1,11

La variacion de la altura del resorte A (alargamiento en traccion y asentamiento en compresion), se
determina por la formula 3.23

8PDn
A= o (3.23)

Donde:
N - ndmero de espiras del resorte

G - modulo de corte

La condicién de resistencia de los resortes de seccién transversal cuadrada es:
PD
<[1]

=k, —<
' ' 20.b°

max

(3.24)

100



Donde:
k, - coeficiente de correccion del resorte, que depende de la relacion entre el diametro medio (D)

del resorte y el lado (b) de la seccion de la espira, el cual se puede obtener por la tabla 3.3

Tabla 3.3
D/b 4 5 6 8 10 12
k1 1,33 1,26 1,21 1,16 1,13 1,10

o =0,208 (Tabla 3.1)
La variacion de la altura del resorte se calculara por la férmula 3.25

PD°mn

Donde:

3 =0141 (Tabla 3.1)

PROBLEMA 3.13 Dos resortes cilindricos, tienen igual diametro medio D y se diferencian el uno del
otro, en que el primero esta fabricado de espiras de seccién circular y el segundo de seccion
cuadrada. Los esfuerzos tangenciales maximos que surgen en ambos resortes son iguales.
Comparar los pesos de ambos resortes y sus alargamientos, considerando que el coeficiente K es el
mismo para ambos casos.

Solucion:

El peso de ambos resortes sera proporcional a sus areas de seccion transversal de las espiras.

Por condicion del problema, los esfuerzos tangenciales seran los mismos, razén por la cual

igualamos las ecuaciones 3.22 y 3.24

8PD PD
3 k 3

d 2.0,208.0
3

md” _ 5 0.208b°
b = 0,981d

Ahora, analizamos la relacion de las areas de seccién transversal.
Ajw  md%/14  md?/4
A b? (O,981d)2

Esto quiere decir, que el resorte con seccion transversal circular es menos pesado que el de seccion

circular

0,816

cuadrada

transversal cuadrada en 18,4%
Ahora, comparamos los alargamientos de ambos resortes, utilizando para ello las formulas 3.23 y
3.25

8PD°n
Meirostar _ G4t _320141b° _32.0141.(0,981d)* _133
A cuadrada PD*nn md* md* ’
4G(0,141)b*
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PROBLEMA 3.14 Una viga sélida AD se sostiene por tres resortes de igual nUmero de espiras y se
carga por una fuerza P = 400kgf (figura 3.27). Determinar el diametro de la seccion transversal de
cada espira, de tal manera que el esfuerzo tangencial de cada resorte sea el mismo e igual a

[r]:SOOOkgf /cm? . Los diametros medios de los resortes son D, =6cm , D, =8cm y

D, =10cm. Considerar k =1 para todos los resortes.

1 2 3
LLLLLLLLLLLLLLLLLLL L LLLL LY L

: d1 :
éD1 i Dy

Fig. 3.27

Solucion:

El problema es dos veces estaticamente indeterminado, porque en el apoyo A solamente habra una
reaccion vertical y en la viga existen tres fuerzas de reaccién por parte de los resortes, esto es, el
namero de incognitas es cuatro y para el sistema plano de fuerzas paralelas por la estatica
solamente se tienen dos ecuaciones.

Utilizamos una sola ecuacion, ya que no es necesario determinar la reaccion en el apoyo A, por ello

se tendra:

>M,=0 = Pa+P,2a+P,.3a=P.3a

P, + 2P, + 3P, =1200 (a)
Las ecuaciones de desplazamiento la escribimos en la forma més adecuada para el célculo, es decir:
AiA,iA;=a:2a:3a=1:2:3
También se puede expresar de la siguiente forma:
8P,D)n 8P,Din 8P,Din

: : =1:2:3
Gd*  Gd:  Gd

De donde:
27P; _ 64P, _ 125P,
df  2d?  3d?
Ahora, aplicamos la condicion que los esfuerzos son iguales en todos los resortes, es decir:

(b)

Como k =1 para todos los resortes, tendremos:
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8r,D, 8P,D, 8P,D,

md? - ndS - nds
De donde:
3P 4P 5P
ToEce
d. d, d;

Resolvemos las ecuaciones (a), (b) y (c), obteniendo:
P, =19P, =2]1P,

P, = 344,71kgf
P, =181,43kgf
P, =164,15kgf

Entonces, los diametros seran:

g = 8P,D, 21/8.344,71.6 _1026m
nlt] 7.5000

d, = gdl =0,907cm

d, = §d1 =0,944cm
27

PROBLEMA 3.15 Un resorte cilindrico esta empotrado en ambos extremos (figura 3.28,a), siendo su
diametro medio D =200mm vy las espiras son de seccion transversal circular de diametro
d =20mm . El resorte esta sometido a la accion de una carga P = 400kgf , actuante en el punto

C. Determinar el esfuerzo tangencial maximo en el resorte y el desplazamiento del punto C, si

G =8.10°Kgf /cm?.

1= 8 espiras

Ll‘

N, =12 espiras




Solucioén:
Para resolver el problema, serd necesario determinar las fuerzas de reaccién que surgen en los
empotramientos Ay B.

Por la estética, solo podemos plantear una ecuacion de equilibrio:
R,+R; =P
De esta manera, el problema es una vez estaticamente indeterminado.

Para plantear la segunda ecuacion, analizamos la condicién de deformacién del sistema. Para ello,

eliminamos un empotramiento, por ejemplo en el extremo inferior y lo reemplazamos por la fuerza
R, tal como se muestra en la figura 3.28,b.

El extremo inferior del resorte por accién de la fuerza P debe de desplazarse hacia abajo en una
magnitud A, y por medio de la accién de la reaccién R, se desplazard hacia arriba en una
magnitud XRB. En la realidad, por ser B un empotramiento, no debe de desplazarse hacia ningan

lado, por ello se deduce que la ecuacién de desplazamientos sera:

|7‘P| = ‘XRB

Donde:
_ 8PD°n,
Gd*
W 8RD*(n, +n,)
R =
s Gd*
Reemplazamos estos valores en la ecuacion de desplazamientos y obtenemos:

8PD’n, _8RyD’°(n, +n,)

A

Gd* Gd*
De donde:
Ry=— p-_8  400-160kf
n,+n, 8+12
Luego:

R, =P—-Ry =400-160 = 240kgf
De esta manera, el resorte en el tramo CA es traccionado por la fuerza R, = 240Kgf y en el tramo

CB es comprimido por la fuerza R =160kgdf .

En consecuencia, el esfuerzo méaximo se encontrara en las secciones transversales del resorte en el

tramo CA, siendo su valor:

Toox = k@ :1,14.M =1741,79kgf /cm?
T .2
Siendo K =114 (tabla 3.2), debido a que C, = % = 2—20 =10
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El desplazamiento A del punto C del resorte, sera hacia abajo e igual al alargamiento de la parte

superior CA del resorte:
R,D® .240.20°.
A :8 A 4n1 :824052048:9,60m
Gd 8.10°.2

Es obvio que, dicho resultado también se puede obtener, si consideramos que el desplazamiento A

es igual al acortamiento de la parte inferior CB del resorte.
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CAPITULO 4
FLEXION

4.1 ESFUERZOS NORMALES
En las secciones transversales de vigas sometidas a flexién pura, surgen esfuerzos normales, los
cuales dependen de su momento flector en la seccion correspondiente. En flexion transversal,
también surgen esfuerzos tangenciales, los cuales estan relacionados con las fuerzas cortantes.
Los esfuerzos normales en cualquier punto de la seccién transversal, se determinan por la férmula
4.1

Gy =Y (4.1)

Donde:
M - momento flector en la seccién determinada
I - momento de inercia de la seccion, respecto al eje central (neutro)

z

Yy - distancia desde el eje central, hasta el punto donde se determina el esfuerzo

a)

b)

_._.Ei_._._._..-..;_<
Ymax

il

—» 7

Fig. 4.1
Los esfuerzos normales maximos surgen en los puntos mas alejados al eje central (figura 4.1), esto
es:
M
Omix = I—yméx (4.2)

z

z

yméx

También, puede ser expresado a través del médulo de resistencia W, = , obteniéndose:

Cray = (4.3)

De esta manera, pueden existir dos casos:
a) Seccién simétrica respecto al eje central (figura 4.2). En este caso las distancias de los extremos
de las zonas de traccion y compresion hasta el eje central son iguales y los esfuerzos normales

se determinaran por la férmula 4.3
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\

Fig. 4.2
b) Secciéon no simétrica respecto al eje central. En este caso los esfuerzos normales para los
puntos mas alejados en las zonas de traccion y compresion (figura 4.3), seran diferentes y se

determinaran por las féormulas 4.4 y 4.5

Y Y
a) 4 b) 4
| |
i i
tr I i
e | | Yo,
iCG i
_= ............. !l CG Z
comp H o ettt I R >
e | | yzoe
i : -
Fig. 4.3
O = 'I\/l Y mix (4.4)
Gco{mp — M CO,mp (45)

Siendo:

1l . . . z . .z
yr:]éx - distancia desde el eje central hasta el punto mas alejado en la zona de traccion

comp
mAax

- distancia desde el eje central hasta el punto mas alejado en la zona de compresion

En el caso que el material de la viga tenga diferentes resistencias en traccion y compresion, se
recomienda elegir una seccién no simétrica respecto al eje central. Por ejemplo, para el caso del
hierro fundido se podria elegir una seccion tipo T (figura 4.3), debiendo ubicarse la mayor
cantidad de material en la zona de traccion, debido a que el hierro fundido se comporta mejor en
compresion, que en traccion.

Esto quiere decir, para vigas de material fragil, el area mayor de la seccion transversal
correspondera a la zona de traccion y el area menor a la zona de compresion.

Si el diagrama de momento flector M para tal tipo de vigas, tiene tramos de diferentes signos,
entonces lo indicado anteriormente acerca de la posicion racional de la seccién de la viga, se

analizara en la secciéon donde el momento flector es maximo en valor absoluto.
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Como se sabe, si el momento es positivo, la zona de traccion esta ubicada en la parte inferior y
la zona de compresion en la parte superior y para el caso de momento negativo, sucede lo
opuesto.

De esta manera, las zonas de traccidn y compresion deben de concordar, tanto por momento
flector, como por areas. En caso contrario, se recomendara invertir la seccidn, de tal manera que
se cumpla con ambas exigencias.

En forma adicional, se recomienda efectuar la comprobacién de la condicion de resistencia para
la seccion, donde el momento flector es de signo opuesto.

Otra de las formas como determinar la zona mas peligrosa es a través de la férmula 4.6, en la

cual, si se cumple dicha condicion, entonces la zona mas peligrosa es la de traccion.

y :1r1ax S [G]tr

% (Lo o
La condicién de resistencia en flexion pura, se analizara por la formula 4.7
Cix = Mo <[o] 4.7)
WZ
Donde:
M, - momento flector maximo en la viga

[G] - esfuerzo normal permisible

Para el caso de secciones simétricas respecto al eje central, la comprobacién de resistencia se
realizara respecto al esfuerzo permisible en traccion o compresién, analizando el caso cuyo valor es
menor.

Para secciones no simétricas respecto al eje central, cuando el material tiene diferentes resistencias
en traccion y compresion (material fragil), hace falta efectuar la comprobacion para las zonas de

traccion y compresion, utilizando, para ello, las formulas 4.8 y 4.9

Oy = Ml”‘axy;ax <[o], (4.8)

z

Y/
comp __ max y ,comp
Gméx | max < [G]comp
z

(4.9)

Siendo:

[G]tr - esfuerzo permisible en traccion
[cs]comp - esfuerzo permisible en compresion

Para secciones no simétricas respecto al eje central, cuando el material tiene igual resistencia en
traccion y compresion, por ejemplo el acero, la condicién de resistencia se aplicara para el caso
donde el esfuerzo normal es maximo en valor absoluto.

Para elegir la seccién transversal, se aplicara la formula 4.10

M max
(4.10)

lo]

W, >
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En el caso que la seccién sea un perfil metdlico, se elegira el que tenga el menor valor W, , pero

que cumpla con la condicién de la formula 4.10

Para el caso de secciones circulares, tubulares y rectangulares se elegiran las dimensiones de las
secciones, utilizando las formulas 4.11 — 4.13

SECCION CIRCULAR:

W, = §d3 (4.11)
Donde:
d - diametro de la seccion circular
SECCION TUBULAR:
W, = " D3(1-c*) 4.12)
32
Siendo:
=
D - diametro exterior del tubo
d, - diametro interior del tubo
SECCION RECTANGULAR:
W, = bgz (4.13)

Donde:
b - base de la seccién rectangular

h - altura de la seccién rectangular

En el caso, que se desee determinar las dimensiones de la seccion transversal de una viga no
simétrica, se tendra que efectuar a través de las férmulas 4.8 y 4.9 despejando, para ello, los
valores requeridos.

PROBLEMA 4.1 Determinar el valor de “a” en funcion de “L”, si los esfuerzos normales son los

mismos en los puntos A, B y C de la viga metalica mostrada en la figura 4.4 e iguales a o,

sometida a la accidn de su peso propio. Considerar que la viga es de seccion constante.

A B C

L/2 L/2

> ¢ >
Fig. 4.4
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Solucién:
Cargamos la viga por su peso propio y graficamos sus diagramas de cortante y momento flector
(figura 4.5).

w

TYYVYVYVYVYY A A Yyyvy YYVYYVY A A A A YYVYYYY A\ A A YYYY

A
% T4

wL
5 wa -
wa
wL
—=-wa
2
wa? wa?

: Q,

wL
T(L-4a)

Fig. 4.5

Por condicién del problema tenemos que:

Oa =0g =O0c = O
Como la viga es de seccién constante, entonces se debe de cumplir que los momentos flectores
deben de ser iguales en valor absoluto, es decir:

Ma|=Ms

2
wa  _ W—L(L—4a)
2 8

4a* +4al —L* =0
Resolvemos la ecuacion cuadratica, con la condicion que su valor es menor que 0,5L, como se

muestra en la figura 4.4 y, de esta manera, obtenemos:
a=0,207L
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PROBLEMA 4.2 Graficar los diagramas V, M y determinar el esfuerzo normal en el punto B de la

seccion mas peligrosa de la viga mostrada en la figura 4.6

a)
500kgf/m /
,
' [T
A
400kgf
|4 3m y
Fig. 4.6
Solucién:

b)

Zch

- |15cm

En un inicio, graficamos los diagramas de fuerza cortante y momento flector, los cuales se muestran

en la figura 4.7

500kgf/m

7
‘A
by 4
400kgf
Kk 3m y
400
—22M 1S (kgf)
1100
1050
+ (kgf.m)
160
Fig. 4.7

Posteriormente, aplicamos la formula 4.1, para ello, debemos de considerar el valor del momento

flector maximo, debido a que nos piden en la seccidn mas peligrosa de la viga y ese es el

empotramiento. Asimismo, la distancia del eje central hasta el punto B es de 5,5cm
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En base a estas condiciones, aplicamos la mencionada formula y obtenemos:

. _1050.100
®  10.15°
12

PROBLEMA 4.3 Determinar las dimensiones de las secciones transversales de la viga mostrada en

5,5 = 205,3Kgf /cm?

la figura 4.8, para las tres variantes dadas. Considerar [c]=1600kgf /cm?

a)
1T/m 2,5T.m 4T

,;é), 4_||_>|3 v

|<1,6m 1,6m"< 1,6m | 1,6m
bt >‘< B

Fig. 4.8

Solucion:

Calculamos las reacciones en los apoyos A, B y graficamos los diagramas de fuerza cortante y
momento flector, tal como se muestra en la figura 4.9

Luego, aplicamos la condicion de resistencia, es decir la formula 4.7 para los tres casos de tipos de
seccién transversal de la viga, considerando sus caracteristicas geométricas (formulas 4.11 — 4.13) y
como momento flector el de mayor valor absoluto.

SECCION CIRCULAR:

5
Crax = 6.4.10 <1600 = D >1597cm
3
32
Asumimos:
D =16cm

SECCION TUBULAR:

5

Oy = 6.4.10 <1600 = D=>1813cm

T p3(1-0,75%)
32

Asumimos:

D =18,2cm
d =0,75.18,2 =13,65cm
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SECCION CUADRADA:

Crix = 6’46;::05 <1600 =  a=1339cm
6
Asumimos:
a=13,4cm
4T
1T/m 2,5Tm l
AVIVIVTY B
47 £
4 16m _, 16m _, 16m 4 16m
/l 7 7 /l 7
0,52T 5,08T
4
0,52 J}:
0,52 QI (T)
#— 1,08
- Q)
0,1 (T.m)
Fig. 4.9
PROBLEMA 4.4 Determinar el valor del esfuerzo normal maximo para la siguiente viga
20kN/m 20mm
FEEEFEEE Ry 12mm | 400mm
Am 4m V40kN 4m L Am™ 20mm
A A A / A 120mm
—A
Fig. 4.10
Solucién:

Graficamos los diagramas de fuerza cortante y momento flector, los cuales se muestran en la figura
4.11
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20kN/m

YYVYYYVYYYYYVYIYY

40kN
41m, 4m ! 4m 1m?
/ / A
60kN 60kN
60
2
20 UG
I I 60
| |
I I
| Q)
60 o W (kN.m)
150 1407150
Fig. 4.11

Calculamos el momento de inercia respecto al eje neutro, que es la mitad de 440mm (altura de la

seccion transversal), debido a su simetria y lo denotamos por |,

3 3
I, = 12.27 122212 |2+ 1249 _ 57584em
12 12

Luego:

M, . 150.10°

Yo = —_8.(22.10_2) =119,63.10°Pa =119,63MPa
I, 27584.10

()

L=

PROBLEMA 4.5 Determinar el valor de 8 de la dimension transversal de la viga de hierro fundido

mostrado en la figura 4.12, eligiendo previamente su posicion racional. Considerar
[c], =300kgf /cm? y [6],m, =900kgf /cm?
<20,

a) b) vy <—’<8+
A 2T/m %F—?{
oo s
4‘ om | PBT o 477N '
) N A N VI _‘LW ﬁ:|:
., 60 | t
Fig. 4.12
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Solucioén:
Calculamos las reacciones y graficamos los diagramas de fuerza cortante y momento flector, tal

como se muestra en la figura 4.13
0,512T.m

/ 2T/m
<'; Yidddeddiiieveiy
7 3,84T
l0,64T
1,6
Hﬂ@ﬂ[ﬂ]ﬂ]}m @
0,64 (T)
2,24
0,64
ﬂmﬂﬂm.\ @
W (T.m)
0,512
Fig. 4.13

Ahora, determinamos la posicién del eje central o neutro, el cual pasa por el centro de gravedad de

la seccion (figura 4.14), calculando su valor respecto al eje Z;

A y
& 7N
4,830 8,250

1,338‘ 1
; A\ A » Z

s 4,750

3,420
v
v 8 y > Z1
Fig. 4.14
Y, - (65)(25)(8) + (8)(5,56)(4,753) + (35)(1,50)((8,255) _3425

(65)(28) + (8)(5,55) + (35)(1,55)

Posteriormente, determinamos el momento de inercia respecto a dicho eje, es decir Z

(8)(5,58)° (33)(L53)° ,
12 12

I, = (E;E")l(:é"f# (65)(28)(2,4258)% + +(8)(5,58)(1,333)” +

+(38)(1,58)(4,835)2 = 203,695
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A

yr =342

y o™= 5 588

max

i
Fig. 4.15

Luego, determinamos la posicion racional de la seccion:

|A
|‘

a) Como el momento flector maximo es M, =—0,64T.m, en consecuencia la zona de traccién

sera la parte superior y la de compresion la parte inferior al eje neutro.

b) Por areas de la seccién transversal dividida por la linea central o eje neutro.

AZ = (35)(15) + (5)(4,085) = 8,585
AZ, = (68)(28) + (8)(1,425) = 13,4287

Como podemos apreciar, en funcién de las areas, la zona de traccién es la que se ubica en la
parte inferior y la de compresion en la parte superior.
En este caso, la ubicacion de las zonas de traccion y compresion, no concuerdan por momento
flector maximo y &reas, entonces se propone una nueva posicion de la seccion transversal de la viga,
denominada posicién racional y sera la mostrada en la figura 4.15
Luego, determinamos el valor de &, de acuerdo a las condiciones de resistencia en traccion y

compresion (formulas 4.8 y 4.9)

TRACCION:
M .
O = ™ Yo <[0]s
5
06410° 3 425<300 =  5>153m
203,695
COMPRESION:
M .
Gfr?é;np = Imax (r:r?ér:p < [G]comp

z

0,64.10°

m.5,588 <900 = d>125cm

Ahora determinamos el valor de J, en funcién del intervalo que cumpla con ambas condiciones y las

medidas mostradas en la figura 4.16, que estan en milimetros.
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4.2

0
L

12,5 15,3
Fig. 4.16
Asumimos:
O in =15,3mm

Comprobamos, que la zona mas peligrosa es la de traccién, utilizando la férmula 4.6:

3,42.15,3 . 300
5,58.15,3 900

0,613>0,333

De esta manera, no es necesario comprobar a través del momento positivo maximo.

ESFUERZOS TANGENCIALES
Aparte de realizar la comprobacion de resistencia de las vigas en flexién por los esfuerzos normales,
en ciertos casos es necesario e importante realizar la comprobacién por los esfuerzos tangenciales,

a través de la formula 4.14, conocida como formula de D.l. Zhuravski.

: (4.14)

Donde:

T - esfuerzo tangencial en cualquier punto de la seccion transversal
V - fuerza cortante en la seccién dada de la viga

S, - momento estatico respecto al eje central, de la parte de la seccion transversal desde su

extremo superior hasta el punto requerido
I

, - momento de inercia de la seccion transversal de la viga, respecto al eje central o neutro

b - ancho de la seccion en dicho punto, donde se determina T

El esfuerzo tangencial maximo para las secciones circulares, rectangulares y tipo |, suceden en el
eje neutro.
En estos casos, la condicion de resistencia es:

_ Vméxsz,méx

T = <[] (4.15)

Donde:

S

. méax - Momento estatico de la mitad de la seccion transversal, respecto al eje central

SECCION CIRCULAR. El esfuerzo tangencial maximo surge en los puntos del eje central (y =0)

(figura 4.17) y se calcula por la formula 4.16

AVAN
Tome = (4.16)
3A
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Donde:

V,.x - fuerza cortante méxima en la viga

A - area de la seccion transversal de la viga

O,

Fig. 4.17
SECCION RECTANGULAR. El esfuerzo tangencial a una distancia "y" del eje central, se calcula

6V [ h? 3V ?
T:bh?[4_y2}:2bh 1—4@1’} 4.17)

El esfuerzo tangencial maximo surge en los puntos del eje central (Y =0), calculandose por la

por la férmula 4.17

formula 4.18

3V, 3V
Ty = - (4.18)
2bh ~ 2A

En la figura 4.18 se muestra el diagrama de esfuerzo tangencial para la seccién rectangular. El

esfuerzo tangencial en cualquier punto es paralelo al plano de la carga.
Y4

; O,
N
o Jeee * _______ A, ;)rmax

Fig. 4.18

SECCION | . El esfuerzo tangencial maximo surge en los puntos del eje central (figura 4.19) y se

calcula por la férmula 4.19

VoS,

max > z,max

Trix =
I,b

z™~alma

(4.19)
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Donde:
b

ama - @ancho del alma de la seccion

balma

T-*2 =< Tmax

_'—'_'_'_'_'_'_'_"i"_'_'_'_'_'_'_'_'_’-<

Fig. 4.19
Es importante indicar, que la férmula de D.l. Zhuravski es aproximada, cuyos resultados exactos se
pueden obtener solo por los métodos de la teoria de elasticidad.

PROBLEMA 4.6 Graficar el diagrama de esfuerzos tangenciales para la seccién mostrada (figura

4.20, a) de una viga, determinando adicionalmente t,,si V=7T

Y
A
a) 1100 mm b) @
/IV : /IV E A
i ~
{B £ | B B
I N
|
AT_ ....... _.1;-.. ............ = »7 )C
£ i
i £
2 -
W, | E & D
8 | & =
N I L
N 10mm E
—A

Fig. 4.20
Solucion:
Determinamos la ubicacién del eje neutro (eje Z), calculando Y.g en relacién al eje de la base.
~10.200.100 +100.20.210
ce 10.200 +100.20

Ahora, en base a la férmula 4.14, calculamos los valores de T para cada punto de la seccion

=155mm

transversal por el eje vertical.
=0, porque S2 =0
TA z

710110

= 77— 40,88kgf /cm?
e~ 1883,33.10 o
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Siendo:

S? =10.2.55=110cm?

1.20° 10.2°

z

| +1.20.55% + +10.2.5,5* =1883,33cm*

] _ 7.10°.110
B 1883,33.1

7.10°.120,13
’[C = Tméx =
1883,33.1

St =110+1.4,5.2,25=120,13cm®

= 408,85kgf /cm?

= 446,50kgf /cm?

o 7.10%.65
®  188333.1

S° =120,13-1.10,5.5,25 = 65cm’®

= 241,59kgf /cm?®

1. =0, porque S =0
PROBLEMA 4.7 Determinar el esfuerzo tangencial maximo que surge en la seccion transversal de la

viga (figura 4.21)

30kN.m 7777777777 ET T

N 24kN/m / / B
( / E|E
A 4 A\ 4 \ 4 \ 4 \ 4 A\ 4 vV V vV VY / % 8 g
75;;;7 \/ ; / e
,12m  12m | 2,4m , ZIFZTTIA S o

/] / / /
130mm
b 160mm .

Fig. 4.21

Solucién:

Calculamos las reacciones en la viga y graficamos los diagramas de fuerza cortante y momento
flector (figura 4.22), aunque este Ultimo no se utilizar4, pero es importante graficar todos los
diagramas correspondientes.

Posteriormente, calculamos el momento de inercia respecto al eje central o neutro, que pasa por la

mitad de la altura de la seccién transversal, debido a su simetria.
~016.0,21° 013.018°
‘ 12 12

Luego, determinamos el momento estatico de la parte superior al eje neutro y su ancho de la seccién

I =6,03.10°m*

en dicho eje.

S, s =0,16.0,105.0,0525-0,13.0,09.0,045 = 3,555.10*m?
b=016-013=0,03m

En consecuencia, el esfuerzo tangencial maximo sera:
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3 —4
_6025.10°3585.10" _ 10,00 ﬁz —1184MPa
m

Toix =
6,03.107°.0,03

30kN.m
24KkN/m
Y Y YV Yy v ey
v 1,2m L 1,2m L 2,4m 4
1 : ! 1
26,15kN 60,25kN
26,15

()

75,48
Fig. 4.22

PROBLEMA 4.8 Para la viga mostrada en la figura, determinar el valor de “w” (kg/m), si los

esfuerzos admisibles son [6]=130kg/cm? en traccion y compresion y [t]=14kg/cm? en

cortante.

A A

I, e
53

m | 1 &
N

4m
Ul

>

>

20cm 5
A

Fig. 4.23

Solucién:
Como nos piden el valor de “w” en kg/m, graficamos los diagramas de fuerza cortante y momento

flector en estas unidades, calculando previamente las reacciones en los apoyos A y B, los cuales se

muestran en la figura 4.24
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7

A

Alllllllf&llllllll
@;B

4m t im
13,125w

1,875w

1,875w
w

m@)

+

1,875m

2,125w

0,5w

+ W
1,7578w
Fig. 4.24

Calculamos el momento estético y momento de inercia respecto al eje neutro, que pasa por el centro
de la seccién transversal (a 12cm de la base), debido a su simetria.

S, =20.2.11+2.10.5 = 540cm*®

3 3
I, = 2027 L 902112 |2+ 22 _11040cm*
12 12

Ahora, aplicamos la condicion de resistencia para los esfuerzos normal y tangencial.
ESFUERZO NORMAL:

M. .

Orax = I—maxymax S [G]

1,7578w
11040.10°°

w <680,39kg/m

.(12.107%) <130.10*

ESFUERZO TANGENCIAL:

V.S
T, = e ]

I,b

z~alma

2125w.540.10°°
11040.107%.2.1072

<14.10*
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w < 269,38kg/m

Como el valor de “w” debe de cumplir con ambas condiciones de resistencia, entonces analizamos el

intervalo en el cual cumpla (figura 4.25)

i
7

269,38 680,39
Fig. 4.25

De donde:
W s = 269,38kg/m

PROBLEMA 4.9 Una viga simplemente apoyada de longitud “L” en metros, soporta una carga

uniformemente distribuida de 16kN/m en toda su longitud y tiene la seccién mostrada en la figura.
Determinar el valor de “L” que ocasione un esfuerzo méaximo por flexion o, =40MPa, eligiendo

previamente la posicion racional de la viga y grafique el diagrama de esfuerzos tangenciales.

L 140mm A
2777777777722077 £
g
7 :
7 2
/ g
é

N
(=)
S
3

=

Fig. 4.26
Solucién:
Esquematizamos la viga con la carga distribuida y graficamos sus diagramas de fuerza cortante y

momento flector (figura 4.27)
Determinamos la ubicacion del eje neutro (eje Z), calculando Y en relacién al eje de la base.
~20.160.80 +140.20.170
e 20.160+140.20

La ubicacién del eje neutro se muestra en la figura 4.28 y calculamos el momento de inercia respecto

=122mm

a dicho eje.

_20.160° 140.20°

+20.160.42° + 0 +140.20.482 =19016000mm*

IZ
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16000N/m

8000L 8000L
8000L

’ L/2
A
8000L
+
2060L2
Fig. 4.27
Y
A
[z 140mm= P
g ! e
p AggT
: N
%
A,
£ :
37 :
A7
N Z -
S 20mm N
A~

Fig. 4.28

Luego, determinamos la posicion racional de la seccion:
Aui 2 . .z
a) Como el momento flector maximo es M, =2000L", en consecuencia la zona de traccién

sera la parte inferior y la de compresién la parte superior al eje neutro.

b) Por areas de la seccién transversal dividida por la linea central o eje neutro.

AZ =140.20 + 20.38 = 3560mm?

sup
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AZ =20.122 = 2440mm*

inf
Como podemos apreciar, en funcion de las areas, la zona de traccion es la que se ubica en la
parte superior y la de compresion en la parte inferior.
En este caso, la ubicacion de las zonas de tracciéon y compresién, no concuerdan por momento
flector maximo y areas, entonces se propone una nueva posicion de la seccion transversal de la viga,

denominada posicion racional y sera la mostrada en la figura 4.29,a

> <

& b) A

a)

<=p» Z B

Fig. 4.29

Ahora, aplicamos la condicion de resistencia por esfuerzo normal maximo.
Orax = [0]
2000L°

19016000.107**
L <1,76m

.(122.10°%) < 40.10°

Asumimos:

L=176m
Calculamos los valores de los esfuerzos tangenciales correspondientes a los puntos mostrados en la
figura 4.29,b

T, =0
8000.1,76.148840.10°°
Tg = Tmax = -12 -3
19016000.107°.20.10
SzB =20.122.61=148840mm?

=551.10°Pa = 551IMPa

.- 8000.1,76.134400.10~°
©  19016000.10%.20.10°

St =148840 - 20.38.19 =134400mm°®

=4,97.10°Pa = 4,97TMPa

o 8000.1,76.134400.10°
¢ 19016000.102.140.10°°

T, =0

=0,71.10°Pa =0,71IMPa

Con los valores obtenidos, graficamos el diagrama de esfuerzos tangenciales (figura 4.29,b)
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4.3 VIGAS DE DOS MATERIALES
El Ingeniero Civil en su vida profesional, disefia y construye vigas de dos o mas materiales
diferentes, como vigas de madera reforzadas con placas de acero y vigas de concreto armado.
La teoria de la flexion de estas vigas dentro del margen de elasticidad de los materiales es muy
sencilla. Para vigas de dos materiales el procedimiento consiste en transformar la viga compuesta en
una viga equivalente de un solo material.
Por ejemplo, si deseamos determinar el ancho equivalente en acero de una viga de madera,

podemos obtenerlo a través de la férmula 4.20

. E
b, = E—"‘bm (4.20)
a
Donde:
b'a - ancho equivalente en acero de la viga de madera

E ., - mddulo de elasticidad de la madera

E, - médulo de elasticidad del acero
b,

PROBLEMA 4.10 Determinar los esfuerzos maximos en el acero y la madera de la seccion

- ancho real de la viga de madera

transversal de la viga mostrada en la figura 4.30, si los mddulos de elasticidad de ambos materiales

son E, =209GPay E,, =11GPa.
Y

1 50?mm
[e——>

40kN/m somm ()
I T

250mm | Qk—-|-=>Z
i
|

5m

A
v
<«

50mm 7////A

Fig. 4.30

Solucion:

Graficamos los diagramas de fuerza cortante y momento flector para la viga, tal como se muestra en
la figura 4.31

Esquematizamos la seccién transversal de la viga (figura 4,32,a), convirtiéndolo en una seccion
equivalente de un solo material, en este caso de acero, tal como se puede apreciar en la figura
4.32,b donde el eje central pasa por el mismo centro de la seccidn, en virtud de la simetria de la viga.
Como se puede apreciar, la seccidon de acero real se esquematiza con lineas inclinadas en un
sentido y la madera convertida en acero, estd esquematizada con lineas inclinadas en el otro

sentido.
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100

O
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Fig. 4.31
a) b) X
EN BB 7 T
W . s |
N
77
£ e / -
3 : >Z
& £ ¥ £
o /]0,789cm &
Er BB é‘; 7 /// ES
©
/]|, 15cm A], /||/ 15 cm /'[/
Fig. 4.32
A través de la formula 4.20, determinamos el ancho de la seccion equivalente, esto es:
b, = En b, = T 0,789cm
E, 209
Posteriormente, calculamos el momento de inercia respecto al eje central.
=35089,84cm*

3 3
l,=2 155 +15.5.15° +70,789.25
12 12

Ahora, determinamos los esfuerzos maximos para el acero y la madera.

mx Mg e 125.10°

c, = =
8 | Ya 35089,84.10°%

z

17,5.107° =62,34.10° ﬁz =62,34MPa
m
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max
m

3
M e _ 11 125100 455102 223410° N —234Mmpa

R 209 35089,84.10°° m?

z

5™ _ Em
Ea
Donde:

y;“ax - distancia maxima desde el eje neutro hasta el punto mas alejado del acero

yﬁax - distancia maxima desde el eje neutro hasta el punto mas alejado de la madera

PROBLEMA 4.11 Una viga compuesta se construye de una viga de madera de 6plg de ancho y 8plg
de altura, reforzada en la cara inferior por una placa de acero de 6plg de ancho por 0,5plg de

espesor y en la cara superior por otra placa de acero de 2plg de ancho por 1plg de espesor, tal como

se muestra en la figura 4.33. El médulo de elasticidad para la madera es E, =15.10° psi y para el
acero es E, =30.10°psi. Determinar el momento flector maximo M, . para la viga, si los

esfuerzos permisibles para la madera y el acero son [c],, = 2000psi y [c], =16000psi.

1 plg //%

A

8 plg |
or ——————————————————— > Z
% ST T T
0,5 plg
Fig. 4.33

Solucion:
Esquematizamos la seccién transversal de la viga (figura 4.34,a) y su correspondiente seccidn

equivalente de acero (figura 4.34,b).
Determinamos el ancho equivalente de la viga de madera, convertida en acero, utilizando la férmula

4.20
E 1,5.10°

=_"h, =""_6=03pl
E, " 30.10° Pl

Posteriormente, determinamos la ubicacion del eje central o neutro, el cual pasa por el centro de

b

a

gravedad de la seccién convertida en acero, calculandolo en funcién al eje que pasa por la base de

la seccion.

~6.05.0,25+0,3.8.4,5+2.1.9

Y. = =3,99pl
ce 6.05+0,3.8+2.1 Pd
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También, determinamos el momento de inercia respecto al eje central.

z

3 3 3
= 6.05 +6.0,5.3,74% + 0,38 +0,3.8.0,51% + 2.1 +2.1.5,01 =105,82p|g4
12 12 12

Y
a) b) A
2 plg 2:plg
QAT 7 m;v 7 =<
=N 7 CNE i N
N 2
Ni by
\ 2 v
- x Il
\ 2| 8.
Ry o \: ;,’,. >
Q % \ ©
© © \\ E>§
N i
\ »>Z
\ z
0,3plg »
>
N o
\ "
D O O
-fa;: LA T §>:V//// LA A >‘AT
o
* 6 plg * * 6 plg *
Fig. 4.34

Ahora, aplicamos la condicién de resistencia para el acero y la madera, determinando en ambos

casos el rango del momento flector méximo.

ACERO:
ML M.

oM = Tme ymx <[] = mX_ 551 < 16000

l 105,82

M, <30728131lb.plg
MADERA.:
6
o = E—mM—"‘é‘XyT <[c], = 1’5'106 Musc 451 < 2000
E 30.10° 105,82

a z

M, . <938536,58lb.plg
Como el momento flector es Unico debe de cumplir con ambos casos, tal como se muestra en la

figura 4.35

700
Y.

307281,31 938536,58
Fig. 4.35

De esta manera, el momento flector permisible sera:
M, =30728131lb.plg =307,28k.plg
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PROBLEMA 4.12 Una viga de madera de 25cm x 30cm, se refuerza con dos placas de acero
firmemente sujetas a las caras superior e inferior, tal como se muestra en la figura 4.36. Calcular la
variacion del momento flector que puede resistir la viga, que se obtiene al comparar la viga sin

reforzar con la viga reforzada. Considerar N =15 y los esfuerzos admisibles en el acero y la madera

de 120MPa y 8MPa respectivamente.

15cm

o8
77777777/ B RN
£
S
o
®
vz 5
15¢cm =
L 25¢cm L
/A Al
Fig. 4.36

Solucioén:

Analizamos ambos casos, es decir la viga sin reforzar y luego la viga reforzada.
VIGA SIN REFORZAR:

El esquema de seccion transversal se muestra en la figura 4.37

S

8
|/ 25cm I/ AT
A 1
Fig. 4.37
Calculamos su momento de inercia.
3
I, = 2530° _ 56250em
12
Luego:
, M . . M
oM = Xy L5 = — 1t (15.107%)<8.10°
" I, Y [ ]m 56250.10°° ( )
M, < 30000N.m
Asumimos:

M, =30kN.m
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VIGA REFORZADA:

El esquema de la viga, es la misma que la mostrada en la figura 4.36

Determinamos el ancho equivalente de la viga de madera, convertida en acero.

b, = En b, = L o5 1,667cm
E 15

a

La seccién transformada se muestra en la figura 4.38

£
(&)
1,667cm g
o
(40
£~
(&
L 15cm L
/ 7]
Fig. 4.38

Como la secciodn transversal es simétrica, no es necesario calcular la ubicacion del eje neutro, ya que

pasa a una altura de 16cm respecto al eje de la base de dicha seccion.

Calculamos el momento de inercia respecto al eje neutro.

~1,667.30°

IZ
12

15.1° 2 4
+2) =7~ +15.1.155% | =10960,75cm

Ahora, analizamos cada material en forma separada.

ACERO:

oy = My <o),
4

MADERA:
max _ Em Mg
Cn = Ea IZ ym —[G]m

Como para la viga reforzada el

ambos materiales (figura 4.39)

Asumimos:

M,
10960,75.10°®

M, <82205,62N.m

.(16.107%) <120.10°

1M
15 '10960,75.10°°

M, <87686N.m

.(15.1072) < 8.10°

momento M, es Unico, analizamos el intervalo que cumpla con

M, =82,205kN.m
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4.4

70
Y.

Fig. 4.39

Luego, la variacion de momento flector entre ambos casos sera:
AM =M, — M, =82,205—-30 =52,205kN.m

Esto demuestra, que la viga reforzada puede soportar un momento mucho mayor que la viga sin

reforzar.

VIGAS DE CONCRETO ARMADO

El concreto es el material de construccion méas usado a nivel mundial, siendo su resistencia en
compresién aproximadamente igual a diez veces su resistencia en traccién, razén por la cual se
debe de reforzar con varillas de acero, conociéndolo a tal tipo de estructura como concreto armado o
reforzado.

Como el concreto se adhiere perfectamente al acero, no habra deslizamiento de las varillas con
respecto al concreto durante la flexion y se podra aplicar el procedimiento de célculo como si se
tratase de vigas de dos materiales.

En la practica, se considera que toda la tracciéon es absorbida por el acero y toda la compresion por
el concreto.

Para el calculo de vigas de concreto armado, se suele admitir que "n" es la relacion entre el médulo

de elasticidad del acero y el médulo de elasticidad del concreto, es decir:

n=_—2a (4.21)

Para resolver tal tipo de estructuras, serd necesario transformar el area de acero A, en un area de

concreto Ac = nAa equivalente. La distribucion de esfuerzos seguird una ley lineal, ya que las

secciones rectas se mantienen planas durante la flexion y se supone que se cumple la Ley de Hooke
en el concreto.

Para determinar la ubicacion del eje central o neutro, sera necesario calcularlo en base a la igualdad
de los momentos estéticos de la parte superior a dicho eje, que es de concreto real (compresion) y la
parte inferior de acero transformada en concreto (traccion).

El tipo de varilla de acero recomendada es corrugada, con la finalidad de tener una correcta
adherencia entre ambos materiales.

El recubrimiento utilizado en las vigas de concreto armado, ademas de tener una funcién estructural,
sirve como proteccion ante la corrosion, debido a que el acero expuesto al medio ambiente se corroe
muy rapido y la otra funcién es la seguridad ante incendios, debido a que el acero se dilata

rapidamente y expulsa al concreto produciéndose los desastres.

132



PROBLEMA 4.13 Determinar los esfuerzos maximos en el concreto y el acero de una viga de

concreto armado, cuya seccion transversal se muestra en la figura 4.40. Considerar

M, =1400kgf.m, n =15 y el area total de las tres varillas de acero es 6,16cm?

Y
A

250mm

&
<

450mm

A,=6,16cm?

- oo

Fig. 4.40

Solucioén:
Determinamos el area del acero transformado en concreto.

A_ =nA, =15.6,16 = 92,4cm’

En base a este resultado, graficamos la misma seccién, pero convertida en un solo material,
mostrandose la parte de acero transformada en concreto con lineas oblicuas (figura 4.41) vy

determinamos la ubicacion del eje central, a través de la igualdad de los momentos estéaticos.

S = gt - 25.x.()2(J = 92,4.(45 - X)
12,5x% +92,4x — 4158 =0
De donde:
X =14,91cm
i oY
<
x
= > Z
x
o

S WAL AL LD AN Ko 9ot

a4

L 25cm L
/A /

Fig. 4.41
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Posteriormente, calculamos el momento de inercia respecto a dicho eje neutro.

_ 25.1497°
12

I +25.14,91.7,455% +92,4.30,09° =111281,49cm*

z

Finalmente, determinamos los esfuerzos maximos en el concreto y el acero.

o = Musc ymoc _ 1400100 1) 50 907610/ ome?
, 11128149
o = Ea M moc _ g5 1400100 5 55 567 g3ief /om?
E, | 11128149

c z

PROBLEMA 4.14 La seccion de una viga de concreto reforzado se muestra en la figura 4.42. El

diametro de cada una de las tres varillas de acero de refuerzo es 25mm vy la relacion modular

n=12. El esfuerzo de compresion permisible en el concreto es [G]C =12MPay el esfuerzo de

traccion permisible en el acero es [G]a =110MPa. Calcular el momento flector maximo permisible

M, . para esta viga.
Y
+
L 300mm |
I g
A
- 0 »Z
£
o
©O
(5
d=25mm
‘/
- © 00
Fig. 4.42
Solucion:

Determinamos el area de acero transformado en concreto.
. T
Ac = nAa =12.3.Z.252 =17671,46mm2

Graficamos la misma seccion transformada a un solo material (figura 4.43), determinando la

ubicacidn de su eje central, a través de la igualdad de los momentos estéticos.

S = i = 300.x.[)2(j —17671,46.(360 - X)

150x* +17671,46x —6361725,6 =0
De donde:

X =155,3mm
Ahora, determinamos el momento de inercia respecto al eje neutro.

~300.155,3°

I +300.155,3.77,65° +17671,46.204,7% =1115025045mm*

z
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- 777 A

, 360-X |

|/ 300mm L,
/1 /
Fig. 4.43

Posteriormente, aplicamos las condiciones de resistencia para ambos materiales.
CONCRETO:

) = Mus 155310 <12.10°
1115025045.10

op = My <[o]

z

M, <86157,76N.m

ACERO:
o™ = 'ia'\"imevyg‘éx <, = 12 M 204,710 <110.10°
E. | 1115025045.10

M, <499319IN.m

Como el momento flector es Gnico debe de cumplir con ambos casos, tal como se muestra en la
figura 4.44

700
i

Fig. 4.44

De esta manera, el momento flector permisible sera:

M, =49931,91IN.m = 49,93kN.m

PROBLEMA 4.15 En una viga de concreto armado, b =25cm, d =45cm y n =10. Los esfuerzos
maximos desarrollados son de 6MPa en el concreto y de 120MPa en el acero. Calcular el momento
flector aplicado y el area requerida de acero. Considerar “d” la distancia desde el eje de las varillas
de acero hasta la cara superior de la viga.

Solucion:

Se sabe que:

max max  ,max

G, = I—yc (a)
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_EMm’ max

cL E. Tax (b)
Reemplazamos valores y dividimos (b) entre (a):
ye. 6
De donde:
yar =2y (©)

En la figura 4.45 se muestran yL“aX e y;“éx . Hay que indicar que en dicha figura se muestran cuatro

varillas de acero, lo cual ha sido elegido arbitrariamente, debido a que en el disefio estructural una

vez obtenida el area total de acero, se elige el nimero de varillas y diametro de cada una de ellas.

Y
T
!
i
! S
3
.AT._._) Z
s
=g
0000 -
L 25cm L
/1 71
Fig. 4.45
De la figura 4.45, se desprende que:
yor +y =45 (d)
Reemplazamos (c) en (d) y obtenemos:
y™ =15cm
y™ =30cm

Transformamos el area de acero en concreto, obteniéndose:
A, =nA, =10A,
En la figura 4.46 se muestran los valores de Y™ =15cm e y™ =30cm, asi como el area de

acero transformado en concreto A, =10A,

Calculamos el &rea del acero, conocida como cuantia de acero, a través de la igualdad de momentos

estaticos de la parte superior e inferior.

S =g =  25.15.75=10.A,.30
A, =9,375cm®
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%

y',:ax= 15cm
%

4

iRy ¢

=30cm

max

Ya

L

S L AR Ra

[ S

% 25cm %
/1 7]
Fig. 4.46
Ahora, calculamos el momento de inercia respecto al eje neutro.

| 2515

z

+25.15.7,5% +10.9,375.30° =112500cm*

Reemplazamos el valor obtenido en la ecuacion (a) y obtenemos:
M .
— M (15.107%) =6.10°
112500.10
De donde:

M, =45000N.m = 45kN.m
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CAPITULO 5
DEFORMACION EN VIGAS

La viga ante la accion de cargas externas, ubicadas en uno de los planos principales de inercia y
actuantes por la normal con su eje, hace que el eje de la viga se deforme en forma de curva en el plano
de cargas. El eje deformado de la viga recibe el nombre de linea elastica o elastica.

La deformacién de la viga se caracteriza por dos magnitudes:

1. Deflexién o flecha, que es el desplazamiento vertical de un punto de la viga, desde su posicién inicial
hasta su nueva ubicacion en la linea elastica.

2. Pendiente o angulo de giro, que es el angulo que gira cada seccioén transversal alrededor del eje
neutro en relacién a su posicién inicial y se determina por la tangente trazada al punto indicado en la
linea elastica respecto a la linea horizontal de su posicion inicial.

El desplazamiento de la seccién transversal de la viga a lo largo de su eje longitudinal se desprecia, por

ser una magnitud muy pequefia en comparacién con la deflexion.

La deflexion se simbolizara por la letra "y", mientras que la pendiente por 0 (figura 5.1). Por ejemplo,

para vigas de concreto armado, su deflexion maximaes Y, < (L/360).

Y 0
‘' v

A

M
0 ) » X
yA %
< A o — 40

Fig. 5.1

La ecuacion Y = f(X), que expresa la dependencia entre la deflexion "y" debido a las cargas dadas y

la coordenada " X", se denomina ecuacion de la linea elastica.

En base a un conocido principio acerca de la interpretacion geométrica de la derivada, tenemos que
tg6 =dy/dx.

En la practica, generalmente la pendiente de las secciones transversales 0 <1°, razon por la cual se
puede asumir que tg0 =~ 0, lo que implica que 6 =dy/dx.

Entre la curvatura de la linea elastica, el momento flector y la rigidez de la seccion transversal de la viga,

existe la siguiente dependencia expresada en la formula 5.1.

1 M(x)
= (5.1)
p(x)  El,
Donde:
p(X) - radio de curvatura de la linea elastica de la viga en el punto ubicada a una distancia X" del

inicio de coordenadas (figura 5.2)
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M(X) - momento flector en el mismo punto de la viga

El, - rigidez de la seccién transversal de la viga
F
— W
Z
Z
A
% VYVVVYYVY \ 4 > X
Z
4
d X dx
o
<

centro de curvatura
Fig. 5.2

De la dependencia obtenida, se desprende la siguiente ecuacién diferencial aproximada de la linea

elastica de la viga:
ElLy"= M(X) (5.2)
Por el eje Y, orientado verticalmente hacia arriba (figura 5.3), la parte izquierda y derecha de la ecuacién

tienen siempre un mismo signo.

Y Y

a) A b) 4
i \/‘-)M y”< X
M>0 M<0
Y'>0 M M
0 » X 0 » X
Fig. 5.3

5.1 METODO DE LA DOBLE INTEGRACION
Si integramos una vez la ecuacion 5.2, obtendremos la expresion para determinar la pendiente y si
integramos una vez mas, obtendremos la ecuacion para obtener la deflexion.
Como resultado de la doble integracion surgen constantes de integracion, las cuales seran
necesarias determinarlas en funcion de las condiciones de los apoyos y del Principio de continuidad
de la linea elastica en los extremos de los tramos.

Si la viga tiene un solo tramo cargado, entonces tendra 2 constantes de integracién y si tiene N

tramos, en consecuencia tendra 2N constantes de integracion.
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Recordamos, que en base al Principio de continuidad de la linea elastica, en cada seccion
transversal de la viga, su deflexion y pendiente seran Unicas, es decir, tendrdn un mismo valor si es
extremo de dos tramos de integracién. De esta manera, siempre se podran determinar las
constantes de integracion, siendo mas tedioso el calculo cuando se tiene un ndmero elevado de
tramos.

PROBLEMA 5.1 Determinar 0,, 05, 0., Y. paralas vigas mostradas en la figura 5.4

a) P b) w
l A SVYVbbey P
A c B m C »
4 D p b2,
L2z , U2 , L4, L2 L4,
c)

A 7

Fig. 5.4
Solucion:
CASO (a):

En la figura 5.5 se muestra la viga con sus respectivos angulos de giro en Ay en B y la deflexion

maxima que se produce en C.

P

A vC B
Oa Y, Og

x
P/2 I P/2

S

Fig. 5.5

Analizamos el corte | (figura 5.5), aplicando la ecuacion 5.2 y reemplazando El, por El .
TRAMO | (0<x<L/2)

Px
EI lI: R
y 2

Integramos una vez y obtenemos:
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. Px?

Integramos una vez mas, obteniendo:
3

Px

Las constantes de integracion C, y C, se determinaran a través de las condiciones que la deflexion

en el apoyo A y la pendiente en el centro de la viga son iguales a cero.

yx:():O = 0:O+0+C2 C2=0
PL® PL’
O =0 = 0=§+Cl Cl:_E
De esta manera, las ecuaciones quedaran asi:
2 2 Dy ?2 2
Ely= % _PL o 1|Px_PL
4 16 El i 4 16
Px* PL’ 1[Px® PL%
12 16 El i 12 16
Luego:
2 2
o, o L[ PLT__PL
El 16 16EI

Oc =0, porque Y =Yy

1 {PLS ~ PLZ} PL®

YeT Rl 96 32 | 4sEl

Las orientaciones de las pendientes y deflexién, son las mostradas en la figura 5.5

CASO (b):

Analizamos en forma analoga al caso anterior, pero en esta oportunidad debemos de analizar dos
tramos, tal como se muestra en la figura 5.6. La eleccién de los tramos se debe a la actuacion de las

cargas, por ejemplo, en el tramo | actda la reaccion en A y en el tramo Il la reacciéon en A y la carga

I II

distribuida w.

w

RRRRRRRRNENRY!
/%I\JOA\ Yo O

I
WL/4[ L/4 L/2 L/4 [WL/4

1 / / 4
Fig. 5.6
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TRAMO | (0<x<L/4)

wL
Ely'=—"x
y 4

wbx?

Ely'= +C,

wLx®

Como:
Yo = = 0=0+0+C,

TRAMO Il (L/4<x <3L/4)

L 2
W| X ——
wL ( 4j

Ely'= "= x -
y 4 2
L 3
wLx? W(X_J
Ely’ -G
L 4
wlx® W[X_4j
Ely = o4 24 +C;x+C,
Como:
3 3
0,.,, =0 — o=V Wb
32 384

+C,

~ lawl?
s 384

Para determinar los otros coeficientes, es decir, C, y C,, debemos de aplicar el Principio de

continuidad.

Cuando X = L/4 se tiene que:

1 Al
ex=L/4 - e><=L/4

| g
yx=L/4 - yx=L/4

(@)
(b)

Luego, analizamos las ecuaciones (a) y (b), reemplazando X =L/4 en las ecuaciones de las

pendientes y deflexiones para el primer y segundo tramo, obteniendo:

2 2 3
wL E wL E wW E—E 3
4 4 4 4 11wl
— 7 4C, = - —

8 ! 8 6

WL@S 1wl (L] _

24 384 \ 4

De esta manera, las ecuaciones resultantes seran:
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wL| — Wl ——— s
4) \4 4) 1wl
24 24

j+c4 =

_ 1wl®
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TRAMO I

o - 1[whx® 1iwl’
' EI| 8 384
~ 1wl 1awlx
= 24 384
TRAMO II:
) v
2 w T 3
0 _1ljwkx® ( 4} 1wl
"“EI| 8 6 384
) N
3 W X—— 3
1| wbLx 4 11wL
Yo = - - X
EI| 24 24 384
Determinamos:
1] 11wl® 11wl
eA = —eB = | — = —
El 384 384El
0. =0
y _ 1wl owlt 1iwl' | 57wl
° El| 192 6144 768 6144El

Las orientaciones de las pendientes y deflexidn, son las mostradas en al figura 5.6

CASO (c):

Efectuamos una vez més, en forma anéloga al caso anterior.

M
I [\ Oc Og
o« A B
I
M/LT L/2 : L/2 lM/L
1 ' v

TRAMO | (0<Xx<L/2)

M
Ely"=—Xx
Y L

Fig. 5.7
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M x?
Ely'=—"_+C
y m 1

3

Mx

Como:
Yy =0 = 0=0+0+C, C,=0
ML* C,L ML

=0 = 0= + 1 C,=——
YxeLi2 48 5 L o
De esta manera, las ecuaciones seran:

_ 1M ML

Ell 2L 24

y

_ 1M ML
El| 6L 24

Determinamos:

1 ML ML
eA: Bzi—i g —
El| 24 24E|
_1[ML ML]_ML
 ElI|l 8 24| 12EI
yc:0

Las orientaciones de las pendientes y deflexidn, son las mostradas en la figura 5.7
PROBLEMA 5.2 Resolver la viga mostrada en la figura 5.8 y determinar su deflexion maxima, si

b =300mm, h =400mm y E =19000N/mm?.

e 0
gaA B

% 2m % 4m % 2m %
/l /l / /
Fig. 5.8
Solucion:

La viga es estaticamente indeterminada o hiperestatica y determinamos su grado de indeterminacion
por la férmula:

GlL=R-3
Donde:

R - nimero de reacciones en los apoyos.
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En este caso es:

Gl=6-3=3

De esta manera la viga es tres veces hiperestética.

Calculamos las reacciones de la viga, considerando su simetria (figura 5.9) y analizamos cada tramo.

I
35kN/m

1

|

N

OkN

Fig. 5.9
TRAMO | (0<x<2)
Ely"=70x-M,
Ely'=35x* —M X +C,

_35x° M, x?

3 +Cx+C,

Ely

Como:
0,,=0 = 0=0-0+C, C,=0

Y.,=0 = 0=0-0+0+C, ..  C,=0
TRAMO Il (2< X <6)

35(x — 2)*
2

_ 3
_35(x-2)°

Ely"=70x-M, —

Ely'=35x* — M X C,
35x° Mux* 35(x—2)*

+C.x+C
3 2 24 o

Ely =

Para determinar C, y C,,, aplicamos el Principio de continuidad.

1.0 _,=0",
35(2)2—M, (2) =35(2)° ~M,(2)-0+C, =

2. yg<:2 = YLQ

3B2)° M@ _352° M@ 0.0

3 2 3
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Con la finalidad de determinar M , , sera necesario plantear una condicién adicional, tal como:

35(2)° _

0", =0 =  35(4)>-M,(4) - 0 s M, =12833kN.m
X=4 A 6 A

Luego, los diagramas finales seran los mostrados en la figura 5.10

128,33kN.m

% L

128,33kN.m

IR\ \ \ N\

[ 2m " 4m 2m

(= BEEEN

""iU\]\ # (kN)
2m S
/ ‘ 70
128,33 128,33
11,67 +) 11,67 :
(kN.m)
81,67
> C REFUERZO
{ =l -
Fig. 5.10

Ahora, determinamos el valor de la deflexibn maxima.

1 {35(4)3 | 12833(4)° 35(2)4}

_y" _
Vi =Yut =511 3 2 24

Reemplazamos E =19000N/mm? =19.10°kN/m? en la ecuacion anterior y obtenemos:
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=-9,98.10°m =-9,98mm ¥

yo - 1 {35.43 12833.4° 352"

101000304 | 3 2 24

La orientacion de la flecha, indica la direccion de la deflexion maxima y se producira en el centro de
la viga.
PROBLEMA 5.3 Resolver la viga mostrada en la figura 5.11 y calcular las deflexiones en los tramos

AB y BC, donde surgen los momentos méximos. Considerar que El,; =100000kN.m’ vy
El 5. = 200000kN.m?.

150kN
30kN/m

A jg#HHHHHHC

2m 6m
1 1 / 7
Fig. 5.11

Solucién:

Determinamos su grado de indeterminacion de la viga:
GlL=4-3=1

En consecuencia, la viga es una vez hiperestatica.

Eliminamos el apoyo B y lo reemplazamos por su reaccion, tal como se muestra en la figura 5.12

150kN I
30kN/m

H YYVYYYIIYYIVIYY
/% 1 11 TVB 5 T

V,=174-06V, V=156-04V,
Fig. 5.12
Ahora, calculamos las reacciones de los otros apoyos.
>M, =0 = V. (10)+ V, (4)-150(2) —30(6)(7) = 0
V. =156 -0,4V,
> F, =0 =  V,+V, +156-0,4V, —150—-30(6) =0
V, =174-0,6V,

Por facilidad de célculo, en lo sucesivo consideraremos El ., =El, y El ;. =El,.

Ahora, analizamos en forma consecutiva cada tramo de la viga.
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TRAMO | (0<x<2)

Ely"= (174 -0,6V,)x

2

Ely'= (174 0,6V,) X2 +C,

3

Ely = (174—0,6VB)X6+ C.x+C,

Como:

Y,'o =0 = 0=0+0+C, C,=0
TRAMO Il (2<x<4)

Ely"= (174—0,6V,)x —150(x — 2)

2 2
ELY'= (174-06V,) " 150(’(2_ 2%,

3 53
ELy = (174-06V,) "~ 150(x =2)7

Cs

+C;x+C,

Posteriormente, aplicamos el Principio de continuidad entre el 1er y 2do tramo.
I _ Al
1.0,.,=6,_,
2 22

(174—0,6VB)22+Cl=(174—0,6VB)2—0+03 -~ C,=C,

2. yg<:2 = y::2
23 23
(174—0,6VB)E+C1(2):(174—0,6VB)€—0+CI(2)+C4 = C,=0

Aplicamos la condicién que la deflexién en el apoyo B es cero.

3 3
y', =0 = (174—0,6VB)46—150(2)

+C,(4)=0 .  C,=16V,-414

De esta manera, las ecuaciones del ler y 2do tramo quedaran asi:
ler TRAMO:

2

El,y'= (174-0,6V,) X2+ L6V, —414)

3
El,y =(174-0,6V;) X6+ 1,6V, —414)x
2do TRAMO:

x? 150(x—2)°

Ely'=@174-06V;) - +(L6V, —414)

x* 150(x —2)°

ElLy=(174-0,6V;) N +(L6V, —414)x

Ahora analizamos el 3er tramo.
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TRAMO Il (4 < x <10)

Ely"=(174—0,6V,)X —150(X — 2) + V4 (X — 4) —

30(x — 4)°

2

2 _9)2 A A3
X* 150(x-2)° Va(x-4)" 30(x-4)° .

Ely'=(174-0,6V;)
oY= 8) 5 5

x®  150(x—2)° N Vg(x-4)° 30(x—4)*

6 5

El,y=(0174-0,6V,)—
Y = ( 5) 6 6 5

54 +C.x+C,

Aplicamos una vez mas el Principio de continuidad, pero esta vez entre el 2do y 3er tramo.

1.0, ,=0,,

1
— | (174-0,6V,
o om

1

4> 150(2)°
2

oo +16V, — 414} =

1
— | (174-0,6V,
 [arn-aov,

4> 150(2)>
2

—— +0-0+C,
2

2

El
Considerando que ETZ =2, se obtiene que C, =264-16V,

1
1] 1]
2. yx:4 = yx:4

1
— | (174-0,6V,
oo

1

4 150(2)°
6

De donde:
C6 = 12,8VB —-2712

De esta manera, las ecuaciones del 3er tramo seran:
3er TRAMO:

+(1,6V - 414)4} =

_ 30(x —4)°

1
— 1 (174-0,6V,
 farn-aov,

2

3 3
4 _1502)°
6
+(264-1,6Vg)4+C,|

0-0+

El.y'=(174-0,6V,) —
Y= 8) 5 2 5

x® 150(x—2)? . Vg (X —4)°

x®  150(x—2)° N Vg(x-4)°  30(x—4)*

+(264-16V,)

El,y=(174-0,6V,)—
Y = ( 5) 5 6 5

Ademas, por condicion del apoyo C, se tendra que:
n
Yo =0

3 3 3 4
(174—06v,) 0 _150@)" Ve (6)" _30(6)
6 6 6 24

De donde:
VB = 2159kN

oq+H(264-16Vo)x+ (128V, - 2712)

+(264-1,6V,)10+12,8V, —2712 =0

De esta forma, se podran determinar las otras dos reacciones y graficar los diagramas

correspondientes, tal como se muestra en la figura 5.13
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150kN
l 30kN/m

YYVYVYYYYYYYYTYY
A

44 5kN 215,9kN 69,6kN
110,4
44,5
> O,
N (kN)
1055 ; 3.68m 69,6

,l||| ||I|n.
. .

(KN.m)

= e REFUERZO

Fig. 5.13

Ahora, analizamos la deflexién en los puntos requeridos, es decir donde el momento flector es
maximo en cada tramo.

PUNTO D:
b = ;{44’5(2)3 +(1,6.2159— 414)(2)} =-7,810"m=-0,78mm {
PUNTO E:
e _ 1 {44,5(7,68)3 _ 150(5,68)° . 215,9(3,68)° 30(3,68)" 4 (-81,44) (7’68)+51,52}
El, 6 6 6 24

Yo =—116.10°m=-116mm |
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PROBLEMA 5.4 Resolver la viga mostrada en la figura 5.14 y calcular su deflexion maxima.

Considerar b =300mm, h =400mm y E =19000N/mm?.

30kN/m

ANNNNNNN\N

illlllllllll

4m 4m
V4 |4
A /A
Fig. 5.14
Solucion:

Determinamos su grado de indeterminacion de la viga:

Gl=6-3=3

En consecuencia, la viga es tres veces hiperestética.

<

N

Luego, dividimos la viga en tramos y esquematizamos las direcciones de las reacciones y momentos,

tal como se muestra en la figura 5.15

AAANNN\\\N

M I I
. & 30kN/m
Z
S vvvévvvvvvvvvl
7
f A B
7 I I
A
4m 4m
/IV
A
Fig. 5.15

Ahora, analizamos cada tramo de la viga.

TRAMO | (0<x <4)

2
Ely"'=V, x—M, — o2

V, X?

Ely'= -M, x-5x°+C,

3 2 4
EIy=VAX M, x®  5x
6 2

+Cx+C,
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Como:

0,,=0 = 0=0-0-0+C; C, =0
Yo =0 = 0=0-0-0+0+C, C,=0
TRAMO Il (4 <X <8)

Ely"=V,x—M, —30(4)(x —2)

2
Ely'= 2%~ M,x - 60(x~2)? +C;
V,x* M, x? 3
Ely = 5 - -20(x-2)*+C;x+C,
Aplicamos el Principio de continuidad.
1. 6L=4 = 6:=4
2 2
S @-s@e = 2w, @602y <,
2 Yes = Yes
3 2 4 3 2
VA((54) ~ I\/|A2(4) B 5(3) _ VAé4) _ MA2(4) —20(2)° -80(4)+C,

De esta manera, las ecuaciones para el ler y 2do tramo seran:
ler TRAMO:

Ely= VA< M, x—5x°

Ely = V%x3 ~ M,;x2 ~ 524

2do TRAMO:

Ely = VaX’ M X — 60(x — 2)? —80

Ely = V%XS _MAXE (k- 2)° — 80 +160

= C,=160

Ademas, como el apoyo derecho es empotramiento, se tendran dos condiciones adicionales:

2
1.6, ,=0 = VA;8) —~M, (8)-60(6)° —80=0
4V, —M, =280
3 2
2. Yy =0 = Val®)” _M.(8) —20(6)* -80(8) +160=0

6 2
8V, —3M, =450
Resolvemos las ecuaciones (a) y (b) y obtenemos:

V, =97,5kN
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M, =110kN.m

En base a los resultados obtenidos, calculamos las otras reacciones y graficamos los diagramas de
cortante, momento flector y refuerzo, tal como se muestra en la figura 5.16

110kN.m/ 30kN/m % 50kN.m
Z YIVYYYYYIYYIY Z
7 Z
i 4m , 4m I
97,5kN 22,/|5kN
97,5

O

IS
—d

/|V 3,25 m /|V 22,5 (kN)
110
50
~ (M)
48,4 40 (KN.m)
: 2 = REFUERZO

Fig. 5.16
Ahora, analizamos el punto donde la deflexién sera maxima, para ello, en dicho punto la pendiente
debe ser cero, pero no sucedera en los empotramientos, donde la deflexién es también cero.
TRAMO I:

La ecuacion de la pendiente es:

2
975X" 110x-5x* =0

Resolvemos la ecuacion y tenemos los siguientes resultados:

X, =0; X, =3,55m; X5 =6,20m
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De estos tres resultados, se puede decir que en X, =0 se sabe que la pendiente y deflexion son
ceros, por ser un empotramiento perfecto y en X, = 6,20m es irreal, porque se encuentra fuera del

tramo analizado, quedando como Unica alternativa X, = 3,55m

TRAMO II:

Ecuacién de la pendiente sera:

97,5x>
2

~110x — 60(x — 2)2 —80 =0

Resolvemos dicha ecuacion y obtenemos:

X, =8m; X, =3,55m
El valor de X, =8m coincide con el empotramiento del lado derecho y X, =3,55m se encuentra
en el otro tramo, por ello, para el tramo analizado se descarta dicha respuesta.
De esta manera, el Unico valor que se ajusta a la realidad es 3,55m en el ler tramo y para dicho
punto analizamos la deflexién, siendo maxima para toda la viga.

1 [97,5.3,553 | 110.355° 5.355°

5 =-5,42.10°m = -5,42mm
o¢ 0304 6 2

Ymax = yL:3,55 =

191

PROBLEMA 5.5 Resolver la viga mostrada en la figura 5.17 y calcular su deflexion maxima.

Considerar b =400mm, h =600mm y E = 20000N/mm?.

100kN 80kN

g z

A B

. 3m : 4m : 3m 1

A A A /
Fig. 5.17

Solucion:
Determinamos su grado de indeterminacion de la viga:
GlL=6-3=3
En consecuencia, la viga es tres veces hiperestética.
Luego, dividimos la viga en tramos y esquematizamos las direcciones de las reacciones y momentos,

tal como se muestra en la figura 5.18
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[ 100kN I 80kN 1q Mg

I I II
[ 3m 4m 3m
1

V

%A BE
|

A
Fig. 5.18

Ahora, analizamos cada tramo de la viga.

TRAMO | (0< x <3)
Ely"=V,x—M,

V, x?

Ely'= 2X—MAX+C1

3 2
Ely = V%x B M X

+Cx+C,

Como:
0,,=0 = 0=0-0+C, C,=0
Yoo =0 = 0=0-0+0+C, C,=0
TRAMO Il (3<Xx<7)

Ely'=V,x—M, —100(x —3)

2 2
VX° 100(x-3) +C,
2
V,x*  M,x*  100(x —3)°

Ely= -2
Y 6 2 6

Aplicamos el Principio de continuidad para el ler y 2do tramo.

Ely'= M , X

+C;x+C,

1.0, ,=0",

VA (9)* VA (3)*

~M,(@3) = ~M,(3)-0+C, = C,=0

2. yi<=3 = y:<l=3

VaB)® M) V.3 M,
6 2 6
TRAMO Il (7 <x <10)

Ely"=V,x-M, —100(x —3) —80(x —7)

-0+0+C, = C,=0
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V, x? 100(x-3)*  80(x—7)? c

Ely'= —M, X

2 2 °
3 2 _ 23 _7)3
Ely = Vo x®  M,x® 100(x—3)° 80(x—7) +Cx+C,
6 2 6 6
Aplicamos el Principio de continuidad para el 2do y 3er tramo.
1.0),=0,
2 2 2 2
V. (7) _M,(7)- 100(4) _ V. (7) _M,(7)- 100(4) _0+C,
2 2 2
2 yu _ y|||
s x=7 T Y x=7
3 2 3 3 2 3
VA((:) 3 MA2(7) _100é4) _ VAé7) 3 |\/|A2(7) _100(4) _0+0+C,

De esta manera, las ecuaciones para el ler, 2do y 3er tramo seréan:
ler TRAMO:

VA
Ely'= A2 —M X
Ely = ASERS
6 2
2do TRAMO:
V,x? 100(x —3)°
Ely'= A7—MAX—7( )
2
Ely = V,x* Mux*  100(x —3)°
6 2 6
3er TRAMO:
IRAS 100(x —3)*  80(x —7)?
E|y= A —MAX— ( ) _ ( )
2 2
V,x* M,x*> 100(x-3)° 80(x-7)°
Ely=—~2A"— A"~ _ -
6 2 6 6

Ademas, por ser el apoyo derecho empotramiento perfecto, se tendra:

2 2 )

Lot 2o = Vb0 01000 _80G)° _,

5V, -M, =281

oyl 0 = Yal@O® M,@07 100(7)° 80B3)° _,
x=10 6 2 6 6

50V, —15M, =1823
Resolvemos las ecuaciones (a) y (b) y obtenemos:

V, =95,7kN
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M, =197,5kN.m

En base a los resultados obtenidos, graficamos los diagramas correspondientes, los cuales se
muestran en la figura 5.19

197,5kN.m 100kN 80kN 180,5kN.m

C T ¢

%A B
!

3m 4m 3m t
1 ' ' 1
95,7 84,3
95,7
4,3 -
(kN)
197,5 84,3
180,5
T ®
89.6 72,4 (kN.m)
o= S REFUERZO
Fig. 5.19

En forma analoga al problema anterior, determinamos la deflexion méxima de la viga, la cual surgira
donde la pendiente es cero, a excepcion de los empotramientos. Para ello, analizamos cada tramo

de la viga, igualando a cero su ecuacion de pendiente.

TRAMO I
95,7x?
Ecuacion: -1975x =0
Soluciones: X, =0 (Empotramiento en el apoyo izquierdo)
X, =413m (Irreal, porque esta fuera del tramo)
TRAMO II:
95,7x?
Ecuacion: —~197,5x —50(x —3)* =0
Soluciones: X, =42,78m (lIrreal, porque esta fuera del tramo y de la viga)
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X, =4,89m

TRAMO III:

2
Ecuacion: 957X —197,5x —50(x —3)* —40(x —7)* =0
Soluciones: X; =10m (Empotramiento en el apoyo derecho)

X, =5,72m (lrreal, porque esta fuera del tramo)

En consecuencia, la deflexion maxima esta en el 2do tramo, a una distancia X = 4,89m

=-4,23.10"°m

Ymix = Yxeago =

1 95,7.4,89° 1975.4,89° 100.189°
20.10°. 0406’ 6 2
12

Yoo =—423mm

5.2 METODO DE LOS PARAMETROS INICIALES
El método de parametros iniciales nos permite escribir una ecuacién de deflexion o pendiente,
aplicable a todos los tramos de la viga, por ello esta ecuacion se llama universal o generalizada.
La ecuacion universal de la linea elastica, que considera todos los tipos de cargas (momento
puntual, carga puntual y carga distribuida con intensidad variable) para una viga de seccién
constante, de acuerdo a las direcciones positivas de las cargas y ejes (figura 5.20), tiene la forma de
la ecuacion 5.3

0 w(E) A P wE) "W
6o PL:I & |0 a |
b bC1
< ©1 > d D g dé
Do T
< C2 > « >
P X . < X S
Fig. 5.20
- Mox?  V,x° M(x-a)’| «P(x-b)°  FwE)(x-8)°ds
Y=Yo +Ox 2El, +6EIZ+Z 2B, .. 2 6El, |, Z! 6EI,
......................................... (5.3)

Donde:
Y0,0,,M,,V, - deflexion, pendiente, momento y cortante en el inicio de las coordenadas,

denominados parametros iniciales
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Los parametros iniciales pueden ser positivos, negativos o iguales a cero y se determinan a través
de las condiciones de borde o extremo en el inicio de la viga y las cargas actuantes en dicho punto.
En la figura 5.20,a todos los parametros iniciales son positivos. Lo relacionado con los otros
componentes de la ecuacién del método de parametros iniciales, su signo se determina en
dependencia a que tal tipo de carga originara un momento flector positivo o negativo en la seccién
con el eje OX.

El dltimo componente de la ecuacion, expresa la influencia de la carga distribuida de intensidad

variable W(&) , donde ¢, <& <c¢,, que fija la posicién de esta carga en la viga.

El simbolo indica, que el mencionado componente sera considerado solo cuando X>a . Esto

‘x)a
implica, que para determinar la deflexion en cualquier seccién con coordenada X, en la ecuacién
solo se consideraran las cargas ubicadas a la izquierda de dicha seccién.

Si en lugar de las cargas de intensidad variable W(E), actian cargas que varian linealmente, tipo
trapecio (figura 5.20,b), entonces la ecuacion universal de deflexiones se simplifica y sera la

expresada en la formula 5.4

M0x2+V0x3+zM(x—a)2 _ZP(x—b)S _zwl(x—cl)“

=Y, +0,X+
Y=Y 0 om, T eRl 2El, | 6EI 24EI
z z z x)a z x)b z X)Cy
WZ(X_C2)4 k(X—Cl)S k(X_Cz)S
oy 2 2r oy o Ay e 2 5.4
2 24El, 2 120El, 2 120El, &4
x)C, e x)C,
Donde:
C,—C

La ecuacién de la pendiente se obtiene facilmente a través de la ecuacion de la deflexion, por medio
de una derivada respecto a X.

Si ademas de las cargas externas indicadas, también actia un momento distribuido de intensidad

variable m(n) (figura 5.21), entonces la ecuacion universal de la linea elastica tendra la forma de la

ecuacion 5.6
M,x? VX M(x —a)°| P(x —b)® w(a)(x £)? dg
= 0.x 0 0 S N SO
Y= Yo 0t e, +6EIZ+Z 2B, |, 2 6El, |, Zj
d, 2
m(n)(x —n)“dn
5.6
+ZJ 2El 60

z

Si se toma como inicio de coordenadas el extremo derecho de la viga y orientamos el eje de las
abcisas de derecha a izquierda, entonces para las pendientes se asumird como ley de signos lo

opuesto a lo anterior, en la cual se consideré como inicio de coordenadas el extremo izquierdo de la

viga.
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¥
A
Oo‘v
< “— e i)
o’ M| Z 1
i % ‘aVyoﬂ V Wéww /rr.T/ 7 \ »X
«—D2_»
= © >
< : Higs
< 1 >
< 1l plign
< % ~ »
< =
Fig. 5.21

PROBLEMA 5.6 Determinar la deflexion y pendiente en el extremo B de la viga en voladizo de
rigidez constante El, mostrada en la figura 5.22

4 [T

< > < >

Fig. 5.22
Solucién:

Como la viga es isostética, entonces determinamos sus reacciones en el apoyo A (figura 5.23)

3wa?/2

% uuuivmué

Fig. 5.23
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Su ecuacion de deflexion sera:

Mox?  Vox* _w(x-a)’ | L W(x-2a)* |
2El 6El 24El 24EI

Y=Y, +0,X+

‘x)a X)2a
Como Y, =0, 6, =0 por ser empotramiento perfecto en A, se eliminan ambos miembros, al igual

que el ultimo, debido a que X>2a esta fuera de la viga, quedando la ecuacion de esta forma.

_3wa’x? . wax®  w(x-a)*
4El 6El 24El

Luego, derivamos y obtenemos la pendiente.

_dy _ 3wa’x . wax®  w(x—a)’
dx 2El 2El 6EI

Determinamos las incognitas requeridas:

0

3wa’(2a)® wa(2a)® wa’ 41wa*
Y8 = Yxo2a =~ + - ==
4E| 6El 24El 24El

3 3

_ 3wa’(2a) . wa(2a)’  wa 7Twa
X2 2EI 2EI  6El 6EI

Como el signo es negativo, quiere decir que la pendiente va en sentido horario.

PROBLEMA 5.7 Determinar la deflexién en C, si la rigidez de la viga es El y las cargas externas

aplicadas se muestran en la figura 5.24

P=wa
w
A C B
L, a 2a , 2a L, a
/1 1 1 /1 /1
Fig. 5.24
Solucién:

Eliminamos los voladizos y lo reemplazamos por su carga y momento puntual (figura 5.25)

wa? wa wa  wa?
2

9wa I 2a , 2a I 7wa
1 1

8 8

Fig. 5.25
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Calculamos las reacciones y escribimos la ecuacién de la elastica.
2 3
Myx* VX
+
2El 6El

Como el apoyo A es fijo, se tendra que Y, =0

Y=Y, +0,X+

Asimismo, el apoyo B es movible y se cumplira la condicion:

wa 3
. [j(zla) 3
Yyesa = 0 = eo (4a) - wa (4a) + 8 =0 0. = Swa

2EI 6EI o 3E|

Luego, la ecuacién seré:

wa) s
_5wa’x  wa’x? L\ 8
3El 2El 6El

De esta manera:

T ) N
:5wa (2a) wa“(2a) N 8 _ 3wa

Ye =Y = T
¢ T 3El 2El 6EI 2El
PROBLEMA 5.8 Determinar la deflexién Yy, y la pendiente 0. para las vigas mostradas en la figura
5.26
) b) wa?
a
2w
’ / A
Cl VYVVVVVVVYVYY l % YYVVVYY V(V VYYVVVVYVYY Vl
7 D 7 \C) D
2wa 7
Z
y a y 2a y v a y a y
A 1 1 1 1 A
Fig. 5.26
Solucién:
CASO (a):

Determinamos las reacciones de la viga, tal como se muestra en la figura 5.27 y escribimos su

ecuacion de la elastica.

2wa’?
2 cHHHHYHHlHé
2wa

N
o
)

Fig. 5.27
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M, x? . 2wa(x—a)® w(x-a)*

=Y, +0,X+
Y=o+ % 2El 6El 24El

Se sabe que Y, =0y 0, =0 por ser empotramiento perfecto y reemplazando el valor del
momento en dicho lugar, tenemos:

~2wa’x’? . 2wa(x—a)®  w(x-a)*

2El 6El 24El
_wa’x? . wa(x—a)®  w(x—-a)*
El 3El 24El
Luego:
2 )2 )3
e=y.=_2wa x+wa(x a)” w(x-a)

El El 6El

De esta manera:

wa’(3a)? . wa(2a)°  w(2a)* _ 7wa’ .

Yo =Yuw =7, 3El 24E| El
2wa®

eC = ex:a == El

Por ser signo negativo, la pendiente va en sentido horario.

CASO (b):

Efectuamos lo mismo que en el caso anterior, es decir, determinamos las reacciones, tal como se

muestra en la figura 5.28 y escribimos su ecuacion de la elastica.

3wa? wa?

2 /\
2W

7 w

AL LTI
2 C D
3wa | A 4

M, x? N Vox®  wa’(x-a)®  2w(x-0)* L 2w(x - a)'  w(x-a)’
2El 6El 2El 24El 24El 24El

Y=Y, +0,X+

Como Y, =0y 0, =0, por ser empotramiento perfecto y reemplazando los valores del momento y

cortante en dicho lugar, tenemos:

3wa2x2+wax3 wa’(x-a)> wx* w(x-a)*

4El 2El 2El 12El 24El
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Derivamos y obtenemos la ecuacion de la pendiente, la cual es:

~ 3wa’x . 3wax® wa’(x—a) wx’ L WX —a)®

e = y' =
2El 2El El 3El 6El
Luego:
3wa’(2a)®> wa(2a)® wa’(a)® w(2a)* wa'  19wa’

Yo = ¥Yx2a = + - - + ==

4E| 2El 2El 12El 24El 24El

3 3 3 3
0. =0 :_3wa +3wa _wa’ _ wa

= 2El 2El  3El 3EI

La pendiente va una vez mas en sentido horario, debido a que es negativo.

PROBLEMA 5.9 Determinar la deflexién Y. y la pendiente 6, para la viga mostrada en la figura

( oo I
V. ¢
y a ¥ 2a ¥ a ¥

Determinamos las reacciones de la viga (figura 5.30) y escribimos la ecuacién de la elastica de la

viga. Waz -
w
(i
<
I a % 2a I a ,
2w A ltwa 7
. 3
Fig. 5.30
2 3 7 3
SPRTPNLE ¥ SRR ¥ e

Como el apoyo izquierdo es fijo, se tendra que Y, =0, quedando la ecuacién de esta forma:

wax®  wa*(x—a)* . 7wa(x—3a)°  w(x-a)* . w(x —3a)*
9ElI 2El 18El 24El 24El

y =0,X+
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Ademas:

wa(3a)® wa’(2a)’ w(2a)* _ 0 _ wa

.=0 = 0.(3)+ - _
Yxesa 0(32) 9El 2El 24E| 0 9EI

Luego:

_wa’x . wax®  wa*(x—a)® . 7wa(x—3a)°  w(x-a)* . w(x —3a)*
9El 9El 2El 18EI 24El 24El

3

wa®  wax® wa’(x—a) . 7wa(x—3a)*  w(x-a)’ . w(x —3a)®

9EI 3El El 6El 6El 6El

En consecuencia:

wa’(4a) N wa(4a)’ wa’(3a)’ . 7wa(a)’  w(3a)* . w(@)*  7wa’

9El 9El 2El 18EI 24El 24El 9El
3 3

0, -0, —— +Wa :2wa

9ElI  3El 9ElI

Como el signo de la pendiente es positivo, implica que va en sentido antihorario.
PROBLEMA 5.10 Resolver la viga mostrada en la figura 5.31

AlllllllllllwlllllllllllB

L

Fig. 5.31

0=y =—

Yo = Yyesa =

3

ANNN\NN\N
T ONNNNNN

S
N

Solucién:
Determinamos el grado de indeterminacion de la viga.
Gl =6-3=3
La viga es tres veces hiperestatica.
Basados en la simetria de la viga calculamos sus reacciones, las cuales se muestran en la figura
5.32

Ma y /MB
éllllllllllllllllllllll%
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La ecuacion de la elastica sera:

wL 3
2 | o 4
M , X N 2 _w(x-0)

2El 6El 24El

M, x? LWL
2El 12El  24El
Como el apoyo B es empotramiento, se tendra:
2 4 4 2
_MAL+WL_WL 0 . Ile:WL
2El 12El  24El 12

En base al resultado obtenido, graficamos los diagramas de fuerza cortante y momento flector, que

y=-

yB :yx:L =0 =

se muestran en la figura 5.33

V1"—2L2 / w N\
AV P I Vv v v iy Y g
7 7
A L A
wL wL
2 2
wL
2
wlL
2
wl? wl?
12 I\ 12
- (M)
wl2
24
= = REFUERZO
(e =
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PROBLEMA 5.11 Resolver la viga mostrada en al figura 5.34
P
2Pa l
A /B C

é ’

” 2a ,, 2a , @
/ A A A

Fig. 5.34

Solucion:
Determinamos el grado de indeterminacion de la viga.
Gl=4-3=1
La viga es una vez hiperestatica.
Reemplazamos el apoyo C por su reaccidn y calculamos las reacciones en A y B, en funcién de la

reaccion en C (figura 5.35)

\N
o B
O'4¥——TT

- P _aP
VEVe 2 V=7 2%
Fig. 5.35
3P
dYM,=0 = Vg(2a)+V.(4a)+2Pa—-P(Ga)=0 .. vB=7—2vC
> F, =0 = VA+(32P—2VCJ+VC—P:O vA=vC—Z

La ecuacion de la elastica sera:

P\ , 3P ,
V. —— X —-2V. |(x—-2a
( ¢ 2) _2Pa(x—2a)2+(2 Cj( ) +Vc(x—4a)3

=Y, +0,X+
Y=Yor% 6El 2El 6EI 6EI
Por ser A un apoyo fijo, se tendra que Y, =0
Ademas:
[vc - Zj(zaf (vc - Zj@aZ)
=Y., =0 = 0,(2a) + =0 0. =—
yB yx_Za 0( ) 6E| 0 3E|

Reemplazamos este valor en la ecuacion de la elastica, para el caso de la deflexién en C, el cual se

sabe que debe de ser cero.
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Yo = Yxeta = 0

P 2 P 3 3P 3
- (4a) + - +
3El 6El 2El 6El

=0

De donde:
_%
8

Luego, graficamos los diagramas de fuerza cortante y momento flector (figura 5.36), pero

Ve

previamente esquematizamos la viga con sus reacciones.

P

2Pa l
A /B c

& B

T@ l@ top
8 8 8
P
5P/8
S s @
|
P/8
3Pa Pa
‘ - Tﬂhm@

= = REFUERZO

Fig. 5.36
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PROBLEMA 5.12 Resolver la viga mostrada en la figura 5.37

. ymmmvfmumu%

\N

7

AN\

L y

Fig. 5.37

Sr

Solucion:

Determinamos el grado de indeterminacion de la viga.
GlL=4-3=1

La viga es una vez hiperestatica.

Reemplazamos la reaccion vertical en A por V, y calculamos el momento MA en funcién de V,,

tal como se muestra en la figura 5.38

AlllllllllllvlvllllllllllllB

=
]

V, V,

N\N\\\\N

> \

A
Fig. 5.38
2 2
3 Mg =0 - VAL—WZL ~M, =0 WM, =V, Lt
Luego, la ecuacion de la elastica sera:
2
VAL 3
Yoy 40X 2 L VaX ~wx’
o 2EI 6EI  24EI

Como el apoyo A es empotramiento, se sabe que Y, =0y 0, =0, quedando la ecuacién de la
siguiente manera:
wL?
V,L- x? ; .
2 N VX" wx
2El 6El 24El

Ademas, el apoyo B es movible, en consecuencia se tendra que:

y=—
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2
v,L-WE e ;
yo—y =0 = 2 +VAL_WL4_O , v 5wl
B Ot 2El 6El  24El a AT 8
Luego:
> F, =0 - My, owl=o0 RERVASE
8 8
Asimismo:
2 2 2 2
MA=VAL—WL =5WL _WL _WL

2 8 2 8
En base a estos resultados, graficamos los diagramas correspondientes, los cuales se muestran en

2 (T T,
P P
5wLA L t3wL
8 ] 8
: 5L/8 T <:>

n JJ_I_UlUW@
HE;
128

== REFUERZO

Fig. 5.39
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PROBLEMA 5.13 Resolver la siguiente viga y graficar los diagramas de fuerza cortante, momento

flector y refuerzo. Considerar que la seccion es constante.

30 KN/m

T T

6m

\ 4
B

SONNNNANNN
AEEANN N NN R NN B

AT
Al

Fig. 5.40
Solucién:

Esquematizamos las reacciones en los apoyos de la viga, tal como se muestra en la figura 5.41

* ZTTﬁuuuulllllllllllllll..ﬂéé

Aplicamos la ecuacién universal, obteniendo:
RS . V,x* 15x* 25x°  Mx* V,x* Bx* x°
2El 6El  24El 120El 2El 6El 8ElI 48El
e:d_y:_MijLVsz _5x°  bx*
dx El 2El 2El  48El

Aplicamos las condiciones de borde o extremos, en este caso para el apoyo B que es un

empotramiento perfecto.

1) Si X =6m = 05 =0,,=0

_ MO Va6 56)° _56)°

El 2El 2El  48El
6V, —2M, =225 @
2) Si X =6m = Vg =Y, =0

_ M. V.0 _56) 6
2El 6El 8El  48El
2V, —M, =54 (b)

Resolvemos las ecuaciones (a) y (b), obteniendo:
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V, =585kN T
M, =63kN.m

El sentido del momento en A, es el mismo que el mostrado en la figura 5.41

Determinamos las otras reacciones, es decir, las correspondientes al apoyo B, aplicando las
ecuaciones de equilibrio de la estatica.

SF, =0 = v, +585- 8016,
V, =76,5kN T
1 2
> M, =0 =  7656-M,+ 63—15.6.3—5.15.6.(5.6‘) =0
Mg =72kN.m

El sentido del momento en B, es el mismo que el mostrado en la figura 5.41

Con los valores obtenidos graficamos los diagramas de fuerza cortante, momento flector y refuerzo,
tal como se muestra en la figura 5.42

3 30 kN/m [/
63kN.m /7 15 kN/m 2 72kN.m
/]
; VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV2
1A BY
4 2
A T
58,5kN L | 76,5kN
58,5
: O,
. 3,1m (kN)
A
76,5
- 72
: (M)
(KN.m)
33,86
- [
== — REFUERZO
Fig. 5.42
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5.3 METODO DEL AREA DE MOMENTOS
Los dos teoremas que constituyen la base de este método fueron enunciados en la Universidad de
Michigan en 1873 y resultan ser muy Utiles para el célculo de pendientes y deflexiones en vigas,
especialmente cuando se analiza su respuesta ante cargas concentradas.
TEOREMA 1. Si se tienen dos puntos A y B de la curva elastica de un elemento sometido a flexion,
la diferencia en pendiente de las tangentes a la curva en esos dos puntos es igual al area del

diagrama M/EI entre ellos.

B
M
0, -0, = j(Ede = AREA ), (5.7)

A
TEOREMA 2. La distancia medida verticalmente de un punto B, sobre la curva elastica de una viga a
la tangente trazada en otro punto A de la misma, es igual al momento estatico con respecto a B del

area del diagrama M/EI entre dichos puntos.

d —B M dx =S8
B%tgA_J. El X = OpReaM/El (5.8)

A
Es evidente que para aplicar correctamente el método, sera necesario graficar correctamente el
diagrama de momento flector de la viga, asi como conocer las areas y ubicacion del centro de

gravedad de las figuras geométricas mas conocidas, las cuales se muestran en la tabla 5.1

Tabla 5.1
Ne DIAGRAMA DE MOMENTO FLECTOR AREA CENTRO DE
GRAVEDAD
a
¢—Pp
A
N
h CG bh a+b
A=— Xee =5
1 2 3
A 4
< X,
b
< P
TRIANGULO
A
h
A N
2 2 3
\ 4
d b | -
TRIANGULO RECTANGULO
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CcG. A =bh b
XCG =4
I | 4 2
” b »
RECTANGULO
Xco
—T | A
1
h
2bh 3b
cG. A= XCG =
3 8
A 4
< b >
SEMISEGMENTO PARABOLICO
Xce
‘_.
A
h
bh b
A=—— Xeo =
cG. 3 4
A 4
- b Ll
ARCO PARABOLICO CUADRATICO
Xce
A
" bh b
cG. A=— Xeg = —
4 © 5
| I
< b >
ARCO PARABOLICO CUBICO
. Xoo
’ 2bh b
- A=" Xeo =~
C.G. 3 CG 2

A4

A

PARABOLA CUADRATICA
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PROBLEMA 5.14 Determinar la deflexién y la pendiente en el extremo libre de la viga en voladizo

(figura 5.43), si es de seccion constante.

illllif&illlt

y a y a y
A 7 7
Fig. 5.43

Solucién:

M
Graficamos el diagrama (Elj para la viga, tal como se muestra en la figura 5.44

5al3

<
3a/2

Fig. 5.44
Como se puede apreciar, se dividi6 el diagrama M/EI en tres figuras geométricas conocidas, con la
finalidad de facilitar el trabajo de calculo.
Para determinar la pendiente en B, aplicamos el primer teorema y trabajamos de derecha a

izquierda, es decir, de B hacia A, obteniendo:

eB - 6A = AREAFig.l +AREAFig.2 + AREAFig.S

Como 0, =0, por ser A un empotramiento perfecto, quedara la ecuacién de la siguiente manera:

1 wa’
% =" 3(25 ]( )= [ZEI j( )_( El )(a)

3 3

wa® wa® wa® 7wa
0, =— _ _ __

6El 2El  2El 6El

El signo negativo implica que la pendiente va en sentido horario.

3

Para calcular la deflexion en dicho punto serd necesario trazar la curva elastica, tal como se muestra

en la figura 5.45, aplicando, para ello, el segundo teorema y obtenemos:

UG oIE
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y _ 4lwa’
. 24E|

El signo negativo indica que el punto B de la curva elastica esta debajo de la tgA, por ello la

direccién de la deflexion es hacia abajo, lo cual se corrobora en la figura 5.45

lllllllllll -

| ¥g=dB-»tgA
|

B’

Fig. 5.45

PROBLEMA 5.15 Determinar 0, , 05, 0., Y. parala viga mostrada en la figura 5.46

A mmﬁmm

B
/IV L/2 /IV
p L/4 P L/2 P L/4 y
Fig. 5.46
Solucién:
a)

; lllllllllll
Yo=dA »tgC M

b) L/6
wl?
3WL2 1 6E|
32El wi2
32El
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Hacemos lo mismo que en el problema anterior, es decir, graficamos la curva elastica (figura 5.47,a)
: MY
y el diagrama a (figura 5.47,b)

Como la viga es simétrica, se tendrd que 0. =0 y en dicho punto la deflexién sera maxima.

Luego, aplicamos el primer teorema, para determinar la pendiente en A.

oML (L

wl wl® wl® _11WL3

0, =— - - =
A 128ElI 64El 192El 384El

El signo negativo implica que la pendiente va en sentido horario (figura 5.47,a)

Ahora, determinamos la pendiente en B, basdndonos una vez més en la simetria de la viga.

Ll
A 384EI

La pendiente en B va en sentido antihorario (figura 5.47,a).

0, =—0

Finalmente, para determinar la deflexion en C, aplicamos el segundo teorema.

B R AN TR EA N e
Yo = Ym =Cavec =| 1oge) | 6) " | 6aE1 | 8 )" (10260 | 32

y _57WL4 .
¢ 6144El

El signo positivo indica que el punto A esta por encima de la tgC, por ello la direccién de la deflexion

en C es hacia abajo, tal como se muestra en la figura 5.47,a
PROBLEMA 5.16 Determinar la pendiente en B y la deflexion en A, si la viga es de seccion

constante, siendo E =2100T/cm? e |1 =8000cm*

3T/m
BV V V VY V V V VYV VY V VY Yy YyYyYyYvY YyYyYYYyy VC
, 2m , 6m .
A L| |
Fig. 5.48
Solucién:

Aplicamos el principio de superposicion de cargas, es decir, la viga original la descomponemos en
dos vigas con las cargas mostradas en la figura 5.49, graficando sus diagramas M/EI para cada una
de ellas en forma separada.

Luego, trazamos la deformada de la viga original (figura 5.50) y la tangente a dicha curva en el
apoyo B, obteniendo la distancia del punto C a la tangente en B y a partir de ella, las relaciones

geométricas, con la finalidad de obtener la deflexion en el extremo libre A.
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3T
3TIm

YYYYVYVYVYVYVYVYVYVYYY

\

6m 2m 6m

3m

=

=<

S

Fig. 5.49

dostg8| da—stgB

3
A

dC—>th

Fig. 5.50

De las figuras 5.49 y 5.50 se tiene:

2(135 1.(6),_ 9
( j(G)(3) —5(6)(Ej(4) =g

CotgB — g E

. . : : 1
Luego, analizamos la geometria del diagrama en el extremo libre A, obteniendo el valor de gdcﬁth

Por relaciones de triangulos rectangulos y de acuerdo a la deformada, se tendra la siguiente

relacion:

1

gdc—ngs = dA—>th +Ya
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Ahora, calculamos el valor de d g atraves del diagrama de momento mostrado en la figura 5.49

Aty

1 64 8
dA»th = _5(2)(5)(§j = _E

Esto solo indica que el signo (-) expresa que el punto A esta debajo de la pendiente, pero como
estamos analizando la geometria de las figuras, no ingresa signo alguno.

sl

2
El

De esta manera obtenemos:

De donde:

Ya

Reemplazamos valores y obtenemos:

~ 22
2100.10.8000.10°°

La deflexiébn en A esta orientada hacia arriba, en concordancia con el diagrama de la deformada de

=0,01310m =1310mm T

Ya

la viga, mostrada en la figura 5.50
Ahora, calculamos la pendiente en el apoyo B, el cual también lo efectuamos con ayuda de la figura
5.50

dC tgB
g0, = —
QVg 5
De donde:
15 3 0
0, =arctg = =arctg(8,928.10°) = 0,51

La orientacion de la pendiente en el apoyo B, es la misma que la mostrada en la figura 5.50
PROBLEMA 5.17 Resolver la viga mostrada en la figura 5.51 y determinar su deflexion maxima, si

b =300mm, h =400mm y E =19000N/mm?.

35kN/m
g I

A B

2m 4m 2m

Fig. 5.51
Solucién:
Determinamos el grado de indeterminacion de la viga.
Gl.=6-3=3

La viga es tres veces hiperestatica.
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Para resolver la hiperestaticidad, aplicamos el principio de superposiciéon de cargas, tal como se
muestra en la figura 5.52, convirtiendo, de esta manera, en dos vigas isostéticas, lo cual es facil de
calcular.

MA(% m¢f5f7f:fxuv¢ B@

Mg

tgC

1 ¥e=Ymax=tage

¥ 2m ¥ 4m ¥ 2m
S)
35kN/m
YYVYYVYYVIYYIYY
, 2m , 4m , 2m ,

s )

Fig. 5.52
: : M :
Luego, graficamos los diagramas a para ambos casos (figuras 5.53 y 5.54)

ler caso:

35kN/m

YVYYYVYYIYYYY

70kN4T Iy Ll p 4T?OkN
@
4
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2do caso:

s

A

|74 8m y
A A
M/EI
©
Fig. 5.54
128,33kN.m 128,33kN.m
35kN/m g
o gy Z
Z Z
I 2m v 4m y 2m I
1 ’ ’ 1
70kN 70kN
70
- kN
2m | ﬁ (kN)
70
128,33 myﬁ‘ms
11,67 H 1167 (KN.m)
81,67
> C REFUERZO
[l - )

Fig. 5.55
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Luego, aplicamos el primer teorema entre A y B, pero sumando las acciones de los dos casos
anteriormente indicados y conociendo que 6, =0, =0, por ser empotramientos perfectos,

obtenemos:

1(140 140 0 M
0 —0, = M s CHEICE [H}z)}(z)—[aj(s)

De donde:
M =128,33kN.m

En base al resultado obtenido, calculamos las otras reacciones y graficamos los diagramas de fuerza
cortante, momento flector y refuerzo, los cuales se muestran en la figura 5.55
Luego, determinamos la deflexibn maxima, la cual sucede en el centro de la viga, debido a su

simetria.
Yoo = Ve = G e = ;%140)[;‘}(280)(3) (280]@ 25) - (128, 33)(4)(2)}
1

Yo = (303,36) =9,98.10°m = 9,98mm |
, 03.0,4
19000.10%, 2227
12

PROBLEMA 5.18 Resolver la viga mostrada en la figura 5.56, si es de seccién constante.

30kN/m

/% YYYVYYYYY HHHH

(@

4.5m

y % y % %
/ A A 7 7
Fig. 5.56

Solucion:
Determinamos el grado de indeterminacion de la viga:
GlL=4-3=1
La viga es una vez hiperestatica.
Una vez mas aplicamos el principio de superposicién, reemplazando el apoyo B por su reacciéon Vg,

tal como se muestra en la figura 5.57
Tal como se puede apreciar, la viga hiperestatica se ha convertido en la suma de dos vigas
isostaticas y como el apoyo B es movible, su deflexién sera cero, lo que implica que la suma de las

deflexiones para ambos casos sera también cero, es decir:

Ye=Y:+Y,=0
: _ M
De esta manera, graficamos los diagramas E para cada caso en forma separada, tal como se

muestra en las figuras 5.58 y 5.59
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30kN/m

YYYYYVYVYVYYYVYY
-
I/1,5m ’ 4.5m . 4,.5m l/1,5m .
S
30kN/m
YVYY YV YV IVYVIYYIYY
|Y1
®
|Yz
s 1 B
30kN/m
YYIYVYYIYVIYYYYIYY
| 1,5m4|, 9m 4"1'5mt
135kNG\> @\) 135kN

- ® -l El
3,75m
B
4.3125m

Fig. 5.58
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2do caso:

b

6m

P

Yo | . | Ve
2
! . |
El

h 4

Fig. 5.59

Efectuamos el célculo, aplicando la condicion Yyg =dA_)th =0, sumando la accién de ambos

casos, obteniendo:

1(202,5 202,5 2 303,75 1(3Vg B
Ve =2(El)(1,5)(1)+(4,5)(EI)(3,75)+3(4,5)[EI)(4,3125)—2( - j(e)(4)_o
De donde:
V, =208,30kN
30kN/m
$15m  45m f 45m  15m4
{ . 1 1 d
Va=30,85kN \&=208,3kN \V=30,85kN
104,15,
30,85
®
1,028 -
<—|>T] 30,85 (kN)
104,15
3,472m
118,66
T o ®
46,28 62,14 62,14 4628 (N
£ = REFUERZO
Fig. 5.60




En base al resultado obtenido, calculamos las otras reacciones y graficamos los diagramas de fuerza
cortante, momento flector y refuerzo, tal como se muestra en la figura 5.60
PROBLEMA 5.19 Resolver la viga mostrada en la figura 5.61

20kN 50kN

A 4

2|

>
ARARRNNNNY
o

o el 3m " 5m "
/ A A A
Fig. 5.61

Solucion:
Determinamos el grado de indeterminacion de la viga:
Gl=4-3=1
La viga es una vez hiperestatica.
Aplicamos otra vez el principio de superposicibn de cargas, reemplazando el apoyo B por su
reaccion, es decir, su equivalente sera la mostrada en la figura 5.62

20kN S50kN

A 4

2l ' g

>
AW

g 2 3m ” om "
A 7 / /
Fig. 5.62

Luego, aplicamos en forma separada las cargas y graficamos los diagramas (Elj pero teniendo en

cuenta la variacion de la inercia, tal como se muestra para el ler caso (figura 5.63,a) y 2do caso
(figura 5.63,b)

Como podemos apreciar, ambos graficos han sido divididos en tres figuras regulares, con la
intencion de determinar las distancias hasta el punto B, donde existirdn dos tipos de deflexién,

correspondientes a cada caso, los cuales se muestran en la figura 5.64
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20kN 50kN

&
o
K=

2l [

>
~< AN
N
W
>
ARMANRNRAY

2m , 3m 5m 5m 5m

>

N
S

><

3

% 3
145
2,5V,
HE QO ® 2o
o
@

A
©
. 2

»!

|

< » — |
28/3 o 5Vs Ve 10/3
' El El
. 75
P 25/3
Fig. 5.63
a) b)

20kN  50kN B’

N ] e
B A B
tgA =
2l | ¢ a2 | tgA
y1 = dB "tgA
Vs

4

B

MWW

Fig. 5.64

Como el apoyo B es movible, su deflexion vertical sera cero, es decir:
Ye=Y:11+Y, = 0

Efectuamos el célculo, aplicando la condicion Yyg =dB_>tgA =0, sumando la accién de ambos

5V, ) (10} (25V,
v j(5)(3j+( > j(S)(75)+

casos, obteniendo:

o G- 2
. ;(2 Vs J( )( }

De donde:
VB =1488kN

En base al resultado obtenido, calculamos las otras reacciones y graficamos los diagramas de fuerza

cortante, momento flector y refuerzo, los cuales se muestran en la figura 5.65
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20kN 50kN

141,2kN.m
A B
55,12kN Vg=14,88kN
99,12
35,12
14,88 (kN)
141,2
30,96

(W)

(KN.m)

:‘:’“"““““lllln-.,

74,4

REFUERZO

Fig. 5.65

5.4 METODO DE LA VIGA CONJUGADA

Este método consiste en cambiar el problema de encontrar las pendientes y deflexiones causadas
en una viga por un sistema de cargas aplicadas, por otro problema en que se averiguan las fuerzas
de corte y momentos de una viga especial, llamada viga conjugada, que esta cargada con el
diagrama M/EI de la viga original.

En relacién con el método del area de momentos tiene la ventaja de que no necesita conocer
previamente un punto de tangente cero y, por consiguiente, en todos los casos se puede averiguar
directamente la pendiente y deflexion de cualquier punto de la elastica.

Su aplicacion se fundamenta en dos proposiciones.

PROPOSICION 1. La pendiente de la elastica en cualquier seccion de la viga real (0) es igual a la

fuerza de corte en la misma seccion de la viga conjugada correspondiente (V).
0=V (5.9)
PROPOSICION 2. La deflexion de cualquier punto de la viga real (Y) es igual al momento en la

seccion correspondiente de su viga conjugada (M).

y=M (5.10)
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Utilizando estas proposiciones se pueden establecer las condiciones de apoyo que debe tener la

viga conjugada para que se produzca la equivalencia, los cuales se muestran en la tabla 5.2

Tabla 5.2
Equivalencia entre los apoyos de la viga real y los de la viga conjugada correspondiente
VIGA REAL VIGA CONJUGADA
Tipo de apoyo Condicién Condicion Tipo de apoyo
equivalente
0=0 V=0
Simple y=0 M=0 Simple
0=0 V=0
Empotramiento y=0 M=0 Libre
0=0 V=0
Libre y#0 M =0 Empotramiento
0+0 V=0
Apoyo interior y=0 M=0 Articulacion
0+0 V=0
Articulacion interior y#0 M=0 Apoyo interior

La tabla de equivalencias se puede explicar de la siguiente manera: si el apoyo es simple habra
rotacion pero no deflexion, lo cual implica que en la viga conjugada debe haber corte pero no
momento, o sea las condiciones que ofrece el mismo apoyo simple. En el caso de empotramiento, no
hay giro ni deflexion, de tal manera que en la viga conjugada no puede haber ni corte ni momento, lo
cual se logra dejando dicho extremo libre. En cambio, si el extremo de la viga real esta libre por ser
un voladizo, tendra rotacion y deflexién, obligando a empotrarlo en la viga conjugada para que alli se
presenten corte y momento. En los apoyos interiores de la viga real no hay deflexién, pero la
pendiente debe ser la misma hacia un lado y hacia el otro, por consiguiente, este tipo de apoyo se
debe de reemplazar en la viga conjugada, por una articulacion que brinda momento nulo e igual
fuerza de corte a ambos lados. Cuando se presenta una articulacion en la viga real, el raciocinio
inverso es completamente valido, de ahi que deba de reemplazarse por un apoyo interior en la viga
conjugada.

Puede ser que al convertir la viga real en conjugada, esta (ltima sea inestable, la cual mantendra su
equilibrio inestable al cargarlo con el diagrama M/EI.

Hay que tener en cuenta, que conviene que en todos los casos la viga conjugada sea determinada,

debido a que una viga conjugada indeterminada requerird una viga real inestable.
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PROBLEMA 5.20 Determinar la pendiente 0, y la deflexién méxima para la viga mostrada en la

figura 5.66

T T,
s P

% L y

Fig. 5.66

Solucién:

De acuerdo a las condiciones de extremos (apoyos), convertimos la viga real en conjugada y lo
analizamos ante las cargas del diagrama M/EI, correspondiente a la viga real, tal como se muestra
en la figura 5.67. Notese que la direccién de las flechas de dicha carga M/EI, siempre va hacia el eje
horizontal de la viga en forma perpendicular.

A C B

A&

wl?
R SEI Ris
L/2 , L/2 ,
/ / /

Fig. 5.67

Para determinar la pendiente en A, debemos de aplicar la 1lra proposicién, es decir, debemos de

determinar la reaccién en dicho punto de la viga conjugada, es decir:

2, (wLl?)|L _ _owl
> My =0 = —RA(L){?,(L)(%IH[Z):O o RA—E

De esta manera, se tendra:
wL®
24El

El signo negativo indica que la pendiente va en el sentido horario.

0p=Vy=—R, =

Luego, determinamos la deflexion maxima, la cual debe de suceder en el centro de la viga, es decir,

en el punto C de la figura 5.67, aplicando la 2da proposicion, se obtiene:

LY 2(LYwL)3L wL® (L wL* SwL*
Ymx =Ye =Mc==Rua| S|+ 5| oy |l a5 |5~ | =" 2
2) 3\2)\ 8El \8 2 24E1\ 2 ) 128El 384El
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PROBLEMA 5.21 Determinar la pendiente y la deflexién en el extremo libre de la viga en voladizo,
mostrada en la figura 5.68

I

Fig. 5.68
Solucioén:
Primero convertimos la viga real en viga conjugada y lo sometemos ante el diagrama M/EI de la viga
real, tal como se muestra en la figura 5.69. Una vez mas, se puede notar, que la direccién de las
flechas de la carga M/EI va hacia el eje horizontal de la viga en forma perpendicular a la misma.

2
z

2EIl

o'«

A

3L/4

v y

A 7

v L y

A 7
Fig. 5.69

Luego, aplicamos la 1ra proposicion y determinamos la pendiente en A.
1, (wl?) wL
A =Ra=5 )(ZEIJ 6EI

Como es positivo, la pendiente va en el sentido antihorario.

Posteriormente, aplicamos la 2da proposicion y determinamos la deflexiéon en A.

wL® (3L wlL*
=M, =—— | |==""1]
Ya=Ma 6EI(4J 8EI
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PROBLEMA 5.22 Determinar la deflexion maxima en la viga mostrada en la figura 5.70

20kN 20kN 20kN

" 2m " 3m : 3m " 2m g
A A /A /A /
Fig. 5.70

Solucioén:
Una vez mas convertimos la viga real en viga conjugada y lo cargamos con el diagrama M/EI de la

viga real, tal como se muestra en la figura 5.71, la cual se ha dividido en tres figuras geométricas

O @Aq
g

A \
!
@

regulares.

——
11/3 v

Fig. 5.71
Aplicamos la 2da proposicion y determinamos la deflexion maxima, la cual sucedera en el punto C de
la figura 5.71, debido a que la viga es simétrica.

285 1(60 11 60 1(30 890
Ymx =Yc =M¢ = _3(5) + Z(EIJ(Z)(SJ + (Hj(3)(1,5) + Z(EIJ(S)(:L) =T

PROBLEMA 5.23 Resolver la viga mostrada en la figura 5.72, si es de seccién constante.

T I
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Solucioén:
Determinamos el grado de indeterminacion de la viga:
GlL=6-3=3
La viga es tres veces hiperestatica.
Primero, aplicamos el principio de superposicion de cargas, convirtiendo la viga hiperestatica en dos

vigas isostéticas y luego, analizamos cada viga como una viga conjugada en forma separada, tal

como se muestra en la figura 5.73

T T @QA A)

L L , , L ,

A

AN
" =
@

== NANNNAN

s

=
N
=

M/EI

J4Vevestiibeveiy

mnu

W_L2
8El
Fig. 5.73
Ahora, regresamos al esquema inicial, convirtiéndolo la viga real de la figura 5.72 en viga conjugada,

de acuerdo a las condiciones de extremos (tabla 5.2), sometida a la suma de las cargas de la figura

5.73, quedando la viga con sus cargas, tal como se muestra en la figura 5.74

M

wl?
8EI
Fig. 5.74
Como el apoyo B es empotrado, su pendiente y deflexion seré igual a cero, es decir:
2, (wl? )L} (M L wL?
=M,=0 = W) =l = |- = (L) =|=0 M=-—
Ye =Me {3( )(8EI ﬂ(zj [EJ( )[2j 12

Con el resultado obtenido, determinamos las otras reacciones y graficamos los diagramas de fuerza

cortante, momento flector y refuerzo, tal como se muestra en la figura 5.75
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2
wl? wi?
: (W)
wlL?
24
— < REFUERZO
Fig. 5.75
PROBLEMA 5.24 Resolver la viga mostrada en la figura 5.76, si es de seccién constante.
kN
10kN/m =0
Aiuuuuia |
, 4m y 2Zm , 2m
A A A A
Fig. 5.76
Solucioén:

Determinamos el grado de indeterminacion de la viga.

Gl=4-3=1

La viga es una vez hiperestatica.
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Primero, convertimos la viga hiperestatica de la figura 5.76, en isostatica, aplicando una vez mas el

principio de superposicion de cargas. Para ello, eliminamos el apoyo central y lo reemplazamos por
su reaccién Vg, analizando cada viga conjugada en forma separada y sometida a las cargas M/EI

de las vigas reales correspondientes, tal como se muestra en la figura 5.77

10kN/m SOKN
ALYYVYVYVYVYVWYB l c @ A B C
5Ch 1. #
¢ 4m o 2Zm , 2m
A 7 7 A
2V
El

90 95
El B
Fig. 5.77
Ahora, regresamos a la viga real de la figura 5.76 y lo convertimos en viga conjugada, pero sometida

a las cargas de la figura 5.77, quedando como se muestra en la figura 5.78

4/3 ,2VB
El

1 \\
\ 4 BVVV
A A A A A A
®
e~

250-4Vg 90 95 270-4Vg
= El El = — =
El 3/2 El
——=—f

Fig. 5.78

Como el apoyo central es movible, entonces su deflexién seré cero, quedando asi:

250 -4V, 2(90 3) 1(2V, 43
om0 = o2 Fea )3 B Jols) e

De donde:

V, = 60kN
En base al resultado obtenido, determinamos las otras reacciones y graficamos los diagramas de

fuerza cortante, momento flector y refuerzo, los cuales se muestran en la figura 5.79
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50N
10kN/m l

ALYYYYYYYYYYYB

4 4m 4 2m , 2m
A
Va=12,5kN V=60kN Ve=17,5kN
325
12.5
1,25m . (kN)
—— 170
215
30

kN.m
7,81 ( )

< S — " REFUERZO

Fig. 5.79
PROBLEMA 5.25 Resolver la viga mostrada en la figura 5.80, si es de seccién constante.

60kN 100kN  30kN
7
y

S

}

’ 3m , 2m ’ 2m , 3m
/A A A /A A
Fig. 5.80

Solucion:
Determinamos el grado de indeterminacion de la viga.
GlL=6-3=3
La viga es tres veces hiperestatica.
Aplicamos el principio de superposicion de cargas, convirtiendo la viga hiperestatica de la figura

5.80, en dos vigas isostaticas, tal como se muestra en la figura 5.81; las cuales estan sometidas a la
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accion de las cargas correspondientes al diagrama M/EI de la viga real. Notese que los momentos en

Ay B son diferentes, debido a que en este caso la viga de la figura 5.80, en cargas no es simétrica.
60kN 100kN  30kN

e S

2)

y 3m y 2m y 2m y 3m y v 10m
y 7 7 7 7 )
EI
Mg
E
385
Fig. 5.81

Luego, regresamos a la viga real de la figura 5.80, convirtiéndolo en viga conjugada y sometida a la
accion de las cargas M/EI de la figura 5.81, quedando tal como se muestra en la figura 5.82

Ma
|
Mg

El

303 267
El 385 El

El

Fig. 5.82

Como el apoyo A de la viga real es empotramiento perfecto, se tendra que su deflexion en dicho

apoyo, debe ser igual a cero, esto es:

ya=M,=0 = ;[303}3)(2) [3°3j(2)(4) [fj(z)[fj [267j(2)(6)

118 267 . 1M, —M, 10 _
2( j( )( ] 2( j(3)(8) ( = J(lo)(5) Z(EI j(lO)( 3j

16,67/M , +33,33M, =10765 ()

De donde:

En el otro extremo, es decir en el apoyo B, se cumplird lo mismo, es decir que su deflexion sera igual

a cero.
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Yo=Mg=0 = ;(303}3)(8) (303j(2)(6) (ﬂ(z)[lgj [267j<2)(4)+

1(118 1( 267 . 1(M, —M, 20)
2( j( )( j 2( j( 3)(2) - (EI j(lO)(5)—2( £ J(lo)(sj_

De donde:
33,33M, +16,67/M; =11185 (b)
Resolvemos las ecuaciones (a) y (b), obteniendo:
M, =2321kN.m
My =206,9kN.m

En base a los resultados obtenidos, calculamos las otras reacciones y graficamos los diagramas de

fuerza cortante, momento flector y refuerzo, tal como se muestra en la figura 5.83

60kN 100kN  30kN

232,1kN.m l l
(7 7))

206,9kN

éA
t 3m , 2m y 2m y 3m t
1 N A A 1
103,52kN 86,48kN
103,52
J# 4352
56,48
86,48

e = REFUERZO

Fig. 5.83
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CAPITULO 6
METODOS ENERGETICOS

6.1 ENERGIA POTENCIAL DE DEFORMACION

6.2

En forma general, el trabajo de las fuerzas externas es:

(6.1)

Donde:

P, - fuerza generalizada

d, - desplazamiento generalizado

Recordamos, que la accion de un momento genera un desplazamiento angular (pendiente) y la
accion de la carga puntual un desplazamiento lineal (deflexién o alargamiento).
La férmula para determinar la energia potencial de deformacion es:

NZ%ds M?ds Vids T?ds
V= ZI Z! 2El ij2GA IZGIp(t) ©2

Donde:
k - coeficiente de forma de la seccion transversal (igual a 6/5 para seccion rectangular, 10/9 para
seccion circular y 1 para seccion |, en la que para calcular el area solo se considerara el area del

alma)
En la ecuacion 6.2, la primera parte corresponde al efecto de traccion o compresién; la segunda, a
flexiébn por momento flector; la tercera, a flexién por fuerza cortante y la cuarta a torsion.
Cuando se trata de flexion, el efecto de la fuerza cortante es pequefio en comparaciéon con la
ocasionada por el momento flector, es por ello que se puede despreciar su efecto.
METODO DEL TRABAJO VIRTUAL
Denominado también Método de la integral de Mohr 0 Método de la carga unitaria ficticia, el cual nos
permite determinar los desplazamientos lineal y angular para vigas, poérticos, arcos y armaduras.
Para flexion de barras lineales o curvas de pequefia curvatura, la integral de Mohr tiene la forma de

la ecuacion 6.3, donde no se considera la influencia de las fuerzas de corte.
_ ZI M M ds 6.3)
Donde:
0 - desplazamiento requerido (lineal o angular)
M - momento flector debido a la accion de las cargas reales
M, - momento flector, debido a la accién de la carga unitaria P =1 o momento unitario m=1,

aplicados en el punto donde se desea calcular el desplazamiento lineal (carga unitaria en dicha
direccién) o angular (momento unitario)
El -rigidez de la barra

ds - elemento diferencial de la longitud de la barra
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En caso, que se requiera considerar el efecto de la cortante, el desplazamiento se calculara por la

férmula 6.4
MM, ds VV,ds
d= — T4y kK L (6.4)
Z:[ El Z -£ GA
Donde:
V, - cortante debido a la accionde P=10 m=1
Cuando se trata de armaduras se aplicara la ecuaciéon 6.5
NN, L
&= ! (6.5)
Z EA

Donde:
N, - fuerza axial o normal, debido a la accién de P =1 en el punto y direccién requerida
Para barras, cuyos tramos sélo estan expuestos a torsion, se aplicara la ecuacién 6.6

3 TT.ds
S = Z! ol (6.6)

Donde:
T, - momento torsor, debido a la accién de la carga o momento unitario ficticio

Para el caso de vigas y porticos, la integral de Mohr se puede calcular en forma aproximada por el

Método de Vereschaguin o de Simpson-Kornoujov.

METODO DE VERESCHAGUIN. Para multiplicar dos diagramas M; y M;, siendo M; un diagrama

no lineal o lineal y Mj lineal, se tendra:

CG(M))

B J- M;Mds B AREA,, -yf/lGj(Mi) _ AREAMj Ywm,
. El El El

(6.7)

Donde:

AREA,, - area del diagrama M,

AREAMJ_ - area del diagrama M

yf,,Gj(M‘) - ordenada en el diagrama M i debajo del centro de gravedad del diagrama M;
yf,,?(M‘) - ordenada en el diagrama M, debajo del centro de gravedad del diagrama Mj

Cuando se tiene varios tramos, se aplicara la sumatoria de cada uno de ellos.

Para aplicar el Método de Verschaguin serd necesario tener en cuenta que:

1. Los diagramas de momento flector deben ser divididos en tramos, de tal manera, que por lo
menos un diagrama es lineal y la rigidez constante.

2. La multiplicacién de los diagramas sera negativo, si ambos diagramas tienen signos opuestos o
se encuentran en diferentes lados, respecto al eje de calculo.

Las areas y ubicacion del centro de gravedad de figuras geométricas conocidas, se muestran en la

tabla 5.1
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METODO DE SIMPSON-KORNOUJOV. Se aplica para multiplicar dos diagramas M, y Mj, siendo

ambos curvos o uno curvo y el otro lineal variable, tal como se muestra en la figura 6.1

. @

§ fe
Yy
. W)
g
le L/2 N
"
le L .
P N
Fig. 6.1

De esta manera, la ecuacion para determinar la deflexion o pendiente en un punto determinado, se
calculara por medio de la formula 6.8

M.M .ds L
o= 1= fg +4f g +f 6.8
i': EI 6E| ( |g| cgc dgd) ( )

Donde:

fi y g, -ordenadas en el lado izquierdo de los diagramas M, y I\/IJ-
f. y g, - ordenadas en el centro de los diagramas M, y M;

f, y g4 - ordenadas en el lado derecho de los diagramas M, y M;

En la multiplicacion de diagramas, se consideran los signos en las ordenadas de ambos diagramas,
siendo positivo (+) si estan al mismo lado y negativo (-) si estan en sentidos opuestos, respecto al eje
de la barra.

En caso se tengan varios tramos, se aplicara la sumatoria de dichos tramos, teniendo en cuenta que
método sera el mas sencillo y rapido de aplicacion.

PROBLEMA 6.1 Determinar la deflexion vertical en el extremo libre A de la viga en voladizo

mostrada en la figura 6.2, si E = 20G

P
l 4Pb
7
2
X E IZb
b
‘_
) 8b , b 4
A A A
Fig. 6.2
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Solucioén:

Como nos dan la relacion entre los médulos E y G, entonces debemos de analizar el efecto de
flexiébn por fuerza cortante y momento flector, graficando los diagramas de fuerza cortante y
momento flector para la viga sometida a la accion de las cargas reales y la otra viga sometida a la

accion de la carga unitaria aplicada en el punto A de la viga y en sentido vertical, tal como se
muestra en la figura 6.3

P 1
l 4Pb l
(¢ 7
* L F * 7
G 8b . 4b 7 v 8b y 4b
A A A A A A
P 1 12b
10b__1
’8Pb 6Pt_)__,8—Pb N
mmm il MMTHTH@T
Fig. 6.3

Ahora, calculamos la deflexién vertical en A, a través de la formula 6.4 y aplicando los métodos de
Vereschaguin y Simpson-Kornoujov.

Wids 1 11
A=080 =k 1d =—|—.12bP.1|+=.=.8b.8Pb] ~.8b |+
N R L L

GA

4b

3
+ a[4F>b 8b + 4.6Pb.10b + 8Pb.12b] = 72PD | 2496PD

6El

72Pb  2496Pb’ _144P 624P _768P |
e E pop 6Eb(122b) bE ' bE  bE

A

Como el resultado es positivo, indica que la orientacién de la deflexidn vertical es la misma que la
carga unitaria de la figura 6.3, es decir, hacia abajo.
PROBLEMA 6.2 Determinar la deflexion y pendiente en el extremo libre de la viga en voladizo

mostrada en la figura 6.4, si es de seccién constante.

P
A B
L
« >
Fig. 6.4
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Solucioén:

Analizamos la deflexién en A, graficando ambos diagramas, primero el diagrama M, cuando esta
sometida a la carga real (figura 6.3,a) y segundo, el diagrama M, el cual se obtiene cuando la viga

esta sometida a la accion de una carga unitaria en el sentido y direccion deseado, tal como se

muestra en la figura 6.5,b

a) b)
| ; | ’
L
2L/3
L/3
L L o

Fig. 6.5
A través de los diagramas y aplicando el método de Vereschaguin, determinamos la deflexion

vertical en el punto A.
3
Y, =00 :JM:LE L_L_zil‘zi
L El El 2 3 3El
El signo (+) indica que la deflexién va en la misma direccién que la carga unitaria, es decir, hacia

abajo. Por ello, la direccién de la flecha (J«) orienta la direccion de la deflexion.

a)
1
g
7
2 L o
b) 1
o ®
Fig. 6.6

Luego, analizamos la pendiente en dicho punto, aplicando un momento unitario, tal como se muestra
en la figura 6.6,a y el diagrama debido a la accion de dicho momento, que se muestra en la figura
6.6,b

De esta manera, determinamos la pendiente en el extremo libre de la viga en voladizo, aplicando una

vez mas el método de Vereschaguin.
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0 —j'v”v'ldx—l1F>|_|_1—p"2
A El El'2° 7 2El

L
Una vez mas, el signo (+) indica la orientacion de la pendiente es correcta, es decir en sentido

antihorario.
PROBLEMA 6.3 Determinar la deflexion en el centro de la viga y la pendiente en el apoyo derecho

de la viga mostrada en la figura 6.7, si es de seccién constante.

P PL/2

A l B
/% ’ L/2

" L/2 ” 9
A 7 7
y L y
A 7

Fig. 6.7

Solucioén:
Para determinar la deflexién en el centro de la viga, aplicamos una carga unitaria en dicho punto en

forma vertical y multiplicamos el diagrama M (debido a cargas reales) por el diagrama M, (debido
a la carga unitaria), cuyos esquemas de cargas y diagramas, se muestran en las figuras 6.8,ay 6.8,b

respectivamente.

P PL/2

a) l
n o
1

L/2 ,

PL/2

//% L

/IV L/2 /IV /IV
' Q)
L/4
Fig. 6.8
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De esta manera, determinamos la deflexion vertical del punto C, a través del método de
Vereschaguin.
MMdx 1 {1 PL L 2(Lj PL L(l LH_SPB .

=— == E ==
El El 4 2 2\2 4 96El

=8¢ =
ycvl 2°2°2'3

Posteriormente, analizamos la pendiente en el apoyo derecho, es decir en el punto B. Para ello,

aplicamos un momento unitario y graficamos el diagrama M, tal como se muestra en la figura 6.9

Fig. 6.9

Para determinar la pendiente en el punto B, aplicamos el método de Vereschaguin.

MMdx 1 {1 PL L(Z 1) 1(1 1JL PL}_llPLZ

222

32

El signo (+) indica que la orientacion de la pendiente es en el mismo sentido que el momento

2

] .

L

2" 2 | 48El

unitario, es decir en sentido antihorario.
PROBLEMA 6.4 Determinar la deflexién en el centro de la viga mostrada en la figura 6.10

f f
El 2El El
¥ L/4 ¥ p L/4 y
/A L l/
A 7
Fig. 6.10

Solucion:
Primero, graficamos el diagrama M, debido a la accion de las cargas P, tal como se muestra en la
figura 6.11

Luego, graficamos el diagrama M, debido a la accién de la carga unitaria, aplicada en el centro de

la viga, tal como se muestra en la figura 6.12
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El 2El El

4 L/2 , L4 3

o>

PL/4 PL/4
Fig. 6.11
1
C
) L/2 , L/2 4
/I A
Y2 V2
T ©
I i I
L/8 I L/8
L/4
DL SO VN V. RO 2N
Fig. 6.12

Ahora, determinamos la deflexion vertical en el punto C de la viga, considerando, para ello, el cambio
de rigidez que existe en la parte central de la misma, aplicando la simetria y el método de
Vereschaguin.

yCZSSZJ. 38

L

MMdx (1 1PLL(2 LY 1 1(L L)L PL] 13U
El 1El'2 4 4 2E1'2\8 4)4 4 | T768El
PROBLEMA 6.5 Determinar la deflexion vertical y la pendiente en el punto C de los porticos

mostrados en las figuras 6.13,ay 6.13,b

P
w
a) S b) Y.V VYV V V. VY S
El C El C
El h El h
77777777 B 77777777 sl
h/2 h/2
4 7 A

Fig. 6.13
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Solucioén:
CASO a):

Primero, analizamos la deflexién vertical en el punto C, graficando los diagramas M y M, debido a

la accién de la carga real y carga unitaria en el sentido requerido, tal como se muestra en las figuras

6.14y 6.15
l PthﬂTfFrrm\

h  Ph2 @

h h/2 @

77777777 =8
h/2
f———A
Fig. 6.15
Ahora, determinamos la deflexion vertical en el punto C.
MMdx 1 1 Ph h(2 hj 1 Ph, h _7Ph°

=8y = — = S
yCV-L[EI El'2"2 2132

+——NnN—-—=—
El 2 2 24El

Luego, analizamos la pendiente en el mismo punto C, aplicando un momento unitario en el

mencionado punto, tal como se muestra en la figura 6.16

Determinamos la pendiente en el punto C.

2
MMdx 1 1Phh, 1 Ph . _5Ph

o =[MMdx_ 1 1Phh, 1 Ph,, o
El El 2 2 2 El 2 8El

L

El signo (+), indica que el sentido de la pendiente es el mismo que el momento unitario, es decir en
sentido horario.
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77777777 oS
h/2
f—

Fig. 6.16

CASO b):
Anédlogamente, calculamos la deflexion vertical en el punto C, graficando los diagramas M y Ml,

debido a la accidn de la carga real y la carga unitaria en el sentido requerido, tal como se muestra en
las figuras 6.17 y 6.18

wh?/8

| [ —

2 O,
h wh</8

h h/2 @

h/2
Fig. 6.18
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Determinamos la deflexién vertical en C.

MMdx 1 1 wh? h(?, hj iwhzhh_9wh4

=85 == 2 2 e T h =
yCVJL.EI EI'3" 8 214'2) EI' 8 "'2 128El

Luego, determinamos la pendiente en el punto C, aplicando un momento unitario en dicho punto y

graficando el diagrama M, tal como se muestra en la figura 6.19

1 1 wh® h 1 wh® 7wh?®

c=—rmee = I e Nl = e
ElI 3 8 2 EI 8 48El

Como el signo es (+), indica que la orientacion de la pendiente es la misma que el momento unitario,

es decir en el sentido horario.

1

)“

Fig. 6.19
PROBLEMA 6.6 Determinar la distancia que se acercaran los puntos A y B, debido a la accién de las

cargas P, tal como se muestra en la figura 6.20. Considerar que la rigidez es constante.

a
’ ‘ v
A
a
A B v
[ i
Fig. 6.20

Solucién:
Graficamos el diagrama M, debido a la accién de las cargas P y el diagrama M, debido a la

accion de las cargas unitarias, aplicadas en los puntos A y B, en el sentido del encuentro, tal como

se muestra en la figura 6.21
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Tal como se puede apreciar, solo se podran multiplicar ambos diagramas M y M, en la barra

horizontal, ya que en ambos casos existen diagramas en dicha barra. Las barras verticales no se
multiplicaran, debido a la inexistencia de diagramas en las mismas zonas. Por ejemplo, el diagrama
de la carga real, tiene diagrama en la parte superior, mas no en la parte inferior y en el otro caso

sucede lo opuesto, siendo su multiplicacion igual a cero en las barras verticales.
P —P

Pa a

Pa Pah @ @
™ )

) =

A B 1 YA B 1
Fig. 6.21
Determinamos la distancia que se acercaran los puntos Ay B.
MMdx 1 Pa’
Spp=|——="Paaa=—
wo=] El El El

PROBLEMA 6.7 Determinar el desplazamiento horizontal en el punto A del pértico mostrado en la
figura 6.22, si E =29.10°Ib/plg® e 1 =3000plg* para todo el portico.
40k 30k

10pie

< 30k—>»|A

10pie
, 10pie 20pie , 10pie
/A A /A /
Fig. 6.22
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Solucioén:
Graficamos los diagramas M y M, , debido a la accién de las cargas reales y la carga unitaria en el

punto Ay en la direccién requerida, tal como se muestra en la figura 6.23

400
40k 300 30k

l 100 l o0
5 o BT

@ ] 1O@T

300 40k 1 0,5

30k

v
v

—30k é»‘_‘]

30k 0,5
Fig. 6.23
Calculamos el valor de la rigidez de la estructura.
El =29.10°.3000Ib.plg* = 0,604.10° k.pie®
Ahora, determinamos el desplazamiento horizontal del punto A del pértico.
23333,33  23333,33

-1 110300.2.10+ 1 300.10.10- 20|[100.10+4.2oo.5+0]=

H

El  0,604.10°
84 =0,0386pie = 0,463plg —
PROBLEMA 6.8 Determinar la deflexion vertical en el punto B y la pendiente en C del siguiente

portico, si E = 23000MPa, b =30cm, h =50cm para toda la estructura.
300N/m

vY_V A 4 V.V V. V. V. V V. Y VvYvY V7C>

B ; <
200N/m
4m
A =<
? 3m , 5m y
A A A

Fig. 6.24
Solucion:
Determinamos las reacciones en los apoyos, por medio de las ecuaciones simples de la estética,

cuyos resultados se muestran en la figura 6.25
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> M, =0 =  200.5.2,5+300.555-V,..8=0
V. =1343,75N T

>'F, =0 =V, +1343,75-300.5-200.5.5en37° =0
V, =756,25N T
Y F. =0 =  —H, +200.5.c0s37° =0
H, =800N «
300N/m
vV V A\ 4 vV V. VYV VvV V VvyVYVY VY VC Sc
B
A
200N/m
4m
1343,75N
53°
AX+—=— 800N sk
t 3m " 5m 7
/| A A
756,25N
Fig. 6.25

Ahora, graficamos el diagrama de momento flector del pértico sometido a la accién de las cargas

reales, el cual se muestra en la figura 6.26

A VA A A

LLLLLLLLLL
L2 L L L L L L
eLZLLL

2421,875

N
\\
N

2109,375

Fig. 6.26
Luego, calculamos la deflexion vertical en B y la pendiente en C, en forma separada, aplicando la
carga vertical y momento unitario y graficando sus diagramas correspondientes, los cuales se

muestran en las figuras 6.27 y 6.28
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DEFLEXION VERTICAL EN “B”:
1

a) l

0,375
0,625
Fig. 6.27
Para multiplicar los diagramas, aplicamos el método de Simpson-Kornoujov.

Ve = % [4.2109,375.0,9375 + 2968,75.1,875] + % [1,875.2968,75 + 4.0,9375.2421,875]

(o BBTS | BTS 50610+ ~033mm 4
El 5 0,3.05°

23000.10°.
El signo (+) indica que la deflexion vertical va hacia abajo, concordando con la orientacion inicial
planteada, es decir lo mostrado en la figura 6.27,a.
PENDIENTE EN “C”:
a) 1

0,125
0,125
Fig. 6.28
Una vez més aplicamos el método de Simpson-Kornoujov.
5) 5}

O = oo [4.0,1875.2109,375 + 0,375.2968,75] + el [0,375.2968,75 + 4.0,6875.2421,875]

_B72398 8723958 514,10 rad = 0,007°

El 23000.10°, 930"

eC

Como el signo es (+), indica que la orientacién de la pendiente, es la misma que el momento unitario

de la figura 6.28,a
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PROBLEMA 6.9 Determinar la deflexién vertical en el nudo D de la armadura y el desplazamiento

horizontal en el apoyo F. Los numeros encerrados en circulos son las areas de cada barra,

expresados en plg®. Considerar E = 29.10°Ib/plg?® para toda la estructura.

20k 30k
4o ©
VW& 15pie
B F
D
m @ | @®
S0k
, 20pe  20pie ,  20pie | 20pie
A 7 A A A
Fig. 6.29

Solucién:

Para el caso cuando el &rea es 2p Ig2 se tendra:
EA, =29.10°.2 =58.10°Ib = 58000k
Cuando el area es 4plg ? sera:

EA, = 29.10°.4 =116.10°Ib = 116000k
Luego, determinamos las fuerzas internas para la armadura cargada (diagrama N) y cuando esta
sometida a la carga unitaria aplicada en el nudo D y en la direccién requerida (diagrama N,), tal

como se muestra en la figura 6.30
20k 30k

14 100 ‘l . 1,33 R
79,17 4583 375 W\ )(m/( = mE ‘w&
m | 0 | Aok

63,33 ﬁ 0,67 0,67

T 50k T T 1 T
47,5k @ 52,5k 0,5 @ 0,5

Fig. 6.30

NN, L 1
3y = L= 63,33.0,67.40 + 70.0,67.40 + (—87,5)(~0,83)(25) + (—100)(~1,33)(40) +
v=> A 116000[ (-87,5)(~0,83)(25) + (~100)(~1,33)(40)
1

+(~7917)(-0,83)(25) |+ 58000

Ahora, analizamos el caso del desplazamiento horizontal del apoyo F, siendo necesario aplicar la

[45,83.0,83.25 + 37,5.0,83.25] = 0,1363pie = 1,636pIg ¥

carga unitaria en el apoyo y direccién requeridos, tal como se muestra en la figura 6.31
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1« >¢ >< > 1
% 1 1 @.

Fig. 6.31
NN, L 1
5': — 1 —
=2 EA 116000

PROBLEMA 6.10 Determinar la deflexién vertical en el nudo H de la armadura mostrada en la figura

[63,33.1.40 + 70.1.40] = 0,046pie = 0,552plg —

. . . ‘ 2
6.32, si los numeros encerrados en circulos son las areas expresadas en plg° vy

E =29.10°Ib/plg?

— §>B @ i
1spie] @] @

€)

S %C @

v
20k 20k 20k

,  20pie v 20pie |, 20pie y
A 7 / A
Fig. 6.32

Solucioén:

Determinamos las fuerzas internas en todas las barras de la armadura, debido a la accién de las

cargas reales (diagrama N) y ante la carga unitaria en el nudo y direccion requerida (diagrama N,),

tal como se muestra en la figura 6.33
60k

160k —— N >

160k— N>

214



Luego:
EA, =29.10°3=87.10°Ib = 87000k
EA, =29.10°4 =116.10°Ib = 116000k

8y = #
116000
+(82,44)(4,12)(20,62) + (82,44)(4,12)(20,62)| = 0,462pie = 5,544plg

PROBLEMA 6.11 Determinar los desplazamientos vertical, horizontal y total del punto B del arco

[(-119,97)(~4)(20) + (~119,97)(~4)(20) + (~79,98)(~4)(20) + (164,93)(4,12)(20,62) +

metalico mostrado en la figura 6.34, si E = 2.10°kgf /cm?

400kgf
SECCION
B
=0,8m
d=8cm
—A
D C
V////4
Fig. 6.34

Solucién:

Determinamos las ecuaciones de los momentos para un punto F del arco, para los casos, cuando
esta sometido a la carga real P y el otro caso, cuando esta sometido a la carga unitaria en el sentido
vertical en el punto B, tal como se muestran en las figuras 6.35 y 6.36

CASO CARGA REAL:

M = —PRseno
ds = Rd¢o
0<op<m/2




CARGA UNITARIA VERTICAL:

M, = —Rseng
ds = Rd¢o
0<op<m/2

Luego:
nl2 _ _ 3 3
5° ZJ-MMlds _ J- (-PRsenop)(—Rseno) Rdo = mPR” _ n.400.0,8 —4.10°m
s Bl El 4Bl 42100100 " 8410
64
8% =4mm |

Ahora, analizamos el desplazamiento horizontal en el mismo punto B, aplicando una carga unitaria
en el punto y direccién requerida, tal como se muestra en la figura 6.37 y determinamos el valor de
su desplazamiento, multiplicando los diagramas de las figuras 6.35 y 6.37
CASO CARGA UNITARIA HORIZONTAL:
M, =-R(1-cos o)
ds = Rd¢o
0<op<mn/2

>: R(1-cos®)

Rcoso
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/2 _ - _ 3 3
55 = (MM T ( PRseng)[-R(L-cosg)] o _ PR _ 400.08
S El 2El

El 22.10°10* " 8108
64

0

85 =2,55.10°m = 255mm —

El desplazamiento total lo determinamos en base al diagrama de desplazamientos, mostrado en la

figura 6.38 y el angulo que forma con la vertical.

Fig. 6.38

58 = /(68 +(68 ) = /4% +2,55% = 4,74mm

255

tga a = 32,52°

PROBLEMA 6.12 Determinar el desplazamiento vertical y el angulo de giro en el extremo libre B del

arco mostrado en la figura 6.39, donde la carga W va dirigido hacia el centro C del arco.

Fig. 6.39

Solucién:
Analizamos el arco, a través de una fuerza elemental dV (figura 6.40), que actda en el tramo del

elemento de longitud ds.
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Determinamos la fuerza elemental dV :

dV = wds = wRda

El momento flector que origina esta fuerza respecto al punto F, que forma un angulo ¢ con la
vertical es:

dM = —dV[Rsen(¢ — o) | = ~wRda[Rsen(¢ — o)) | = ~wR2sen (¢ — a)do

Luego, integramos y obtenemos:

a=g
M = —wR? Isen(@ — o))do = —~WR?(1—c0s ¢)

a=0
Ahora, analizamos el caso de la carga unitaria vertical en el punto B, tal como se muestra en la figura
6.41, cuyos valores del momento en un punto cualquiera F es:

M, = —Rseng

Fig. 6.41

De esta manera, el desplazamiento vertical en el punto B sera:

5 :J-MII\E/:lds _ rcj_z [_wRZ(l—cosq))I— Rsen(p] Rde = V\L‘HJ,

S

El 2El

0
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6.3

Para el caso de la pendiente en el punto B, aplicamos un momento unitario, tal como se muestra en
la figura 6.42, siendo el valor del momento en un punto cualquiera F igual a M; =-1,

determindndose mediante la multiplicacién de los diagramas de las figuras 6.40 y 6.42

C.

Fig. 6.42

B “/2[—WR 1- cos<p)]( D q WR? (1t
e s

El 2

Como el signo es (+), indica que la orientacion de la pendiente es la misma que el momento unitario.

TEOREMAS DE CASTIGLIANO

En 1876, Alberto Castigliano enuncié un teorema que permite encontrar cualquier componente de
deflexion de una estructura a partir de la energia de deformacion de la misma. Al aplicarlo a las
reacciones redundantes de una estructura indeterminada, se obtiene un corolario que se conoce
como Segundo Teorema de Castigliano.

PRIMER TEOREMA. La componente de deflexién del punto de aplicaciéon de una accién sobre una
estructura, en la direccién de dicha accién, se puede obtener evaluando la primera derivada parcial

de la energia interna de deformacidn de la estructura con respecto a la accion aplicada.

Ap = % (6.9)
oP
Si el signo de la respuesta da negativo, quiere decir que la deflexion es opuesta al sentido de la
accion con respecto a la cual se tomo la derivada. Si se quiere averiguar la deflexién en un punto
donde no hay aplicada ninguna accion, o en una direccion distinta de la accion aplicada,
sencillamente se aplica una accién imaginaria en el sitio y direccién deseados hasta encontrar la
derivada parcial de la energia de deformacion; luego la accién imaginaria se iguala a cero.

Si se quiere averiguar una deflexion lineal en una armadura, se aplicara la formula 6.10

0
A S E 6.10
F G‘P ( j (640

Las deflexiones lineales por flexién se calculan mediante la formula 6.11
M?2dx M dx
Ang d :J’Ma—i (6.11)
oP< 2El oP ) El
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Cuando soélo se considera el efecto de corte, la deflexion se calcula por la formula 6.12

2
P=ik de:kj'vyd—X (6.12)
oP 2GA oP JGA
En el caso que se considere sélo el efecto de torsion, se aplicara la férmula 6.13
2
p = i 71- dx = T(@Tjdx (6.13)
oP ZGIp(t) oP Glp(t)

En el caso que se desee aplicar todos los efectos posibles que surgen en la estructura, simplemente
se aplicaran las formulas 6.10 — 6.13, considerando el Principio de superposicion, es decir, la suma
de los efectos parciales, dependiendo de las fuerzas internas que surjan en la estructura.

Si se quiere averiguar pendientes, en el lado izquierdo de las expresiones anteriores se escribird 0 y
las derivadas parciales se tomarian con respecto a un momento aplicado en el punto de la pendiente
deseada.

SEGUNDO TEOREMA. La derivada parcial de la energia interna de deformacién de una estructura
cargada, con respecto a un componente de reaccién, es igual a cero.

En cualquier estructura indeterminada sometida a carga, los valores de las redundantes deben ser
tales que hagan minima la energia total interna de deformacién elastica que resulta de la aplicacion

del sistema de cargas dado.

Si X;,X,,....,X, son las incognitas redundantes, la condicién de minimo hace que:

W _g
oX,

——=0 (6.14)

Este teorema proporciona ecuaciones adicionales a las de equilibrio estético, lo que, en general,
permite resolver todo tipo de estructuras hiperestaticas.

PROBLEMA 6.13 Determinar la deflexién vertical en el nudo C y el desplazamiento horizontal en el
apoyo D de la armadura mostrada en la figura 6.43. Considerar que E = 2.10°MPa vy las areas de
las barras AB, AC, CD y BD es 300cm? vy el area de la barra BC es 200cm”?

Solucion:

Primero, analizamos la deflexién vertical en C, aplicando en forma adicional una carga P en el mismo
sentido que la carga 100kN y determinamos las fuerzas internas en todas las barras de la armadura,

tal como se muestra en la figura 6.44, llenando los valores en la tabla 6.1

Asimismo, calculamos la rigidez de la armadura:

EA,,, = 2.10°.10°.200.10* = 4.10° N = 4.10°kN
EA,,, = 2.10°.10%.300.10 " = 6.10° N = 6.10°kN
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S
4m
A C D .I_
v
100kN
y 6m v 6m v
A 7 7
Fig. 6.43
60
—>
X1 00+P
60
< P— >—¢
0,75P+105 0,75P+105
v
100+P
30+0,5P 70+0,5P
Fig. 6.44
Tabla 6.1
L
BARRA L EA EA Foy oF o, . oF L
(m) (kN) (m/kN) oP oP EA|,_,
AB 7,21 6.10° 1,2.10°% | —(0,9P +54,08) -09 58,41.107°
AC 6 6.10° 10°° 0,75P +105 0,75 78,75.10°°
BC 4 4.10° 107° P +100 1 100.107°
BD 7,21 6.10° 12.10° | —(0,9P+126,19) -09 136,29.10°°
CcD 6 6.10° 10°° 0,75P +105 0,75 78,75.10°°
> =452,20.10"°

De esta manera, el desplazamiento vertical del nudo C de la armadura sera:

8S =452,20.10°m = 0,452mm {
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Ahora, analizamos el caso cuando la carga P esta aplicada en forma horizontal en el apoyo D, tal
como se muestra en la figura 6.45. Luego, efectuamos el mismo proceso que en el caso anterior, es

decir, llenando los valores en la tabla 6.2 y calculando el desplazamiento horizontal del apoyo.

v
100
30 70
Fig. 6.45
Tabla 6.2
L
BARRA L EA EA F(P) 0 F(P) F % L
(m) (kN) (m/kN) oP oP EA|._,

AC 6 6.10° 10°° P+105 1 105.10°°
CD 6 6.10° 10°° P +105 1 105.10°°

> =210.10"°

8 =210.10°m=0,210mm —
PROBLEMA 6.14 Determinar la pendiente en el apoyo A y la deflexiéon en el centro de la viga,

mostrada en la figura 6.46. Considerar E = 20000N/mm?, b =300mm y h = 400mm

JIITII B
? . w

Fig. 6.46

Solucién:
Para determinar la pendiente en el apoyo izquierdo (punto A), aplicamos un momento ficticio M y

determinamos sus reacciones y momentos en cada tramo de la viga.
En este caso, dividimos la viga en dos tramos, tal como se muestra en la figura 6.47, determinando

previamente la rigidez de la viga.
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E = 20000N/mm? = 2.10"kN/m?®

. 03.04°
12

El =2.10".1,6.10° = 3,2.10°kN.m?

=16.10"°m*

M 25kN/m

ALY VVVVVY

ﬁ I I

Of¢
—‘&—F%m

t 4m » 4m
4 /N
75-M/8 25+M/8
Fig. 6.47

TRAMO | (0<x <4)

2
M, =[75—ij+|v|—25x
8 2
oM, __ X4
oM 8

TRAMO Il (4<x<8)

M, = [75—|\;jx +M—100(x — 2)

oM, _ X 1
oM 8
Luego:
. 8
0, = ElID (75x —12,5x*)(1 - 0,125x)dx + j (75x —100x + 200)(1—0,125x)dx | = 299:,2
0 4
0, = 299’24 = 0,00935rad
3,2.10

Como el signo es (+), indica que la pendiente va en el mismo sentido que el momento ficticio, es

decir, en sentido horario.
Ahora, analizamos el caso de la deflexion en el centro de la viga, aplicando, para ello, una carga

vertical ficticia en dicho punto, tal como se muestra en la figura 6.48
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P
25kN/m J

RERRRRRR
/% C

4m & 4m

Av»%m

75+0,5P 25+0,5P
Fig. 6.48
TRAMO | (0<x <4)

2
M, = (75+0,5P)x — 22X

oM, =0,5x
P

TRAMO Il (4 <X <8)
M, = (75+0,5P)x — P(X — 4) —100(x — 2)

al\/F|>,, =05Xx—x+4=-05x+4

Luego:

1]t 8 668,80 668,80
= = | [(75% —12,5%2)(0,5x)dx + [ (75x —100x + 200)(4 — 0,5X)dx | = ———— = >
Ye=g, [ j ( )(0.5%) j ( X ) } B "3210°

Y =209.10*m = 20,9mm 4
PROBLEMA 6.15 Determinar el desplazamiento horizontal en el punto A y el desplazamiento vertical
del punto B del pértico mostrado en la figura 6.49. Considerar E =29.10%Ib/plg® e 1 =1200plg*

para todo el portico.

////4

20pie A& ><
10pie
i B S
vy 20pie
/l | /l
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Solucioén:
Determinamos la rigidez del portico.

El = 29.10°.1200Ib.plg? = 24,17.10*k.pie®
Analizamos tramo por tramo por toda la longitud del pértico, aplicando una fuerza horizontal H en el

punto A en la misma direccién que 20k y una fuerza vertical V en el punto B, tal como se muestra en

la figura 6.50

TRAMO | (0<y<10)

M, =(20+H)y
oM,

oH

oM, 0

oV

TRAMO Il (0<x <20)
M, =(20+H)10—-Vx
oM,
oH
oM,
oV
TRAMO Il (0<z<20)

M,, = (20+H)(10 - z) — 20V

=10

aM 11l

=10—-
oH
6M 1 — _20
oV
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Luego:

60000 60000
El 24,17.10*

84 = Ellrf(ZOy)(y)dy + 19(200)(10)dx + 2!)‘0(200 —20z)(10 - z)dz} =

84 =0,248pie = 2,98plg «

1% 2 40000 40000 .
88 = ~ | [ (200)(—x)dx + | (200 —202)(—20)dz | = — =— =-0,165pie
Y El [! (200)(=) ! ( )20) El 24,17.10°* P
52 =-198plg T

El signo (-) indica que el punto B no se desplaza verticalmente hacia abajo, sino hacia arriba, tal

como lo muestra la flecha.
PROBLEMA 6.16 Determinar el desplazamiento vertical, horizontal y total del extremo libre del arco

mostrado en la figura 6.51, si esta sometido a una carga distribuida W tangente por toda la longitud

del arco.
W

Fig. 6.51

Solucién:
Analizamos el arco a través de una fuerza elemental dP (figura 6.52), que actGa en el tramo del

elemento de longitud ds.

Determinamos la fuerza elemental dP:

dP = wds = wRdoa
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El momento flector en un punto cualquiera F del arco, es decir, cuando el angulo es ¢, lo
determinamos por la expresion:

dM = dP[R — R cos(¢ — o) | = WR2[L— cos(¢p — ar) [dot

Para evitar multiplicaciéon de signos, ya que todos los momentos son negativos, obviamos dicho
proceso, ya que la multiplicacion de dos valores negativos es positiva.

El momento total en dicha seccion se determinara como la suma de los momentos elementales, esto

es:
¢ ¢

M = WRZDda—jcos((p—oc)da} = WR? (¢ —sene)
0 0

Ahora, aplicamos la carga vertical ficticia V en el punto B (figura 6.53), siendo su momento:

M, =V(R-Rcosp) = VR(1—-cosp)

De esta manera, el momento total sera:

M, = WR?(p—seng) + VR (1—cos )

oM,
=R(1-cos
EY, ( 0)
Luego:
17 n?wR*
88 = ~ [|IwR? (¢ —seno)|[R(1-cos ¢)|Rdp = N
v EI![ (¢ —seng) J[R( ¢)JRde oE]

Efectuamos lo mismo para el desplazamiento horizontal, es decir, aplicamos una carga horizontal

ficticia H en el punto B (figura 6.54), siendo su momento:
M, = HRsenp
El momento total para este caso sera:

M, = WR?(¢—seng) + HRseng

T

= Rsen¢g

Luego:

7wR*
2El

8 = ElI]E [WR? (@ - seng) |[RsengRd¢ =
0
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El signo (+) indica que el punto B se desplaza por la horizontal hacia la izquierda, en el mismo

sentido de la carga horizontal ficticia H.

Fig. 6.54

El desplazamiento total se calculara mediante el diagrama de desplazamientos (figura 6.55)

Fig. 6.55
4 4 2 4
5 =65 ) +(68) = WRT I T _ggWRD
El 4 4 El
B
tg€)=8—g=£ -  0=17,66°
Sy

PROBLEMA 6.17 Resolver la armadura mostrada en la figura 6.56, si E = 200000N/mm? vy las
areas de las barras del cordon superior es 10000mm?, del cordon inferior 5000mm? y las

diagonales 8000mm?.

Solucion:
Analizamos la armadura calculando su hiperestaticidad:
GlL=B-2N=11-2(5)=1

Donde:

G.l. - Grado de indeterminacién de la armadura
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B - Numero de barras de la armadura, incluido los apoyos, siendo el apoyo fijo equivalente a dos
y el apoyo mévil a uno.
N - Numero de nudos de la armadura

De esta manera, la armadura es una vez hiperestatica, siendo su hiperestaticidad externa, por ello,

eliminamos una redundante (reaccién horizontal en G) y lo reemplazamos por una fuerza P.

100kN

S50kN 100kN
v 4m v 4m v 4m v
/ /l / /
Fig. 6.56

Calculamos sus fuerzas internas en cada barra, asi como las reacciones en los apoyos (figura 6.57),
reemplazando los valores en la tabla 6.3

100kN

< <
308,4+P 275,07+P 341,73+P

50kN 100kN

79,17 170,83
Fig. 6.57

oW
La hiperestaticidad de la armadura se resolvera cuando se cumpla la condicion —— =0, debido a

que el desplazamiento horizontal en dicho apoyo es cero.
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Tabla 6.3

L EA Fe) OF) F * L
BARRA (m) (kN) opP oP EA
BH 6,71 2.10° —-177,06 0 0
BC 4 10° 308,4+P 1 (308,4+P).4
10°
CH 3,61 16.10° 60,09 0 0
CD 4 10° 275,07 +P 1 (275,07 +P).4
10°
DH 3,61 16.10° 120,18 0 0
DG 4 10° 34173+P 1 (34173+P).4
10°
GH 6,71 2.10° —382,05 0 0
3= 3699,2 +12P
10°
Luego:
3&%£:HP:O = P =-308,27kN

De esta manera, con el resultado obtenido, calculamos las otras reacciones y fuerzas internas en
todas las barras de la armadura, siendo sus valores finales los mostrados en la figura 6.58

Otra de las formas es reemplazar el valor de P en las fuerzas internas y reacciones de la figura 6.57,

obteniendo los mismos valores de la figura 6.58

100kN

308,27

Fig. 6.58
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PROBLEMA 6.18 Resolver la armadura mostrada en la figura 6.59, si E = 200000N/mm? vy las

areas de las barras exteriores es 20000mm? e interiores 30000mm?

40kN
20kN C D -
5m
B G H L
\4 @
30kN
v 5m vV 5m v
A 7 7
Fig. 6.59

Solucién:
Analizamos el grado de indeterminacion de la armadura:
G.l.=11-2(5) =1
La armadura es una vez hiperestatica, con la condicién que la hiperestaticidad es interna y, es por
ello, que cortamos una barra y lo reemplazamos por una fuerza P, calculando el resto de las fuerzas

internas y las reacciones en los apoyos, tal como se muestra en la figura 6.60

40kN

20kN,C . 45+0,707P _ yD

63,64
25+0,707P

20 B H

> >
20-0,707P 45 }%
\ 4
30kN
Tzs T45

Fig. 6.60

. . . .., OW
Posteriormente, derivamos y llenamos la tabla 6.4, aplicando la condicion 5: 0, porque es la

redundante desconocida.
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Tabla 6.4

L EA Fe) OF) P L
BARRA (m) (kN) oP oP EA
BC 5) 4.10° —(25+0,707P) —-0,707 22,09 +0,62P
10°
BD 7,07 6.10° P 1 118P
10°
BG 5 4.10° 20-0,707P —-0,707 —-17,68 +0,62P
10°
CD 5 4.10° —(45+0,707P) —-0,707 39,77 +0,62P
10°
CcG 7,07 6.10° 3536 +P 1 41,67 +118P
10°
DG 5 6.10° 5-0,707P —0,707 —2,95+0,42P
10°
DH 7,07 4.10° —63,64 0 0
GH 5 4.10° 45 0 0
_82,9+4,64P
10°
Luego:

82,9+4,64P
10°

0

= P =-17,87kN

Con el resultado obtenido, calculamos las otras fuerzas internas o simplemente reemplazamos el

valor de P en las fuerzas internas de la figura 6.60, obteniendo los resultados finales mostrados en la

figura 6.61

40kN
20kN 32,37
7>
}70
63,64
12,36 Ig
/\ N~
% —
20 "
< ¢ >«
32,63 45 }%
\ 4
30kN
- e
Fig. 6.61
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PROBLEMA 6.19 Resolver la viga mostrada en la figura 6.62, considerando que es de rigidez

constante. d 30kN/m
iy
2 B
V Bt v 2m 74
/A ! /I
Fig. 6.62
Solucioén:

Determinamos la hiperestaticidad de la viga:
GlL=R-3=4-3=1
La viga es una vez hiperestética, por ello, eliminamos el apoyo en B y lo reemplazamos por su

reaccién Vg, calculando las reacciones en el apoyo A en funcién de V;, tal como se muestra en la

figura 6.63
9606V fl ﬂl
| 30kN/m !
21 I3 ii 3
y n
240-Vg VB
6m Y 2m Y
/N /l /l
Fig. 6.63

Ahora, analizamos los dos tramos de la viga:

TRAMO | (0<Xx <6)
=—(960—-6V,) + (240 — V5 )x —15x°

oM,
oV,

=6-X

TRAMO Il (6<x<8)
M, =—(960—6V;) + (240 — V)X — 15X + Vg (X — 6)

oM,
EVA

=6-X+x-6=0
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Como la deflexién en B es cero, se cumplira la condicion:
1 oM

=™
El{ oV,

dx =0

Reemplazamos valores y obtenemos:
6
I;LII (960 + 6V, + 240x — VX —15X2)(6 —x)dx =0
0

De donde:
72VB -10260=0 = VB =142 5kN

Con el resultado obtenido, calculamos las nuevas reacciones y graficamos los diagramas

correspondientes, mostrados en la figura 6.64

105kN.m
4 30kN/m
Z
/ \ 4 A 4 \ 4 \ 4 \ 4 \ 4 \ 4 \ 4 A\ 4
7 AN
A
6m I 2m
7
97,5kN 142,5kN
97,5
60
: M
: 3,25m - (kN)
82,5
105
/Fé%\
+ =
53,44
_ —_ REFUERZO
Fig. 6.64



PROBLEMA 6.20 Resolver el pdértico mostrado en la figura 6.65, si es de rigidez constante.
5Tm

(¢ ;.

;B <
RN A
1T/m—>{ El 5m
////r/é/ =
“ v 2,5m v 2,5m v
A A /

Fig. 6.65

Solucioén:

Analizamos la hiperestaticidad del pértico dado, aplicando la formula:

GlL=3C-A
Donde:
G.l. - Grado de indeterminacion del pértico dado
C - Nimero de contornos cerrados
A - Numero de articulaciones o rétulas simples, incluido la equivalencia de los apoyos, que para

el caso de apoyo fijo equivale a una articulacion o rétula y el apoyo movible a dos.
En nuestro caso, unimos los apoyos por un disco llamado “disco de la tierra” y tenemos un solo
contorno cerrado y las articulaciones simples son dos, debido al apoyo movible en D.

De esta manera, tenemos:
GlL=30-2=1

Luego, eliminamos el apoyo en D y lo reemplazamos por su reacciéon V (figura 6.66), analizando el
portico de derecha a izquierda, tramo por tramo.
TRAMO DC (0< X <25)
Mpe = VpX
oM ¢

oVp

TRAMO CB (2,5<x<b)
Mg =VpX=5

OM 5

oV,
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TRAMO BA (0<y<5)
Mg, =5V, —5—1.y.32’=5vD —5-0,5y?

oM,
EYA

=5

El

(2]
[4,]
Y

—>»'O

1T/m El 5m

V VYV V VYV VYV VY VYYVY VY VYN

/777777 =
2,5m y 2,5m

A A
Fig. 6.66

Sc

Luego:

LM g
ElY oV,

Reemplazamos valores y obtenemos:
1 2,5 1 5 1 5
= (Vo X)(X)dX + = | (VX =5)(X)dx + = | (5V, —5-0,5y*)(5)dy =0
EI!(D)() E|2j5<D )(X) EI-([( o y*)(E)dy

De donde:
166,666V, —276,042 =0 = V, =1656T
En base al resultado obtenido, determinamos las reacciones en el empotramiento (figura 6.67) y

graficamos los diagramas correspondientes de fuerza axial o normal, cortante y momento flector, tal

como se muestra en la figura 6.68

236



1,656

1T/m

V. V V VYV YV VVYVYYVYYVYYVYYY

77777777 ST
9,22T.m

1,656T
Fig. 6.67

2,5

M

1,656T

0,86
3,28 A
S [
414
0,155 @
(T.m)
9,22
Fig. 6.68
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7.1

7.2

CAPITULO 7
ESTRUCTURAS HIPERESTATICAS

GRADO DE INDETERMINACION

VIGAS:

El grado de indeterminacién de una viga hiperestatica, se determina por la férmula 7.1
GlL=R-A-3 (7.1)

Donde:

G.l. - Grado de indeterminacion de la viga

R - NUmero de reacciones en los apoyos

A - Numero de articulaciones simples

Se dice, que una articulacion o rétula es simple, si une a dos barras.

ARMADURAS:

Para el caso de armaduras, el grado de indeterminacion se calcula por la expresion 7.2
G.l.=B-2N (7.2)

Donde:

G.l. - Grado de indeterminacion de la armadura

B - Numero de barras de la armadura, incluido los apoyos, siendo el apoyo fijo equivalente a dos

barras y el apoyo mévil a una barra

N - Numero de nudos de la armadura

PORTICOS:

El grado de indeterminacién de pérticos hiperestaticos, se determina por la féormula 7.3
GlL=3C-A (7.3)

Donde:

G.l. - Grado de indeterminacién del pértico

C - Nimero de contornos cerrados

A - Numero de articulaciones o rétulas simples, incluido la equivalencia de los apoyos, que para

el caso de apoyo fijo equivale a una articulacion o rétula y el apoyo movible a dos

El nimero de contornos cerrados se determina uniendo los apoyos, que forman un disco llamado

disco de la tierra y luego se calculan todos los contornos cerrados que se han formado producto de

esta union.

Para calcular una rotula o articulacion compleja o compuesta, es decir, aquella que une a varias

barras, su equivalente es igual al nimero de barras menos uno. Esto quiere decir, que si una rétula

une a tres barras, es equivalente a dos rétulas o articulaciones simples.

ECUACION DE LOS TRES MOMENTOS

Este método se utiliza para resolver vigas continuas (figura 7.1,a) sometida a diversos tipos de

cargas.
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b)

|VIn-1 l l |VIn Mn IVIn+1
(i (e HE

n+1
A A A A

Fig. 7.1

En la figura 7.1,b se presentan separados los tramos respectivos de la viga, que se pueden tratar

como vigas simplemente apoyadas con momentos redundantes en sus extremos.

En caso general, los diagramas de momentos debidos a las cargas aplicadas tendran areas A, y

A, con sus centroides localizados como se muestra en la figura 7.2

A

n
L ] L ]
A an Y bn y 4 an+1 Y bn+1 y
A A A A A A
Fig. 7.2

En caso que la seccion sea constante, la Ecuacion de los tres momentos para vigas continuas es:

6A,a, 6A, b, .
n+1Ln+1 == L - L ' ' (7.4)

n n+l

M, L, +2M, (L, +L )+ M

El procedimiento consiste entonces en tomar porciones de viga formadas por dos tramos
consecutivos y aplicarles la ecuacion 7.4. Resulta asi, un sistema de ecuaciones cuya solucion da
los momentos en los apoyos.

Una forma alterna de la Ecuacion de los tres momentos se obtiene al observar que los términos de la
derecha de la ecuacién son simplemente las reacciones de las vigas conjugadas correspondientes
(figura 7.3), multiplicadas por EI .

Queda entonces:

I\/In—ll—n + 2|\/In (Ln + Ln+1) + Mn+1Ln+1 = _6(ad)n - 6(O('i)n+1 (7'5)
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(l

Y vVY VVVVVVVVVYVVVYYVYY

1

(ai )n

T

(ot
Fig. 7.3

An+1

ﬂ'"“" VVVVVYVVYVYN

A

1

(01

1

((xd)n+1

Para aplicar la ecuacion anterior, resultan Utiles tablas como la tabla 7.1, que dan de una vez las

reacciones de la viga conjugada para diversas solicitaciones de carga, siendo o, =0, y O; =0,

correspondiente a los tramos "'n" y "n+1", respectivamente.

Tabla 7.1
Ne Esquema de carga Rotaciones en los apoyos 1y 2
w wL?
1 KHHHHHHHHK =% = o
/IV L /IV
w
2
U e e
y’ a ¥ S ¥ a ¥
4 L y
A A
w W ws?
3 | 41T HH I o =0, =—-(2L+a)
ey, 3O
/[I/ L /IV
w ws®
W T 2 0y =, @L=9)°
AN i )
T 8 L £ 7 o, = \;\Z_(ZLZ —Sz)
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5wL®
5 o 2\ 192
" L/2 i L/2 i
A A A
w
6
1 A &7 o a =, =‘L’1V§(3|_2 —25%)
y a ¥ sS , S ¥ a
L L2 U2
A A A
w wW WL3
! M nT e
1 2
¥ L/2 ¥ L/2 ¥
w wW 2
| } { I (x1=0c2=ws (2L -5s)
8 1 2 24
N\
/IV S /lv E /IV /'IV
/IV /IV
\"A"4
9
M a, =, =;A:1[L3—a2(2L—a)]
Ava % b Ava/‘v
|74 L 174
A A
~wl?
w RN
10
1M _wb
P L 2360
|74 Vv
A A
M L(3b2
o, =M—| —-1
17N 2 1 6( K ]
b L 3a?
11 a a
/IV /IV L /IV o, = M6(1_L2J
P
1 l 2 PL?
12 A A a‘l 2 =
. /2, w2, 16
A A A
/IV L /IV




13 1
A A o =0,
/IV a /IV b 74 a v 2
|74 L V
A
P P P
1 l l l 2 o o = 5PL?
14 N\ ZN 17727 5y
yL/4,L/14 ,L/14 ,L/4,
A A N N A
|74 L |74
A A
P P P
l l l 2 ~ . 19PL?
15 yAN RV
e, U3 , L3 L6,
A / / A A
|4 L 74
A A
(n-1P

ayayaya

V V
N A A /A A A
"l e
1 2 SR ¥ B

" L=na /7\‘

ay

/ /
na

/—/\__\

a/2 aIZ

VaVaVal/aV

17 lp lP lp lP lP OLl:%:P4|_82.2n;+1

v v
A 7
P

1 l 2 o @(b L)
18 Aa b L

Y y y

Av "L AV o, = @(a+L)

A A 6L

Cuando los extremos de las vigas descansan sobre apoyos simples o estan en voladizo, se empieza
por determinar los valores de la carga puntual y momento equivalente a la accién de dicho tramo.
En el caso que sea el apoyo empotrado, no se puede determinar a priori el valor del momento. En

este caso, dado que la condicién geométrica requerida es que la pendiente en dicho apoyo debe ser

cero, se puede afadir una luz imaginaria adyacente al empotramiento L, =0, simplemente

apoyada en el apoyo opuesto y de inercia infinita (figura 7.4)
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a) Z

Avvvvvvy YYVYVYVYYY

2 = -

A B C D
b)

YYVYYYTYY YYVYVYTVYY
VANNEENIPSS P4 AN 2\
A, A B C D
v Lo-0 y L1 y

Fig. 7.4

La Ecuacion de los tres momentos se puede extender para incluir el efecto de asentamientos

diferenciales en los apoyos (figura 7.5)

A

y L1 y L2 y
/ 7 7
Fig. 7.5
, Eh
M, Ly +2Mg i+i +M, L. =—6(ad)1—6(a')2+6EhA+6 c (7.6)
Il Il IZ I2 Il |2 Ll LZ

PROBLEMA 7.1 Graficar los diagramas de fuerza cortante, momento flector y refuerzo para la viga

continua mostrada en la figura 7.6

1,6T/m 1,6T/m

AV VYVVVVVVVYYVYVYYVY VB CV VYVVVVVVVYVYYVYVYY VD

4m 5m 4m

Fig. 7.6
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Solucioén:
Analizamos el tramo ABC de la viga, aplicando la ecuacién 7.5 y sabiendo que M, =0 (apoyo
simple y extremo).

15.4°

M,(4)+2M;(4+5)+M.(5) =—-6 —6(0)

18M; +5M, =-24 (@)
Ahora, analizamos el tramo BCD, considerando que M, =0 (apoyo simple y extremo).

MB(5)+2MC(5+4)+MD(4) :_6(0)_61,5.43

SM; +18M. =-24 (b)
Resolvemos las ecuaciones (a) y (b), obteniendo:
Mg =M. =-1,043T.m

Luego, determinamos las reacciones en cada tramo de la viga, efectuando el equilibrio de los

1,5T/m 1,043T.m
Ailllllllllllllis)
y 4m .
/ /
Fig. 7.7
Z My =0 = Vea(4)-15(4)(2) -1,043=0 Vg =3,26T 1
2. F =0 = Vg +326-15(4)=0 oV, =274T71
1,043T.m 1.043T.m
= C
o 2
y 5m ,
. 7
Fig. 7.8
ZMB =0 = Ve =0
ZFy = = Vg =0
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1,043T.m 1 5T/

chllllllllllllllo
AN LN
y 4m y
/ /
Fig. 7.9
> M. =0 = Vg (4)+1,043-15(4)(2) =0 Voo =2,74T T
> F, =0 = Vo +2,74-154)=0 Ve =3,26T T

De esta manera, graficamos los diagramas finales de fuerza cortante, momento flector y refuerzo

(figura 7.10)

1,5T/m 1,5T/m
VYVVVYVVVVVVVVYYVYYVYYVYY VYV VIV VVVVVVVYVYVYY
A A
4m [ 5m I 4m
1 1
2,747 3,26T 3,26T 2,747
2,74 3,26
- O,
1,827 | (M
3,26 2,74
1,043 1,043
\’*LU[HJJ C W W HUUJV (Tm)
2,503 2,503
= _ - REFUERZO
Fig. 7.10
PROBLEMA 7.2 Resolver la viga continua de la figura 7.11, si es de seccion constante.
30kN/m
20kN/m 100kN 60kN 25kN/m 40kN
M\A l ByvvvvvvvvvvvC l DvvvvvvvvvE l
. 3m g 2m 7 3m " 6m g 2,5m G 2,5m 7 4,5m l/1,5m|/
A / A A A U A U A
Fig. 7.11
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Solucioén:
Reemplazamos los efectos de las cargas en los voladizos por una carga puntual y un momento en el

apoyo mas cercano (figura 7.12)

40kN
60kN.m QSOKN 100kN 30kN/m 60kN 25KN/m l )60kN.m
A l ByvvvyvvvyvvvvvvyvC l DyvvvvvvvvvvE
, 2m 3m i 6m , 2,5m  2,5m 4,5m P
£ 7 7 7 7 A A
Fig. 7.12

Ahora planteamos las ecuaciones de los tres momentos en los tramos ABC, BCD y CDE.
TRAMO ABC:

100.2.3 30.6°
I\/IA(5)+2MB(5+6)+MC(6):—6{ o (2+5)}—6( 5 J

—60(5) + 22M + 6M, =—840—1620

11M; +3M. =-1080 (@)
TRAMO BCD:
30.6° 60.5°
M.(6)+2M.(6+5+M_,(5)=-6 -6
3(6) +2Mc (6+5) + My (5) (MJ (mJ
6M; +22M. +5M, =-2182,5 (b)
TRAMO CDE:

2 3
My (5)+ 2M, (5+45) + M, (4,5) = _6(62-; }6(25'225 j

SM. +19M, —60(4,5) = -562,5-569,53
SM. +19M, =-862,03 (c)

Resolvemos las ecuaciones (a), (b) y (c), obteniendo:

Mg =—78,616kN.m

M. =-71743kN.m

My =—-26,490kN.m
Calculamos las reacciones en cada tramo de la viga.

2009 _

0 V' =30kN T
2

> F, =0 = VY-
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20kN/m

60kN.m
M)

3m
f 1tv,{°'= 30kN
Fig. 7.13
60kN.m 100kN 78,616kN.m
U Sy,
N\ N\
t 2m y 3m t
1 1
Vag=96,277kN Vga=43,723kN
Fig. 7.14
> M, =0 = V,.(5)-100(2) -78,616+60=0 .. V,, =43723kN T
> F, =0 =V, +43723-100=0 S Vi =56277kN T
78,616kN.m 30kN/m 71,743kN.m

(o TTTIITIT.
! 6rm f
=9’/I|,145kN VCB= 82;|,855kN

Fig. 7.15

> M, =0 =  V(6)-30(6)(3)—71743+78,616=0 .. V., =88855kN T
> F, =0 = V. +88855-30(6) =0 5o Vge =91,145kN T
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60kN

71,743kN.m 26,490kN.m
(L )
PN I\
t 2,5m 5 2.5m t
1 ” 1
VCD— 39,051kN VD C—20,949kN
Fig. 7.16
=  V,.(5)-60(2,5)-26,490+71,743=0 .. V,. =20,949kN T
=V, +20949-60=0 5 Vep =39,061kN T
26,4zokN.m 25KkN/m 60I>N.m
ol UL
A\ Pl
45m 4

!
1 1
VDE=48,803kN VE6=63,697kN

Fig. 7.17

= Vo, (4,5) —25(4,5)(2,25) 60+ 26,490 =0 .. V., =63,697kN T

= V. +63,697-25(4,5)=0 5 Vo =48803kN T
60kN.m 40kN
=
1,5m
VEPE40KN
Fig. 7.18
=  V'-40=0 VY = 40kN T
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Ahora, graficamos los diagramas de fuerza cortante y momento flector, teniendo en cuenta que las

reacciones en los apoyos es igual a la suma de las reacciones en dicho apoyo de los tramos que
convergen en el nudo.

100kN 30kN/m 60kN

A l B‘V VYVVYVVYVYYVYY ‘VVVC l D‘V VYVVYVYYY "E
., 3m %2m  3m 1% 6m $25m 25m% 45m $15m,
A A A A
ssz1mN 134,e1ssskN 127,906kN 69,752kN 103,697kN
91,145
56,277
39,051 48,803 40

m =
30

43723 , 3038m N 2y eeg7

78,616 71,743

60
60
26,490
W W 2;%[8:/ 21,142 (kN.m)
52,554

59,833
2 - ] (- =D -2 C
Fig. 7.19

PROBLEMA 7.3 Resolver la viga de la figura 7.20, si es de seccion constante.

30kN/m

bbb bbb bbbt d bbb b id
A }%B C

10m v 15m

Fig. 7.20

DNNNNY
BERNNANNNN

><
N

249



Solucioén:
Como A y C son empotramientos, por ello adicionamos en cada lado un tramo ficticio de longitud

cero y de inercia infinita (figura 7.21)

30kN/m
AO AV VYV VVV VYV VYV VVVYVYVVVYVYVYVYYVYYVYYVYYY VC CO
AN B =0  /\
, =0 10m ’ 15m , =0
A 7 7 7 7
Fig. 7.21
Ahora, analizamos los tramos A,AB, ABC y BCC,.
TRAMO AyAB:
3
M, (0)+2M,, (0+10) + M (10) = —6(0) —6(30'10 j
2M, + M, =750 @)
TRAMO ABC:
3 3
M, (10) + 2M (10 +15) + M (15) = —6 30107 ¢f 30.15
24 24
2M, +10M; +3M. =—-6562,5 (b)
TRAMO BCCy:
3
M, (15) + 2M¢ (15 +0) + M (0) = —6(30'15 J—s(O)
M, +2M_ = —1687,5 ©)
Resolvemos las ecuaciones (a), (b) y (c), obteniendo:
M, =-156,25kN.m
M, =—437,5kN.m
M, =—-625kN.m
Ahora, determinamos las reacciones en cada tramo de la viga.
156,25kN.m 437,5kN.m

30kN/m

(LTI,
N\ N\
i 10m 4

A A
V,=121,875kN  \,,=178,125kN

Fig. 7.22
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> M, =0 = Vga(10)-30(10)(5) —437,5+156,25=0 .. Vg, =178125kN T
> F, =0 =  V,; +178125-30(10) =0 5V, =121875kN T
437,5kN.m 30kN/m 625kN.m

QV"VVVVVVVVVVVVVVV )

1 15m 1
1 1
\, =212,5kN V,=237,5kN

Fig. 7.23
> M, =0 =  V.(15)—30(15)(7,5)—625+4375=0 .. Vg =237,5kN7T

> F, =0 = Vg +237,5-30(15) =0 5 Vg =2125kN T

Graficamos los diagramas finales de fuerza cortante, momento flector y refuerzo.

€ insasasisevavsns )
CA 1 )

1 10m ‘" 15m

S \\\\\\

121,875kN 390,625kN 237,5kN
212,5

121,875
-+

O,

(kN)

178,125
4,062m , 7,083m 237,5

—————— y = 625

437,5

o
STt @

(kN.m)
315,069

REFUERZO




PROBLEMA 7.4 Resolver la viga de la figura 7.25, sabiendo que el apoyo B sufrié un asentamiento

de 12mm. Considerar |1 =80.10’mm* y E = 200kN / mm?

80kN

/ 20kN/m  ——20KN/m oo

7

guuuumllllll l

2 ol |

7

"Z e P :
y 8m_ , 3m 4m y 2m , 3m
A /A A A A /A

Fig. 7.25

Solucioén:

Como A es un empotramiento, entonces adicionamos un tramo ficticio de longitud cero y de inercia
infinita (figura 7.26)

80KN
26kN/m 60kN
20kN/m l
s ATITHITH L
Z\ =0 21 B’A\lAB | |
, L=0 , 3m , 3m “* 4m ,2m , 3m
/ / / / / /

Ahora, analizamos los tramos AjAB, ABC y BCD, transformando los datos del problema en un solo

tipo de unidades.
E = 200kN/mm? = 2.10°kN/m?
| =80.10"'mm* =8.10“m*
Ag =12mm =12.10"m
TRAMO A(AB:
20.6° 80.6°

74-7

( 24 16 J 8(— -3

M, (0j+2MA(0+6 +MB[6j:_6(O)_ +0+6.2.10 (-12.107)
°\ o0 o 21 21 0 21 6

Efectuando calculos y reemplazando el valor del momento de inercia |, obtenemos:

2M, + M, =-1000 @)
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TRAMO ABC:

(20.63 . 80.62J [26.43j
24 16 24 8 -3
YREA RISl PRV B - , 6210°1210°
21 21 | | 21 | 6
6.2.10%.12.10°°
+

4

Efectuamos calculos y reemplazamos el valor del momento de inercia |, obteniendo:
3M, +14M; +4M . =3304 (b)
TRAMO BCD:

26.4°
4 4 5 5 6( 24 j 6{6%23 (3+5)} 6.2.10°(-12.10°°
Mgl = [+2M | —+ > |+ Mg = |=— - : , 8210°(=12107)
[ | | | 4
Efectuamos calculos y reemplazando el valor del momento de inercia |, obtenemos:

2M, +9M_ =-1936 ©)

Resolvemos las ecuaciones (a), (b) y (c), obteniendo:
M, =—743,946kN.m
M, = 487,893kN.m

M. =-323,532kN.m

Ahora determinamos las reacciones en cada tramo de la viga.

80kN
743,946kN.m l 20kN/m 487,893kN.m
Qlllllllllllllllll;)
VAN AN
t 3m 7 3m I/
1 ! ¥
Vpg=305,307kN Vea=105,307kN
Fig. 7.27
> M, =0 = —Vga(6) —20(6)(3) —80(3) + 487,893+ 743,946 = 0
V,, =105,307kN
>'F, =0 =  V,, —80-20(6)-105307 =0 5V, =305307kN T
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487,893kN.m 26kN/m 323,532kN.m

(LT LTI
A\ JAN

| 4m 1]
v 1
Vec=150,856kN Vcp=254,856kN
Fig. 7.28
> M, =0 = V(4)—26(4)(2)—323532-487,893=0 ..V, = 254,856kN T
>'F, =0 = 254,856 —26(4) —V,. =0 . Vg =150,856kN |
323,532kN.
m 60KN
/\ I\
4 2m " 3m |
1 A ¥
Vep=100,706kN Vpc=40,706kN
Fig. 7.29
> M. =0 =  —V,.(5)-60(2)+323532=0 V. = 40,706kN
> F, =0 =V, —60-40,706=0 V., =100,706kN T

Graficamos los diagramas finales de fuerza cortante, momento flector y refuerzo.
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80kN
743,946kN.m 26kN/m 60kN

Y 20kN/m
(& li”l%ﬁl}”% Y
4t 3m , 3m Nkw 4m }Zm , 3m |

7 7 v
305,307kN 256,163kN 355,562kN 40,706kN

.......

305,307
45,307

165,307 105,307 100,706

| 7 40,706
LITITH T et @

kN
el w

254,856
743,946
323,532
122 120 @
EaUlliiclinig m)
487,893
=2 -
— - REFUERZO
Fig. 7.30

7.3 METODO DE LAS FUERZAS
Este método es muy utilizado para el calculo de estructuras hiperestaticas, como vigas continuas,
porticos, armaduras y arcos.
Para ello, se debe inicialmente determinar el grado de indeterminacién del sistema estructural, a
través de las ecuaciones 7.1, 7.2 y 7.3, dependientes del tipo de estructura a resolver.
El grado de indeterminacion nos indica el nimero de conexiones a eliminar, eligiendo el denominado
sistema principal, el cual es isostatico.

Luego, se plantea el sistema de ecuaciones canénicas, que para una estructura con grado de

indeterminacion "N" y sometido a cargas externas, tendra la siguiente forma:

011Xy +0.,X, i +8,,X, +A;p =0
0,1X; +0,,X, F i +0,,X, +A,, =0 (7.7)
O Xy +0,,X, Farniiiiine +0,, X, +Ap =0



Donde:

O, - desplazamiento del punto de aplicacién de la incégnita X; en la direccién X;, debido a la
accion de la carga X, =1

A, - desplazamiento del punto de aplicacion de la incégnita X; en la direccion X, , debido a la
accion de la carga externa

Los coeficientes 0, y A;; se denominan respectivamente, coeficiente del sistema de ecuaciones

candnicas y miembro libre o de carga del mismo sistema.

Como 9, y A, son desplazamientos, entonces para su célculo se puede utilizar la férmula de Mohr

y sus correspondientes formas de célculo de integrales, como la férmula de Simpson-Kornoujov o el
método de Vereschaguin, analizados en el tema de Trabajo Virtual del capitulo anterior y que se
expresan para vigas, porticos y arcos por medio de la formula 7.8 y para el caso de armaduras en
lugar del momento se incluira la fuerza axial o normal y en lugar de la rigidez El se utilizara la
rigidez EA..

MM
8, :Zjl'zilkdx (7.8)
|
M. M
Ap = P dx
’ Z{ El
Donde
iLk=12,..... ,n

M,,M, - diagramas de momento flector, que surgen en el sistema principal, debido a la accién de
las fuerzas X; =1y X, =1

M; - diagrama de momento flector, que surge en el sistema principal, debido a la accién de las
cargas externas
De esta manera, para determinar los coeficientes 0, y los miembros de carga A del sistema de

ecuaciones candnicas, sera necesario analizar los denominados estados de carga unitaria y carga
externa del sistema principal.
El estado de carga externa del sistema principal, es aquel por el cual la estructura estd sometida solo

a las cargas externas.

El estado de carga unitaria "I’ del sistema principal, es aquella que surge debido a la accién de la

fuerza X; =1, aplicado en la estructura. Esta fuerza se aplica en el punto de accién y en la direccion
de la fuerza desconocida X;. El nimero de estados unitarios de carga es igual al namero de
incognitas "'n".

En los estados de cargas externas y unitarias del sistema principal, sera necesario determinar las

reacciones en los apoyos y graficar los diagramas de momento flector M, (de carga externa) y

M, (i1=12,...,n) (de carga unitaria).
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El sistema de ecuaciones algebraicas lineales de la férmula 7.7, cuyos coeficientes se calculan por la

férmula 7.8, contiene en su diagonal principal miembros positivos, esto es 6,,>0. Los coeficientes
ubicados simétricamente a la diagonal principal son iguales, esto es 8, = 8,;, fundamentandose en

la ley de reciprocidad de desplazamientos. Consecuentemente, la matriz de los coeficientes HSik H del

sistema de ecuaciones canénicas del método de las fuerzas, siempre sera simétrica.

La solucién del sistema de ecuaciones canénicas del método de las fuerzas, permite calcular las
magnitudes de las fuerzas en las conexiones eliminadas del poértico y de esta manera graficar los
diagramas finales de fuerzas internas en la estructura hiperestatica.

Los diagramas finales de fuerzas internas se determinan por las siguientes férmulas:

M=M X, + M, X, + .o +M_ X, +M,;
V=VX; +V,X, +oiriiiin +V, X, +V, (7.9)
N=N;X; + N, X, +oiiie +N_ X, +N;

Donde:

M,V,N - diagramas finales de fuerzas internas

M;,V;,N, -diagramas de fuerzas internas en el estado unitario de carga "I" del sistema principal

M;,V,, N, - diagramas de fuerzas internas en el estado de carga externa del sistema principal

X;(1=12,.....,n) - valores de las fuerzas desconocidas
Para vigas, porticos y arcos, la sumatoria de diagramas de la férmula 7.9 se aplica solo a momentos
flectores, debido a que el diagrama de fuerza cortante V se obtiene a partir del diagrama M, a
través de la dependencia diferencial de la férmula 7.10

dM

o= (7.10)
dx

Las fuerzas normales o axiales se determinaran a partir de la condicion de equilibrio de los nudos del
portico. A dichos nudos del poértico se le aplicaran las cargas externas existentes, fuerzas cortantes
calculadas anteriormente y las fuerzas axiales desconocidas. Después de ello, se elaboraran para
estos nudos las ecuaciones de equilibrio y a partir de ellas se encontraran las fuerzas axiales en las
barras del portico. El equilibrio de los nudos se debe analizar de tal manera que en cada nudo no
existan méas de dos fuerzas axiales desconocidas.
A partir de los diagramas finales M,V, N se determinaran las reacciones en los apoyos y se

comprobaran las ecuaciones generales de equilibrio, donde “k” es cualquier punto del pértico.

> F =0

> F, =0 (7.11)

> M, =0

Otra de las formas de graficar los diagramas finales, es volver a analizar el equilibrio de la estructura,

sometida a las cargas externas y considerando los valores de las reacciones en las conexiones
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eliminadas calculadas anteriormente, determinando las otras reacciones en los demas apoyos y
graficamos los diagramas de acuerdo a los principios de la estatica.
PROBLEMA 7.5 Resolver la viga mostrada en la figura 7.31

| mmnhnnn
ﬁ-10pie 15pie }% 30pie 7%

Solucioén:
Calculamos el grado de indeterminacion de la viga:

Gl=4-3=1
La viga es una vez hiperestética, razén por la cual eliminamos su apoyo intermedio y analizamos dos
vigas, una sometida a la carga unitaria en dicho punto y otra sometida a las cargas reales, siendo el
desplazamiento real en dicho apoyo igual a cero, por lo tanto resolveremos la ecuacion:

O, X; +A,, =0

Donde:

MM
811=j |1£| Ldx

M,M,
El

Los diagramas de momento flector M, y M se muestran en las figuras 7.32 y 7.33

Ap = .[ dx

0'55 25pie v 30pie 0’35
/ / /
13,5

_____________)

2 o
Q Q
0 w
3 &
y 10pie |, 7,5pie ,7,5pie |, i), i), 12,045pie |, 12,045pie |,
/ / / AN A A A
Fig. 7.32
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30k 2,4k/pie

} T

1tmpie y 15pie A 30pie 1¢

44,18k 57,82k
44,18
+ 14,18
(L
,5,91pie |
8,91
| 12,045pie
_ 57,82
24,09pie y
441,8 | | “JIJ |
548,15 ‘ 5223
654.5 68597696 4
v 7!5pie v 7’5pie v v v 12,045pie IV 12,045pie v

A A A () A [0 A A
L)
v W
v w
e O
AN N

Fig. 7.33

Aplicamos el método de Vereschaguin o de Simpson-Kornoujov para la multiplicacion de diagramas,

obteniendo:

5, =+ 1251352135+ = 130135 2 135 33402
El 2 3 El 2 3 El

= —i.3.441,8.10.3.5,5—£[441,8.5,5+ 4.54815.9,5 + 654,5.13,5]—5’—91[654,5.13,5+
El 2 3 6El 6EI

1P

24,09

+4.685,9.12,15 + 696,4.10,8] - oEi [696,4.10,8 + 4.522,3.5,4 + 0] = — 2277152

El

Luego:
334125 21277752 _
Bl El
X, =V, =6368k T

0

259



Con este resultado, determinamos las otras reacciones y graficamos los diagramas finales.

30k 2,4k/pie

JYYYYI by bev ey
» 7 ,%

4 10pie ,  15pie 4 30pie
A
1 1 1
9,45k 63,68k 28,87k
43,13
9,45 u
(L O
- (k)
20,55 17,97pie 28.67
213,75

/g

94,5

()
W (k.pie)

i

____(+

17

w

(- -
e - REFUERZO

Fig. 7.34

PROBLEMA 7.6 Resolver la viga mostrada en la figura 7.35, considerando I, =1800plg*,
I, =1000plg* y E =29.10°Ib/plg?
30k

Aé B
2 E
% 1
//I : 10pie y 10pie y



Solucioén:

Como tendremos que utilizar las rigideces, las calculamos para cada tramo de la viga.

El, = 29.10°.1800 = 52200.10° Ib.plg” = 0,3625.10°k.pie®
El, =29.10°.1000 = 29000.10°Ib/plg® = 0,2014.10°k.pie’

Para evitar el excesivo calculo con el denominador, asumimos:

El, =El
El, = 0,3625 El =1,8El
0,2014
Determinamos el grado de indeterminacion de la viga:

GlL=4-3=1
Como la viga es una vez hiperestatica, eliminamos el apoyo en B y analizamos tan igual que en el

caso anterior, es decir, dos vigas, la primera sometida a la carga unitaria y la segunda, sometida a la

carga real, resolviendo la ecuacién 6,,X, + A, =0, donde X, es la reaccién en B.

a)%

10pie i 10pie v

NN\

20 30k
/ v
b) ?
2
7
/ v 10pie v 10pie v
A A A
300
150
Fig. 7.36
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Posteriormente, graficamos los diagramas de momento flector M, y M, , tal como se muestran en
la figura 7.36

Calculamos los coeficientes d,; y A, obteniendo:

8,y = 10 [20.20 + 4.15.15+10.10] + 1 11010210 14000 1000 162963
6EI, El, 2 3 6(L8El)  3El El
Ap=— 10 [300.20 + 4.150.15 + 0] = — 150000 _ _ 1388889
6El, 6(L8EI) El
Luego:

1629,63 “ _ 13888,89
= . El

X, =Vg =852k T

Con este resultado, determinamos las reacciones en el empotramiento y graficamos los diagramas

0

finales, que se muestran en la figura 7.37

30k
129,6k.pie v
é
%
“x 8 12k
10pie y 10pie "y
A A
21,48k
21,48
+
T @
k
129,6 8,52 L

()

(k.pie)

Q==
o=t

85,2

- REFUERZO

Fig. 7.37
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PROBLEMA 7.7 Resolver la viga mostrada en la figura 7.38, considerando que es de seccion
constante.

30k 60k 40k

A S P

1

, 1opie ,  15pie 30pie , 10pie , 10pie , 20pie

A 7 7 7 7 7
Fig. 7.38

Solucioén:
Determinamos el grado de indeterminacion de la viga:

Gl.=5-3=2
Como la viga es dos veces hiperestéatica, entonces eliminamos los apoyos movibles C y D y los
reemplazamos por cargas unitarias, graficando sus diagramas, uno ante las cargas reales, otro ante
la carga unitaria en C y el otro ante la carga unitaria en D, los cuales se muestran en la figura 7.39

Para ello, debemos de resolver el sistema de ecuaciones canénicas:
O, X; +0,,X, + A, =0

0, X, +0,,X, +A,, =0

Donde:
O, = J‘ M, M, dx = 1[1,30_40.2.40Jr 1'40_402.40} _ 3733333
El Ell2 372 3 =
iz =82 = Ml o= 1{1.30.40.2.70} + £[4o.70 +4.25.55+10.40]+
El Ell2 3 6El
+ 10 ho.40+4535+0]= 1333333
6El =
522 = I M2M2 dx = 1|:13070270 + 17070270:| _ M
El Ell2 372 3 i
Ap =] MiMs g~ 2 1 15.1675.2 20— 1 [1675.20 + 4.2737,5.30 + 3800.40] -
El El 2 3 6El
~ 30 13800.40 + 4.2300.25 + 800.10] - -2 [800.10 + 4.600.5 + 0] = — >+220553
6El 6El -
Ay =] MoMe gx = =2 1 15.1675.2 35— 15 [1675.35+ 4.2737,5.52,5 + 3800.70] -
El El 2 3 6El
_ ;’;[3800.70 1 4.2300.55 +800.40] - 62;[800.40 1 4.400.30+ 0] = _6&28;41’67

Luego, reemplazamos los valores obtenidos en el sistema de ecuaciones candnicas, quedando de la

siguiente manera:
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37333,33 73333,33 3435833,33
X, + X, — T =

Y

0
1 2
El El El
73333,33 163333,33 6828541,67
X, + X,————=0
El El El
De donde:
X, =V, =8392k T
X, =V, =413k T
30k 60k 4ik
| 15pie v 15pie 4 30pie v 20pie v 20pie
A A A A
111,667k 241,667k
3800
/,/ N
2737,5, T
A 2300
1 IS
167511 )
v 15pie y 7,5pie , 7,5pie , 15pie y 15pie ,Spie , Spie ,Spie , Spie , 20pie y
A A A A A A A A A A A
v 7 T
|  15pie 15pie ,5pie , 5pie ,
¢ A A A A
1,333 2,333
L5
; 10
20 | |
25
30
40
2,333 3,333

...:lll||||||§
35

52,5

v 15pie
A

70

y 7,5pie , 7,5pie , 15pie v
A A A A

20

,Spie ,5pie ,Spie ,Spie ,
A A A A A

15pie

"I“gl“““llllln.-,
25 20

20pie

Fig. 7.39
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En base a los resultados obtenidos, graficamos los diagramas finales de fuerza cortante, momento

flector y refuerzo, los cuales se muestran en la figura 7.40

30k 60k 40k

4 15pie i 15pie 4 30pie , 10pie 4 10pie , 20pie %

1 A 1 A 1 A
9,86k 32,09k 83,92k 4,13k
35,87
9,86 11,95 :.E
i T ®
4,13 (k)
N
20,14 A
48,05
276,2
\
154,2
82,5 (k.®pie)
147,9
204,3
< S — - < - CJ . REFUERZO
Fig. 7.40

PROBLEMA 7.8 Resolver el pértico mostrado en la figura 7.41, considerando que es de seccién
constante.

Solucion:

Determinamos el grado de indeterminacion del pértico, a través de la formula 7.3

Gl=31)-2=1

El portico es una vez hiperestatico, por ello, eliminamos la reaccion horizontal en el apoyo D y lo
convertimos en isostatico, graficando los diagramas de momento flector del pértico ante las cargas
reales y el pértico ante la carga unitaria aplicada en la direccién de la conexion eliminada, cuyos

graficos se muestran respectivamente en las figuras 7.42 y 7.43
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1,2k/pie

)Y VVVVVVVVVVVVVY .
20k >5 C
15pie
;;A DL =L
v 20 pie v
A A
Fig. 7.41
1,2k/pie
oW VVVVVVVVVVVVYY . 300
20k > al T
300
15pie
20k<—;;A D“ =<
v 20 pie v
1 AT
3k 27k
Fig. 7.42
15
15

1 1

Fig. 7.43
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La ecuacién canodnica sera:

O, X, +A, =0

Siendo:
O, = i £.15.15.g.15.2 +15.20.15 | = @
El|l 2 3
Ap = _ 1 115300.215- 2[300.15+ 4.210.15+0] = _ 19500
El 2 3 6El El
Luego:
6750 79500
X, — =0
El El
De donde:

X, =Hy =11,78K «

Reemplazamos esta reaccion y calculamos las otras, graficando el diagrama final de momento

flector, el cual se muestra en la figura 7.44

176,6

176,6

1,2k/pie
20k =V VVVVVVVVVVYYVYYVYYVY 123 3
123,3 J
<822 Q178
3k 27k
Fig. 7.44

33,3

PROBLEMA 7.9 Resolver el pértico mostrado en la figura 7.45, sabiendo que es de seccion

constante.
Solucién:

Determinamos el grado de indeterminacion del sistema:

Gl=31)-1=2

El portico es dos veces hiperestatico, debiendo de eliminarse dos conexiones adicionales, que son la

reaccion vertical y la reaccion horizontal en el apoyo A, convirtiendo a la estructura en isostatica,

graficando los diagramas de momento flector para la carga real y cargas unitarias, los cuales se

muestran respectivamente en las figuras 7.46 — 7.48
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2T/m

VVYVVVVVVVVVYVYYVYYY

A\

2T/m

F VYV VVVVVVYVVYYVYYVYYVYY

Fig. 7.46

BA\\\V

Fig. 7.47
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AA\\\\V

Fig. 7.48

Posteriormente, resolvemos el siguiente sistema de ecuaciones candnicas:

O, X, +0,,X, + A, =0

0, X; +0,,X, +A,, =0

Donde
5ot L2, 042033
El 2 3 3El El
S N YPR
El 2 El
5,=1|1 544 4 444(=8%
El El
A = i L 4_4.16:_%
El 2 El
Ap= " o+a24+416]+ * 16.44=20
6El El El
Luego:
21,33 32 128
X, —— X, ———=
El El El
32 85,33 320
-——X; + X, +
El El El
De donde:

x, =V, =086T T
X, =H, =-343T «

=0

Calculamos las otras reacciones y graficamos los diagramas de fuerza cortante y momento flector,

los cuales se muestran en la figura 7.49
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> P 4,57T i 1]
=] v 74,57 =
—p! //
—>! 7
> 0,86T — 116
—>|
s

2T/m —»

L] 2,94
—-
= & O, (W
! -
> / =~ ) (T.m)
>

»he—3,43T 3,43

0,86T

Fig. 7.49

PROBLEMA 7.10 Resolver el pértico mostrado en la figura 7.50, sabiendo que es de seccion

constante.
W 7
Z
P
VVYVVVVVVVVVVYVYVYY =~
BY T
a
A s
77
y a y
A A
Fig. 7.50
Solucioén:

Determinamos el grado de indeterminacion del portico:
G.l=31)-0=3
El pértico es tres veces hiperestatico y debemos de resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
011Xy +01,X, +85X5 +Ap =0
01Xy +825X, +855X5 + Ay =0
031Xy +835X, +0855X5 +Agp =0

Eliminamos las reacciones en el apoyo B, convirtiendo al portico en isostatico y graficamos sus
diagramas de momento flector ante la accion de la carga real y las cargas unitarias vertical,

horizontal y momento unitario, tal como se muestran en las figuras 7.51 — 7.54
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W
VVVVYVVYVVYVVYVYYVYYVYYVYY

77

Fig. 7.51
f

777

Fig. 7.52
Ly
777

Fig. 7.53
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Fig. 7.54

Ahora, calculamos los coeficientes del sistema de ecuaciones candnicas.

3 3
O, = ! [1.a.a.2.a + a.a.a} _da 1,333a—
ElIl2 3 3El El

1[1 a’ a’
0,=0,,=——-|-aaa|=——=-05
o EI{Z } 2EI El

2 2
813=831=—1{aa.1+a.a.1}=—3a =-1 &

El 2El El

111 a’ a’
0,,=0,, =—| —aal|l=——=05
S EI{Z } 2El El

1 a
0..=—|lal+lal|=2_
33 El[ ] El
2 2 2 4 4
1p=—i a.Wa +4.E.Wa Lole 1 a.a.Wa =_5wa :_0,625wa
6El 2 2 8 El 2 8El
2 4 4
. _ L Llgawatj_wal_jogwal
Ell 2 2 4E| El

2 2 2 3 3
Ay = B g WA g WA g L g WA AW ey R
6EI 2 8 El 2 3EI El

Luego, reemplazamos los valores obtenidos en el sistema de ecuaciones canonicas:

3 3 2 4
13332 x, 052 x, 152 x, 06252 —0
El El El El

3 3 2 4
052 x,+0333% x,+05% x, +025% —0
El El El El
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2 2 3
a

152 x,+052 x, 122 x, +0,667 V% =0
El El El El
De donde:
X, =V, =0,563wa T
X, =Hg =-0,062wa «
X; = Mg =0,104wa’

Como el signo del momento es positivo, esto quiere decir que sera sentido horario e igual al

momento unitario y el portico tendré las reacciones mostradas en la figura 7.55

- . 0,104wa?
7
Z )
VVVVVVVVVYVYYVYYVYYVYY % 0,062W3
0,563wa
0.062wa—> 707777
0 021wa2'\T_/
0,437wa
Fig. 7.55

0,041

[IRRERRRCINNRNRRRRRNY
0,062

H(-Ho0,437 @

(wa)

0,021

Fig. 7.56
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A partir de los valores obtenidos en la figura 7.55, graficamos los diagramas finales de fuerza axial o
normal, fuerza cortante y momento flector para el pértico indicado, los cuales se muestran en la
figura 7.56

PROBLEMA 7.11 Resolver la armadura mostrada en la figura 7.57 y determinar las fuerzas internas
en todas las barras, sabiendo que las areas de las barras AB, BD, AC y CD es 3000mm? y de la
barra BC es 2000mm?®

100kN
. 60kN ——» 1B
6m
L A C D
" 8m " 8m "
A A A
Fig. 7.57

Solucion:
Determinamos el grado de indeterminacion de la armadura:

GlL=9-2(4)=1
La armadura es una vez hiperestética y dicha hiperestaticidad es externa, debido a que el nimero de
reacciones es cuatro, es decir uno mas de lo permitido por la Estatica. Es por ello, que eliminamos
la reaccién vertical en el apoyo C y lo reemplazamos por una carga unitaria, resolviendo dos
armaduras, una bajo la accién de las cargas reales y la otra bajo la accién de la reaccién unitaria,

cuyos valores de fuerzas internas se muestran en las figuras 7.58 y 7.59
100kN

Fig. 7.58
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Fig. 7.59

Para ello, resolvemos la ecuacién canénica:

0%, +Ap =0

Donde:
n N N i _ 2 2 _1)\2
S et “gzl-(Q%ff2+m&3432+(])€6=9M5W
= EA, E| 3000.10 3000.10 2000.10 E
"N NG 1| 96,66.(-0,66).8 (-45,83).0,83.10 (-120,83).0,83.10
Ap=) ——L, == ——2+ -+ —
- EA, E 3000.10 3000.10 3000.10
80133587
1P 7E
Luego:
9915,87 801335,87
X, — =0
E E
De donde:

X, =V, =80,81kN T

Esquematizamos de nuevo la armadura, determinamos las otras reacciones y calculamos sus
fuerzas internas, las cuales se muestran en la figura 7.60

Existe otra forma como obtener las fuerzas internas en la armadura, no siendo necesario aplicar los
métodos de los nudos o secciones, sino aplicando la siguiente relacion, que es valida para

armaduras hiperestéticas de un grado de indeterminacién, como es el presente caso.
N =N, x;, + N,
Siendo:
N: - fuerza interna final de cada barra de la armadura
N, - fuerza interna de cada barra de la armadura, debido a la accién de la carga unitaria, mostrado

en la figura 7.59
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X, - valor de la redundante desconocida, que en este caso, es la reaccion vertical en C

N, - fuerza internas de cada barra de la armadura, debido a la accién de las cargas reales,

mostradas en la figura 7.58

100kN

12,91kN 80,81kN 32,10kN
Fig. 7.60

PROBLEMA 7.12 Resolver la armadura mostrada en la figura 7.61, si es de seccion constante en
todas sus barras.

100kN 100kN 100kN
BV VD G S
6m
G F >
v 9m v 9m v
/ N /
Fig. 7.61

Solucion:
Determinamos el grado de indeterminacion de la armadura:
Gl=11-2(5)=1

La armadura es una vez hiperestatica y dicha hiperestaticidad es interna, debido a las barras

cruzadas superpuestas CD y BF.
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Para ello, debemos de cortar una de estas barras, que en este caso lo haremos con la barra CD y
analizamos la armadura sin esa barra y sometida a la accion de las cargas externas y otra armadura
solo sometida a una carga unitaria en la barra cortada, calculando sus fuerzas internas para ambos

casos, los cuales se muestran en las figuras 7.62 y 7.63

100kN 100kN 100kN

300kN

Fig. 7.62

Fig. 7.63

Luego, resolvemos la ecuacién candnica:

8%, +Ap =0

277



n N.. N.. _ 2 _ 2 2
5, =3 NN _ (0556, (-083°9, 11082, 37,67

it EA EA EA EA EA

n N, Npi  (149,94).(-0,83).9 (~100).(-0,55).6 (~180,23).(1).(10,82) 274014
Agp :z L = + + =—

it EA EA EA EA EA

Después reemplazamos los valores obtenidos en la ecuacion canodnica:
37,67 X 274014 _

EAlEAO

De donde:
X, = N¢p =72,74kN

El signo positivo, indica que la fuerza axial o normal es de traccion, tal como se mostré previamente
en la figura 7.63. Esto quiere decir, que la orientacién de la fuerza interna fue la correcta, caso
contrario, seria opuesta, es decir, de compresion.

En base al resultado obtenido, determinamos las fuerzas internas finales para la armadura, la cual
como se sabe se puede obtener de dos formas, una reemplazando la fuerza interna recientemente
calculada y luego se determinan las otras fuerzas internas por los métodos tradicionales y la otra

metodologia, es aplicando la relacién NF = Nle + NP, gue es valido para el presente caso,

debido a que la armadura es una vez hiperestética.
En la figura 7.64 se muestra las reacciones y fuerzas internas en todas las barras de la armadura.

100kN 100kN 100kN

300kN

Fig. 7.64
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CAPITULO 8
RESISTENCIA COMPUESTA

8.1 FLEXION DESVIADA
Una barra se encuentra en flexion desviada, si el plano de accién de las cargas no concuerda con

ninguno de sus planos principales (figura 8.1)

Fig. 8.1

Existen dos tipos de flexion desviada: plana y espacial. La flexién desviada plana se produce cuando

todas las fuerzas se encuentran en un mismo plano y la linea elastica de la barra es una curva plana.
En cambio, la flexibn desviada espacial, es aquella donde las fuerzas externas se encuentran en

diferentes planos y la linea elastica es una curva espacial.

FLEXION DESVIADA PLANA
Si se divide la accidon externa en sus componentes por los ejes principales de la seccion transversal,
se puede analizar la flexion desviada como un conjunto de dos flexiones planas, que suceden en
planos principales mutuamente perpendiculares.
El esfuerzo normal en cualquier punto de la seccidn transversal de la barra, se determina en base al

principio de superposicion de cargas y a través de la formula 8.1

M, M
G:I—z+ Izy (8.1)

y z

Donde:

I\/Iy, M, - momento flector respecto a los ejes centrales principales Y, Z de la seccion transversal

N - momentos de inercia de la seccidn transversal respecto a los ejes centrales principales
y''z

Y,z
v,z - coordenadas del punto donde se desea determinar el esfuerzo

La ecuacion de la linea central o neutra, se determina como un lugar geométrico de puntos, en los

cuales los esfuerzos normales son iguales a cero (formula 8.2) o su transformacién (férmula 8.3)

M
—yz+MZy:O (8.2)
L,
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z=——1-"y (8.3)

|
K=tgo=——-%-"=—--"1go (8.4)

Donde:

¢ - angulo que forma la fuerza con el eje OZ (figura 8.1)

En flexion desviada, la linea neutra es recta y no es perpendicular a la linea de accion de la carga.
Para determinar la deflexion, también, se aplica el Principio de superposicion, esto es, la deflexion
total es igual a la suma geométrica de las deflexiones que surgen en las direcciones de los ejes

principales (férmula 8.5)

f= [f2+f (8.5)

=./f,
En flexiébn desviada, la direccibn de la deflexion total es perpendicular a la linea neutra y no
concuerda con la linea de accion de la carga, es por ello, que la flexion se denomina desviada.

El calculo de resistencia se realiza en la zona mas peligrosa de la seccién transversal. Para barras
con seccion transversal constante, la seccién mas peligrosa es aquella donde el momento flector es
maximo. El punto mas peligroso en esta seccién, para el caso de barras de materiales plasticos,
sucede en el punto mas alejado de la linea neutra.

La condicién de resistencia para materiales plasticos es:

My,rm’lx Ivlz,méx

O =" Zat Yy, <[o] (8.6)

y z

Donde:
Y A Z, - coordenadas del punto mas peligroso (figura 8.1,b)

Para barras de materiales fragiles, en la seccibn mas peligrosa, se debe de efectuar las

comprobaciones de resistencia para los puntos con esfuerzos méaximos en traccion y compresion. Si

tr comp

G, . <O

- . . p tr comp [ ]
mix < Omax » las condiciones de resistencia a comprobar seran o, < [G]t, Y Orix =10 omp -

comp

t .z . . . .
Para el caso, cuando G, >G ", la comprobacion de resistencia se realizara solo para el punto

con mayor esfuerzo normal en traccion.

Para secciones que tienen dos ejes de simetria, el punto mas peligroso se calcula sin determinar la
linea neutra.

Si el punto mas peligroso es el que se encuentra mas alejado de ambos ejes principales, entonces la

condicién de resistencia se puede realizar por la férmula 8.7

Ivly max Mz max
Gméx = ! =+ ! (87)
W \\

y z

280



FLEXION DESVIADA ESPACIAL

El célculo de resistencia se efectla en forma analoga a la flexion desviada plana, pero se hace mas
complicada la determinacion de la seccién peligrosa, debido a que My,MZ pueden alcanzar
valores maximos en diferentes secciones. Generalmente, se efectda el célculo de resistencia para

dos secciones con My . y M,

PROBLEMA 8.1 Determinar el perfil tipo |, si [G] =1600kgf /cm? y calcular la magnitud y direccion

de la deflexibn méaxima de la viga, sabiendo que en el mercado existen los siguientes tipos de

perfiles de acero:

N° de Area (A) W, W, I l,
perfil cm? om? em? om? om?
1 28,9 203 28,2 2030 155
2 32,8 254 34,3 2790 206
3 37,5 317 41,6 3800 260
4 43,2 407 50 5500 337
5 49,9 518 60,1 7780 436
Z
a) A 7
! w=500kgf/m b) A

v v Yy v vy

[
-~ P=200kgf /=
/ L=3m J:p_\so:

T

Fig. 8.2
Solucién:
Los momentos flectores maximos surgen en el empotramiento, siendo sus valores los siguientes:

L2 500.3
2

M = Wz + (Pcoso)L = +(200c0s30°)3 = 2770kgf .m

Y, méax
M, .« = (Pseno)L = (200sen30°)3 = 300kgf.m

El momento My actta en el plano vertical y M, en el plano horizontal.

La condicion de resistencia tiene la forma:
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= <1

Las incognitas en esta ecuacion son W, , W,

Analizando la tabla de los perfiles comerciales, podemos indicar que la relacion W, /W, varia en

los intervalos de 7,2 a 8,6

Para elegir la seccion del perfil, asumimos una relacién Wy =8, transformando la ecuacion de la

z

condicién de resistencia, quedando asi:

I\/IyméIX 8M, ux Mymélx+8MzméX
Orax = T+ : = : : S[G]
Wy Wy Wy

De donde:

W = My +8M, s 2770.10” +8.300.10°
' [o] 1600

De acuerdo a los perfiles existentes en el mercado, elegimos el perfil N° 3, cuyas caracteristicas

=3231cm?

geométricas son W, = 317cm®, W, = 41,6cm®
Verificamos la condicion de resistencia:

2770.10> 300.102
Oux = +
317 41,6

El diagrama de esfuerzos normales se muestra en la figura 8.2,b.

=1595kgf / cm? <[c]=1600kgf /cm?

La deflexién maxima surge en el extremo libre de la viga, para ello, analizamos las deflexiones en los
planos XOZ y XQOY.

Plano XOZ:

4 3 4 8 3 6

fz _ 1 (wL N PL’ cos _ 61 5.3°.10 N 200.3°.10°.0,866 _ 0,871cm
EIy 8 3 2.10°.3800 8 3
Plano XOY:
3 3 16
f, = 1 PL’seno _ % _200.3 .10°.0,5 —1731cm
El 3 2.10°.260 3

z

De esta manera, la deflexién total del extremo libre de la viga es:

f=[f; +f7 =/0871° +1731° =1938cm

La deflexion esta orientada formando un angulo o con el eje OY:

f, 1731
tgo = ——=
f, 0871

z

=1,987 = o = 63,28°
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PROBLEMA 8.2 Comprobar la resistencia de la barra de hierro fundido mostrado en la figura 8.3,a si
[6], =350kgf /cm? y [G]oomp =1300kgf /cm? . Graficar el diagrama de esfuerzos para la

seccion mas peligrosa.

QU=

Fig. 8.3
Solucion:
La barra trabaja en flexion desviada plana, para ello, descomponemos la carga en sus proyecciones
por los ejes principales en OY, OZ (figura 8,3,b)

La seccion peligrosa es el empotramiento, donde los momentos flectores maximos son:

2 2 2
M, o = W22L _ (WCOZq))L _ 1500.0,86;5.1,2 .100 _ 93528k .cm

~w,L*  (wsen)L? 1500.0,5.1,2%.100

Z.méx 2 2

Sin calcular los valores de los esfuerzos normales debido a cada momento flector se muestran en la

M =54000kgf .cm

figura 8.3,c
Para determinar el punto mas peligroso, determinamos la ubicacion de la linea neutra. El coeficiente

de giro de la linea neutra es:

Donde los momentos de inercia de la seccién transversal son:

| - nd* 3 bh? B n.16* 3 7.11°
Y64 12 64 12

= 2440,6cm*
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4 3 4 3
LN 5 APy
64 12 64 12

Luego, se tendra:

k =tgo =—0,577. 24406 _ —0,485 = o =-2587°
2902

)
El signo negativo implica que se girara en el sentido horario respecto al eje OY y trazamos la linea
neutra.

Para graficar los diagramas de esfuerzos normales, trazamos tangentes a la seccion transversal en
los puntos mas alejados, esto es, los puntos A y B, siendo el mas peligroso el punto A, donde surgen
los esfuerzos de traccién (figura 8.3,c)

El eje del diagrama G es perpendicular a la linea neutra y para graficar dicho diagrama, es suficiente

calcular las coordenadas del punto A, los cuales son:

Ya = gsenoc = 126.0,436 =3,49cm

Z, = 9cos o =8.0,900 = 7,20cm
2

Como se podra apreciar, para calcular Seno. y COS o, no se considera el signo del &ngulo, debido a

que geométricamente la linea OA forma un angulo con OY igual a (90—a) , siendo sus

proyecciones en los ejes OY y OZ, respectivamente €0S(90 — o) =sena y sen(90—a) =cosa.,

siendo las coordenadas del punto A positivas.

Luego, el esfuerzo normal en el punto A es:

M, . M, 93528 54000
_ Vymac o Vamee 7,20+ ~——_3,49 = 340 8kgf /cm?<
A T AT YA T 06 2902,6 ¥ ok

Yy z

De esta manera, se comprueba que la resistencia de la barra es la correcta y no es necesario
efectuar la comprobacién por compresion, debido a que no superara los limites permisibles.
PROBLEMA 8.3 Determinar el valor de la carga maxima que puede soportar la barra mostrada en la

figura 8.4,a; siendo [cs]leOOkgf /cm? y las caracteristicas geométricas del perfil | son
A =23,4cm?, I, =1290cm*, I, =82,6cm*. Las dimensiones de los perfiles y de las planchas

metalicas se muestran en la figura 8.4,e, donde a, =4,5cm y a, =9,5cm

Solucién:

La barra trabaja en flexion desviada espacial, para ello, descomponemos la fuerza P, en los ejes
OY, OZ (figura 8.4,b), mostrandose los esquemas de cargas en la barra y sus diagramas en los
planos vertical (figura 8.4,c) y horizontal (figura 8.4,d)

Determinamos los momentos de inercia centrales principales, de acuerdo a los valores dados en la

figura 8.4,e

. bh? ) 12.13 ) .
I, =21, +2_+2A,a5 =2.1290+2.7 " +2.12.1.9,5° = 4748cm
12 12

y
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hb®

|, =21 +2Aa>+2 =2.82,6+2.234.45%+2.
: 12 12

c) d)
Py=0,643wa

HY=0,643wa <—A

1.12°

P1 Z=0,766wa
A

=1401cm*

b)

a o

1,286wa2

10

F‘1 Z=0,766wa

W232w32

0,766wa?

Fig. 8.4

h

>N

x Y

90
b=120

P

B=180

El célculo de resistencia lo efectuamos para dos secciones de la viga con valores maximos de

momento flector My y M, . Estas son las secciones B y C. Cada calculo lo realizaremos para dos

puntos peligrosos K, L o igualmente peligrosos K,L

Punto K de la seccion B:

My B MZ,B _ 0,766W12

102 4 0,643w.1?

) = —Z, + = .
(@) L, Y« = 4748.10°° 01.10°°
Punto L de la seccion B:
M M 0,766w.1* _  0,643w.1°
y,.B z,B ’ )
o =_ Y2 4L 2Py = + 9.1
(@) , ", o= 47a8.10° 7" 140110
Punto K de la seccion C:
M M 0,232w.1? 1,286w.1%
y,.C z,C ’ -2 y
(o} = Z, + = . o
(O)e L, <, V<= 474810° 1401.10°
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Punto L de la seccién C:

M, c M,c  0232w.1? 010~ 4 1,286Ww.12

= =7, + = 9.
()= 2t VLS s 0 1401.10°8

y z

.9.107% =8701w

De esta manera, se concluye que el punto L de la seccién C es el mas peligroso y para dicho punto
comprobamos la condicién de resistencia, sabiendo que [G] =1000kgf /cm? =10000T / m?
(o )c < [G]
8701w <10000
w <1149T/m

Entonces, la carga maxima admisible para la viga es:
W, =1149T/m

8.2 FLEXION Y CARGA AXIAL
Para el calculo de barras sometidas a flexion y carga axial (figura 8.5), solo se analizara por medio

de los esfuerzos normales, esto es, se considerara la fuerza axial N, y los momentos flectores My

y M,.

Fig. 8.5

En este capitulo analizaremos barras de gran rigidez, sometidas a la accién conjunta de flexion y

carga axial, para lo cual se puede aplicar el Principio de superposicion de cargas.

Para determinar la seccion mas peligrosa, se grafican los diagramas NX,My, M, y el célculo de

resistencia se realiza en la seccién donde NX, My, MZ alcanzan los valores maximos. En el caso

gue las fuerzas internas maximas se obtengan en diferentes secciones, entonces sera necesario
analizar cada una de ellas en forma separada para determinar la seccion mas peligrosa.

El esfuerzo normal en cualquier punto de la seccion transversal de la barra se calculara por la
formula 8.8

X M MZ 88
o=+ z+ :
AT | y (8.8)
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Para determinar los esfuerzos, consideraremos la convencion de signos del capitulo 1 (traccion y
compresion) y capitulo 4 (flexion).
En la figura 8.6 se muestran los diagramas de esfuerzos normales correspondientes a cada una de

las acciones internas y el diagrama final de esfuerzo normal correspondiente a la suma de los

* O

(bMQA

anteriores.

L.N.

/;<

T N RQ
| %

Ll ol
T Oy %

Fig. 8.6
La ecuacion de la linea neutra lo obtenemos igualando a cero la parte derecha de la ecuacion 8.8, tal

como se muestra en la formula 8.9

M M
X4+ Yz42y=0 (8.9)
A Iy I,

La linea neutra, es una recta que no pasa por el inicio de coordenadas.

La ecuacion de la linea neutra también se puede expresar como la ecuacion de una recta en un

tramo:
R | (8.10)
a, a,
Donde:
I, N
a, =—-—-—= (8.11)
AM,
IZ NX
a, =—->
AM

También se puede expresar a, y a, en funcion de los radios principales de inercia iy e iZ, tal
como se muestra en la formula 8.12
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iZN,
a, =— (8.12)
My
PN,
Y M

Siendo:

(8.13)

En las formulas 8.10 — 8.12, se tiene:
a,,a, - longitud del tramo que interseca la linea neutra con los ejes OZ y OY.

Para barras de materiales plasticos, el punto mas peligroso sera el punto mas alejado de la linea

neutra, esto es, el punto A de la figura 8.6 y su condicion de resistencia sera:
N M M
O AX I—yzA Jrl—zyA <[o] (8.14)

Para barras de materiales fragiles, el calculo de resistencia se realiza para los puntos con los valores
méximos de los esfuerzos de compresion y traccion, si G'® >G .

Para barras con secciones que tienen dos ejes de simetria y puntos igualmente mas alejados del
centro de coordenadas, como es el caso de secciones rectangulares y perfiles |, el punto mas
peligroso para materiales sera aquel punto en el cual los signos de los esfuerzos son los mismos

para cada una de las fuerzas internas (NX , My, MZ), siendo la condicion de resistencia para este

caso la siguiente:

Nx My I\/Iz
Oax = + —+ < [G] (8.15)
AW, W,

Si las barras son de material fragil con carga axial de compresion, sera necesario efectuar el calculo
para dos puntos con los mayores esfuerzos de traccién y compresion.
En un inicio la eleccion de la seccion transversal se realizara sin considerar la fuerza axial.

Para elegir las secciones transversales, en el caso de barras de seccion circular se puede aplicar la

relacién 8.16 y para barras con seccién rectangular o perfil tipo |, se aplicara la formula 8.17

M2 + M?
W =W =¥ 7 (8.16)

w, >~z (8.17)
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Dada la relacion de los lados del rectangulo, se obtiene la relacion W, /W, =h/b, siendo h la

alturay b la base.

Para secciones tipo perfil I, se da un valor medio de la relacion W, /W, y luego se encuentra el
perfil adecuado por medio de aproximaciones sucesivas.

Después de la eleccion previa de la seccion transversal, se procede a la comprobacion final
considerando la fuerza axial y si es necesario se haran las correcciones de las dimensiones de la

seccién transversal y su eleccion definitiva.
PROBLEMA 8.4 Determinar el perfil tipo canal para la estructura mostrada en la figura 8.7,a;

sabiendo que [c]=1600kgf /cm?; P,,P,,M estan ubicados en el plano XOZ y P, esta ubicado

en el plano XQY. Considerar que en el mercado existen los siguientes tipos de perfiles metalicos:

Ne de Yo b AREA (A) W, W, l, I,
perfil cm cm cm? om? cm? em® cm?
1 2,42 9,0 30,6 242 31,6 2900 208
2 2,47 9,5 35,2 308 37,3 4160 262
3 2,52 10,0 40,5 387 43,6 5810 327
4 2,59 10,5 46,5 484 51,8 7980 410
5 2,68 11,0 53,4 601 61,7 10820 513
Solucién:

Descomponemos la fuerza P, en los ejes OX, OZ y la fuerza P, en los ejes OX y OY. El esquema
de la barra se muestra en la figura 8.7,b. La barra sufre flexion en el plano vertical (debido a la

accion de las fuerzas P,, la componente P;seno y el momento M), flexién en el plano horizontal
(debido a la componente P,senf3)y traccion (debido a las componentes P, cosa y P, cosf3).

En la figura 8.7,c se muestran los diagramas de fuerza axial (NX) y momentos flectores
(My, I\/Iz) , siendo la seccion mas peligrosa la ubicada en el empotramiento.

La primera eleccion de las dimensiones de la seccion transversal lo realizamos para el calculo de

flexion debido al momento My :

M, 8.10%10?
[s] 1600

Este valor corresponde a 2 secciones tipo canal, es por ello, que elegimos el perfil N° 2

=500cm?

W, =

(Wyl =308cm?®), debido a que la condicion de resistencia nos indica que debemos elegir perfiles

con caracteristicas mayores que la obtenida.

De esta manera, las caracteristicas geométricas de la seccion previamente elegida son:

W, = 2W! =2.308 = 616cm’

A =2A, =2352=704cm?
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I, =262cm*

Yy, =2,47cm
b =9,5cm
N
N
V i 7
)
d) A,\ =
»Y
LN

(P,+P sena) L+M=8T.m

\
(G §\ P,senB(L/2)=0,4T.m

Fig. 8.7
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8.3

El momento de inercia de toda la seccion (figura 8.7,d) es:

|, =21, +2A,y? = 2.262+2.35,2.2,47> = 953 5¢cm*
1, 9535

b 95

Los diagramas de esfuerzos normales, correspondientes a cada una de las acciones internas se

=100,4cm?

muestran en la figura 8.7,d. El punto mas peligroso es A, en el cual los signos de todos los esfuerzos

son los mismos. El esfuerzo en el punto A lo determinamos por la siguiente relacion:

s N, My, M, 4160 8.10° 0,4.10°

" TR A + + =1756,2kgf /cm? >1600kgf /cm?
A W, W, 704 616 1004

El sobreesfuerzo es aproximadamente el 10%, por ello, elegimos el perfil N° 3, siendo sus

caracteristicas geométricas las siguientes:

W, = 2W! =2.387 = 774cm’

A =2A, =2.40,5=81lcm?

l,, =327cm*
Yo = 2,52cm
b =10cm

|, =2.327+2.405.2,52* =1168,4cm*

W, = Il; _1168,4

Determinamos el esfuerzo en el punto A y comprobamos la condicién de resistencia:

N, M, M, 4160 8.10° 04.10°
Omex = + + = + +
A W, W, 8l 774 1168

=116,8cm?®

=1427,4kgf /cm? <1600kgf /cm?

De esta manera, elegimos el perfil N° 3, por ser el que cumple con la condicién de resistencia,

teniendo una holgura del 10,8%

CARGA AXIAL EXCENTRICA

Carga axial excéntrica, es aquella carga paralela al eje longitudinal de la barra y que puede ser de
traccion o de compresion, tal como se muestra en la figura 8.8

La distancia "e" se llama excentricidad y el punto donde se aplica la carga polo.

La accion de la carga axial excéntrica es equivalente a las acciones de la carga axial céntrica con la
flexion desviada pura. De esta manera, el célculo de resistencia se realiza con las mismas férmulas
gue flexion y carga axial, con la condicion que en los diagramas de fuerzas internas, las secciones
no son igualmente peligrosas.

Los puntos del tramo de recta que interseca la linea neutra con los ejes centrales principales se

puede determinar por medio de la férmula 8.18
22
ly
a, =—— (8.18)
eZ
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Donde:
e,.e, - proyecciones de la excentricidad en los ejes centrales principales o lo que es lo mismo,

coordenadas del polo

» X%

W/ iiiiiiiiciii/zd

>y
Fig. 8.8
A
A
h h/3
4
»19/8 < IR0
. d Y
Fig. 8.9
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Si la carga axial excéntrica se encuentra en el plano de uno de los ejes principales de la seccién, asi
como para el caso de secciones, en los cuales todos sus ejes centrales son principales, se tendra el
caso de la suma de las acciones de flexién y traccion o compresion. Para los materiales, que
trabajan mal en traccion, surgiran de todas maneras esfuerzos de traccion.

Los esfuerzos en toda la seccidn surgiran en el caso, cuando la linea neutra no interseca la seccion.
La ubicacién de la linea neutra esta relacionada con la ubicacion del polo.

El lugar geométrico de los polos, que corresponden a las lineas centrales, tangentes a la seccion,
forman el contorno del ndcleo central.

Si la carga excéntrica se aplica en cualquier punto del nacleo central, entonces generara en toda la
seccién esfuerzos de un mismo signo. El ndcleo central para las secciones circular y rectangular, se

muestran en la figura 8.9

PROBLEMA 8.5 Determinar los esfuerzos en la seccion m — n de la estructura mostrada en la figura
8.10,a

Y,
¥
Zp=66,5 =33,5
a) P b g A R4 . c) 412
[\ | ’l_\‘l||||]|||]||||@|[||||||||||I|||B
v L (ViPa)
[ 1 <
V| i ro)
= = \”/ |
m Q [Pzeebesi L Bz &
vl--- N /l | A B @
PR ) ~
fiV = (™)
ik %H\Hd (MPa)
;b\ o i
i \ '\_
d a1 &
< 80 ye 20 > A

Fig. 8.10
Solucién:
En este caso, la compresidn excéntrica se puede obtener como la suma de la compresion céntrica y
la flexion desviada pura en el plano XOZ.
Determinamos la ubicacién del centro de gravedad de la seccién, calculamos el momento de inercia

respecto al eje central principal OY y determinamos el area de la seccién transversal de la figura
8.10,b

Az +A,Z, 921+826

= 3,35cm
A +A, 9.2+8.2

C

! I
Iy—ly+ly

3
Il =1 +Aa? = 91'§+9.2.(3,35—1)2 —105,4cm*

2.8°

1 =", +Aal =5~ 1 28(6-335) =197,7cm*
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|, =1054+197,7 = 3031cm*
A=A +A, =18+16 =34cm®
En la seccién surgen dos fuerzas internas: fuerza axial N, =—P y momento flector M, = —Pe,

donde e =9,3+3,35=12,65cm

Los esfuerzos normales debido a la compresion central seran iguales en todos los puntos de la

seccion transversal:

N P 14.10°
Gy, = =——=

A A 3410°

Los esfuerzos normales debido a la flexién, alcanzan los valores maximos en los puntos extremos de

=—-412MPa

la seccion: A (z, =—6,65cm), B (z; =z, =3,35cm)

Pe 14.10%.12,65.10
=— "7, =— ’ —6,65.107%) = 38,85M Pa (TRACCION
(GMY )a N A 3031.10°° ( ) ( )
Pe 14.10%.12,65.10
—— 7 =-— ’ 3,35.107?) = -19,57MPa (COMPRESION
(GMY )e | B 3031.10° ( ) ( )

y

Los diagramas de esfuerzos normales, correspondientes a N, My y la suma de los diagramas de

esfuerzos, se muestran en la figura 8.10,c

Los valores extremos del diagrama de suma de esfuerzos son:
O = (GMY )a+ Oy, = 38,85—-412 = 34,73MPa
Cg = (GMY )s + Oy, = -19,57-412 = -23,69MPa

PROBLEMA 8.6 Una columna corta de acero, es cargada excéntricamente por una carga P, tal

como se muestra en la figura 8.11,a. Determinar la carga permisible que puede soportar la columna,

Si [G] =1400kgf / cm? y las caracteristicas geométricas del perfil metalico son las siguientes:

h b A W, W, I, 1, i, i,
2
cm cm cm Cm3 Cm3 Cm4 Cm4 cm cm
30 13,5 46,5 472 49,9 7080 337 12,3 2,69
Solucién:

Como la columna estd sometida a compresion excéntrica, se puede descomponer en dos acciones,
la compresion céntrica y la flexion desviada pura, cuyo polo no se encuentra en ninguno de los ejes

principales.

Las coordenadas del polo son: e, = 6,75cm y e, =15cm

Las fuerzas internas son iguales en todas las secciones:

N, =-P; M, =—Pe,; M, =—Pe

y z z y
Los diagramas de esfuerzos normales correspondientes a cada una de las acciones internas, se

muestran en la figura 8.11,b
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El punto mas peligroso es el punto A y para dicho punto aplicamos la comprobacién de resistencia,

con la finalidad de determinar la carga permisible P.

Crbe | =|0a] = AX V\/z+ WZ <[o]
om | _|_ P P15 P75 _ 0188P <[o]
465 472 499 |
De donde:
p _p_— lol _1400 o s ogt
0,188 0,188
Z
A
a)

\‘\

6

Fig. 8.11

PROBLEMA 8.7 Comprobar la resistencia de una columna de hierro fundido, mostrada en la figura
8.12,a; sabiendo que [c], = 400kgf /cm? y [G]wmp =1000kgf /cm?

Solucion:

La columna esta sometida a compresion excéntrica, por medio de la carga P, cuya accion también
puede ser descompuesta en compresion céntrica y flexion desviada pura.

Determinamos las caracteristicas geométricas de la seccion. El eje principal OZ lo trazamos una vez

calculada la distancia Y. del centro de gravedad de la seccion transversal, la cual se muestra en la

figura 8.12,b
La seccion transversal lo dividimos en tres rectangulos y calculamos la ubicacidon del centro de

gravedad:

_2Ay +Ay, 2246+321 _ sem

YeZ oA +A, | 224432
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A
a) ) _Y~om S
| |ey=2cm 348,8kgflcm2  250kgf/cm?
i | [—>] [—>
Ad
A\
¢ )
OO 5 =748 8kgflom? fal -l I 348,8kgf/cm?
GméXCSA_ e LN
0 398,8Kkgf/cm2 :
(0} =0OR~ ,OKgl/cm 2
max_ OB 150kgf/cm ¥ }00kgf/cm2
Fig. 8.12

Los momentos de inercia centrales principales son:
3 3
l, =2 1227 | 2097 |+ 21 _ 4586 7cm*
12 12

3 3
1,=2 £+ 24.2° |+ £+32.32 =1066,7cm*
12 12

Los cuadrados de los radios de inercia son:

, |, 45867

Iy=—"=-F""—_-= 57,3cm?
A 224+32
. I
i2="2= 1066,7 =13,3cm?
A 80
Las fuerzas internas que surgen en cualquier seccién son:
N, =-P
M, = _P‘eZ‘
M, =—Ple,
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Donde, las coordenadas del polo son:

e, = -2cm

e, =8cm
Para determinar los puntos peligrosos de la seccién, trazamos la linea neutra, calculando

previamente los tramos de longitud a,,a, que intersecan a los ejes centrales principales:

2
a, =—Ii=—13’3 = 6,65cm
e, -2
ii 573
a,=——"=-"""=-716cm
e, 8

Efectuando el trazo de la linea neutra (figura 8.12,b), observamos, que los puntos méas alejados son

el punto A (y, =—-4cm, z, =10cm), en el cual surgen los esfuerzos de compresién y el punto B

(Yg =8cm, z; =—-10cm), en el cual surgen los esfuerzos de traccion.

comp tr

Como ‘GA‘>GB, esto es, |0 |> O la comprobacion de resistencia lo realizamos para ambos

puntos.

Esfuerzo maximo de compresion:

comp

‘Gcolmp _|_ 20000 20000.8 10— 20000.2

o | : 4/ =|- 250 —348,8 —150| = 748,8kgf / cm? <[]
80  4586,7 1066,7

Esfuerzo maximo de traccion:

tr _ X y z

L =Og =+ Yz 4+
Omx = OB A N B 3 Ye
o, — 20000 200008 . 200002 5,54 3486 300 = 398:8kef /om? <[o],
80 45867 1066,7

De esta manera, la resistencia de la columna esta asegurada.

8.4 FLEXION, TORSION Y CARGA AXIAL

Cuando existe torsion y carga axial, en las secciones transversales de la barra surgen el momento
torsor M, =T vy la fuerza axial N, . En cambio, para el caso de torsién y flexion surgiran el
momento torsor y los momentos flectores My, MZ .

Para determinar la seccion mas peligrosa, debemos de graficar los diagramas de fuerzas internas y
analizar varias secciones, porgue en ciertos casos, es dificil determinar dicha seccién.
El célculo de resistencia se realiza por los esfuerzos equivalentes para el punto mas peligroso y sera

el punto donde el esfuerzo equivalente sea maximo.
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Dependiendo de la teoria de resistencia, el esfuerzo equivalente lo determinamos por una de las

siguientes formulas:

Ceu =/o” +47° (8.19)
Gy = \Jo? +31° (8.20)

1- 1
Coy = T“cﬂr ;M\/Gz +47? (8.21)

Donde:

G - esfuerzo normal en el punto méas peligroso de la seccidn transversal

T - esfuerzo tangencial en el mismo punto

Para el calculo de barras de seccién transversal circular, sometidas a flexion y torsion, se calcula el
denominado momento equivalente para la seccion mas peligrosa.

Por la teoria de resistencia de esfuerzos tangenciales maximos:

M M; + M’ + M (8.22)

o =]

Por la teoria de la energia potencial de variaciéon de la forma:

M,y = /0.75M} + M2 + M? (8.23)

La seccion mas peligrosa sera aquella, cuyo valor del momento equivalente serd maximo. En esta
seccibn, los puntos peligrosos, son las intersecciones de la linea de carga con el contorno de la
seccion circular.

PROBLEMA 8.8 Determinar las dimensiones de la seccién transversal AB (figura 8.13,a), si

[G]=1400kgf /cm?. Efectuar el calculo por la teoria de resistencia de esfuerzos tangenciales

maximos.

©,
: @

5y
/ K1
h Kz‘ 'K2 K2 K2 Imax
'21
oy
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Solucioén:

La barra estd sometida a torsion y flexion. La seccién més peligrosa es el empotramiento, donde

surgen el momento flector maximo M, =PL =800.90 = 72000kgf .cm y el momento torsor

T« = PL, =800.120 = 96000kgf .cm

Los esfuerzos normales maximos surgen en los puntos de la parte superior e inferior de la seccién
transversal (figura 8.13,b)
_ M., 72000 432000 108000
"™ W,  bh?  b(2b)? b
6

Los esfuerzos tangenciales maximos surgen en los puntos K2 (figura 8.13,b)

Sin considerar el efecto de la fuerza cortante, tenemos:

T 96000 195122

Tmax = = 2 = 3
W, 0,246(2b)(b) b

El esfuerzo tangencial en el punto K, sera:

195122 155122
B b

En el punto K, surge el estado de esfuerzo plano equivalente:

2 2
(e = o2, 147 :’J(losoooj 'F4(155122j _ 328505 _ o

T, = YT =0,795.

e b* b* b*
De donde:
b>3 328505 =6,17cm
\| 1400
h =2b=12,34cm

En el punto K2 surge el estado de esfuerzos de cortante puro, siendo el esfuerzo equivalente el

siguiente:
195122 390244
(Cem )K2 =./0+ 4’551@( =2T ey = 2. b3 = 7 = 1400
De donde:
b>s3 390244 =6,53cm

1/ 1400

h =2b =13,06cm
Tomamos el valor maximo y lo redondeamos a los valores comerciales, es decir:

b =6,6cm
h =2b=13,2cm

De esta manera, se concluye que el punto mas peligroso es el punto K,
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PROBLEMA 8.9 Determinar el valor admisible de la carga para la barra de hierro fundido mostrado

en la figura 8.14, si los esfuerzos admisibles en traccion es [G]tr =210MPa y en compresion

[G]Comp =840MPa. Considerar que el factor de seguridad es n = 4,5

T=2Pd

A

d=

IA / -
\
N

AN
40

Fig. 8.14

Solucioén:

La barra trabaja en torsibn y compresion, siendo segun el esquema, todas las secciones

transversales igualmente peligrosas.

En cada seccién transversal, los puntos peligrosos son los del contorno, debido a que ahi surgen los

mayores esfuerzos debido a torsion. Los esfuerzos normales se distribuyen en forma uniforme por la

seccion transversal.

Expresamos los esfuerzos en el punto mas peligroso en funcion de la carga P :

4P
C=——>%
nd?
T _2Pd 3P
W, nd nd®
16

Aplicamos el criterio de resistencia de Mohr, a través de la siguiente relacién:

s e B A e R S PR

2 2 _ndz 2 nd? A

Donde:

M: [G]tr :@20,25

[6)om 840

Efectuamos el célculo y obtenemos:

38,58 P2 Lol
d n

De donde:

2 2 -6 6
o [o]. _ m40%10°210.00° _ oo ¢ nain
38,58n 38,58.4,5
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PROBLEMA 8.10 Comprobar la resistencia de la barra de hierro fundido mostrado en la figura 8.15,a

si [o], =300kgf /cm? y [6],,, =1000kgf /cm’
8) P=125kgf
z 400kgf. /""VY i
A gr.m/m 200kgf.m _
I gtMm v T=100kgf.m
(TN
P=5000kgf
L L2
1 N/
I Il
\/ < 1m > 0,5m >
100
b) /(W @
(kgf.m)
300 100
é (kgf)
5000
187,5
62,5
(kgf.m)
) ®
152,8kgflcm?®  63,7kgf/cm? 191kgflcm? 127,3kgflcm?
d ; - g
152,8kgf/cm? 191kgf/cm? 254,7kgf/cm?
d) -
D,A:Z = Tinax =136kgf/om” 100kgf/cm? 149,9kgf/cm? 49 9kgflcm?
; I, Y. N
% SN P —o-
/ L
® K v %@y é
E’ 149,9kgf/cm? 249 ,9kgflcm?
Fig. 8.15
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Solucioén:

La barra esta sometida a flexion, torsion y compresion.

En las secciones transversales surgen las fuerzas internas NX,MX,My, cuyos diagramas se

muestran en la figura 8.15,b

Comprobamos la resistencia de la barra en la seccion N, L, :

Esfuerzo maximo debido a torsion:

T 30000 30000.16

= =T —— =1528kgf /cm?
W nd m.10

p

16
Esfuerzo debido a la compresion:
N 5000
c =X =_ =—63,7kgf /cm?
( Ny )I AI TC.lOZ gf

4

Los esfuerzos maximos debido a flexion:

, MM MM 18750.32
oMy =+ Y —+ Y 4 =+191kgf /cm?
( My ) Wy nd?® n.10° o
32

Los diagramas de esfuerzos en la seccién transversal N,L, se muestran en la figura 8.15,c

Cudl de los puntos (D o E) de la seccion transversal analizada es la mas peligrosa, no es factible
identificarlo, ya que por valor absoluto el esfuerzo en el punto E es mayor que el esfuerzo en el punto
D, pero el material es hierro fundido, el cual posee mayor resistencia en compresion que en traccion.
Es por ello, que efectuamos el calculo para ambos puntos.

Los esfuerzos normales en los puntos D y E son:

op =0y, +(om)p =—63,7+191=127,3kgf /cm? (TRACCION)

o =0y, + (o) =—63,7-191=—254,7kgf /cm? (COMPRESION)

Determinamos los esfuerzos equivalentes para los puntos D y E, aplicando el criterio de resistencia

de Mohr y considerando que:

[G]tr _ 300 _03
[6]omy 1000

M:

Para el punto D:

1-03

(Oe)o =" 1273+ 1103

\[127,3% +4.152,87 = 259,7kgf /cm?<[c],

Para el punto E:
1-0,3
>

De ello, se desprende, que el punto mas peligroso es el D, cuya resistencia esta asegurada en dicho

1+0,3

(Cuy)e = (—254,7) + J(-254,7)% + 4.(-152,8)% =169,4kgf /em? <[c ]y

tramo.
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Ahora, efectuamos la comprobacién de resistencia de la barra en la secciéon N,L,, siendo las

caracteristicas geométricas en dicha seccion las siguientes:

A:azz(dxﬁj :[10\5] = 50cm?

2 2
(d\/gj[l (10/\/5]4
4 2 2
=2 - - = 208,3cm"
12 12 12
I 208,3
_ Y _ 9 _ 3
Wy = 9 L 41,7cm

2 2

Esfuerzo maximo debido a torsién:
Tméx 10000 10000
TS 0.208° , =136kgf /cm?
O 208(10*5
Esfuerzo debido a la compresion:
N
Oy = 3" == 0 =~100kef fom’
n 10\/E
2
Los esfuerzos maximos debido a flexion:
, MJ® 6250
mxy —4_ Y 4 = +149,9kgf /cm?
(GMY i W 417 of

y

Los esfuerzos normales en los puntos D y E son:

o, =0y, +(on*), =-100+149,9 = 49,9kgf /cm? (TRACCION)

o. =oy, +(om). =—100-149,9 = —249,9kgf /cm? (COMPRESION)
Los diagramas de esfuerzos normales y tangenciales se muestran en la figura 8.15,d

Al comparar los diagramas obtenidos con los de la seccion A(NlLl) se concluye, que cualquier

punto de la seccion N,L, es menos peligroso que el punto D y, en consecuencia, la resistencia del

tramo |l estd asegurada.
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CAPITULO 9
ESTABILIDAD DE BARRAS

2
T El ...

9.1 FLEXION LONGITUDINAL
La carga critica de pérdida de estabilidad en el estado elastico, se calcula por la férmula de Euler:
= (9.1)
cr 2
(nL)

coeficiente asumido de la longitud de la barra, cuyo valor depende de las condiciones de

Donde:
l’l -
fijacion de los extremos de la barra (figura 9.1)
| ..n - momento de inercia minimo de la seccién transversal de la barra
l i l i l i
zz(fz y77474
\\\ \\\ \\
\\\ \\\ \\
\ \ \
i ! i
L p=1 | U=0,5 | n=0,7
/ / /
III II/ I/
77%7 77777 77777
P P
v A 4 P
| ': /
I I /
i i /
/ { /
/ ! /
/II “=1 // u=2 // u=2
// I// l/’
/’/ // /’
/ // i
77777 7797 77777
Fig. 9.1
El valor de la carga admisible de compresién se determina por la formula 9.2
P
[P]=—= 9.2)
[Neat]
Donde:
[n est] - factor de seguridad de estabilidad
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Los esfuerzos que surgen en la seccion transversal de la barra, cuando P =P

denomina critico y se calcula por la formula 9.3

Donde:

A - flexibilidad de la barra

P, n’E
O = =7
AN
=t
Iml’n
H Iml'n
Iml’n =
A

i . -radio de inercia minimo de la seccién transversal de la barra

min

cr?

también se

(9.3)

(9.4)

(9.5)

La férmula de Euler es valida para el caso cuando la carga critica no supera el limite de

proporcionalidad del material de la barra, es decir, cuando se cumpla la condicién:

En algunos casos, la formula de Euler se expresa por medio de la flexibilidad de la barra:

Donde:

Para el acero A

aluminio A,

Iim

~ 60

A=A

lim =T

Iim

Iim

E

\ Gpmp

~100, para el hierro fundido A

~ 80, para el pino A

lim

ESTABILIDAD DE BARRAS POR LA FORMULA DE YASINSKI

Si la pérdida de estabilidad surge en el estado plastico, la formula de Euler no es aplicable y el

esfuerzo critico se calcula por la formula empirica de Yasinski:

Donde:

G, =a—br+ch’

(9.6)

(9.7)

(9.8)

~110 y para el

(9.9)

a,b,c - coeficientes experimentales, dependientes del material y que poseen las mismas unidades

de medida que los esfuerzos (tabla 9.1)

Tabla 9.1
a b C
MATERIAL (kgflcm?) (kgficm?) (kgficm?)
Acero 3100 11,4 0
Aluminio 4060 28,3 0
Hierro fundido 7760 120 0,53
Pino 293 1,94 0
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ESTABILIDAD DE BARRA POR MEDIO DEL COEFICIENTE ¢ DE FLEXION LONGITUDINAL
Este tipo de calculo se realiza para elementos estructurales de concreto armado y estructuras
metalicas.

El célculo se efectia como para el caso de compresién simple, pero con disminucion de los
esfuerzos admisibles.

La férmula de célculo es:
P
c=-< (p[cs] (9.10)

Donde:

¢ - coeficiente de flexion longitudinal, que considera la disminucion del esfuerzo de compresion

admisible y depende de la flexibilidad A y del material de la barra.

El coeficiente ¢ se elige mediante la tabla 9.2

Tabla 9.2

Estabilidad A Madera Hierro fundido Acero
0 1,00 1,00 1,00
10 0,99 0,97 0,99
20 0,97 0,91 0,97
30 0,93 0,81 0,95
40 0,87 0,69 0,92
50 0,80 0,57 0,89
60 0,71 0,44 0,86
70 0,61 0,34 0,81
80 0,49 0,26 0,75
90 0,38 0,20 0,69
100 0,31 0,16 0,60
110 0,25 - 0,52
120 0,22 - 0,45
130 0,18 - 0,40
140 0,16 - 0,36
150 0,14 - 0,32
160 0,12 - 0.29
170 0,11 - 0,26
180 0,10 - 0,23
190 0,09 - 0,21
200 0,08 - 0,19
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PROBLEMA 9.1 Determinar el valor de la carga admisible que puede ser aplicada a la estructura de

la figura 9.2, si el factor de seguridad de estabilidad es [n ]: 3, el material es acero y su moédulo

est

de elasticidad E =21.10°kgf /cm?® . Considerar que el perfii metalico tiene las siguientes

caracteristicas geométricas: A =17,4cm? ; Iy=41,9cm4 : iy:1,550m o, =572cm* ;

i, =573cm
P
&
Ho
Fig. 9.2
Solucioén:
La flexibilidad de la barra es:
poo BE 1180 4064
[ 155

min

Donde el valor de 1, = iy =1,55cm se obtuvo de las caracteristicas geométricas del perfil.

Como el material es acero, se tendra que A>XA, =100 y la carga critica lo calculamos por la

lim

formula de Euler:

2 2 6
. T EImzin _T 2,110 .241,9 — 26803,3kgf
(uL) (1.180)
De esta manera, la carga admisible sera:
[P]= P 208033 _ 6934 akqf

[N

PROBLEMA 9.2 Resolver el problema anterior, considerando que el apoyo inferior es empotrado y el
superior fijo.
Solucion:

En este caso, el coeficiente pu=0,7 (figura 9.1) y la flexibilidad de la barra lo calculamos por la

expresion:
5 = & ~0,7.180
[ 155

min

=813
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De esta manera A <A, Y la formula de Euler no es aplicable, determinando, para ello, la carga

lim
critica por la formula empirica de Yasinski.

PCr = GcrA =(a—bA)A =(3100-11,4.81,3).17,4 = 37813,3kgf
La carga admisible sera:

P, 37813,3
[P] = [ =

nest]

PROBLEMA 9.3 Determinar el valor admisible de la carga de compresion para la columna de acero

= 12604, 4kgf

(figura 9.3,a), si [nest]: 2 y los perfiles tipo angulos de lados iguales, rigidamente estan unidos

entre si. Considerar las siguientes caracteristicas geométricas para cada angulo: A, = 5,41cm2;

l, =1, =16cm*
a) l P
A
=
=
N
gL o
it = 96x56x5 i
—L77}77
Fig. 9.3
Solucioén:

En la figura 9.3,a los valores 56x56x5 indican las dimensiones de los lados del angulo (56mm) y el
espesor del mismo (5mm).

Calculamos el momento de inercia de la seccién transversal (figura 9.3,b):

l, =1, =4(l, +aA,) = 416+ (L57 +0,6) 5,41|=165,9cm*
Donde:

a=2z,+0,55
Determinamos el radio de inercia de toda la seccion:

iml’n = Imax =1, = Z 1659 2,77cm
VA T asa

La flexibilidad de la columna es:

- &_ 2.100
i 2,77

min

=722
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Como A <A la férmula de Euler no es valida y determinamos la carga critica por la formula

lim 1
empirica de Yasinski:

P, =o,A=(a—bA)A=(3100-114.72,2).4.5,41 = 49272 5kgf
De esta manera, la carga admisible sera:

P 492725
Pl- e =

— cr
[n est ]

PROBLEMA 9.4 Elegir el perfil tipo | de una columna de acero, cuyo apoyo inferior es empotrado y

= 24636,25kgf

el superior fijo. Considerar que la carga de compresion es P =120kN, la altura de la columna

L=3m , el factor de seguridad de estabilidad [nest]:2,7 y el moédulo de elasticidad

E =2.10°MPa. Los tipos de perfiles comerciales en el medio son:

N° de Area (A) I iy I, I,
perfil cm? om® om em® cm
1 20,2 58,6 1,70 873 6,57
2 23,4 82,6 1,88 1290 7,42
3 26,8 115 2,07 1840 8,28
4 30,6 157 2,27 2550 9,13
5 34,8 198 2,37 3460 9,97
Solucion:
Efectuamos el calculo por la férmula de Euler:
P, mEl

< =
[n est] (HI—)z [n est]
De donde, despejamos el momento de inercia minimo y calculamos su valor:
g P(uL)’[n,,] 120.10%(0,7.3)2.2,7
" n’E n%.2.10°.10°

Por economia elegimos el perfil N° 2, cuyos valores son un poco mayores que los minimos

I =72,410"°m* =72,4cm*

requeridos, siendo sus caracteristicas geométricas las siguientes:

| =1_ =826cm*

y min T

i, =1, =188cm

Con estos valores, comprobamos la aplicacion de la férmula de Euler:
o~ L _0,7.300

- =1117
I 1,88

min

Como se cumple la condicién A > A la féormula de Euler fue correctamente utilizada en la solucion

lim »

del problema.
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PROBLEMA 9.5 Determinar a partir de la condicién de estabilidad, la disminucién admisible de la
temperatura de los cables, de tal manera que sostengan a la viga absolutamente rigida ABC,

apoyada fijamente en A, tal como se muestra en la figura 9.4,a. Considerar que el material de los

o 1 .
cables es acero, con coeficiente de dilatacion térmica oo =12.10 G(OC , modulo de elasticidad

E =21.10°kgf /cm? y factor de seguridad de estabilidad [n,, |=2,5

i Lz

A
a) 1 2 2
E
S @ 4=20mm @ 4=20mm
Il
—

} 400mm 600mm
P«

<
N, N,
b) R 5 ¥
1 }62
A

8, =0L(AT) 81 =0lL(AT)

Fig. 9.4

Solucion:

Tal tipo de estructura es una vez hiperestatica, cuya reaccioén vertical en A y las fuerzas internas en

los cables, forman un sistema de fuerzas paralelas (figura 9.4,b). De esta manera, el nimero de

incognitas es tres y el nimero de ecuaciones de la estéatica son dos.

Analizamos el diagrama de desplazamientos que se producira en la estructura, haciendo el siguiente

andlisis:

a) Por efecto de la disminucion de la temperatura, ambos cables se acortaran una misma magnitud

b) Como la viga es absolutamente rigida, entonces, se desviara tal como se muestra en la figura
9.4,b siendo el acortamiento del cable 2 mayor que el del cable 1

c) Esto quiere decir, que para que la viga siga comportandose como absolutamente rigida, el cable

1 sufrird un alargamiento elastico debido a la fuerza interna de traccién N, y el cable 2 sufrira un

acortamiento debido a la fuerza interna de compresiéon N, (figura 9.4,b)
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d) En calidad de explicacion adicional del comportamiento interno de ambos cables, podemos decir,
gue en la figura 9.4,c se muestran tres posiciones de la viga: linea 1 corresponde a la
deformacion por temperatura del cable 1 (sin considerar la accion del cable 2); analogamente
sucede con la linea 2 correspondiente a la deformacién por temperatura del cable 2 y la linea 3
la posicion final de la viga después de la disminucion de la temperatura y accién de las fuerzas
internas en los cables

Efectuamos el equilibrio de la viga de la figura 9.4,b
ZMA:O = —400N, +1000N, =0 N1=§N2

A través del diagrama de desplazamientos, tenemos:

d, d, 5, 5
= j— =
1000 400 o5, 2
Del analisis de la geometria tenemos:
N, L
0, =04 —SNl = oL (AT) - E,lA
N, L

2

8, =8; +8,, =aL(AT)+

Dividimos la segunda ecuacién entre la primera, cuyo valor es conocido y simplificamos L,

obteniendo:

(OL(AT) + IE\IAZJ 5

(O((AT) — NlJ 2

EA
Efectuamos operaciones y obtenemos:

3o (AT)EA =5N; +2N,
Si consideramos que N, = iNZ , obtendremos:

_ 6o (AT)EA

29

El valor admisible de la variacion de temperatura, lo obtenemos a partir de la condicion de
estabilidad del cable 2:

N,

N2,cr
[N ] ]
La flexibilidad del cable es:
L L 600
i d/4 20/4

Para el acero A

im =100, en consecuencia, A>A ., y la formula de Euler es aplicable para este

caso, obteniéndose la siguiente relacién:
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- U]

El valor de la variacién de la temperatura, lo obtenemos igualando la expresién de N, obtenida del

2
N.]= T

equilibrio estatico y diagrama de desplazamientos, con el obtenido de la condicién de estabilidad.

6a[ATIEA nEl,

29 L2 [n est ]

De donde:

2072, " 20
29 szlmm 4 o
AT)= S Al . =104
a est 6.12.10’6.2.202.6002.2,5

PROBLEMA 9.6 Comprobar la estabilidad de una columna de madera (figura 9.5), si el esfuerzo

admisible es [c]=10MPa
P=100kN

v

% 3|E

e
< A E
1 £
- Ig
120mm
A\ 4
7777
Fig. 9.5

Solucién:

Determinamos su radio de inercia de la seccion y la flexibilidad de la columna.

P F /b b 12
YA 120?12 A2
uk 054
7\’ = — = 772 =
I 3,46.10
El esfuerzo normal que surge en la seccion transversal de la columna es:

P 100.10°
o=—=—
A 12210

= 3,46cm

! min

=6,94MPa
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A través de la tabla 9.2 obtenemos el valor del coeficiente de flexién longitudinal, por medio de la
interpolacion, en funcion de la flexibilidad de la columna:
¢=0,728
De esta manera, se tendré:
¢[c]=0,728.10 = 7,28MPa
De esta manera, se cumple con la condicién G <(p[c] y se tiene un 4,67% de reserva para posible

sobrecarga.
PROBLEMA 9.7 Determinar el valor admisible de la carga de compresién de una barra de una

armadura, cuya seccion transversal esta formada por dos angulos de lados desiguales unidos
rigidamente entre si (figura 9.6). La longitud de la barra es L =3,4m y el material es acero.
Considerar que los extremos de la barra estan unidos por rétulas ideales, que el esfuerzo admisible

de la estructura es [G]leOOkgflcmz, los momentos de inercia de cada angulo son

I, =54,6cm* e I, =172cm*, el area A; =139cm?® y X, =1,64cm

Y Y

110x70x8

)

e
O=12mm

Fig. 9.6

Solucién:
En la figura 9.6, los valores 110x70x8 indican las dimensiones de los lados desiguales del angulo
(110mm y 70mm) y el espesor del angulo (8mm).
El valor admisible de la carga lo determinamos por la férmula:
[N]=Ag|o]
Calculamos los momentos de inercia respecto a los ejes OY y OZ.

1, =21, +(x, +0,58)?A, |=2|54,6 + (164 +05.1,2)2.139|= 248 7cm*
I, = 2IZl =2.172 = 344cm*
De esta manera, se tiene que |y <I, y el radio minimo de inercia es:

I, [2487

=2,99cm
“UA 2139
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Determinamos la flexibilidad de la barra:
- & _ 1.340
(- 2,99

min

=113,7

Por medio de la tabla 9.2 interpolamos y obtenemos:
¢ =0,494
La carga de compresion admisible es:
[N]=2.13,9.0,494.1900 = 26093kgf
PROBLEMA 9.8 Elegir el tipo de perfil | de acero estructural para la columna mostrada en la figura

9.7, si [G]zlSOOkgf /cm?. Considerar gue en el mercado se dispone de los siguientes tipos de

perfiles:
N° de Area (A) l, i L, i,
perfil cm? cm? cm cm? cm
1 72,6 667 3,03 19062 16,2
2 84,7 808 3,09 27696 18,1
3 100 1043 3,23 39727 19,9
4 118 1356 3,39 55962 21,8
5 138 1725 3,54 76806 23,6
P=120T
v
A
AP
Y
=
o
Il
-l
v
- 77777
Fig. 9.7
Solucién:

La falla de la columna se puede producir respecto al eje OY, debido a que el momento de inercia

respecto a este eje es menor que al eje OZ.

El area de la seccién transversal necesaria se determinara por la formula:

A

P

requerida 2 m
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En esta formula existen dos incognitas (A, @), por ello, damos un valor a uno de ellos, eligiendo en
este caso ¢ =0,6
Luego:

_ 120.10°
requerida 0,61800

De acuerdo a la tabla de perfiles comerciales, podemos elegir los perfiles N° 4 y N° 5

A =1111cm?

Por economia, elegimos el perfil N° 4, cuya area es A =118cm? y comprobamos la estabilidad de

la columna por la féormula:

G=XS(|)[G]

Determinamos el valor de ¢ para el perfil elegido, siendo su radio minimo de inercia

i = iy =3,39cm v la estabilidad sera:

min

,_ HL _ 0,5.800
i 3,39

=118

min
A través de la tabla 9.2 interpolamos y obtenemos ¢ = 0,464
De esta manera se tendra:

¢[c]=0,464.1800 = 835,2kgf /cm?

120.10°
c=- - =1016,9kgf /cm?*>835,2kgf /cm?
Esto quiere decir, que no se cumple con la condicidn de estabilidad y debemos de elegir el siguiente

perfil.
Elegimos el perfil N° 5, cuya area es A =138cm?, radio minimo de inercia i, = i, =354cm y la
estabilidad seré:

. HL _ 0,5.800
i 354

min

=113

Una vez mas, a través de la tabla 9.2 interpolamos y obtenemos ¢ = 0,499
De esta manera se tendra:

¢[c]=0,499.1800 = 898,2kgf /cm?

120.10°
C=————

= 869,6kgf /cm?<898,2kgf /cm?
138 o o

De esta manera, se cumple con la condicion de estabilidad, es decir ¢ < (p[G] y la columna tiene

una reserva del 3,18% para ser cargada.
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9.2 FLEXION LONGITUDINAL Y TRANSVERSAL SIMULTANEA
Para estructuras sometidas a flexion longitudinal y transversal simultanea (figura 9.8), la deflexion se

determina por la siguiente férmula aproximada:

y

0

y= (9.11)
1.5
Pe
Donde:
2
P, = n E'2 (9.12)
(uL)
Siendo:

y° - deflexién debido a la accién de la carga transversal
y - deflexion total, debido a la accion de la carga transversal y carga longitudinal S

P, - carga de Euler, para cuyo célculo, se considera el momento de inercia | respecto al eje

principal, perpendicular al plano de accién de la carga transversal

Fig. 9.8

El esfuerzo normal maximo en valor absoluto en la seccion transversal de la estructura es:

N, M S M° Sy
max t =t (9.13)
A W A W W

Donde:
M = M° + Sy (9.14)
Siendo:

M - Momento flector de la suma de las acciones en cualquier seccion de la estructura

M?° - Momento flector en la misma seccién, debido a la accién de la carga transversal

Para flexion longitudinal y transversal simultanea, no se cumple el Principio de superposicion, debido
a que la dependencia entre el esfuerzo y la carga no es lineal. El esfuerzo se incrementa mas rapido
gue la carga.

En el caso de flexién longitudinal y transversal simultanea, el célculo no se realiza por medio de los

esfuerzos admisibles, sino por medio de las cargas admisibles.
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La formula de calculo por cargas admisibles para barras de materiales plasticos es:

[n]s lJr[n]y R +[n]M <o, (9.15)
A W 1_[n]i W

Donde.

[n] - factor de seguridad por resistencia

o, - esfuerzo de fluencia

PROBLEMA 9.9 Una columna de madera esta cargada como se muestra en la figura 9.9. Con ayuda
de tensémetros se determin6 el esfuerzo normal en el punto A y es igual a o, = 70kgf /cm?.
Determinar la magnitud de la carga P por medio de dos variantes: a) aplicando el principio de

independencia de cargas y b) flexion longitudinal y transversal simultdnea. Considerar que el médulo

de elasticidad es E =10°kgf /cm?

H
T e

1,8m

| =

| d=20cm
M

v A
70000

Fig. 9.9

Solucién:

Primero, aplicamos el principio de independencia de cargas, siendo el esfuerzo normal en el punto A:

S M Psend5’ N (Pcos45°)L

Cp=—+——
TAWnd? nd*
4 32
Como sen45° =cos45°, se tendré:
2 2
p_ o,nd _ 70.7.20 _ 426kgf

4.c0s 45° 1+8E 4.cos 45° 1+8@
d 20
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Ahora, aplicamos la flexién longitudinal y transversal simultdnea, siendo la relacién entre el esfuerzo

y la carga la siguiente:

S HL Sy° Psen45° (Pcos45°)L (Psen45°)y°
Cp=—+—+ = —+ - +
A W S nd nd nd® Psen45°
W|1l-— — — 1-
P, 4 32 32 P,
La fuerza de Euler para esta columna es:
» .5 m20°
TEZEI nt°.10°. 64

— 59811,5kgf

P, = 2 = 2
(uL) (2.180)

La deflexion en el extremo libre debido a la accién de la carga H en centimetros es:

3 0 3
YO = l;; _ (Pcos45 )Zéfo —(1L75.10%)P
3.10% T
64

Considerando que Sen45° = cos45° y reemplazando valores se tendra:

- - P cos 45° . (Pcos45°).180 N (P cos45°).(1,75.10°)P
A 20 1.20° 1.20° | Pcos4s’
4 32 32 598115

= 70kgf /cm?

De donde:

P = 424,3kgf
Como se puede apreciar, el valor obtenido difiere muy poco del obtenido por el Principio de
independencia de cargas, lo cual es natural, debido a que la rigidez de la estructura es bastante
grande.

PROBLEMA 9.10 Para la viga mostrada en figura 9.10, determinar el factor de seguridad por

resistencia [n] si el material posee un esfuerzo de fluencia o, = 2400kgf /cm? y su médulo de

elasticidad es E = 2.10°kgf /cm?

P=0,5T
\\\::::::: _________ y=f y=f o
ST I
B L=5m

Fig. 9.10
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Solucioén:

El esfuerzo normal maximo en compresién en la seccion mas peligrosa es:
S Sf° M?°

—+ +
A S W
Wil-—

e

O =

Determinamos las caracteristicas geométricas de la viga:

A= %(D2 —d?) = %(102 —8%) = 28,3cm?

T T
=~ (D*-dj)=_ (10* -8*) = 289,8cm*
aa 0) = 54 )

1 2898
05D 0,5.10
Calculamos la deflexiébn maxima debido a la accién de la carga transversal y la fuerza de Euler:

fo _ PL>  500.500°
48El  48.2.10°.289,8

=58cm?

2,2cm

_ n’El _ =%.2.10°.289,8
®(uL)?  (1.500)?

El momento flector maximo debido a la carga transversal es:

_ PL 500.500
= =
Reemplazamos estos valores y obtenemos:

o= 6000 N 6000.2,2 N 62500

28,3 58[1_ 6000 j 58
228817

= 22881, 7Kgf

M° = 62500kgf .cm

=1598kgf /cm?

De esta manera, debido a la dependencia lineal entre el esfuerzo y las cargas externas, el factor de

seguridad es:

G, 2400
n,=2="""=150
c 1598
En la realidad, debido a la flexion longitudinal y transversal simultanea, el factor de seguridad [n]
serd menor, porque el esfuerzo crece mas rapido que las cargas.

El valor del factor de seguridad lo determinamos por la formula 9.15
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Reemplazamos valores:

1 [n]22 1 [n]62500
+ . +
283 88 'y y 6000 58
~[n]
22881,7

[n]6000. = 2400

Efectuamos los célculos y obtenemos dos soluciones, eliminando la méas alta por ser irreal,

quedando de esta manera:

[n]=136
Calculamos el error porcentual del calculo por dependencia lineal:
€= M.mO% =10,29%

1,36
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CAPITULO 10
CARGAS DE IMPACTO

10.1 DEFINICIONES Y DEPENDENCIAS PRINCIPALES
Como es conocido de la Mecanica Tedrica, los problemas de la Dinamica se pueden plantear
como problemas de la Estatica, a través del Principio de D’Alambert. Recordamos, que este
principio, se fundamenta, en que el punto o sistema en movimiento se puede analizar en cualquier
momento en equilibrio, si las fuerzas actuantes en el punto o sistema y las reacciones dinamicas
de las conexiones se unen con las fuerzas inerciales.
Las fuerzas inerciales de un punto material son iguales al producto de la masa del punto por su
aceleracion y esta orientada en el sentido opuesto a la aceleracion.
En general, para un movimiento curvilineo no uniforme, la fuerza inercial posee dos componentes:
tangencial y centrifuga. La primera, esta orientada en cada momento por la tangente a la
trayectoria del movimiento y en sentido opuesto a la aceleracién tangencial. La segunda, esta
orientada por la normal al movimiento curvilineo y en sentido opuesto a la aceleracién normal, la
cual como es conocida, siempre esté orientada hacia el centro de la curvatura de la trayectoria.
Se denominan cargas dinamicas, a aquellas que varian con el tiempo, provocando vibraciones en
la estructura. Algunos ejemplos son las cargas de impacto, como cuando dos objetos chocan o
cuando un objeto que cae golpea una estructura, y las cargas ciclicas originadas por maquinaria
rotatoria. Otros ejemplos son las cargas provocadas por trafico urbano, rafagas de viento, agua,
olas, sismos y procesos de manufactura, todas las cuales son de caracter dinamico.
Los esfuerzos y desplazamientos producto de las cargas de impacto, se determinan por las

férmulas 10.1y 10.2
cydin = kdinGest (10-1)
6din = kdinsest (10-2)

Donde:

Gin+ Ogin - €Sfuerzo y desplazamiento dindmico, producto de la carga de impacto

Kgin - coeficiente dinamico para cargas de impacto

c.., 0, - esfuerzo y desplazamiento obtenido producto de la carga estéatica igual al peso de la

est? est

carga que cae
El coeficiente dinamico para cargas de impacto (kdin), sin considerar el peso de la estructura que

es impactada, se determina por la formula 10.3

Kgin =1+ /1+ﬂ (10.3)
6est

Para el caso de cargas aplicadas subitamente, es decir, cuando h =0, se obtendra K, =2

Donde:

h - altura que cae la carga de impacto
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Si consideramos el peso de la estructura, que recibe el impacto, el coeficiente dinamico se
determina por la formula 10.4

2h

P
8| 1+B—
ES(—i_BQJ

P - peso del sistema elastico que es impactado

Ky, =1+ [1+ (10.4)

Donde:

Q - peso de la carga de impacto
h - altura de caida

d

«t - desplazamiento en el punto de impacto, debido a la accién de la carga estatica Q

- coeficiente asumido que caracteriza la masa del sistema con el punto de impacto (3 <1)

El coeficiente asumido [ se determina por la formula 10.5

2
[(3e)?dP
p=t——— (10.5)
8P
Donde:
8, et - €Cuacion del diagrama de desplazamientos, producto de la accién de la carga estética,

igual al peso de la carga de impacto y actuante en el punto de impacto
Si la relacién h/éiest es muy grande (mayor a 100), se puede asumir la formula aproximada 10.6 y
si se considera el peso de la estructura la férmula 10.7

)

k, =
din 6

(10.6)

est

Kgin = (10.7)

10.2 CALCULO DE ESTRUCTURAS ANTE CARGAS DE IMPACTO
PROBLEMA 10.1 Un resorte de rigidez “k” sostiene una barra rigida prismatica AB de masa M; y
longitud L, tal como se muestra en la figura 10.1. Un objeto pesado de masa M, cae sobre la barra
desde una altura “h”. Obtener una férmula para la deflexion maxima & del punto B, si se supone

que no hay pérdidas de energia durante el impacto. Considerar que la masa M, es mucho mayor
que M,
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K
A M-
A a———
% O
T
. L/2 >{ . L/2 ’{
Fig. 10.1

Solucién:

Analizamos el diagrama de cuerpo libre de la estructura (figura 10.2)

P
§> A T B
~~~~~~~~~~~~ <P
\\\\\\\ 16
55555555555 | est v Mzg
-
“““““““““““ ~qB
\\\\\\\\\\\ Oest
‘ " L/2 »{ 4 L/2 .
Fig. 10.2
Del gréfico, se tiene:
dM,=0 = P(%)zMsz P=2M,g
Ademas:
8P:PL_E_ZMZg

“ EA k k
Del diagrama de desplazamientos, se obtiene:

SB :28P :4M2g

est est
k

En consecuencia:

5, =08, |14 1o |2AMG)y 20 ) AMLgl, Ly, KD
S | K [‘”V'ng k 2M,g

k

La orientacion del desplazamiento es hacia abajo por ser M, mayor que M,
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PROBLEMA 10.2 Sobre una barra escalonada de acero, cae una carga Q = 40kgf , tal como se
muestra en la figura 10.3. Determinar los esfuerzos maximos de compresién que surgen en las
secciones transversales de la barra escalonada, considerando que la estabilidad de la misma esta

asegurada.

Q=40kgf

h=10cm
74
A2=5cm2 " L2=1m
74
A,=10cm? | |L{=0,7m
TII7777777777 T

Fig. 10.3
Resolver el problema para los siguientes casos:

a) No considerar el peso de la barra

b) Considerar el peso de la barra, siendo su peso especifico del material y =7,85T / m?®

Para ambos casos, considerar E = 2.10°kgf /cm?

Solucién:

El esfuerzo estatico maximo de compresion surge en la parte superior de la barra escalonada e

igual a:
G ot =ﬁ=g=@=8kgf /cm?
A, A, 5
El desplazamiento estético en el lugar del impacto seré:
L L
8est = Q - + Q 2= 406 (E-'-@) :54-10_5cm
EA, EA, 210°(10 5

La relacion h/8., =10/(54.10"°) =18518.10° . En consecuencia, aplicamos la férmula

aproximada para el coeficiente dinamico.

CASO (a):

Si no consideramos el peso de la barra, obtenemos:

o, = |20 \/LOS ~192,45
5 54.10

est

El esfuerzo dindmico sera:

Gy = Ky 0w, =192,45.8 =1539,6kgf /cm?

din™ est
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El resultado obtenido, tiene sentido, si se cumple la condicién que el limite de proporcionalidad del

material de la barra es mayor que el esfuerzo dinamico obtenido.

CASO (b):

Para el caso, cuando se considere el peso de la barra, debemos previamente determinar el
coeficiente asumido 3

El desplazamiento estatico para cualquier seccion transversal del tramo inferior de la barra
escalonada (0<x, <L,) sera:

X
8!<est = Q :
EA,

Para el tramo superior (0 <X, <L,) se tendra:

8!(Iest - QLl + sz
EA, EA,

El peso de un elemento diferencial del tramo inferior es dP, =yA,dX, y del tramo superior
dP, =yA.,dx,

Ahora, determinamos el valor del coeficiente [3

j(sxest) dp j[ JyA dx +j( SXZJ YA X,

B_ §2 P o L L 2
o QL Ll yaL, +A,L)
ELA A,
2L3 2L2 2L L2 L3
B(EAlz A]_ Q 12 A L2 Q2 1=2 ,YA2+ Q
5 3EA) T EAY EEAA, 2 3EA,)

{Q(L1+L H y(AL, +A,L,)
E\LA, A

Reemplazamos las relaciones A, =2A,, L, =0,7L, y efectuamos los célculos, obteniendo:
B =0197
El peso de la barra es:
P=yA,L, +YA,L, =7,85.107°(10.70 +5.100) = 9,42kgf
El coeficiente dinamico, considerando el peso de la barra es:

Ky, = 210 =188,13

54.105( +0, .9’42j
40

El esfuerzo dinamico, considerando el peso de la barra es:

Gy = KO, =188,13.8 =1505,04kgf /cm?

din™ est

En el presente caso, la influencia del peso de la estructura no es considerable.
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PROBLEMA 10.3 Sobre la barra de acero de eje quebrado ABKC, cae una carga Q, tal como se
muestra en la figura 10.4,a. Determinar el esfuerzo maximo de la estructura y su desplazamiento

vertical en el extremo A. Considerar que el elemento AB es rigido

Fig. 10.4

Solucién:

La barra BKC estara sometida a flexion por la fuerza Q y a torsion por el momento Qa, cuyo
esquema de carga se muestra en la figura 10.4,b

Para determinar la seccién més peligrosa de la barra BKC, graficamos los diagramas de momento
flector M y momento torsor T . El diagrama M de acuerdo a su esquema de carga se muestra

en la figura 10.5,a y el diagrama T con su esquema de carga en la figura 10.5,c. De ambos
diagramas, podemos indicar que las secciones peligrosas pueden ser las secciones C o K. Para el
segundo caso, el momento flector es menor, pero su didmetro también, es por ello, la importancia
de analizar ambos casos.

Se recuerda, que la seccidn mas peligrosa, es aquella, cuyo esfuerzo estatico equivalente es el
mayor.

SECCION “C”:
M. =Q(L, +L,) = 25.180 = 4500kgf .cm

T, =Qa = 25.50 =1250kgf .cm
El esfuerzo estatico equivalente lo calculamos a través de la hipétesis de los esfuerzos

tangenciales maximos:

G::” =Wi1/|\/|é +TC2 =F183\/45002 +1250° =91,2kgf /cm?
c e
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SECCION “K”:
M, =QL, = 25.120 = 3000kgf .cm
T, =Qa = 25.50 =1250kgf .cm

ol :Wiw/Mi +T. = 1 /30007 +1250% = 507,8kgf /cm?
K

0.1.4°

De esta manera, se concluye, que la seccién mas peligrosa es la seccion “K”.
Q

a) l
K

ﬁl/

L1 v L2

Q(L4+L2)

-

b)
s |

/4 Ly 174 L, 14
A /A /
(L1+L2) L2

as ©

Fig. 10.5

Ahora, determinamos el desplazamiento vertical de la seccion A. El desplazamiento total, se puede

analizar como la suma del desplazamiento f,, debido a la flexion de la barra BKC y el

desplazamiento f, debido a la torsion de la misma barra, tal como se puede apreciar en la figura
10.4,b
El desplazamiento f, es igual a la deflexion fB en la seccion B, debido a la carga Q, recordando

que por condicion del problema la barra AB es rigida.

Para su célculo, aplicamos el método del trabajo virtual, utilizando el principio de Vereschaguin:
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1 11 2. 11 2
f,=—[QL,L,L,]+—.2QL,L,. 2L, +——.ZQL,L,. S L
1 Ell [Q 2+1 2] Ell 2Q 11 3 1 E|2 2Q 2 2 3 2
fi=— 1 [s120te0)s —+ Lose0 g0t 12512072120
2.10°.™8 2.10°.™8 2.10°.™4 3
64 64 64
f, =0,631cm

El desplazamiento f, lo determinamos considerando que el angulo ¢, es muy pequefio e igual al

angulo de giro en torsion de la seccion B.

TL TL 50. 50.
o =Tl TLo _ 25.50 604 , 25.50 12(4) _ 0.769.10"2rag
Glor Glo g1gs ™8 gps ™4
32 32
Luego:

f,=¢pga= 0,769.107°.50 = 0,384cm
El desplazamiento vertical estéatico de la seccion A es:

54, =f, +f, =0,631+0,384 =1,015cm

est

Determinamos el coeficiente dinamico:

Kgin =1+ l+$ =1+ /1+£ = 3,629
Oret 1,015

Para la seccién mas peligrosa K, el esfuerzo dindmico méximo es:

Gy = Kygnor =3,629.507,8 =1842,8kgf /cm?

din>~e
El desplazamiento vertical dinamico de la seccion A es:

841 = Ky; 82, =3,629.1,015 = 3,68cm

din~est
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